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Введение. Сложность большого количества со�
временных систем управления зачастую не позво�
ляет получить заранее полное описание процессов,
протекающих внутри системы, и ее взаимодействия
со средой. Достаточно часто математическая мо�
дель системы управления учитывает лишь допу�
стимые области изменения параметров управляе�
мой системы и характеристик ее отдельных эле�
ментов без конкретизации самих этих параметров
и характеристик. Указанные области могут опреде�
ляться, например, интервальными ограничения�
ми, соответствующими заданным техническим до�
пускам на систему. В последние два десятилетия
для построения управлений неопределенными
объектами интенсивно развивается теория ро�
бастного управления. Наибольшие успехи в этой
области достигнуты для анализа робастной устой�
чивости и робастной стабилизации линейных
объектов.

Сравнительно недавно теория робастных си�
стем пополнилась новыми инструментами синте�
за регуляторов. Для линейных неопределенных
систем – это алгебраическое неравенство Рикка�
ти (АRI), для нелинейных – неравенство Гамиль�
тона�Якоби (HJI) [1, 2]. HJI является неравен�
ством с частными производными, что затрудняет
применение этого метода. Одним из возможных
способов нахождения робастного управления с
использованием HJI является метод, основанный
на аппроксимации HJI рядом Тейлора вокруг точ�
ки равновесия. Однако этот метод не позволяет
получить более общие решения. С другой сторо�
ны, применение нелинейных матричных нера�
венств дает возможность исследовать системы,
параметры которых зависят от состояния (SDC)
[3]. Этот тип нелинейных обыкновенных диффе�

ренциальных уравнений позволяет перейти при
синтезе робастного управления от скалярного не�
равенства HJI к матричному неравенству ARI с
параметрами, зависящими от состояния объекта. 

Добавим, что АRI и HJI невозможно использо�
вать для решения терминальных задач управле�
ния неопределенными объектами. В работе пред�
лагается метод синтеза управления для одного
класса нелинейных неопределенных объектов с
применением их робастных моделей SDC, имею�
щих линейную структуру.

1. Постановка задачи. Пусть нелинейный не�
стационарный управляемый объект описывается
векторным дифференциальным включением

(1.1)

Здесь  или , ;
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Применение аналитических методов в целях
синтеза управлений для нестационарных объек�
тов с неполной информацией о параметрах, вход�
ных воздействиях, помехах либо сопряжено с
большими вычислительными трудностями, либо
не представляется возможным (как в случае синте�
за оптимальной системы). В связи с этим возника�
ет задача построения управления не для одной
конкретной, точно заданной системы, а целого се�
мейства систем, параметры и характеристики эле�
ментов которых принадлежат заранее известным
множествам. В современной литературе по тео�
рии управления соответствующая проблема полу�
чила название задачи робастного управления. Су�
ществует несколько определений робастного
управления, в которых так или иначе отражается
существо постановки задачи управления неста�
ционарным объектом. Дадим определение ро�
бастного управления, использующее идею гаран�
тированного управления [4, 5].

Задачей робастного управления [6] по отноше�
нию к множеству целей, функционалу качества,
множеству допустимых управлений, множеству
состояний, включая состояние объекта в момент
начала управления, а также множеству возмож�
ных значений параметров и характеристик эле�
ментов объекта является отыскание управления,
принадлежащего допустимому множеству управ�
ляющих воздействий, минимизирующего задан�
ный функционал и обеспечивающего перевод си�
стемы из начального состояния в заданное мно�
жество целей при любых значениях параметров и
характеристик элементов объекта, принадлежа�
щих множеству возможных значений. Это означа�
ет, что гарантированным значением критерия ка�
чества при робастном управлении будет величина

. (1.5)

При синтезе робастного управления для нели�
нейных неопределенных объектов будут исполь�
зоваться их робастные модели, имеющие линей�
ную структуру. Поэтому рассмотрим вначале ме�
тод гарантированного управления в применении
к неопределенным линейным моделям.

2. Линейные робастные системы. Введем следу�
ющую линейную систему 

(2.1)

где  – неизвестное возмущение,  – управ�
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Синтез управления для объекта (2.1) может
быть приведен в постановке задачи дифференци�
альной игры с заданной ценой , ес�
ли возмущение  интерпретировать как анта�
гонистическое управление. Тогда функционал ка�
чества можно представить в виде

(2.3)

где интервал управления  задан. Вопрос о вы�
боре параметров положительно полуопределенных
(определенных) матриц  и положительно опре�
деленных матриц  будет обсуждаться ниже.

Положим, что ,
что упростит формулировку результата, но не из�
менит общности постановки задачи. Известно [7],
что оптимальные управления  и  опреде�
ляются соотношениями

(2.4)
где положительно определенная матрица S явля�
ется решением дифференциального уравнения
Риккати (DRE)

(2.5)

Отметим, что матрицы R и P должны задаваться

так, чтобы матрица M =  – 
была бы, по крайней мере, положительно полу�
определенной. Понятно, что реализовать полу�
ченное решение не удастся, так как отсутствует
информация о значениях параметров объекта (2.1)
в каждый момент интервала управления.

Если время окончания переходного процесса
не фиксировано (например, ), а первое
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модели объекта (2.1) при антагонистическом воз�
действии 

(2.8)

с использованием функционала качества

(2.9)

Напомним, что матрицы R и P должны задаваться

так, чтобы матрица  была
бы, по крайней мере, положительно полуопреде�
ленной. В теории робастных систем при исполь�
зовании �нормы для отыскания управления,
организованного по принципу обратной связи,
вместо обратимой положительно определенной
матрицы  обычно вводится скалярный показа�

тель , а .
Учитывая интервальный характер параметри�

ческой неопределенности объекта (2.1) и условие
выбора параметров робастной модели (2.8), опре�
делим структуру регулятора и действующего воз�
мущения в виде
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где  и

.

Запишем решение уравнения (2.14) в виде

.

Учитывая, что корни характеристической мат�
рицы  являются действительными и отрицатель�
ными, можно назначить такие положительные по�

стоянные  и , что  [8]. Тогда
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Как было показано, управления (2.12) обеспе�
чивают системе свойства асимптотической устой�
чивости, т.е.  при . Принимая во
внимание, что параметрические возмущения
принадлежат ограниченной области возможных
значений, справедливо считать, что 
при . Тогда из (2.15) будем иметь оценку мак�
симально возможного рассогласования траекто�
рий объекта (2.1) и его робастной модели
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Учитывая свойства рассматриваемых нелинейно�
стей, перейдем от (3.2) к 

. (3.3)
Предположим также, что

(3.4)

Следует отметить, что представление нелиней�
ности  в виде (3.3) может оказаться неодно�
значным [3]. Пусть количество возможных пред�
ставлений этой нелинейности в виде (3.3), которые
при заданных начальных условиях не обращаются в
бесконечность, есть . Тогда нелинейная система
(3.1) может быть преобразована в  систем, экви�
валентных исходной, но не эквивалентных отно�
сительно друг друга, с параметрами, зависящими
от состояния SDC 
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Синтез структуры управления произведем на i�
модели системы с использованием функционала
типа (2.9). Неравенство (2.6) запишется как
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Управления определяются выражениями

(3.7)

Основная система с управлениями вида (3.7) и
ее i�модель будут иметь вид

Учитывая, что исходная система (3.1) и ее i�мо�
дель описываются одними и теми же уравнениями
с одинаковыми начальными условиями, то под
воздействием управлений (3.7) в силу эквивалент�
ности преобразования нелинейной функции будут
иметь одинаковые переходные процессы, т.е.

. (3.8)
Отметим, что неоднозначное представление не�
линейной функции в виде (3.3) приводит к тому,
что и управления вида (3.7) будут отличаться для
различных моделей. Таким образом, в общем слу�
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чае траектории  и  не будут совпадать, т.е.
 если , так как 

и, таким образом, 
Как видно, найти положительно определен�

ную матрицу , удовлетворяющую неравен�
ству (3.6), не так легко. Но даже отыскание матри�
цы  не гарантирует существования стабили�
зирующего управления, так как не известна
область , содержащая одновременно начальную
пару  и цель управления, “заполненную”
траекториями, произведенными управлениями
вида (3.7).

Сформулируем задачу робастного управления
нелинейным неопределенным объектом. Пусть
управляемый объект описывается соотношения�
ми (3.3), где матрицы , , , , 
определены, так как это сделано в разд. 2. Необ�
ходимо построить управление, асимптотически
переводящее систему за требуемое время из за�
данного начального состояния  в некото�
рую окрестность начала координат  >
> , d > 0.

Предположим, что удастся построить такое
управление. Допустим также, учитывая неодно�
значность представления нелинейной системы (3.1)
в виде системы, параметры которой зависят от со�
стояния (3.5), что класс рассматриваемых систем
таков, что их параметры в процессе управления
изменяются в соответствующих интервалах

Здесь . Учитывая (2.6), построим i�ю ро�

бастную модель системы

(3.9)
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Организуем управления вида (3.7). Для того,
чтобы матрица Sp содержала информацию о на�
чальном состоянии объекта, цели управления и
заданном периоде управления, назначим весовые
матрицы функционала (2.9)  следующим
образом:

, , , (3.10)

при этом выбор весового коэффициента  дол�
жен быть таким, чтобы матрица 

 

была бы отрицательно полуопределенной (опре�
деленной).

Положительно определенная матрица  бу�
дет решением алгебраического уравнения ARE

(3.11)

Назначение матрицы  в виде  обеспе�
чивает постоянство параметров робастного регу�
лятора при терминальной постановке задачи.
При таком определении матрицы усиления ро�
бастного регулятора будет выполняться следую�
щее соотношение

(3.12)

Другими словами, норма решения уравнения

является мажорантой для нормы решения урав�
нения

при .

Условие (3.12) будет справедливым для всех
моделей систем, т.е. для всех . Получен�
ные результаты позволяют сформулировать сле�
дующие теоремы.
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Те о р е м а 1. Пусть дифференциальное урав�
нение

допускает представление в виде линейного диф�
ференциального уравнения с параметрами, зави�
сящими от состояния,

Тогда управление , где
положительно определенная матрица  отве�
чает неравенству Риккати

является стабилизирующим, т.е.  при
.

Те о р е м а 2. Пусть выполняются условия тео�
ремы 1 и параметры линейной модели объекта
имеют интервальный характер. Тогда управление

, где положительно опреде�

ленная матрица  есть решение алгебраического
уравнения Риккати

является для исходной системы робастно стаби�
лизирующим, т.е.  при .

П р и м е р. Рассмотрим пример из [10] (коор�
динатное управление спутником), существенно
усложнив его за счет введения параметрических
возмущений. Исследуемый нелинейный объект
описывается следующим дифференциальным
уравнением

Параметры объекта имеют следующие номиналь�
ные значения 

Сформируем робастную модель объекта
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Здесь

Вектор  содержит возмущения состоя�
ния объекта, вызванные отклонениями парамет�
ров от номинальных значений. Примем ω(x) =
= . Такой уровень возмущений по отно�
шению к начальным условиям составляет поряд�
ка 20% по каждой координате. Введем функцио�
нал качества
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С учетом материала разд. 2 оптимальное
управление для исходного объекта, синтезиро�
ванное на робастной модели объекта, и возмуще�
ния будут определяться следующими соотноше�
ниями

,
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Рис 1. Переходные процессы  в исходном объекте с управлением, синтезированном на модели с пара�
метрами, зависящими от состояния исходного объекта (интервал 0–0.02 с)
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Матрица Sp, являясь решением МRE при задан�
ных начальных условиях объекта, имеет вид

.

Управления определяются соотношением

.

Как видно из графиков (рис. 1, 2), исходный
объект под воздействием синтезированного управ�
ления стабилизируется и при этом влияние воз�
мущений, действующих на объект, подавляется
достаточно успешно (амплитуды возмущений на
выходе меньше амплитуд на входе приблизитель�
но в 50 раз). 

Заключение. Рассмотрены задачи синтеза ро�
бастных управлений для нелинейных неопреде�
ленных объектов. Дифференциальное уравнение,
описывающее нелинейный объект, преобразуется
в дифференциальное уравнение с параметрами,
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зависящими от состояния объекта. Это уравнение
используется для построения робастной линей�
ной модели с постоянными параметрами, что
позволяет при синтезе управляющих воздействий
перейти от нелинейного неравенства ARI к мат�
ричному уравнению MRE. Норма решения урав�
нения, описывающего модель объекта, является
мажорантой для всех возможных решений уравне�
ния, задающего исходную нелинейную систему. 

Предложен способ назначения матриц весов
квадратичного функционала, обеспечивающих
независимость выполнения задачи стабилизации
при любых заранее известных максимально воз�
можных начальных условиях нелинейного объек�
та с параметрами, зависящими от состояния. За�
дача конструирования робастного регулятора
сведена к стандартной постановке дифференци�
альной игры с квадратичным функционалом. Ис�
пользуемый подход можно отнести к минимакс�
ным методам (концепции гарантированного
управления). Приведен пример поведения объек�
та с параметрами, которые зависят от состояния,
находящегося под воздействием управления,
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Рис 2. Переходные процессы  в исходном объекте с управлением, синтезированном на модели с пара�
метрами, зависящими от состояния исходного объекта (интервал 0.5–2 с)
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синтезированного с использованием его робаст�
ной модели.
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