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TRAVELLING LONG WAVES IN WATER RECTANGULAR 
CHANNELS OF VARIABLE CROSS SECTION

Решения волновых уравнений типа u(x – ct) описывают бегущие волны, не меняющиеся 
с расстоянием. Здесь x – одна из координат (на плоскости, цилиндре или сфере), t – время и 
с – скорость распространения. Анализ таких решений является объектом математической 
физики и волновой теории, в том числе и нелинейной [13; 14; 15; 16; 17; 18]. Если среда явля-
ется неоднородной или нестационарной в направлении распространения волны, то не удает-
ся обычно найти строгие решения волновых уравнений в виде бегущих волн. В тоже время, 
если среда меняется достаточно медленно во времени или плавно в пространстве, то бегущие 
волны с переменной амплитудой находятся приближенно с использованием методов типа 
геометрической оптики или акустики [1; 3]. Существует, однако, конечное число примеров, 
допускающих существование бегущих волн и в неоднородных средах со специальными зако-
нами изменения характеристик среды в пространстве. Такие примеры известны для поверх-
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Аннотация. В рамках уравнений мелкой воды полу-
чено точное решение в виде бегущих длинных волн в во-
дных каналах прямоугольной формы, глубина и ширина 
которых меняются в пространстве. Выведено диффе-
ренциальное уравнение, связывающее глубину и ширину 
канала для безотражательного распространения волны. 
Показано, что число конфигураций, допускающих суще-
ствование бегущих волн, неограниченно, так что эффект 
сверхдальнего распространения волн является типич-
ным. Рассмотренный эффект может оказаться важным 
для интерпретации случаев сильного проникновения 
волн цунами в глубь побережья. 

Ключевые слова: бегущие длинные волны, уравнение 
мелкой воды, прямоугольные каналы.

Abstract. A rigorous travelling wave solution in water 
channels of rectangular cross section with variable depth and 
width is obtained in the framework of shallow water theory. 
The differential equation connecting depth and width of the 
channel for the case of non-reflecting wave propagation is 
derived. It is shown that the number of geometries and con-
figurations, which allow non-reflecting wave propagation, is 
unlimited. Thus, the effect of very long-distance wave propa-
gation is rather common and can play an important role in the 
interpretation of the observed extreme inundations caused by 
tsunami. 

Key words: travelling long waves, shallow water theory, 
rectangular channels.
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ностных волн на воде [9; 10; 11; 2], внутрен-
них волн в океане [6; 7], акустических волн в 
атмосфере Земли и Солнца [4; 5]. Для их на-
хождения используются различные методы, в 
том числе алгебра Ли и трансформационные 
методы [8; 12]. В настоящей работе подобный 
класс бегущих волн находится для водных 
относительно узких каналов переменного се-
чения, когда его глубина и сечение меняются 
произвольным образом вдоль оси канала.

Математическая модель

Рассмотрим узкий (ширина канала мень-
ше длины волны) канал прямоугольной фор-
мы, глубина и ширина которого меняются 
вдоль оси х. Геометрия канала приведена 
ниже (см. рис). Динамика длинных (длина 
волны больше глубины) волн в таких каналах 
описывается нелинейными уравнениями те-
ории мелкой воды:

  3
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где u(x,t) – усредненная по поперечному 
сечению скорость течения, η(x,t) – колебания 
водной поверхности вдоль оси x, �(�) – пере-
менное поперечное сечение канала и g – уско-
рение свободного падения. Ось канала пред-
полагается не искривленной.

Площадь поперечного сечения прямоу-
гольного канала естественно представима в 
виде:

( ) ( )xBtxHS ,= ,             (3)

где: �(x,t) = η(x,t) + h(x) и h(x) соответ-
ственно полная и невозмущенная глубина ка-
нала вдоль главной оси x, а B(x) – переменная 
ширина канала.

Рассматривая волны малой амплитуды 
(амплитуда меньше глубины канала), уравне-
ния (1) и (2) можно линеаризовать:
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Уравнения (4) сводятся к волновому урав-
нению второго порядка для смещения во-
дной поверхности с коэффициентами, зави-
сящими от пространственных характеристик 
канала:
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Уравнения (4) сводятся к волновому уравнению второго порядка для 

смещения водной поверхности с коэффициентами, зависящими от 

пространственных характеристик канала: 
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Для нахождения решений уравнения (6) в виде бегущей волны будем 

использовать технику сведения волнового уравнения с переменными 

коэффициентами к волновому уравнению с постоянными коэффициентами 

[12]. Для этого проведем следующую замену в уравнении (6) 
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Рис. Геометрия канала
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технику сведения волнового уравнения с 
переменными коэффициентами к волновому 
уравнению с постоянными коэффициентами 
[12]. Для этого проведем следующую замену 
в уравнении (6)

( ) ( ) [ ])(,, xtxAtx τη Φ= ,            (7)

где: A(x), Φ(t,τ) и τ(x) – три неизвестные 
функции, подлежащие определению. Тогда 
уравнение (6) трансформируется в

  5

Уравнения (4) сводятся к волновому уравнению второго порядка для 

смещения водной поверхности с коэффициентами, зависящими от 

пространственных характеристик канала: 

 

02

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

x
Bh

x
g

t
B ηη

,                                                           (5) 

 

или 

 

02

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∂
∂

x
gh

xdx
dB

B
h

dx
dhg

t
ηηη

.                                                 (6) 

 

Для нахождения решений уравнения (6) в виде бегущей волны будем 

использовать технику сведения волнового уравнения с переменными 

коэффициентами к волновому уравнению с постоянными коэффициентами 

[12]. Для этого проведем следующую замену в уравнении (6) 

 

( ) ( ) [ ])(,, xtxAtx τη Φ= ,                                                                  (7) 

 

где A(x), Φ(t,τ) и τ(x) – три неизвестные функции, подлежащие определению. 

Тогда уравнение (6) трансформируется в 

 

02
2

2

2

2

2

2

2

2

2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+Φ−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Φ∂

+Φ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∂
Φ∂

dx
dA

dx
dA

dx
d

dx
dA

dx
Adgh

dx
dA

dx
dA

dx
dB

B
h

dx
dhg

t
A

τ
τ

τ
τ

τ
τ

τ
τ

.                         (8) 

 
.

(8)

Уравнение (8) может быть сведено к вол-
новому уравнению с постоянными коэффи-
циентами в новых переменных:
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Из (12) ясен смысл величины τ – это время распространения волны, которое 
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Из (12) ясен смысл величины τ – это время распространения волны, которое 

естественно не зависит от ширины канала: 
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Уравнение (11) интегрируется и дает закон сохранения потока волновой 

энергии 

constBAh =2/14/1 .                                                            (14) .           (14)

Уравнение (11) представляет собой извест-
ный закон Грина для волн в жидкости с плав-
ным изменением глубины и ширины канала, 
однако в нашем случае он выполняется и для 
волн в канале с произвольными (но непре-
рывными) изменениями параметров канала. 

После однократного интегрирования 
уравнения (10) получаем:
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Итак, если глубина и ширина канала меняются в пространстве в 

соответствие с (16), то функция Φ является решением волнового уравнения с 

постоянными коэффициентами (9), и, следовательно, его решениями 

являются бегущие волны типа Φ(τ-t). Тогда и решения вида (7) естественно 

называть бегущими волнами с переменной амплитудой. Условия 

существования таких бегущих волн и обсуждаются ниже. 

3. Формы безотражательных водных каналов 
Уравнение (16) описывает формы каналов, в которых могут 

распространяться бегущие волны, которые не отражаются в неоднородной 

среде. Такие каналы мы будем называть безотражательными. Рассмотрим 

сначала некоторые частные случаи. Если ширина канала постоянна 

(B = const), то помимо тривиального случая, когда волна распространяется в 
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Итак, если глубина и ширина канала ме-
няются в пространстве в соответствии с (16), 
то функция Φ является решением волнового 
уравнения с постоянными коэффициентами 
(9), и, следовательно, его решениями являют-
ся бегущие волны типа Φ(τ-t). Тогда и реше-t). Тогда и реше-). Тогда и реше-
ния вида (7) естественно называть бегущими 
волнами с переменной амплитудой. Условия 
существования таких бегущих волн и обсуж-
даются ниже.

Формы безотражательных 
водных каналов

Уравнение (16) описывает формы каналов, 
в которых могут распространяться бегущие 
волны, которые не отражаются в неоднород-
ной среде. Такие каналы мы будем называть 
безотражательными. Рассмотрим сначала не-
которые частные случаи. Если ширина канала 
постоянна (B = const), то, помимо тривиаль-
ного случая, когда волна распространяется в 
бассейне с постоянной шириной и глубиной, 
бегущая волна возможна еще и в бассейне, 
глубина которого меняется по следующему 
закону:
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3/4~ xh ,            (17)

что соответствует одномерному случаю 
безотражательного пляжа, подробно рассмо-
тренному в работе [10; 2]. Решение в виде бе-
гущей волны, распространяющейся к берегу, 
описывается следующим выражением, выте-
кающим из (7):
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где: A0 – начальная амплитуда волны на 
расстоянии x0 от берега, τ0 – время движения 
волны от начальной точки до берега (мы не 
приводим здесь выражения для него, легко 
находимого из (13)). Важно подчеркнуть, что 
форма бегущей волны может быть произ-
вольной, в том числе и разрывной.

Другим важным частным случаем являет-
ся канал переменного сечения и постоянной 
глубины. В этом случае решение уравнения 
(16) дает:

2~ xB .            (19)

Бегущая волна в таком канале описывает-
ся выражением
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Амплитуда волны меняется в канале, в то 
время как ее скорость остается постоянной.

И наконец, третьим частным решением 
уравнения (16) является:

2/1~ −hB ,            (21)

при этом глубина в пространстве может 
описываться произвольной непрерывной 
функцией. Бегущая к берегу волна в этом слу-
чае описывается формулой:
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Волна не меняет свою амплитуду, несмотря на переменность глубины канала. 

Эффект неоднородности среды проявляется только в переменности скорости 

распространения волны. 

4. Заключение 
В данной работе в рамках линейной теории мелкой воды показано 

существование бегущих волн, распространяющихся без отражения в 

прямоугольном канале переменного сечения. Форма бегущей волны остается 

неизменной в процессе распространения, хотя ее амплитуда и фаза, вообще 

говоря, меняются в пространстве. Как показало наше исследование, число 

конфигураций канала, допускающих существование бегущих волн, 

неограниченно (это, естественно, не означает, что все они реализуются в 

природных условиях), и, следовательно, эффект безотражательного 

.         (22)

Волна не меняет свою амплитуду, несмо-
тря на переменность глубины канала. Эф-
фект неоднородности среды проявляется 
только в переменности скорости распростра-
нения волны.

В данной работе в рамках линейной тео-
рии мелкой воды показано существование 
бегущих волн, распространяющихся без от-
ражения в прямоугольном канале перемен-
ного сечения. Форма бегущей волны остает-
ся неизменной в процессе распространения, 
хотя ее амплитуда и фаза, вообще говоря, 
меняются в пространстве. Как показало наше 
исследование, число конфигураций канала, 
допускающих существование бегущих волн, 
неограниченно (это, естественно, не озна-
чает, что все они реализуются в природных 
условиях), и, следовательно, эффект безотра-
жательного распространения волны должен 
быть достаточно распространенным. Имен-
но этим, на наш взгляд, объясняется сильное 
проникновение волн цунами в долинах рек 
на большие расстояния от берега [6; 10]. 

Представленные результаты получены 
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годарность грантам РФФИ (11-05-00216 и 11-
05-97006) и ИИД – грантам МК1440.2012.5, 
SF0140007s11 и ETF8870.
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