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Ïðåäèñëîâèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîé è óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ïðîÿâëÿåòñÿ
ê ñðåäñòâàì ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ñëîæíûõ ïàðàëëåëüíûõ
è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Òàêèìè ñèñòåìàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðè-
ìåð, âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è êîìïëåêñû ñ ïàðàëëåëüíîé è ðàñ-
ïðåäåëåííîé àðõèòåêòóðîé, ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû è àëãîðèò-
ìû, ïðîòîêîëû âçàèìîäåéñòâèÿ (êîììóíèêàöèîííûå, âåðèôèöè-
ðóþùèå), ìîäåëè òåõíîëîãè÷åñêèõ è áèçíåñ-ïðîöåññîâ. Ýòî îáó-
ñëîâëåíî â ïåðâóþ î÷åðåäü âûñîêèì ðèñêîì âîçíèêíîâåíèÿ îøè-
áîê íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì è ÷ðåçâû÷àéíî âûñî-
êîé öåíîé ïðîÿâëåíèÿ ýòèõ îøèáîê íà ñòàäèè ýêñïëóàòàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà è âåðèôèêàöèè â òåîðèè ïàðàë-
ëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåä-
ëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì.
Ê ÷èñëó íàèáîëåå èçâåñòíûõ ôîðìàëèçìîâ ìîæíî îòíåñòè êîíå÷-
íûå àâòîìàòû, àëãåáðû ïðîöåññîâ, CCS Ð. Ìèëíåðà, ÿçûêè òðàññ,
à òàêæå ðàçëè÷íûå èõ ìîäèôèêàöèè, â òîì ÷èñëå ñ äîáàâëåíèåì
êîíñòðóêöèé âðåìåíè è âåðîÿòíîñòè.

Ñåòè Ïåòðè [60] äàâíî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ êàê óäîáíûé è
íàãëÿäíûé, è â òî æå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèé ôîðìàëèçì
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Âàæíûì
åãî äîñòîèíñòâîì íàðÿäó ñ ïðîñòîòîé è íàãëÿäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
ðàçðåøèìîñòü ìíîãèõ ïîâåäåí÷åñêèõ ñâîéñòâ (ñì. îáçîðû [39, 40,
62, 64]). Ñåòè Ïåòðè ïîçâîëÿþò ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ äåòàëè-
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çàöèè ìîäåëèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû, ïðîòîêîëû âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, à òàêæå ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ â ïàðàëëåëüíûõ è ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Â íèõ èìåþòñÿ ïðîñòûå êîíñòðóêöèè äëÿ
îïèñàíèÿ ñòðóêòóð ïàðàëëåëèçìà: ïîñëåäîâàòåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ,
âûáîð, ïàðàëëåëüíîå ñëèÿíèå.

Ñðåäè îòå÷åñòâåííûõ èññëåäîâàíèé ïî ñåòÿì Ïåòðè è ñïåöèôè-
êàöèè è àíàëèçó ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû
Í.À. Àíèñèìîâà, Î.Ë. Áàíäìàí, È.Á. Âèðáèöêàéòå, Â.Â. Âîåâîäè-
íà, Í.Â. Åâòóøåíêî, Þ.Ã. Êàðïîâà, Â.Å. Êîòîâà, Â.À. Íåïîìíÿ-
ùåãî, Ð.Ë. Ñìåëÿíñêîãî, Â.À. Ñîêîëîâà, Ë.À. ×åðêàñîâîé.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé, ïî-
ñòðîåííûõ íà îñíîâå ñåòåé Ïåòðè. Íåêîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàñøè-
ðåíèåì êëàññà îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè è ïî âûðàçèòåëüíî-
ñòè ïðèáëèæàþòñÿ ê ìàøèíàì Òüþðèíãà, íåêîòîðûå � ñóæåíèåì
(èíîãäà äî êîíå÷íûõ ñèñòåì). Ñóùåñòâóþò ñåòè Ïåòðè ñ èíãèáè-
òîðíûìè äóãàìè, ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè, ñåòè ñî âðåìåíåì è
âåðîÿòíîñòüþ, îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå ñåòè Ïåòðè [41, 64].

Îáðàçîâàëñÿ äîâîëüíî îáøèðíûé íàáîð êëàññîâ ôîðìàëüíûõ
ñèñòåì ñ îáùèì íàçâàíèåì �ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ�, â êîòî-
ðûõ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ââîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè ìîäóëüíîñòè
è èåðàðõè÷íîñòè [41, 42, 53, 66, 67].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçðàáîòêå
ôîðìàëèçìîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ïîìîùè ñåòåé Ïåòðè ìóëü-
òèàãåíòíûõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé äèíàìè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (âïëîòü
äî ðåêóðñèâíîñòè). Ê ôîðìàëèçìàì òàêîãî ðîäà ìîæíî îòíåñòè
îáúåêòíûå ñåòè Ð. Ôàëüêà [70], ñõåìû ðåêóðñèâíî-ïàðàëëåëüíûõ
ïðîãðàìì Î.Á. Êóøíàðåíêî è Â.À. Ñîêîëîâà [23], ðåêóðñèâíûå
ñåòè Ñ. Õàääàäà è Ä. Ïâàòðåíî [43]. Â ðàáîòàõ È.À. Ëîìàçîâîé
[14, 16] áûëè îïðåäåëåíû âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè è ðåêóðñèâíûå
âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè. Â òàêèõ ñåòÿõ íåêîòîðûå ôèøêè â ñâîþ
î÷åðåäü ìîãóò áûòü ñåòÿìè Ïåòðè, ÷òî ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ìîäåëèðîâàòü äèíàìè÷åñêèå îáúåêòû â ñèñòåìå.

Ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîâåäåíèé � âàæíåéøåå ïîíÿòèå òå-
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îðèè ôîðìàëüíûõ ñèñòåì. Ïîâåäåí÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâî-
ëÿþò ñðàâíèâàòü ïàðàëëåëüíûå è ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû ñ ó÷å-
òîì òåõ èëè èíûõ àñïåêòîâ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, à òàêæå àáñòðà-
ãèðîâàòüñÿ îò èçëèøíåé èíôîðìàöèè. Ýêâèâàëåíòíîñòíûå îòíî-
øåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ ñîõðàíÿþùåé ïîâåäåíèå ðåäóêöèè
ñèñòåì è â ïðîöåññå âåðèôèêàöèè, êîãäà ñðàâíèâàåòñÿ îæèäàåìîå
è ðåàëüíîå ïîâåäåíèÿ ñèñòåì. Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çà-
íèìàþò âàæíîå ìåñòî â òåîðèè àâòîìàòîâ, òåîðèè ñõåì ïðîãðàìì
(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Ð.È. Ïîäëîâ÷åíêî [20]).

Áèñèìóëÿöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü [59, 57] � ôóíäàìåíòàëü-
íîå ïîíÿòèå â òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Áè-
ñèìóëÿöèÿ îáëàäàåò ÷åòêîé ìàòåìàòè÷åñêîé òðàêòîâêîé è áîëåå
òîíêî îòñëåæèâàåò âåòâëåíèÿ â äåðåâå ñðàáàòûâàíèé ñèñòåìû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÿçûêîâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû áèñèìóëÿðíû, åñëè âíåøíèé íàáëþäàòåëü ïî íàáëþäàåìîìó
ïîâåäåíèþ ñèñòåìû íå ìîæåò îïðåäåëèòü, ñ êàêîãî èç ýòèõ äâóõ
ñîñòîÿíèé îíà íà÷àëà ðàáîòó.

Îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé (íàïðèìåð, äëÿ âû-
ÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ñèñòåìû å¼ ñïåöèôèêàöèè). Êðîìå òîãî, âû-
ÿâëåíèå ñõîäíûõ ñòðóêòóð â ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ïîçâîëÿåò ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàòü ñèñòåìó áåç èçìåíåíèÿ åå íàáëþäàåìîãî ïî-
âåäåíèÿ (áèñèìóëÿöèîííàÿ ðåäóêöèÿ). Ïðîáëåìà ïîèñêà ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñîñòîÿíèé òàêæå âàæíà äëÿ ïîääåðæêè ìåòîäîëîãèè àä-
àïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, ñîãëàñíî êîòîðîé ñòðóêòóðà ñè-
ñòåìû ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî â õîäå åå ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ, íàïðèìåð, â îòâåò íà èçìåíåíèÿ âíåøíèõ óñëîâèé èëè æå
ïðè âîçíèêíîâåíèè êàêèõ-òî âíóòðèñèñòåìíûõ ñîáûòèé (áîëåçíü
ñîòðóäíèêà, îòêàç îáîðóäîâàíèÿ, âíåäðåíèå íîâûõ ýëåìåíòîâ ñè-
ñòåìû è ò.ï.).

Áèñèìóëÿöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èçó÷àëàñü äëÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé [37, 28, 46, 49, 48, 58, 68]. Áûë ïîëó-
÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî åå ðàçðåøèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, áèñèìóëÿ-
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öèÿ ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ êëàññîâ ìîäåëåé ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
ñîñòîÿíèé è íåðàçðåøèìà äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ñ áåñêîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì ñîñòîÿíèé.

Â ñëó÷àå ñåòåé Ïåòðè òåêóùåå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàçìåòêè � ìóëüòèìíîæåñòâà ôèøåê (ìàðêåðîâ) â ïîçèöèÿõ ñåòè.
Èçâåñòíî, ÷òî áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê â ñåòÿõ Ïåòðè íåðàçðåøèìà
[48, 51], ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ áîëåå ñèëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ñå-
òè Ïåòðè, ñîõðàíÿþùèõ áèñèìóëÿðíîñòü è â òî æå âðåìÿ ïîääà-
þùèõñÿ àíàëèçó (ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûõ). Ïðèìåðîì òàêèõ îò-
íîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü ââåäåííûå Ô. Øíîáåëåíîì, Ñ. Àóòîíîì è
Í.Ñ. Ñèäîðîâîé îòíîøåíèÿ áèñèìóëÿöèè ïîçèöèé è êîððåêòíîãî
ñëèÿíèÿ ïîçèöèé [26, 21, 65].

Â äàííîé ìîíîãðàôèè ïðåäñòàâëåíî ïîíÿòèå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ
ñåòè Ïåòðè. Ðåñóðñîì íàçûâàåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâî ôèøåê, íàõî-
äÿùèõñÿ â ïîçèöèÿõ ñåòè (òî åñòü íåêàÿ ÷àñòü ðàçìåòêè). Äâà
ðåñóðñà ïîäîáíû, åñëè, çàìåíèâ â ëþáîé ðàçìåòêå ñåòè îäèí èç
íèõ íà äðóãîé, ìû ïîëó÷èì òî æå ñàìîå íàáëþäàåìîå ïîâåäåíèå
ñåòè. Ïîäîáèå ðåñóðñîâ îáëàäàåò åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèåé è
ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, ýê-
âèâàëåíòíîñòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåñóðñîâ, èçáûòî÷íîñòü ðåñóðñà,
ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèé ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ
äîïîëíèòåëüíîãî ðåñóðñà è ò.ï. Íàõîæäåíèå ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ
ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ïîëåçíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ õàðàêòåðà ìîäå-
ëèðóåìîãî ïðîöåññà è îïòèìèçàöèè ðåñóðñíûõ çàòðàò.

Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ ñèëüíåå îòíîøåíèÿ áèñèìóëÿ-
öèè ðàçìåòîê, ïîýòîìó äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðÿä êîíñòðóêòèâ-
íûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîäîáèå îáëàäàåò êîíå÷íûì áàçèñîì è
ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî àïïðîêñèìèðîâàíî.

Â êíèãå òàêæå ðàññìîòðåí ðÿä îòíîøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ äàëü-
íåéøèì ðàçâèòèåì ïîíÿòèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
ñóæåíèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ, òàêèå, êàê îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå ðå-
ñóðñîâ è áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ; à òàêæå ðàñøèðåíèÿ ïîäîáèÿ:
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óñëîâíîå ïîäîáèå, ðàññëîåííîå ïîäîáèå è ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðå-
ñóðñîâ. Âñå ýòè îòíîøåíèÿ îáëàäàþò åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöè-
åé è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ïðè ïîìîùè êîíå÷íûõ áàçèñîâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàññìîòðåíû òàêæå â ïðèìåíåíèè ê
íåêîòîðûì âàæíûì ôîðìàëèçìàì, îñíîâàííûì íà îáûêíîâåííûõ
ñåòÿõ Ïåòðè: ñåòÿì ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè, ñåòÿì âûñîêîãî
óðîâíÿ, âëîæåííûì ñåòÿì. Äëÿ âñåõ ýòèõ ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé
êîíñòðóêòèâíûå ñâîéñòâà ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ ñîõðàíÿþòñÿ, õîòÿ è
â ðàçíîé ñòåïåíè.



Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿ
×åðåç Nat îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Îáîçíà÷åíèå 1.1. Ïóñòü X è Y � äâà ìíîæåñòâà. Áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèÿ:

• X ⊆ Y , åñëè X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Y ;

• X ⊂ Y , åñëè X ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì Y ;

• |X| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X;

• X ∪ Y � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ X è Y ;

• X ∩ Y � ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X è Y ;

• X×Y = {(x, y) | x ∈ X ∧ y ∈ Y } � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ìíîæåñòâ X è Y .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Îòíî-
øåíèå R ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y � ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà X × Y .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå R îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå
X, åñëè R � ýòî îòíîøåíèå ìåæäó X è X.

Îáîçíà÷åíèå 1.2. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, R � îòíî-
øåíèå, îïðåäåëåííîå íà X. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ:

• Id(X) = {(x, x) | x ∈ X} � îòíîøåíèå èäåíòè÷íîñòè íà X;

• R−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ R} � îòíîøåíèå, îáðàòíîå R;

• R1 ◦R2 = {(x, y) | ∃z : (x, z) ∈ R2 ∧ (z, y) ∈ R1} � êîìïîçè-
öèÿ îòíîøåíèé R1 è R2.

Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Îáîçíà÷åíèå 1.3. Äëÿ ñòàíäàðòíûõ îòíîøåíèé íà X áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• Rk, ãäå k ∈ Nat, çàäàåòñÿ ðåêóðñèâíûì îïðåäåëåíèåì:
R0 = Id(X),
äëÿ k ≥ 1, Rk = Rk−1 ◦R.

• R+ = R1 ∪R2 ∪ . . . � òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå R;

• R∗ = Id(X)∪R+ � ðåôëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå;

• R̃ � ðåôëåêñèâíî-ñèììåòðè÷íî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå R.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî � íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íà X, ñîäåðæàùåå R.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Êîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íà A áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ìíîæå-
ñòâà {1, 2, . . . , n} â A. Îòîáðàæåíèå ε : ∅ → A áóäåì íàçûâàòü
ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.



1.2. ÌÓËÜÒÈÌÍÎÆÅÑÒÂÀ 13

Ïóñòü σ : 1, . . . , n → A : a1 . . . an � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, òîãäà åå äëèíó n áóäåì îáîçíà÷àòü |σ|. Äëèíà ïóñòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ε ðàâíà 0.

Ïðîåêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ íà ìíîæåñòâî A′ ⊆ A áóäåì
íàçûâàòü åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü s|A′ , ñîñòîÿùóþ èç òåõ è òîëü-
êî òåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå âõîäÿò â A′.

1.2 Ìóëüòèìíîæåñòâà
Ìóëüòèìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìíîæåñò-
âà. Â ìóëüòèìíîæåñòâå îäèí îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåñêîëü-
êèõ ýêçåìïëÿðàõ.

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìóëüòèìíîæåñòâîì M íàä ìíîæåñòâîì X
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ M : X → Nat.

Ìîùíîñòü ìóëüòèìíîæåñòâà |M | = ∑
x∈X M(x).

×èñëà {M(x) | x ∈ X} íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìóëü-
òèìíîæåñòâà, êîýôôèöèåíò M(x) îïðåäåëÿåò ÷èñëî ýêçåìïëÿðîâ
ýëåìåíòà x â M . Åñëè ∀x ∈ X M(x) ≤ 1, òî M ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì
ìíîæåñòâîì.

Ìóëüòèìíîæåñòâî M êîíå÷íî, åñëè êîíå÷íî ìíîæåñòâî

{x ∈ X | M(x) > 0}.
Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìóëüòèìíîæåñòâ íàä äàííûì ìíî-

æåñòâîì X îáîçíà÷àåòñÿ êàê M(X).
Îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ åñòåñòâåííî ðàñøè-

ðÿþòñÿ íà êîíå÷íûå ìóëüòèìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü M1,M2,M3 ∈M(X). Ïîëàãàåì:

• M1 = M2 ⇔ ∀x ∈ X M1(x) = M2(x) � îòíîøåíèå ðàâåí-
ñòâà;
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• M1 ⊆ M2 ⇔ ∀x ∈ X M1(x) ≤ M2(x) � îòíîøåíèå âêëþ÷å-
íèÿ;

• M1 ⊂ M2 ⇔ M1 ⊆ M2 ∧ ∃x ∈ X M1(x) ≤ M2(x) �
îòíîøåíèå ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ;

• M1 = M2 + M3 ⇔ ∀x ∈ X M1(x) = M2(x) + M3(x) �
îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ;

• M1 = M2 ∩ M3 ⇔ ∀x ∈ X M1(x) = min(M2(x),M3(x)) �
îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ;

• M1 = M2 −M3 ⇔ ∀x ∈ X M1(x) = M2(x) ªM3(x) � ðàç-
íîñòü äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ (ãäå ª � âû÷èòàíèå äî íóëÿ);

• M1 = kM2, k ∈ Nat ⇔ ∀x ∈ X M1(x) = kM2(x) � îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâà íà ñêàëÿð.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì M1 è M2 � ìóëüòèìíîæåñòâà íàä ìíî-
æåñòâîì X = {a, b, c}, òàêèå, ÷òî M1 = {a, a, b}, M2 = {b, c}.

Âûïîëíÿåòñÿ:

M1(a) = 2, M1(b) = 1, M1(c) = 0;

M1 6⊂ M2, M1 6⊃ M2;

M1 + M2 = {a, a, b, b, c};

M1 ∩M2 = {b};

M1 −M2 = {a, a};

2M1 = {a, a, a, a, b, b}.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ çàïèñè ìóëüòèìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà
íàä Nat. Ïðè ýòîì ðàçëè÷íûì êîîðäèíàòàì âåêòîðà ñîïîñòàâëÿ-
þòñÿ ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû X.
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Ïðèìåð 1.2. Ìóëüòèìíîæåñòâà M1 è M2 èç ïðèìåðà 1.1 ìîãóò
áûòü çàïèñàíû êàê

M1 = (2, 1, 0), M2 = (0, 1, 1).

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî M(X) ìóëüòèìíîæåñòâ íàä
X èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Nat|X| âåêòîðîâ äëèíû |X| ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

1.3 Ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ
Ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ � îäíà èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì.

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ � ýòî ïîìå÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô,
îïèñûâàþùèé âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì îäíà èç âåðøèí ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ñîñòî-
ÿíèþ ñèñòåìû, à äóãè � âîçìîæíûì ïåðåõîäàì ñèñòåìû èç îäíîãî
ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ñèñòåìà ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ åñòü íàáîð
LTS = (S,Act,→, s0), ãäå

- S � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñ ýëåìåíòàìè s0, s1, s2, . . . ;

- Act � íåêîòîðûé àëôàâèò (ìíîæåñòâî èìåí äåéñòâèé);

- →⊆ (S ×Act× S) � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíè-
ÿìè (ñ ïîìåòêàìè èç Act);

- s0 ∈ S � âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì ñî-
ñòîÿíèåì ñèñòåìû ïåðåõîäîâ.

Ïåðåõîä (s, a, s′) èç → îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê s
a→ s′, ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîä ñ ìåòêîé a ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ
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s â ñîñòîÿíèå s′. Ñîñòîÿíèå s′ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäó-
þùèì äëÿ s, à ñîñòîÿíèå s � ïðåäûäóùèì äëÿ s′. Ñîñòîÿíèÿ, íå
èìåþùèå ïîñëåäóþùèõ ñîñòîÿíèé íàçûâàþòñÿ ôèíàëüíûìè. Åñëè
íåêîòîðûé ïåðåõîä ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå s â ñîñòîÿíèå s′, òî ïè-
øåì s → s′. ×åðåç Succ(s) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïîñëåäóþ-
ùèõ ñîñòîÿíèé äëÿ s, ÷åðåç Pred(s) � ìíîæåñòâî åãî ïðåäûäóùèõ
ñîñòîÿíèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñèñòåìû ïåðåõîäîâ ñ êîíå÷-
íûì âåòâëåíèåì (�nitely branching), òî åñòü òàêèå, â êîòîðûõ äëÿ
ëþáîãî s ìíîæåñòâî Succ(s) êîíå÷íî.

Áåñêîíå÷íîñòü (â îáùåì ñëó÷àå) ìíîæåñòâà S ïîçâîëÿåò èñ-
ïîëüçîâàòü ïîìå÷åííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ëþáûõ êëàññîâ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì âåòâëåíèåì (äàæå óíèâåðñàëü-
íûõ, òàêèõ, êàê ìàøèíû Òüþðèíãà). Ôàêòè÷åñêè, LTS � ýòî ôîð-
ìàëèçîâàííûé ñïîñîá çàïèñè âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Ïðîñòîòà çàïèñè è óíèâåðñàëüíîñòü ìîäåëè-
ðîâàíèÿ äåëàåò ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ áàçîâûì ÿçûêîì
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîâåäåí÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå äëÿ LTS åñòü
êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïåðåõîäîâ s0 → s1 → s2 → · · · ,
ãäå s0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Êàæäîìó èñïîëíåíèþ LTS
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ñòðîêà â àëôàâèòå Act, ñîñòàâëåííàÿ èç
ìåòîê ñðàáîòàâøèõ ïåðåõîäîâ, íàçûâàåìàÿ ðàñïîçíàííîé ñòðîêîé
èëè òðàññîé LTS.

Çàïèñü s
∗→ s′ îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïåðåõîäîâ, ïåðåâîäÿùàÿ ñîñòîÿíèå s â ñîñòîÿíèå s′.
Ãðàôè÷åñêè ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS èçîáðàæàåòñÿ êàê ïîìå-

÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé S, à äóãè îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøå-
íèåì ïåðåõîäîâ òàê, ÷òî äóãà, ïîìå÷åííàÿ a, ñîåäèíÿåò âåðøèíó
s ñ âåðøèíîé s′ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà s

a→ s′.
Êàæäîìó ïîñëåäîâàòåëüíîìó èñïîëíåíèþ â LTS ñîîòâåòñòâó-

åò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü ñ íà÷àëîì â âåðøèíå s0 â ãðàôå LTS.
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Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð LTS

Îäíèì èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà äèíàìèêè ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿçûêîâ
(òðàññ) [47].

Îïðåäåëåíèå 1.7. ßçûêîì ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ LTS
(ÿçûêîì, ðàñïîçíàâàåìûì ñèñòåìîé LTS) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ñòðîê èç àëôàâèòà Act, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ïîñëåäîâàòåëüíûì
èñïîëíåíèÿì äëÿ LTS.

ßçûêîâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ó÷èòûâàåò òàê íàçûâàåìóþ èíòåð-
ëèâèíãîâóþ (ïîñëåäîâàòåëüíóþ) îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, àíàëèçèðóþòñÿ �ìîìåíòàëüíûå ïðîåêöèè� ïîâåäå-
íèÿ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñòðîêè â íåêîòîðîì àëôàâèòå, áåç
ó÷åòà âåòâëåíèé.
Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, èçîáðàæåííûå íà ðè-
ñóíêå 1.2. Çäåñü ìîäåëèðóþòñÿ àâòîìàòû, ïðîäàþùèå êîôå è ÷àé.
Ìíîæåñòâî Act ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèÿì àâòîìàòà, äåéñòâèÿ êëè-
åíòà âûðàæàþòñÿ â âûáîðå âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ äåéñòâèÿ àâòî-
ìàòà (âûáîðå ïóòè â ãðàôå).

Â ïåðâîì àâòîìàòå êëèåíò ñíà÷àëà îïóñêàåò ìîíåòó (äåéñòâèå
�ìîíåòà� � ïîëó÷åíèå àâòîìàòîì ìîíåòû), à çàòåì âûáèðàåò ëèáî
êîôå, ëèáî ÷àé � àâòîìàò îòâå÷àåò äåéñòâèÿìè �êîôå� èëè �÷àé�
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Ðèñ. 1.2: Ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ

ñîîòâåòñòâåííî. Âî âòîðîì àâòîìàòå âûáîð êîôå/÷àé ïðîèñõîäèò
óæå â ñàìîì íà÷àëå, äî îïóñêàíèÿ ìîíåòû. Äàëåå îò êëèåíòà óæå
íè÷åãî íå çàâèñèò � àâòîìàò îòðàáàòûâàåò ëèáî ïðîãðàììó �ìîíå-
òà êîôå�, ëèáî �ìîíåòà ÷àé�, íå çàäàâàÿ äîïîëíèòåëüíûõ âîïðîñîâ.

ßçûêîì è äëÿ ïåðâîé è äëÿ âòîðîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî

{ìîíåòà, ìîíåòà ÷àé, ìîíåòà êîôå},

òî åñòü ýòè ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ÿçûêîâîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû âñå-òàêè
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Åñëè â ïåðâîé ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ �ìîíå-
òà� ìîæíî âûáðàòü è �÷àé�, è �êîôå�, òî âî âòîðîé ðåàëüíûé âûáîð
óæå ïðîèçîøåë, è èçìåíèòü ÷òî-ëèáî êëèåíò óæå íå â ñîñòîÿíèè.

Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà, ó÷èòûâàþùàÿ âåòâëåíèÿ, íàçûâàåò-
ñÿ ñåìàíòèêîé âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè (branching time). Åñëè â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé ñåìàíòèêå ñèñòåìà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ðàñïî-
çíàâàåìûì ÿçûêîì (ìíîæåñòâîì òðàññ), òî â ñåìàíòèêå âåòâÿùå-
ãîñÿ âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíûé ãðàô ñðàáàòûâàíèé.

Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì â ñåìàíòèêå
âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå áèñèìóëÿöèé.
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1.4 Áèñèìóëÿöèè
Ïîíÿòèå áèñèìóëÿöèîííîé ýêâèâàëåíòíîñòè áûëî ââåäåíî Ð. Ìèë-
íåðîì [57] è Ä. Ïàðêîì [59] è ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè-
÷åñêèì ñðåäñòâîì àíàëèçà ñèñòåì, â òîì ÷èñëå è ñèñòåì ñ áåñêî-
íå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Èíòóèòèâíî, äâå ñèñòåìû áèñèìóëÿöè-
îííî-ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ìîãóò èìèòèðîâàòü äðóã äðóãà.

Áèñèìóëÿöèþ îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ñâîé-
ñòâà ïåðåíîñà:

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü R ⊆ S × S � îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ. Îòíîøåíèå R îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (s, t) ∈ R è ëþáîãî
ïåðåõîäà s

a→ s′ íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé ïåðåõîä t
a→ t′, òàêîé ÷òî

(s′, t′) ∈ R.

Ñâîéñòâî ïåðåíîñà ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü äèàãðàììîé:

s R t

a ↓ ↓ (∃) a

s′ R t′

Îïðåäåëåíèå 1.9. Îòíîøåíèå R ⊆ S×S íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì áèñèìó-
ëÿöèè, åñëè R è R−1 îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè áèñèìóëÿöèé ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèå
èäåíòè÷íîñòè Id(S) è ïóñòîå îòíîøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ñîñòîÿíèÿ s è t ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõî-
äîâ íàçûâàþòñÿ áèñèìóëÿöèîííî ýêâèâàëåíòíûìè (èëè áèñèìó-
ëÿðíûìè), ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê s ∼ t, åñëè ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå
áèñèìóëÿöèè R, òàêîå, ÷òî (s, t) ∈ R.
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Ðèñ. 1.3: Áèñèìóëÿðíûå ñîñòîÿíèÿ â LTS.

Ïðèìåð áèñèìóëÿðíûõ ñîñòîÿíèé ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.3. Ó
èçîáðàæåííîé ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ áèñèìóëÿðíû ñî-
ñòîÿíèÿ s è s′, à òàêæå t, t′ è t′′.

Êðîìå ñâîéñòâà ïåðåíîñà, ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí êëàññè÷åñêèé
ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ áèñèìóëÿöèè � ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçû-
âàåìûõ áèñèìóëÿöèîííûõ èãð.

Â êà÷åñòâå �èãðîâîé äîñêè� áåðåòñÿ ñèñòåìà ïîìå÷åííûõ ïåðå-
õîäîâ, â êîòîðîé âûäåëÿþòñÿ äâà ñîñòîÿíèÿ � E0 è F0 (â ýòîì ñëó-
÷àå äëÿ èãðû èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå G(E0, F0)). Â èãðå ó÷àñò-
âóþò äâà èãðîêà, Àëèñà (ïîäðàçóìåâàåòñÿ �Attacker�) è Áîá (�Bisi-
mulator�), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàòåëÿìè, âûáèðàþùèìè ïå-
ðåõîäû ñèñòåìû. Àëèñà ñòðåìèòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ E0 è
F0 â íåêîòîðîì ñìûñëå �ðàçëè÷íû�, Áîá � ÷òî îíè â òîì æå ñàìîì
ñìûñëå �ýêâèâàëåíòíû�. Ðåçóëüòàòîì èãðû ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ èëè
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

(E0, F0), (E1, F1), . . . , (Ek, Fk), . . . , ãäå Ei, Fi ∈ S,

ïðè÷åì êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷åíà èç
ïðåäûäóùåé ïî ïðàâèëó:

1. Àëèñà âûáèðàåò ñðàáàòûâàíèå (äóãó â ãðàôå LTS) Ei
a→

Ei+1 èëè Fi
a→ Fi+1.
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2. Áîá âûáèðàåò íåêîòîðîå èìèòèðóþùåå ñðàáàòûâàíèå Fi
a→

Fi+1 èëè Ei
a→ Ei+1 (îáÿçàòåëüíî ñ òîé æå ìåòêîé a, ÷òî è ó

ñðàáàòûâàíèÿ, âûáðàííîãî Àëèñîé).

Àëèñà âûèãðûâàåò èãðó, åñëè íà íåêîòîðîì õîäå Áîá íå ìîæåò
îòâåòèòü íà åå õîä ñâîèì (èìèòèðóþùèõ ïåðåõîäîâ íå îñòàëîñü);
ó Áîáà äâà âàðèàíòà âûèãðûøà:

1. Àëèñà ïîïàëà â òóïèê è íå ìîæåò ñäåëàòü íè îäíîãî õîäà
(èç âåðøèí Ei è Fi íå âåäåò íè îäíîé äóãè).

2. Èãðà áåñêîíå÷íà, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ íå çà-
êîí÷èëàñü íè ïîáåäîé Àëèñû, íè ïåðâûì âàðèàíòîì ïîáåäû
Áîáà.

Çàùèùàÿ ñâîé òåçèñ, Àëèñà äîëæíà âûáèðàòü ñðàáàòûâàíèÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó Áîáà íå îñòàëîñü âîçìîæíîñòè íàéòè èìè-
òèðóþùèé ïåðåõîä. Áîá, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæåí îòâå÷àòü íà õîäû
Àëèñû òàê, ÷òîáû òðåáóåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîñòîÿíèé ïîääåð-
æèâàëàñü (èëè ÷òîáû Àëèñà ïåðâîé ïîïàëà â òóïèê).

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà � ýòî íàáîð ïðàâèë, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îï-
ðåäåëèòü ñëåäóþùèé õîä â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî
ïåðåä ýòèì. Ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ âûèãðûâàþùåé, åñëè èãðîê ïî-
áåæäàåò â êàæäîé èãðå ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ñòðàòåãèè (íåçà-
âèñèìî îò äåéñòâèé ïðîòèâíèêà).

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ñîñòîÿíèÿ E0 è F0 íàçûâàþòñÿ áèñèìóëÿð-
íûìè, åñëè ó Áîáà ñóùåñòâóåò âûèãðûâàþùàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ èãðû
G(E0, F0).

Ïðèìåð 1.4. Ðàññìîòðèì èãðó G(s, s′) â ñèñòåìå ïåðåõîäîâ, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.3. Ó Áîáà ñóùåñòâóåò î÷åâèäíàÿ âûèãðû-
âàþùàÿ ñòðàòåãèÿ � îòâå÷àòü íà õîäû Àëèñû õîäàìè ñ òîé æå
ìåòêîé ñðàáàòûâàíèÿ. Â ñîñòîÿíèÿõ s è s′ âîçìîæíû ñðàáàòûâà-
íèÿ ñ ìåòêàìè a è b (ïðè÷åì òîëüêî ïî îäíîìó íà êàæäóþ ìåò-
êó!), â ñîñòîÿíèÿõ t, t′ è t′′ � òîëüêî åäèíñòâåííîå ñðàáàòûâàíèå
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ñ ìåòêîé c. Êðîìå òîãî, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðè ëþáîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîì èñïîëíåíèé ñîñòîÿíèÿ âèäîâ s∗ è t∗ ÷åðåäóþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Îïðåäåëåíèÿ áèñèìóëÿðíîñòè 1.10 è 1.11 ýê-
âèâàëåíòíû.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà áèñèìóëÿöèè:

Óòâåðæäåíèå 1.3. Ïóñòü R,R1, R2 ⊆ S × S � îòíîøåíèÿ áè-
ñèìóëÿöèè íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðå-
õîäîâ. Òîãäà:

1. Îòíîøåíèå Id(S) åñòü áèñèìóëÿöèÿ.

2. Îòíîøåíèå R−1 åñòü áèñèìóëÿöèÿ.

3. Îòíîøåíèå R1 ∪R2 åñòü áèñèìóëÿöèÿ.

4. Îòíîøåíèå R̃ åñòü áèñèìóëÿöèÿ.

5. Îòíîøåíèå R2 ◦R1 åñòü áèñèìóëÿöèÿ.

6. Îòíîøåíèå ∼=def
⋃{R | R ⊆ S ×S � áèñèìóëÿöèÿ } åñòü

íàèáîëüøàÿ áèñèìóëÿöèÿ íà ìíîæåñòâå S (îòíîñèòåëüíî
âëîæåíèÿ).

7. Îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ìíîæåñòâå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1, 2 è 3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç
îïðåäåëåíèÿ áèñèìóëÿöèè.

Ñâîéñòâî 5: Ïîêàæåì, ÷òî R2◦R1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé.

Ïóñòü (s1, s3) ∈ R2 ◦ R1, òîãäà ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå s2 òàêîå,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ (s1, s2) ∈ R1 è (s2, s3) ∈ R2.

Ðàññìîòðèì øàã s1
a→ s′1. Òîãäà ñóùåñòâóåò øàã s2

a→ s′2, òàêîé
÷òî (s′1, s

′
2) ∈ R1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò øàã s2

a→ s′2, òàêîé
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÷òî (s′1, s
′
2) ∈ R2, òî åñòü (s′1, s

′
3) ∈ R2 ◦ R1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå R2 ◦ R1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, R2 ◦R1 � áèñèìóëÿöèÿ.

Ñâîéñòâî 4: Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà 2 è 3 ìîãóò áûòü îáîáùåíû
äëÿ îáúåäèíåíèÿ (êîìïîçèöèè) áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ, à

R̃ = (R∪R−1)∗ = Id(S)∪(R∪R−1)∪(R∪R−1)2∪· · ·∪(R∪R−1)k∪. . . ,

òî î÷åâèäíî, ÷òî R̃ � áèñèìóëÿöèÿ.
Ñâîéñòâî 6 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà 3, à ñâîé-

ñòâî 7 � ñëåäñòâèåì ñâîéñòâ 3 è 4.

Áèñèìóëÿöèÿ � äîñòàòî÷íî òîíêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íà ìíî-
æåñòâå ñîñòîÿíèé, àäåêâàòíî îòðàæàþùàÿ ñâîéñòâà ñèñòåìû â ñå-
ìàíòèêå âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè. Îäíàêî, â ñèëó ñâîåé óíèâåðñàëü-
íîñòè, äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ñèñòåì îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè íåðàç-
ðåøèìî, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îòâå÷àþùåãî íà âîïðîñ,
ÿâëÿþòñÿ ëè äàííûå äâà ñîñòîÿíèÿ áèñèìóëÿðíûìè èëè íåò.

Áèñèìóëÿöèÿ ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ êëàññîâ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé (êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ), òàê êàê â íèõ äëÿ ïðî-
âåðêè áèñèìóëÿðíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåáðàòü ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé. Áèñèìóëÿöèÿ ðàçðåøèìà òàêæå äëÿ òàêèõ êëàññîâ ìî-
äåëåé ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, êàê:

- áàçîâûå ïàðàëëåëüíûå ïðîöåññû (BPP, Basic Parallel Proces-
ses) [37, 38, 45],

- áàçîâûå àëãåáðû ïðîöåññîâ (BPA, Basic Process Algebra) [28,
36],

- íîðìèðîâàííûå àëãåáðû ïðîöåññîâ (normed PA, normed Pro-
cess Algebra) [46],

- àâòîìàòû ñ îäíèì ñ÷åò÷èêîì (one-counter machines) [49],

- íîðìèðîâàííûå ìàãàçèííûå àâòîìàòû (normed PDA, normed
Pushdown Automata) [68].
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Áèñèìóëÿöèÿ íåðàçðåøèìà äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ ìîäåëåé
(óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòè è â îá-
ðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå ïî âðåìåíè äîêàçàòåëüñòâà íå-
ðàçðåøèìîñòè áèñèìóëÿöèè):

- àâòîìàòû ìóëüòèìíîæåñòâ (MSA, Multiset Automata) [58],

- ïîìå÷åííûå ñåòè Ïåòðè (labelled PN, labelled Petri Nets) [48],

- óíèâåðñàëüíûå ìîäåëè (ìàøèíû Ìèíñêîãî, ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà, ñåòè Ïåòðè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè, . . . ).

Êëàññ MSA ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì ïîìå÷åííûõ ñåòåé Ïåòðè è
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïàðàëëåëüíûõ ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ (PPDA,
Parallel Pushdown Automata).

Ïîíÿòèå ñëàáîé áèñèìóëÿöèè (τ -áèñèìóëÿöèè) áûëî ïðåäëî-
æåíî Ìèëíåðîì äëÿ CCS (Calculus of Communicating Systems)
[57]. Îíî îñíîâûâàåòñÿ íà èäåå àáñòðàãèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî
ñêðûâàòü íåêîòîðûå äåéñòâèÿ äåéñòâèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ τ -
äåéñòâèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, äâå ñèñòåìû ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè â ñëàáîì ñìûñëå, åñëè îíè íåðàçëè÷èìû äëÿ íàáëþäàòåëÿ,
êîòîðûé íå âèäèò τ -äåéñòâèÿ ïðîãðàììû.

Äîáàâèì â àëôàâèò èìåí ñðàáàòûâàíèé Act ñïåöèàëüíûé ñèì-
âîë τ , îáîçíà÷àþùèé âíóòðåííèå ñðàáàòûâàíèÿ ñèñòåìû, íåâè-
äèìûå äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ. Ðàññìîòðèì LTS = (S,Act ∪
{τ},→, s0) � ñèñòåìó ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ, â êîòîðîé íåêîòî-
ðûå ïåðåõîäû ïîìå÷åíû τ . Îòíîøåíèå τ -áèñèìóëÿöèè ââîäèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü R ⊆ S×S � îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ LTS. Îòíîøåíèå R îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì τ -ïåðåíîñà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (s, t) ∈ R è
ëþáîãî ïåðåõîäà s → s′ ñ ìåòêîé a íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåõîäîâ σ ∈ (→)∗, òàêàÿ, ÷òî t

σ→ t′, (s′, t′) ∈ R, è, îáîçíà-
÷èâ ÷åðåç l(σ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê ïåðåõîäîâ èç σ, èìååì
(l(σ))|Act = a|Act.
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s s′ t- j
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s 6∼ s′

s ∼τ s′

Ðèñ. 1.4: τ -áèñèìóëÿðíûå ñîñòîÿíèÿ â LTS.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Îòíîøåíèå R ⊆ S × S íà ìíîæåñòâå ñî-
ñòîÿíèé ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì
τ -áèñèìóëÿöèè, åñëè R è R−1 îáëàäàþò ñâîéñòâîì τ -ïåðåíîñà.

Åñëè ñîñòîÿíèÿ s è t ñèñòåìû ïîìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ τ -áèñè-
ìóëÿðíû, òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê s ∼τ t.

Îòíîøåíèå τ -áèñèìóëÿöèè ñëàáåå îòíîøåíèÿ îáû÷íîé áèñè-
ìóëÿöèè (ñì. ïðèìåð íà ðèñóíêå 1.4). Ïîýòîìó èç íåðàçðåøèìî-
ñòè áèñèìóëÿöèè ñëåäóåò è íåðàçðåøèìîñòü τ -áèñèìóëÿöèè. Îä-
íàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî � ñóùåñòâó-
þò êëàññû ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ áèñèìóëÿöèÿ ðàçðåøèìà, à τ -áè-
ñèìóëÿöèÿ � íåò.

1.5 Ñåòè Ïåòðè
Îïðåäåëåíèå 1.14. Îáûêíîâåííîé ñåòüþ Ïåòðè (ordinary Petri
Net) íàçûâàåòñÿ íàáîð N = (P, T, F ), ãäå

P � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîçèöèé;
T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ, P ∩ T = ∅;
F : (P × T ) ∪ (T × P ) → Nat � ôóíêöèÿ èíöèäåíòíîñòè.

Ãðàôè÷åñêè ñåòü Ïåòðè èçîáðàæàåòñÿ êàê äâóäîëüíûé îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô. Âåðøèíû-ïîçèöèè èçîáðàæàþòñÿ êðóæêàìè
è õàðàêòåðèçóþò ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñåòè, âåðøèíû-ïåðåõîäû
èçîáðàæàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè è ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèÿì ìî-
äåëèðóåìîé ñèñòåìû. Äóãè â ãðàôå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì F .
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Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü N = (P, T, F ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü
Ïåòðè. Ðàçìåòêîé (ñîñòîÿíèåì) ñåòè N íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà
M : P → Nat, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïîçèöèè ñåòè íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íîëü.

Ðàçìåòêà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìóëüòèìíîæåñòâî íàä
ìíîæåñòâîì ïîçèöèé ñåòè.

Ãðàôè÷åñêè ðàçìåòêà èçîáðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàðêåðîâ (íà-
çûâàåìûõ �ôèøêàìè�) � ÷åðíûõ òî÷åê âíóòðè ïîçèöèé. Ïðè ðàç-
ìåòêå M â êàæäóþ ïîçèöèþ p ïîìåùàåòñÿ ðîâíî M(p) ôèøåê.
Åñëè íå õâàòàåò ìåñòà íà ðèñóíêå, òî âìåñòî òî÷åê ðèñóåòñÿ ÷èñ-
ëî M(p).

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ìàðêèðîâàííîé (ðàçìå÷åííîé) ñåòüþ Ïåò-
ðè íàçûâàåòñÿ ïàðà (N,M0) � ñåòü Ïåòðè N âìåñòå ñ íåêîòîðîé
âûäåëåííîé ðàçìåòêîé M0, íàçûâàåìîé íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé.

Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå ñåòè Ïåòðè.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ïóñòü N = (P, T, F ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü
Ïåòðè.

• Äëÿ ïåðåõîäà t ∈ T ÷åðåç •t è t• îáîçíà÷èì ìóëüòèìíîæåñòâà
åãî âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïîçèöèé, òàêèå, ÷òî

∀p ∈ P •t(p) =def F (p, t), t•(p) =def F (t, p).

• Ïåðåõîä t ∈ T ãîòîâ ê ñðàáàòûâàíèþ ïðè ðàçìåòêå M , åñëè
•t ⊆ M (âñå âõîäíûå ïîçèöèè ñîäåðæàò äîñòàòî÷íîå êîëè÷å-
ñòâî ôèøåê).

• Ãîòîâûé ê ñðàáàòûâàíèþ ïåðåõîä t ìîæåò ñðàáîòàòü, ïî-
ðîæäàÿ íîâóþ ðàçìåòêó M ′ =def M − •t + t• (èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå M

t→ M ′).
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Ðèñ. 1.5: Ñåòü Ïåòðè, ìîäåëèðóþùàÿ õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ

Ôèøêè, íàõîäÿùèåñÿ â òîé èëè èíîé ïîçèöèè, ìîäåëèðóþò íà-
ëè÷èå â ñèñòåìå òîãî èëè èíîãî ðåñóðñà, èñïîëüçóåìîãî èëè ïî-
ðîæäàåìîãî ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäîâ. Íàïðèìåð, â ñåòè íà
ðèñóíêå 1.5 ôèøêè èçîáðàæàþò ìîëåêóëû âîäîðîäà, êèñëîðîäà è
âîäû äî è ïîñëå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ñèíòåçà âîäû. Ñàìà ðåàêöèÿ
ìîäåëèðóåòñÿ ïåðåõîäîì.
Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïóñòü (N, M0) � ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè. Ðàçìåòêà M ñåòè N íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé, åñëè ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ σ ∈ T ∗, ïåðåâîäÿùàÿ ñåòü èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ M0 â ñîñòîÿíèå M :

M0
t1→ M1

t2→ . . .
tk→ M, t1.t2. . . . .tk = σ,

÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê M0
σ→ M èëè ïðîñòî êàê M0 → M .

Ìíîæåñòâî âñåõ äîñòèæèìûõ ðàçìåòîê ñåòè îáîçíà÷àåòñÿ êàê
R(N,M0)

Îïðåäåëåíèå 1.19. Ïóñòü (N, M0) � ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü Ïåòðè.
Ïîçèöèÿ p ∈ P íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ∃n ∈ Nat, òàêîå,
÷òî ∀M ∈ R(N,M0) âûïîëíÿåòñÿ M(p) ≤ n.

Ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü Ïåòðè íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå
å¼ ïîçèöèè îãðàíè÷åíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îãðà-
íè÷åííîé ñåòè Ïåòðè êîíå÷íî.

Íà ðèñóíêàõ 1.6�1.8 ïðèâåäåíû ïðèìåðû òîãî, êàê ïðè ïîìî-
ùè îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü íåêîòîðûå
ýëåìåíòû ðåàëüíûõ ñèñòåì.
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Ðèñ. 1.8: Î÷åðåäü (FIFO) èç äâóõ ÿ÷ååê
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Íà ðèñóíêå 1.6 èçîáðàæåí áóôåð îãðàíè÷åííîé åìêîñòè. Íåçà-
âèñèìî îò ïîâåäåíèÿ ñåòè, êîëè÷åñòâî ôèøåê â ïîçèöèè áóôåð íå
ïðåâûñèò äâóõ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ôèøåê â ñëóæåáíîé ïîçè-
öèè ñâîáîäíî ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî åùå �ìåñòà� îñòàëîñü â áóôåðå.
Ïðåäëîæåííàÿ ñòðóêòóðà ñåòè óíèâåðñàëüíà � ìû ìîæåì èçìå-
íÿòü ìîäåëèðóåìóþ åìêîñòü áóôåðà, ïðîñòî èçìåíÿÿ êîëè÷åñòâî
ôèøåê â íà÷àëüíîé ðàçìåòêå ïîçèöèè ñâîáîäíî. Â íà÷àëüíîì ñî-
ñòîÿíèè áóôåð ïóñò, íà âõîäå èìåþòñÿ òðè ôèøêè �äàííûõ�.

Ñåòü 1.7 ìîäåëèðóåò ñèñòåìó ðàçäåëåíèÿ äîñòóïà äëÿ äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ ïðîöåññîâ ê îáùåé ÿ÷åéêå ïàìÿòè. ×òîáû èñêëþ÷èòü îä-
íîâðåìåííûé äîñòóï ïðîöåññîâ ê ïàìÿòè (÷òåíèå è çàïèñü â äàí-
íîì ñëó÷àå íå ðàçëè÷àþòñÿ), èñïîëüçîâàíî êëàññè÷åñêîå ñåìàôîð-
íîå ðåøåíèå. Èìååòñÿ îäèí îáùèé êëþ÷ (ìîäåëèðóåòñÿ ôèøêîé â
ïîçèöèè êëþ÷), êîòîðûé äàåò ïðàâî íà äîñòóï. Ïîêà ðàáîòàþùèé
ïðîöåññ íå âåðíóë åãî íà ìåñòî, îæèäàþùèé ïðîöåññ íå ìîæåò ïå-
ðåéòè â ðàáî÷åå ñîñòîÿíèå. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè îáà ïðîöåññà
íàõîäÿòñÿ â ñòàäèè îæèäàíèÿ äîñòóïà.

Íà ðèñóíêå 1.8 ïîêàçàí ýëåìåíò ïàìÿòè FIFO (î÷åðåäü), ñî-
ñòîÿùèé èç äâóõ ÿ÷ååê (ïîçèöèè 1 è 2). Ïîçèöèÿ 1 ìîäåëèðóåò
ïåðâóþ ÿ÷åéêó FIFO (êóäà ïîñòóïàþò äàííûå), ïîçèöèÿ 2 � ïî-
ñëåäíþþ (îòêóäà îíè çàáèðàþòñÿ). Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòå-
ìû îáå ÿ÷åéêè ñâîáîäíû, íà âõîäå èìåþòñÿ òðè ôèøêè �äàííûõ�.

Â ïîñëåäíèå ãîäû âñ¼ áîëåå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ åù¼ îäíà
âàæíàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñåòåé Ïåòðè � ìîäåëèðîâàíèå ïîòî-
êîâ ðàáîò (work�ow). Ïîòîêè ðàáîò èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìàëè-
çàöèè óïðàâëåíèÿ âñåâîçìîæíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè,
áèçíåñ-ïðîöåññàìè, web-ñåðâèñàìè, ðàñïðåäåëåííûìè âû÷èñëåíè-
ÿìè è ò.ä. Â ïîòîêàõ ðàáîò âîçìîæíû öèêëû, òàêæå âîçìîæíî
ðàñïàðàëëåëèâàíèå è ñèíõðîíèçàöèÿ. Îäíàêî åñòü è îãðàíè÷åíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò îäíî íà÷àëüíîå è îäíî êîíå÷íîå ñîñòîÿ-
íèÿ, çàïðåùåíû òóïèêè.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå ñïåöèàëüíîãî ïîäêëàññà ñå-
òåé Ïåòðè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîòîêîâ ðà-
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áîò (work�ow) � ýòî òàê íàçûâàåìûå WF-ñåòè [2].

Îïðåäåëåíèå 1.20. Ïóñòü N = (P, T, F ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü
Ïåòðè. Ñåòü N íàçûâàåòñÿ WF-ñåòüþ (ñåòüþ ïîòîêà ðàáîò), åñëè

1. â ìíîæåñòâå P èìåþòñÿ äâå ñïåöèàëüíûå ïîçèöèè i è o, òà-
êèå, ÷òî •i = o• = ∅;

2. ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà P ∪ T ëåæèò íà ïóòè èç i â o.

Ïîçèöèÿ i íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé, à ïîçèöèÿ o � ôèíàëüíîé
ïîçèöèåé ñåòè N . Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè ïîòîêà ðàáîò ñîñòîèò
èç îäíîé ôèøêè â ïîçèöèè i.

Ïðàâèëüíîå çàâåðøåíèå ïðîöåññà, ìîäåëèðóåìîãî ñåòüþ, ãà-
ðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèåì ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà:

Îïðåäåëåíèå 1.21. WF-ñåòü N íàçûâàåòñÿ áåçäåôåêòíîé, åñëè
äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé ðàçìåòêè M ∈ R(N, i) âûïîëíÿåòñÿ

1. o ∈ R(N,M);

2. o + M ′ ∈ R(N, M) ⇒ M ′ = ∅.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ëþáîãî äîñòèæèìîãî ñîñòîÿíèÿ áåçäå-

ôåêòíîé ñåòè äîñòèæèìî ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðè ýòîì â ôè-
íàëüíîì ñîñòîÿíèè íå ìîæåò îñòàòüñÿ íèêàêèõ �ëèøíèõ� ôèøåê.
Ñâîéñòâî áåçäåôåêòíîñòè ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðîâåðåíî [2].

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî áåçäåôåêòíûå ñåòè ïîòîêîâ ðàáîò (WF-
ñåòè) ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì îãðàíè÷åííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Íà ðèñóíêå 1.9 èçîáðàæåíà ñåòü Ïåòðè, ìîäåëèðóþùàÿ ïðî-
öåññ îáðàáîòêè ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé (ýòîò ïðèìåð âçÿò èç êíèãè
[2]). Ïðåæäå âñåãî, òðåáîâàíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ (çàäà÷à ðåãèñòðà-
öèÿ), çàòåì ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþòñÿ äâå çàäà÷è: êëèåíòó ïîñû-
ëàåòñÿ àíêåòà (çàäà÷à ïîñëàòü_àíêåòó) è ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà
òðåáîâàíèÿ (çàäà÷à îöåíêà). Åñëè àíêåòà âîçâðàùàåòñÿ â òå÷åíèå
äâóõ íåäåëü, òî âûïîëíÿåòñÿ çàäà÷à îáðàáîòêà_àíêåòû. Åñëè â
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Ðèñ. 1.9: Ìîäåëü ïîòîêà ðàáîò (work�ow) áèçíåñ-ïðîöåññà îáðà-
áîòêè ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé

òå÷åíèå äâóõ íåäåëü àíêåòà íå âîçâðàùåíà, òî ðåçóëüòàò àíêåòè-
ðîâàíèÿ èãíîðèðóåòñÿ (çàäà÷à òàéì-àóò). Íà îñíîâàíèè ðåçóëü-
òàòà îöåíêè òðåáîâàíèå ëèáî ðàññìàòðèâàåòñÿ, ëèáî íåò. Ðåàëüíàÿ
ðàáîòà ñ òðåáîâàíèåì (çàäà÷à îáðàáîòêà_òðåáîâàíèÿ) îòêëàäû-
âàåòñÿ äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå c5, ò.å.
ëèáî àíêåòà îáðàáîòàíà, ëèáî èñòåêëî âðåìÿ åå îæèäàíèÿ. Îáðà-
áîòêà òðåáîâàíèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è êîíòðîëü. Â
êîíöå êîíöîâ, âûïîëíÿåòñÿ çàäà÷à àðõèâ.

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ ñåòÿìè Ïåòðè,
íåîáõîäèìî ôîðìàëüíî ñîïîñòàâèòü ðåàëüíûå îáúåêòû (äåéñòâèÿ)
ýëåìåíòàì ìîäåëè. Ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ â ñåòè Ïåòðè ñîîò-
âåòñòâóþò ðàçëè÷íûì íàáëþäàåìûì ñîáûòèÿì â ìîäåëèðóåìîé
ñèñòåìå. ×òîáû èäåíòèôèöèðîâàòü èõ, ïåðåõîäû ïîìå÷àþòñÿ ìåò-
êàìè èç Act.
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Îïðåäåëåíèå 1.22. Ïîìå÷åííîé ñåòüþ Ïåòðè íàçûâàåòñÿ íà-
áîð N = (P, T, F, l), ãäå (P, T, F ) � ñåòü Ïåòðè, l : T → Act �
ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ.

Âíåøíèé íàáëþäàòåëü âèäèò íå ñàì ïåðåõîä t, à ìåòêó ñðàáà-
òûâàíèÿ l(t), êîòîðîé îí ïîìå÷åí. Åñëè äâà ïåðåõîäà ïîìå÷åíû
îäíîé è òîé æå ìåòêîé, òî èõ ñðàáàòûâàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ èäåíòè÷-
íûìè. Òàêèì îáðàçîì, âíåøíèé íàáëþäàòåëü ðàññìàòðèâàåò ñè-
ñòåìó êàê �÷åðíûé ÿùèõ�, ïîðîæäàþùèé òå èëè èíûå ñîáûòèÿ.
Ïðè ýòîì âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñîñòîÿíèé äëÿ íåãî íåäîñòóïíà.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ áèñèìóëÿöèè äëÿ îáûêíîâåí-
íûõ ñåòåé Ïåòðè. Òàê êàê ñîñòîÿíèåì ñåòè Ïåòðè ÿâëÿåòñÿ å¼ ðàç-
ìåòêà, áèñèìóëÿöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê ñåòè, òî
åñòü íà ìíîæåñòâå âñåõ ìóëüòèìíîæåñòâ íàä ìíîæåñòâîì ïîçèöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.23. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè. Ñêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå R ⊆M(P )×M(P ) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ R è
äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà t ∈ T , òàêîãî ÷òî M1

t→ M ′
1, íàéäåòñÿ èìè-

òèðóþùèé ïåðåõîä u ∈ T , òàêîé ÷òî l(t) = l(u), M2
u→ M ′

2 è
(M ′

1,M
′
2) ∈ R.

Ñâîéñòâî ïåðåíîñà ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðè ïîìî-
ùè ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

M1 ∼ M2

↓ t ↓ (∃)u, l(u) = l(t)

M ′
1 ∼ M ′

2

Îïðåäåëåíèå 1.24. Åñëè îòíîøåíèÿ R è R−1 îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì ïåðåíîñà, òî R íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê.
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Ðèñ. 1.10: Áèñèìóëÿðíûå ðàçìåòêè â ñåòè Ïåòðè

Íà ðèñóíêå 1.10 ïðèâåäåí ïðèìåð áèñèìóëÿðíûõ ðàçìåòîê â
ñåòè Ïåòðè. Âûïîëíÿåòñÿ (1, 0, 0) ∼ (0, 1, 1) (ðàçìåòêè çàïèñàíû
êàê âåêòîðà äëèíû 3).

Áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê â ñåòÿõ Ïåòðè ïî îïðåäåëåíèþ îáëàäà-
þò âñåìè ñâîéñòâàìè îáùåãî îïðåäåëåíèÿ áèñèìóëÿöèè äëÿ LTS
(òàê êàê ñåòè Ïåòðè åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé LTS).

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ïîäêëàññîâ ñåòåé Ïåòðè
áèñèìóëÿöèÿ ðàçðåøèìà:

1. Îãðàíè÷åííûå ñåòè Ïåòðè � òàê êàê îíè ñîâïàäàþò ñ êëàñ-
ñîì êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

2. Ñåòè Ïåòðè ñ îäíîé íåîãðàíè÷åííîé ïîçèöèåé � òàê êàê îíè
ñîâïàäàþò ñ êëàññîì àâòîìàòîâ ñ îäíèì ñ÷åò÷èêîì.

3. Ñåòè Ïåòðè ñ ïîìåòêàìè îäèí-ê-îäíîìó (ñåòè, â êîòîðûõ äëÿ
êàæäîé ìåòêè èç Act ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ïîìå÷åí-
íîãî åþ ïåðåõîäà).

4. Áèñèìóëÿðíî-äåòåðìèíèðîâàííûå ñåòè Ïåòðè (â áèñèìóëÿð-
íî-äåòåðìèíèðîâàííûõ ñåòÿõ ðàçíûå ïåðåõîäû, èìåþùèå îä-
íó è òó æå ìåòêó, ìîãóò áûòü âîçáóæäåíû îäíîâðåìåííî,
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òîëüêî åñëè èõ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâîäÿò ê áèñèìóëÿðíûì ðàç-
ìåòêàì).

Ï.Æàíêàð äîêàçàë [48], ÷òî áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê íåðàçðå-
øèìà äëÿ âñåãî êëàññà ñåòåé Ïåòðè. Áîëåå òîãî, áèñèìóëÿöèÿ
íåðàçðåøèìà äàæå äëÿ ñåòåé ñ äâóìÿ íåîãðàíè÷åííûìè ïîçèöè-
ÿìè. Ýòî âåñüìà ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, íå ïîçâîëÿþùåå èñ-
ïîëüçîâàòü áèñèìóëÿöèþ ðàçìåòîê ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ äîñòà-
òî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.
Íåîáõîäèìî èñêàòü áîëåå ñèëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ëó÷øå ïîä-
äàþùèåñÿ àëãîðèòìè÷åñêîìó àíàëèçó.



Ãëàâà 2

Ïîäîáèå ðåñóðñîâ

2.1 Êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé
Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïðåïÿòñòâèé ïðè îïðåäåëåíèè �ïðàêòè÷íûõ�
îòíîøåíèé íà îñíîâå áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî ñàìî ïî ñåáå ìíîæåñòâî ðàçìåòîê ñåòè Ïåòðè áåñêîíå÷íî. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ îòíîøåíèÿìè íà áåñêîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå. Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðàêòè÷åñêîì ïëàíå èíòåðåñíû òîëüêî òå
èç íèõ, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî îïèñàíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ áåñ-
êîíå÷íûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìóëüòèìíîæåñòâàõ ïðè ïîìî-
ùè êîíå÷íûõ áàçèñîâ.

2.1.1 Áàçèñû îòíîøåíèé
Ïóñòü X � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïàð ìóëüòèìíî-
æåñòâ íàä X.

Ïóñòü (M1,M2), (M ′
1,M

′
2) ∈ M(X) ×M(X) � ïàðû ìóëüòè-

ìíîæåñòâ íàä ìíîæåñòâîì X. Îïðåäåëèì èõ ñóììó êàê

(M1,M2) + (M ′
1,M

′
2) =def (M1 + M ′

1,M2 + M ′
2).
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Ïóñòü B ⊆ M(X) ×M(X) � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæå-
ñòâå ìóëüòèìíîæåñòâ íàä X.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ B åãî àääèòèâíûì
çàìûêàíèåì BA íàçîâåì íàèìåíüøåå (ïî âëîæåíèþ) ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâà M(X)×M(X), òàêîå, ÷òî

1. B ⊆ BA;

2. ∀(M1,M2), (M ′
1,M

′
2) ∈ BA (M1 + M ′

1,M2 + M ′
2) ∈ BA.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ B åãî òðàíçèòèâ-
íûì çàìûêàíèåì BT íàçîâåì íàèìåíüøåå (ïî âëîæåíèþ) ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M(X)×M(X), òàêîå, ÷òî

1. B ⊆ BT ;

2. ∀(M1,M2), (M2,M3) ∈ BT (M1,M3) ∈ BT .

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ B åãî àääèòèâíûì
òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì BAT íàçîâåì íàèìåíüøåå (ïî âëî-
æåíèþ) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M(X)×M(X), òàêîå, ÷òî

1. B ⊆ BAT ;

2. ∀(M1,M2), (M ′
1,M

′
2) ∈ BAT (M1 + M ′

1,M2 + M ′
2) ∈ BAT ;

3. ∀(M1,M2), (M2,M3) ∈ BAT (M1,M3) ∈ BAT .

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèÿ A-çàìûêàíèå,
T -çàìûêàíèå è AT -çàìûêàíèå ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòíîøåíèé íà ìóëüòèìíîæåñòâàõ AT -
çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ àääèòèâíûì çàìû-
êàíèåì òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ è ñ òðàíçèòèâíûì
çàìûêàíèåì àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âëîæåííîñòü äðóã â äðóãà ðàçëè÷íûõ âè-
äîâ çàìûêàíèé îòíîøåíèé íà ìóëüòèìíîæåñòâàõ (ñì. òàêæå äèà-
ãðàììó íà ðèñóíêå 2.1):
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(BA)T (BT )A

BAT

Ðèñ. 2.1: Âëîæåííîñòü ðàçëè÷íûõ âèäîâ çàìûêàíèé

Ëåììà 2.1.
1. ∀ X, B ∈M(X)×M(X) âûïîëíÿåòñÿ (BA)T ⊆ BAT ;

2. ∀ X, B ∈M(X)×M(X) âûïîëíÿåòñÿ (BT )A ⊆ BAT ;

3. ∃ X, B ∈M(X)×M(X) : (BA)T ⊂ BAT ;

4. ∃ X, B ∈M(X)×M(X) : (BT )A ⊂ BAT ;

5. ∃ X, B ∈M(X)×M(X) : (BA)T 6⊆ (BT )A;

6. ∃ X, B ∈M(X)×M(X) : (BT )A 6⊆ (BA)T .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)�2) � íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ ñëó÷àåâ 3)�5) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

X, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà, è ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå B =
{(1, 2), (2, 1)} (îäèí ýëåìåíò ýêâèâàëåíòåí äâóì).

3) Èìååì BAT = {(i, j) | i, j ≥ 1}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (1, 3)
ïðèíàäëåæèò BAT . Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ïðèíàäëåæèò (BA)T .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: â BA ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïàð

(1, a), (a, b), (b, c), . . . , (d, e), (e, 3) ∈ BA,
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òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå êîòîðîé äàåò ïàðó (1, 3).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (x, y) ∈ BA âûïîëíÿåòñÿ x+y =

3i, ãäå i ∈ Nat (òàê êàê ïðè ñëîæåíèè ïàð èç B êðàòíîñòü ñóììû
èõ êîìïîíåíòîâ òðåì ñîõðàíÿåòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñëåä-
íåé ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ e + 3 = 3i, òî åñòü e
òàêæå êðàòíî òðåì. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèâ ýòî ðàññóæäåíèå
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð (ñïðàâà íàëåâî), ïîëó÷èì, ÷òî a êðàòíî
òðåì. Òîãäà 1 + a íå ìîæåò áûòü êðàòíî òðåì, òî åñòü ïàðà (1, a)
íå ïðèíàäëåæèò BA � ïðîòèâîðå÷èå.

4) Èìååì BT = {(1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1)}. Ñëåäîâàòåëüíî, è â
äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ (1, 3) 6∈ (BT )A.

5) Ðàññìîòðèì ïàðó (2, 3). Èìååì:
• (2, 3) ∈ (BT )A, òàê êàê (2, 3) = (1, 1) + (1, 2).

• (2, 3) 6∈ (BA)T , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïàðà (1, 3) ïðè-
íàäëåæàëà áû îòíîøåíèþ (BA)T (êàê òðàíçèòèâíîå çàìû-
êàíèå ïàð (1, 2) è (2, 3)), ÷òî ìû óæå îïðîâåðãëè â äîêàçà-
òåëüñòâå ïóíêòà 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, (BA)T 6⊆ (BT )A.
6) Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç îäíîãî ýëå-

ìåíòà è îòíîøåíèå B = {(1, 2)}. Ðàññìîòðèì ïàðó (1, 4). Èìååì:
• (1, 4) ∈ (BA)T (êàê òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ïàð (1, 2) è

(2, 4)).

• (1, 4) 6∈ (BT )A (î÷åâèäíî).
Ñëåäîâàòåëüíî, (BT )A 6⊆ (BA)T .

Òàêèì îáðàçîì, AT -çàìûêàíèå � íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé (èç
ïðåäñòàâëåííûõ) ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ îòíîøåíèé (ïî-
ëó÷àåìûå ñ åãî ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûå îòíîøåíèÿ ñàìûå ñëàáûå).

Íà ïðàêòèêå â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé ìû ïî÷òè âñåã-
äà èìååì äåëî ñ òðàíçèòèâíî çàìêíóòûìè îòíîøåíèÿìè íà ìíî-
æåñòâå ñîñòîÿíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû (èëè äàæå îòíîøåíèÿìè
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ýêâèâàëåíòíîñòè). Íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå àääè-
òèâíîé çàìêíóòîñòè, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âûäåëÿòü íåêîòî-
ðûå �ñòðóêòóðèðîâàííûå� ïîäìíîæåñòâà áàçîâîãî îòíîøåíèÿ (âîç-
ìîæíî, ïðåäñòàâèìûå êîíå÷íûì áàçèñîì). Êàê ïîêàçàíî â ëåì-
ìå 2.1, àääèòèâíóþ çàìêíóòîñòü ìîæíî ââîäèòü òðåìÿ ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè.

Îïðåäåëèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ êîíå÷íûé áàçèñ ñóùåñòâóåò âñå-
ãäà (ó ëþáîãî îòíîøåíèÿ B, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì îãðà-
íè÷åíèÿì).

Ïóñòü α ∈ {A, T,AT}.
Îïðåäåëåíèå 2.4. Îòíîøåíèå B′ ⊆ M(X) ×M(X) íàçûâàåòñÿ
α-áàçèñîì îòíîøåíèÿ B, åñëè (B′)α = Bα.

Áàçèñ B′ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì α-áàçèñîì îòíîøåíèÿ B,
åñëè íå ñóùåñòâóåò B′′ ⊂ B′, òàêîãî ÷òî (B′′)α = Bα.
Ëåììà 2.2. 1. Âñå ìèíèìàëüíûå α-áàçèñû îòíîøåíèÿ B ëèáî

êîíå÷íû, ëèáî áåñêîíå÷íû.

2. Åñëè ó B ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé α-áàçèñ, òî âñå ìèíèìàëü-
íûå α-áàçèñû îòíîøåíèÿ B êîíå÷íû;

3. Åñëè ó B ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ìèíèìàëüíûé α-áàçèñ,
òî âñå α-áàçèñû îòíîøåíèÿ B áåñêîíå÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Bf è Bi �
ðàçëè÷íûå ìèíèìàëüíûå áàçèñû îòíîøåíèÿ B, ïðè÷åì Bf � êî-
íå÷íûé, à Bi � áåñêîíå÷íûé.

Êàæäûé ýëåìåíò áàçèñà Bf ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç êîíå÷-
íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ Bi. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåìåíòîâ Bf êîíå÷íî,
âåñü áàçèñ Bf ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
áàçèñà Bi. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Bi íå êîíå÷åí, òî îí íå ìèíèìàëåí
� ïðîòèâîðå÷èå.

2) Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ ìîæíî âçÿòü
÷àñòü äàííîãî êîíå÷íîãî áàçèñà. Òîãäà èç ïåðâîé ÷àñòè ëåììû
ñëåäóåò êîíå÷íîñòü âñåõ ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ.
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3) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ. Â
êà÷åñòâå îäíîãî èç ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ ìîæíî âçÿòü ÷àñòü äàí-
íîãî êîíå÷íîãî áàçèñà. Òîãäà èç ïåðâîé ÷àñòè ëåììû ñëåäóåò êî-
íå÷íîñòü âñåõ ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ìû õîòèì îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ α-çàìêíóòîå è â
îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå îòíîøåíèå B îáëàäàåò êîíå÷íûì α-
áàçèñîì, òî åñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå α ñèììåòðè÷íûå çàìû-
êàíèÿ, òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü èç êîíå÷íîãî
îòíîøåíèÿ áåñêîíå÷íîå. Òàêæå ìû íå ðàññìàòðèâàåì ðåôëåêñèâ-
íûå çàìûêàíèÿ, òàê êàê ïîëó÷àåìûå ñ èõ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûå
îòíîøåíèÿ èìåþò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó.

Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà îò-
íîøåíèå B, ìû ðàññìàòðèâàåì òðåáîâàíèÿ åãî ñèììåòðè÷íîñòè,
ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå α àääèòèâíûå è òðàíçèòèâíûå çàìû-
êàíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, äàæå åñëè B � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,
ó íåãî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íûå ìèíèìàëüíûå áàçèñû.

Óòâåðæäåíèå 2.1. 1) Ñóùåñòâóþò îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ñ áåñêîíå÷íûìè ìèíèìàëüíûìè A-áàçèñàìè.

2) Ñóùåñòâóþò îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ áåñêîíå÷íû-
ìè ìèíèìàëüíûìè T -áàçèñàìè.

Ïðèìåð 2.1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî X èç îäíîãî ýëåìåíòà è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

B = {(i, i), (1, i + 2), (i + 2, 1) | i ∈ Nat}

(ïàðû ìóëüòèìíîæåñòâ ïðåäñòàâëåíû êàê ïàðû ÷èñåë).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A-çàìûêàíèÿ.
Ïóñòü B′ = {(0, 0), (1, 1)} ∪ {(1, i + 2), (i + 2, 1) | i ∈ Nat}.

Îòíîøåíèå B′ ÿâëÿåòñÿ A-áàçèñîì îòíîøåíèÿ BA. Äîêàæåì ìè-
íèìàëüíîñòü B′. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü íåêîòîðàÿ ïàðà
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(x, y) ∈ B′ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àääèòèâíûì çàìûêàíèåì äðóãèõ
ïàð èç B′. Îäíàêî ïðè ëþáîì ñëîæåíèè ìóëüòèìíîæåñòâ âèäîâ
(1, i+2), (i+2, 1) èëè (1, 1) (ïóñòóþ ïàðó ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü)
â èòîãîâîé ïàðå îáà êîýôôèöèåíòà ñòàíîâÿòñÿ áîëüøå åäèíèöû �
ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé T -çàìûêàíèÿ.
Ïóñòü B′ = {(0, 0)}∪{(1, i+2), (i+2, 1) | i ∈ Nat}. Î÷åâèäíî, ÷òî

B′ ÿâëÿåòñÿ T -áàçèñîì îòíîøåíèÿ BT (ëþáàÿ ïàðà âèäà (i, i) ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì äâóõ ñèììåòðè÷-
íûõ ïàð). Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü B′. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
íåêàÿ ïàðà (x, y) ∈ B′, ãäå x 6= y, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òðàíçèòèâ-
íûì çàìûêàíèåì äðóãèõ ïàð èç B′. Îäíàêî ïðè ëþáîì òðàíçèòèâ-
íîì çàìûêàíèè ìóëüòèìíîæåñòâ âèäîâ (1, i + 2) è (i + 2, 1) ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî ðåôëåêñèâíàÿ ïàðà � ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, íè àääèòèâíîå, íè òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå íå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ãåíåðàöèè áåñêîíå÷íûõ îòíîøåíèé íà îñ-
íîâå êîíå÷íûõ áàçèñîâ, äàæå åñëè B � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò àääèòèâíûå
è òðàíçèòèâíûå çàìûêàíèÿ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå
ñàìè íå ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå α àääèòèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî òåõíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2.5. Îòíîøåíèå R ∈ M(X) ×M(X) íàçûâàåòñÿ
1-ðåôëåêñèâíûì, åñëè R ñîäåðæèò âñå ïàðû âèäà (x, x), ãäå |x| = 1.

Â ñëó÷àå àääèòèâíûõ òðàíçèòèâíûõ çàìûêàíèé âìåñòî ïîë-
íîé ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ B äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü òîëüêî 1-
ðåôëåêñèâíîñòè, òàê êàê àääèòèâíîå çàìûêàíèå 1-ðåôëåêñèâíîãî
îòíîøåíèÿ ðåôëåêñèâíî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïóñòîé ïàðû (∅, ∅)). Èñ-
ïîëüçîâàòü æå ïîëíóþ ðåôëåêñèâíîñòü íåóäîáíî ÷èñòî òåõíè÷å-
ñêè, òàê êàê ðåôëåêñèâíûå îòíîøåíèÿ íà ìóëüòèìíîæåñòâàõ áåñ-
êîíå÷íû a priori.
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Óòâåðæäåíèå 2.2. 1) Ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ
ñ áåñêîíå÷íûìè ìèíèìàëüíûìè AT -áàçèñàìè.

2) Ñóùåñòâóþò 1-ðåôëåêñèâíûå îòíîøåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè
ìèíèìàëüíûìè AT -áàçèñàìè.

Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç äâóõ ýëåìåíòîâ è ñèì-
ìåòðè÷íîå îòíîøåíèå

B = {((i, i + 1), (i, i + 1)) | i ∈ Nat, i > 0}

(ìóëüòèìíîæåñòâà ïðåäñòàâëåíû êàê âåêòîðà äëèíû 2).
Ïîêàæåì, ÷òî áàçèñ B � ìèíèìàëüíûé. Ïóñòü

Bk = {((i, i + 1), (i, i + 1)) | i, k ∈ Nat, k ≥ i > 0}

� ïåðâûå k ýëåìåíòîâ áàçèñà B. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
åãî (k + 1)-é ýëåìåíò íå ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïðåäûäóùèå,
òî åñòü

((k + 1, k + 2), (k + 1, k + 2)) 6∈ BAT
k

Çàìåòèì, ÷òî è â ëåâîé, è â ïðàâîé ÷àñòè âñåõ ïàð âåêòîðîâ èç
B âòîðîé êîýôôèöèåíò íà åäèíèöó áîëüøå ïåðâîãî. Ïðè ñëîæå-
íèè ëþáûõ äâóõ ïàð â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àòñÿ âåêòîðà,
ãäå âòîðîé êîýôôèöèåíò áîëüøå ïåðâîãî íà 2. Òîëüêî ïðè òðàí-
çèòèâíîì çàìûêàíèè òàêèõ ïàð ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòîâ íå ìå-
íÿåòñÿ. Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî îäíèì òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì
ïàðó ((k + 1, k + 2), (k + 1, k + 2)) èç Bk íå ïîëó÷èòü.
Ïðèìåð 2.3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç äâóõ ýëåìåíòîâ è 1-
ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå

B = {((1, 0), (1, 0)), ((0, 1), (0, 1))} ∪
{((1, 0), (i, 1)) | i ∈ Nat, i ≥ 2}

(ìóëüòèìíîæåñòâà ïðåäñòàâëåíû êàê âåêòîðà äëèíû 2).
Ïîêàæåì, ÷òî áàçèñ B � ìèíèìàëüíûé. Ïóñòü
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Bk = {((1, 0), (1, 0)), ((0, 1), (0, 1))} ∪
{((1, 0), (i, 1)) | i, k ∈ Nat, k ≥ i ≥ 2}

� ïåðâûå k+2 ýëåìåíòîâ áàçèñà B. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
åãî (k + 3)-é ýëåìåíò íå ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïðåäûäóùèå,
òî åñòü

((1, 0), (k + 1, 1)) 6∈ BAT
k

Ðàññìîòðèì âñå íåðåôëåêñèâíûå ýëåìåíòû îòíîøåíèÿ Bk. Îíè
èìåþò âèä ((1, 0), (i, 1)), ãäå i ≥ 2. Ïåðâûé êîýôôèöèåíò â ïðàâîé
÷àñòè ïàðû íà i − 1 áîëüøå, ÷åì ïåðâûé êîýôôèöèåíò â ëåâîé.
Âòîðîé êîýôôèöèåíò â ïðàâîé ÷àñòè ïàðû íà 1 áîëüøå, ÷åì âòî-
ðîé êîýôôèöèåíò â ëåâîé.

Ðàññìîòðèì ðåôëåêñèâíûå ïàðû ((1, 0), (1, 0)) è ((0, 1), (0, 1)).
Â íèõ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ñîâïàäàþò.

Åñëè ñëîæèòü ëþáûå äâå íåðåôëåêñèâíûå ïàðû, òî â ïîëó-
÷åííîé ïàðå ðàçíîñòü ìåæäó âòîðûì êîýôôèöèåíòîì â ïðàâîé è
ëåâîé ÷àñòè óâåëè÷èòñÿ è ñòàíåò ðàâíîé äâóì. Ïðè ëþáîì òðàíçè-
òèâíîì çàìûêàíèè ýòà ðàçíîñòü óìåíüøèòüñÿ íå ñìîæåò, ïîñêîëü-
êó â Bk âî âñåõ ïàðàõ �ïðàâàÿ� êîîðäèíàòà íå ìåíüøå �ëåâîé�. Â òî
æå âðåìÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðû ((1, 0), (k+1, 1)) íàì íåîáõîäèìî ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ñóììèðîâàíèå íåðåôëåêñèâíûõ ïàð � ÷òîáû
óâåëè÷èòü íà åäèíèöó ðàçíîñòü ïî ïåðâîìó êîýôôèöèåíòó.

Èòàê, ïî îòäåëüíîñòè ñèììåòðè÷íîñòü è 1-ðåôëåêñèâíîñòü íå
ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî AT -áàçèñà. Îäíàêî, êàê
áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, èñïîëüçîâàíèå îáîèõ îãðàíè÷åíèé ïðèâîäèò
ê ïîëíîñòüþ êîíå÷íîìó ñëó÷àþ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ êëàññîâ îòíîøåíèé òðåáîâà-
íèå ñèììåòðè÷íîñòè è 1-ðåôëåêñèâíîñòè, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì è íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíè-
åì. Íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ñåòè Ïåòðè
ñèììåòðè÷íà è 1-ðåôëåêñèâíà ïî ïîñòðîåíèþ.
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2.1.2 Êîíå÷íîñòü áàçèñà AT -çàìûêàíèÿ
Äàëåå áóäåò îïðåäåëåí áàçèñ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê v íà ìíîæå-
ñòâå B ⊆M(X)×M(X) ïàð ìóëüòèìíîæåñòâ:
äëÿ ðåôëåêñèâíûõ ïàð (êðîìå (∅, ∅))

(r1, r1) v (r2, r2)
def⇔ r1 ⊆ r2 ∧ r1 6= ∅;

äëÿ íåðåôëåêñèâíûõ ïàð ðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü è íåðåôëåêñèâíûé
îñòàòîê ñðàâíèâàþòñÿ îòäåëüíî

(r1 + o1, r1 + o′1) v (r2 + o2, r2 + o′2)
def⇔

def⇔ o1 ∩ o′1 = ∅ ∧ o2 ∩ o′2 = ∅ ∧ r1 ⊆ r2 ∧ o1 ⊆ o2 ∧ o′1 ⊆ o′2.

Çàìåòèì, ÷òî ðåôëåêñèâíûå è íåðåôëåêñèâíûå ïàðû îòíîøå-
íèÿ B íå ñðàâíèìû ïî v.

×åðåç Bs îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ (îòíîñèòåëüíî
v) ýëåìåíòîâ BAT . Â ñëó÷àå, êîãäà (∅, ∅) ∈ B, ê Bs òàêæå äîáàâ-
ëÿåòñÿ ïàðà (∅, ∅).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü îòíîøåíèå B ñèììåòðè÷íî è 1-ðåôëåêñèâ-
íî. Òîãäà îòíîøåíèå Bs ÿâëÿåòñÿ åãî áàçèñîì è Bs êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè ñîäåðæàùåãîñÿ â
B îòíîøåíèÿ 1-ðåôëåêñèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïàðû âèäà ([x], [x]), ãäå
[x] îáîçíà÷àåò ìóëüòèìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå åäèíñòâåííûé ýëå-
ìåíò x ∈ X. Ïîñêîëüêó X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ÷èñëî ìèíè-
ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ îòíîøåíèÿ 1-ðåôëåêñèâíîñòè òàêæå êîíå÷íî.

Ðàññìîòðèì íåðåôëåêñèâíûå ïàðû èç BAT . Ïîêàæåì, ÷òî âñÿ-
êàÿ òàêàÿ ïàðà ïðèíàäëåæèò AT-çàìûêàíèþ îòíîøåíèÿ Bs.

Ëþáàÿ íåðåôëåêñèâíàÿ ïàðà (r, r′) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà
íàèáîëüøóþ ðåôëåêñèâíóþ ÷àñòü è íåðåôëåêñèâíûé îñòàòîê:
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(r, r′) = (r + o, r + o′), ãäå o ∩ o′ = ∅.
(*) Ïóñòü

(r + o, r + o′) ∈ BAT (2.1)

� íåðåôëåêñèâíàÿ ïàðà. Åñëè (r + o, r + o′) � ìèíèìàëüíàÿ ïàðà,
òî (r + o, r + o′) ∈ Bs.

Åñëè ïàðà (r + o, r + o′) íå ìèíèìàëüíà, òî ñóùåñòâóåò ìèíè-
ìàëüíàÿ ïàðà (r1 + o1, r1 + o′1) ∈ Bs, òàêàÿ ÷òî r1 ⊆ r, o1 ⊆ o è
o′1 ⊆ o′.

Åñëè o1 = o è o′1 = o′, òî èñõîäíàÿ ïàðà (r + o, r + o′) ÿâëÿ-
åòñÿ ñóììîé ðåôëåêñèâíîé ïàðû è ìèíèìàëüíîé íåðåôëåêñèâíîé
ïàðû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ýëå-
ìåíòîâ Bs.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïóñòü o = o1 + o2, o′ = o′1 + o′2, r = r1 + r2.
Òîãäà (2.1) ìîæåò ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

(r1 + r2 + o1 + o2, r1 + r2 + o′1 + o′2) ∈ BAT (2.2)

Ïîñêîëüêó Bs ñîäåðæèò âñå ìèíèìàëüíûå ðåôëåêñèâíûå ïà-
ðû, ìû èìååì

(r1 + o1, r1 + o′1) + (r2 + o′2, r2 + o′2) =
= (r1 + r2 + o1 + o′2, r1 + r2 + o′1 + o′2) ∈ (Bs)AT (2.3)

Çàìêíóâ ïî òðàíçèòèâíîñòè ïàðó (2.2) è ïàðó, ñèììåòðè÷íóþ
ïàðå (2.3), ïîëó÷èì

(r3 +o2, r3 +o′2) = (r1 +r2 +o1 +o2, r1 +r2 +o1 +o′2) ∈ BAT , (2.4)

ãäå o2 ⊂ o, o′2 ⊂ o′, è, ñëåäîâàòåëüíî, (o2, o
′
2) < (o, o′). Òàêèì îáðà-

çîì, ìû íàøëè ïàðó (2.4), íåðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ñòðîãî
ìåíüøå, ÷åì íåðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü (2.1). Ïðè ýòîì (2.1) ïðèíàä-
ëåæèò AT-çàìûêàíèþ îòíîøåíèÿ Bs ∪ {(r3 + o2, r3 + o′2)}.
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Äàëåå ïîâòîðÿåì âñå ïîñòðîåíèÿ äëÿ (2.4), íà÷èíàÿ ñî (*).
Íåðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü ñíîâà ñòðîãî óìåíüøèòñÿ, èëè æå ìû ïî-
ëó÷èì ïàðó, ðàçëîæèìóþ ïî Bs.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ öåëî-
÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè êîíå÷-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñòðîãî óìåíüøàþùèõñÿ íåðåôëåêñèâíûõ ïàð ðåñóð-
ñîâ, è îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïàðà âèäà (2.1) ðàçëîæèìà ïî Bs

(ïðè÷åì çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ).
Äîêàæåì êîíå÷íîñòü Bs. Ðàññìàòðèâàÿ ïàðó ìóëüòèìíîæåñòâ

êàê âåêòîð òðîéíîé äëèíû (ñíà÷àëà ðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü, çàòåì
íåðåôëåêñèâíûå îñòàòêè), ìû ñâåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê v ê îò-
íîøåíèþ ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ ≤. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ìè-
íèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî v ýëåìåíòîâ B êîíå÷íî.

Ìû áóäåì íàçûâàòü áàçèñ Bs îñíîâíûì áàçèñîì îòíîøåíèÿ B.
Èç òåîðåìû 2.1 è âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.2 âûòåêàåò:

Òåîðåìà 2.2. Åñëè îòíîøåíèå B ñèììåòðè÷íî è 1-ðåôëåêñèâíî,
òî âñå åãî ìèíèìàëüíûå AT -áàçèñû êîíå÷íû.

Ýòî óòâåðæäåíèå (õîòÿ è â íåñêîëüêî äðóãîé ôîðìóëèðîâêå è
â òåðìèíàõ êîíãðóýíòíîñòåé â êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ) áû-
ëî äîêàçàíî Ë.Ðåäåè [61], à ïîçäíåå (íåçàâèñèìî) É.Õèðøôåëüäîì
[44]. Ïðèâîäèìîå çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäà÷-
íûì, ïîñêîëüêó êîíñòðóêòèâíî îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî áàçèñà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð îñíîâíîãî áàçèñà.
Ïðèìåð 2.4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç îäíîãî ýëåìåíòà è ñèì-
ìåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå

B = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 8), (8, 1), (3, 3), (4, 5), (5, 4)}
(ïàðû ìóëüòèìíîæåñòâ ïðåäñòàâëåíû êàê ïàðû ÷èñåë).
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Îñíîâíîé áàçèñ � Bs = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}.
Îñíîâíîé áàçèñ îòíîøåíèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Íàïðèìåð, â áàçèñå èç ïðèìåðà 2.4 èçáûòî÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïàðà
(1, 1), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì
äâóõ äðóãèõ ïàð. Îäíàêî âàæíûì äîñòîèíñòâîì îñíîâíîãî áàçèñà
ÿâëÿåòñÿ õîðîøàÿ ñòðóêòóðèðîâàííîñòü. Ê òîìó æå îí ïî îïðå-
äåëåíèþ åäèíñòâåííåí äëÿ ëþáîãî B, òîãäà êàê ìèíèìàëüíûõ áà-
çèñîâ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
âñå îíè êîíå÷íû):

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ñóùåñòâóþò îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìèíèìàëüíûõ AT -áàçèñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç îäíîãî ýëåìåíòà
è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

B = {(n,m) | n,m ∈ Nat, n, m > 0}

(ïàðû ìóëüòèìíîæåñòâ ïðåäñòàâëåíû êàê ïàðû ÷èñåë).
Ðàññìîòðèì îòíîøåíèÿ
B0 = {(1, 2), (2, 1)},
Bi = {(1, 2i + 1), (2i + 1, 1), (1, 4), (4, 1)}, ãäå i ∈ Nat, i > 0.
Îòíîøåíèå B0 � AT -áàçèñ îòíîøåíèÿ B. Êðîìå òîãî, ïàðû

(1, 2) è (2, 1) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ëþáîå îòíîøåíèå Bi ïðè
ïîìîùè ñëîæåíèÿ è òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ýëåìåíòîâ. Íàïðè-
ìåð, ïðè i = 1

B1 = {(1, 3), (3, 1), (1, 4), (4, 1)},

ïàðà (1, 2) ïîëó÷àåòñÿ òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì (1, 4) è (4, 2),
ãäå (4, 2) = (3, 1) + (1, 1), à ïàðà (1, 1) ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì
çàìûêàíèåì ïàð (1, 3) è (3, 1).

Äîêàæåì, ÷òî áàçèñ Bi � ìèíèìàëåí.
Âî-ïåðâûõ, ïàðó (1, 2) íåëüçÿ ïîëó÷èòü çàìûêàíèåì ïàð âèäà

(1, 2i + 1) è (2i + 1, 1), òàê êàê â íèõ ðàçíîñòü ïåðâîé è âòîðîé
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�êîîðäèíàò� � ÷åòíàÿ, à â ïàðå (1, 2) � íå÷åòíàÿ. Ïðè ñëîæåíèè
è òðàíçèòèâíîì çàìûêàíèè ÷åòíîñòü ýòîé ðàçíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïàðó (1, 2) íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ÀÒ-çàìû-
êàíèÿ ïàð (1, 4) è (4, 1), òàê êàê ðàçíîñòü �êîîðäèíàò� ëþáîé ïà-
ðû, ïîëó÷åííîé AT -çàìûêàíèåì ïàð (1, 4) è (4, 1), âñåãäà îñòàåòñÿ
êðàòíîé òðåì.

Îñíîâíûì áàçèñîì ðàññìîòðåííîãî â äîêàçàòåëüñòâå óòâåð-
æäåíèÿ 2.3 îòíîøåíèÿ B ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå

Bs = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}.

Äàëåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà òåîðåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäó-
þùåå âàæíîå ñâîéñòâî 1-ðåôëåêñèâíîñòè áàçèñà AT -çàìûêàíèÿ:

Ëåììà 2.3. Ïóñòü B � êîíå÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå ñèììåòðè÷íîå
îòíîøåíèå. Ëþáàÿ ïàðà (r1, r2) ∈ BAT ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàð èç BA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a, b), (b, d), (c, e) ∈ B.
Çàìêíåì ïàðû (a, b) è (b, d) ïî òðàíçèòèâíîñòè � ïîëó÷èòñÿ

ïàðà (a, d). Òåïåðü ïðèáàâèì ê íåé ïàðó (c, e) � ïîëó÷èòñÿ ïàðà
(a + c, d + e).

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïàðû (a + c, d + e) ìû ñíà÷àëà èñïîëü-
çîâàëè òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, à çàòåì ñóììó. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòà ïàðà òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì
ñóìì ýëåìåíòîâ B.

Îòíîøåíèå B ÿâëÿåòñÿ 1-ðåôëåêñèâíûì, ñëåäîâàòåëüíî,

(c, c), (d, d) ∈ BA.

Ïðèáàâèì ïàðó (c, c) ê ïàðàì (a, b) è (b, d), à ïàðó (d, d) � ê ïàðå
(c, e). Ïîëó÷èì ïàðû:

(a + c, b + c), (b + c, d + c), (d + c, d + e)
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Çàìêíóâ ýòè òðè ïàðû ïî òðàíçèòèâíîñòè, ïîëó÷èì èñêîìóþ
ïàðó (a + c, d + e).

Î÷åâèäíî, ÷òî çàìåíèâ òàêèì îáðàçîì â êîíå÷íîé ïðîöåäóðå
ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû (x, y) ∈ BAT ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âèäà òðàíçèòèâíîñòü-àääèòèâíîñòü (âîçìîæíî, âëîæåííûå) íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà àääèòèâíîñòü-òðàíçèòèâíîñòü, ìû ïîëó-
÷èì èñêîìóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ (x, y) êàê òðàíçèòèâíîãî çà-
ìûêàíèÿ ýëåìåíòîâ BA.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ 1-ðåôëåêñèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî îòíî-
øåíèÿ B âûïîëíÿåòñÿ BAT = (BA)T .

2.1.3 Ñâîéñòâà îñíîâíîãî áàçèñà
Âàæíûì äîñòîèíñòâîì îñíîâíîãî áàçèñà (êðîìå åãî êîíå÷íîñòè)
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ðàçëîæåíèÿ, îïèñàííîé
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ìû ìîæåì çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâîëüíîé ïàðû ðåñóðñîâ çàìûêà-
íèþ BAT .

Íåñêîëüêî óïðîñòèòü ïðîâåðêó ïîçâîëÿåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
àääèòèâíîãî òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ:
Ëåììà 2.4. Ïóñòü B � ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøå-
íèå. Òîãäà èç (r + o, r + o′) ∈ B ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî
k > 0 âûïîëíÿåòñÿ (r + ko, r + ko′) ∈ BAT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç 1-ðåôëåêñèâíîñòè B ñëåäóåò, ÷òî BAT � ðå-
ôëåêñèâíî. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ((k − 1)o, (k − 1)o) ∈ BAT .
Ñëîæèâ äàííóþ ðåôëåêñèâíóþ ïàðó è èñõîäíóþ ïàðó (r+o, r+o′),
ïîëó÷èì

(r + ko, r + o′ + (k − 1)o) ∈ BAT . (2.5)

Àíàëîãè÷íî, ñëîæèâ èñõîäíóþ ïàðó (r+o, r+o′) è ðåôëåêñèâ-
íóþ ïàðó (o′ + (k − 2)o, o′ + (k − 2)o), ïîëó÷èì

(r + o′ + (k − 1)o, r + 2o′ + (k − 2)o) ∈ BAT . (2.6)
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Òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ïàð 2.5 è 2.6 ÿâëÿåòñÿ ïàðà

(r + ko, r + 2o′ + (k − 2)o) ∈ BAT .

Ïîâòîðèâ ïîäîáíîå ðàññóæäåíèå åùå k−2 ðàç (çàìåíÿÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè r + o íà r + o′), ïîëó÷èì (r + ko, r + ko′) ∈ BAT .

Àëãîðèòì ïðîâåðêè, èñïîëüçóþùèé ëåììó 2.4:

Àëãîðèòì 2.1. (ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè AT -çàìûêàíèþ)
ââîä: Îñíîâíîé áàçèñ Bs íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ B,

ïàðà (r+o, r+o′) ∈M(X)×M(X) (ïîëàãàåì o∩o′ = ∅,
(o, o′) 6= (∅, ∅)).

âûâîä: True, åñëè (r + o, r + o′) ∈ (Bs)AT ,
False â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

øàã 1:
Ïîñòðîèì

B′ = {(s+t, s+t′) ∈ Bs | t∩t′ = ∅ ∧ (t, t′) 6= (∅, ∅) ∧ t ≤ o ∧ t′ ≤ o′}.
B′ � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ îñíîâíîãî áàçèñà, ÷üÿ
íåðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü íå áîëüøå ïàðû (o, o′).
Ââåäåì ïåðåìåííûå x, y è y′ òèïà �ìóëüòèìíîæåñòâî�.
Ïðèñâîèì x := r, y := o, y′ := o′

(òîãäà (x + y, x + y′) = (r + o, r + o′)).
øàã 2:
Ïåðåáåðåì ìíîæåñòâî B′, íàéäåì ïåðâóþ ïàðó
(s + t, s + t′) ∈ B′, òàêóþ, ÷òî s ≤ x, t ≤ y, t′ ≤ y′.
Åñëè òàêîé ïàðû íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåì False.
Åñëè òàêàÿ ïàðà ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì t = ny, t′ = ny′,
ãäå n ∈ Nat, òî âîçâðàùàåì True.
øàã 3:
Îïðåäåëèì k = max{m ∈ Nat | mt ≤ y ∧ mt′ ≤ y′}.
Ïðèñâîèì x := x + kt, y := y − kt, y′ := y′ − kt′,
B′ := B′ \ {(s + t, s + t′)}.
Âîçâðàòèìñÿ íà øàã 2.
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Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî øàã 3 àëãîðèòìà.
Ñîãëàñíî ëåììå 2.4, âûïîëíÿåòñÿ (s + kt, s + kt′) ∈ (Bs)AT .

Ïðèáàâèâ ê ýòîé ïàðå ðåôëåêñèâíóþ, ïîëó÷èì

(s + kt, s + kt′) + (x− s + y′ − kt′, x− s + y′ − kt′) =

= (x + kt + y′ − kt′, x + y′) ∈ (Bs)AT , (2.7)
Çàìêíóâ ïî òðàíçèòèâíîñòè ïàðó (x + y, x + y′) è ïàðó, ñèì-

ìåòðè÷íóþ ïàðå 2.7, ïîëó÷èì

(x + y, x + kt + y′ − kt′) ∈ (Bs ∪ {(x + y, x + y′)})AT .

Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì âûðàçèòü ïàðó (x + y, x + y′) ÷åðåç
áàçèñ Bs è ïàðó (x + y, x + kt + y′ − kt′):

(x + y, x + y′) ∈ (Bs ∪ {(x + y, x + kt + y′ − kt′)})AT .

Èòàê, âûïîëíÿåòñÿ

(x + y, x + y′) ∈ (Bs)AT ⇔ (x + y, x + kt + y′ − kt′) ∈ (Bs)AT ,

ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî èñõîäíîé ïàðû (x + y, x + y′) ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ïàðó (x+y, x+kt+y′−kt′), íåðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü
êîòîðîé (ðàâíàÿ (y − kt, y′ − kt′)) ñòðîãî ìåíüøå íåðåôëåêñèâíîé
÷àñòè èñõîäíîé.

Çàìåòèì, ÷òî y − kt < t, y′ − kt′ < t′. Ïîñêîëüêó âñå ïàðû,
êîòîðûå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ íà ñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà,
áóäóò èìåòü åù¼ ìåíüøóþ íåðåôëåêñèâíóþ ÷àñòü, ìû ìîæåì âû-
áðîñèòü ïàðó (s+ t, s+ t′) èç ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà B′. Âñå
âûáðîøåííûå íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà ïàðû òàêæå
íå ìîãóò íàì åùå ðàç ïðèãîäèòüñÿ, ïîñêîëüêó èõ íåðåôëåêñèâíàÿ
÷àñòü ñòðîãî áîëüøå (y − kt, y′ − kt′).

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì B′
i � ìíîæåñò-

âî B′ íà i-é èòåðàöèè àëãîðèòìà. Íà i-é èòåðàöèè èç ìíîæåñòâà



52 ÃËÀÂÀ 2. ÏÎÄÎÁÈÅ ÐÅÑÓÐÑÎÂ

B′
i âûáðàñûâàåòñÿ îäèí ýëåìåíò, òî åñòü ìàêñèìàëüíîå âîçìîæ-

íîå ÷èñëî èòåðàöèé � |B′
1|, à ìîùíîñòü i-ãî ìíîæåñòâà ïåðåáîðà

|B′
i| = |B′

1| − i. Íà êàæäîì øàãå ïåðåáîðà ïðîèñõîäèò ïîêîîðäè-
íàòíîå ñðàâíåíèå äâóõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ äëèíû 2|X| (íåðå-
ôëåêñèâíûõ ÷àñòåé (y, y′) è (t, t′)). Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäîåìêîñòü
àëãîðèòìà 2.1 ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê

O
(
2|X| |B

′
1|(|B′

1| − 1)
2

)
= O(|X||B′

1|(|B′
1| − 1)). (2.8)

Îáîçíà÷èì Bnr
s = {(r+o, r+o′) ∈ Bs | o∩o′ 6= ∅ ∧ (o, o′) 6= (∅, ∅)}

� ìíîæåñòâî íåðåôëåêñèâíûõ ïàð áàçèñà Bs. Èç ñèììåòðè÷íîñòè
îñíîâíîãî áàçèñà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå Bnr

s � òàêæå ñèììåò-
ðè÷íî. Çàìåòèì, ÷òî íåðåôëåêñèâíûå ÷àñòè ëþáûõ äâóõ ñèììåò-
ðè÷íûõ ïàð íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íà ïåðâîì øàãå àë-
ãîðèòìà â ìíîæåñòâî B′

1 ìîæåò ïîïàñòü òîëüêî îäíà èç íèõ. Òîãäà
|B′

1| ≤ |Bnr
s |/2, è îöåíêó 2.8 ìîæíî çàïèñàòü êàê

O
( |X||Bnr

s |2
8

)
.

Ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå CTest(Bs) äëÿ îöåíêè òðóäî-
åìêîñòè àëãîðèòìà ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû ìóëüòèìíî-
æåñòâ AT -çàìûêàíèþ äàííîãî îñíîâíîãî áàçèñà Bs. Óáðàâ êîí-
ñòàíòó, ïîëó÷èì

CTest(Bs) = O(|X||Bs|2).
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà 2.1.

Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü X ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òîãäà M(X) =
Nat, ïàðû ìóëüòèìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû öåëûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü Bs = {(1, 1), (2, 4), (4, 2), (0, 5), (5, 0)}.
à) Ðàññìîòðèì ïàðó (2, 9).
Ïðîòîêîë ðàáîòû (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � íîìåðà øàãîâ èç

îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìà):
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1[1] x := 2, y := 0, y′ := 7, B′ := {(2, 4), (0, 5)}.
2[2] Íàéäåì ïåðåáîðîì ïàðó (s + t, s + t′) = (0, 5)

(s := 0, t := 0, t′ := 5).
3[3] Ïîëó÷èì k = 1. Òîãäà x := 2, y := 0, y′ := 2,

B′ := {(2, 4), (4, 2), (5, 0)}.
4[2] Íàéäåì ïåðåáîðîì ïàðó (s + t, s + t′) = (2, 4).

(t, t′) = (y, y′), ñëåäîâàòåëüíî, âîçâðàùàåì True.
á) Ðàññìîòðèì ïàðó (1, 7).
Ïðîòîêîë ðàáîòû àëãîðèòìà:

1[1] x := 1, y := 0, y′ := 6, B′ := {(2, 4), (0, 5)}.
2[2] Íàéäåì ïåðåáîðîì ïàðó (s + t, s + t′) = (0, 5)

(s := 0, t := 0, t′ := 5).
3[3] Ïîëó÷èì k = 1. Òîãäà x := 1, y := 0, y′ := 1,

B′ := {(2, 4), (4, 2), (5, 0)}.
4[2] Òàê êàê ïîäõîäÿùåé ïàðû (s + t, s + t′) = (2, 4) íå ñóùåñòâóåò,

âîçâðàùàåì False.

Íà ïðàêòèêå ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå ìîæåò çàäàâàòüñÿ
ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì áàçèñîì (íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíûì
è íå îáÿçàòåëüíî îñíîâíûì). Îäíàêî ëþáîé êîíå÷íûé ñèììåòðè÷-
íûé 1-ðåôëåêñèâíûé áàçèñ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îñíîâíîé áàçèñ
ïðè ïîìîùè ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû:

Àëãîðèòì 2.2. (ïîñòðîåíèå îñíîâíîãî áàçèñà)
ââîä: Êîíå÷íîå ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå B.
âûâîä: Îñíîâíîé áàçèñ Bs îòíîøåíèÿ B.
øàã 1: Ïîñòðîèì B′ = B \ C, ãäå

C = {(r + o, r + o′) ∈ B | ∃(s + o, s + o′) ∈ B, s < r}.

øàã 2: Ïðîâåðèì, âûïîëíÿåòñÿ ëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ B′

ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà v.
• Åñëè äà, òî âîçâðàòèì B′ � èñêîìûé îñíîâíîé áàçèñ.
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• Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ïàðû (a, b), (c, d) ∈ B′,
òàêèå, ÷òî (a, b) v (c, d), (a, b) 6= (c, d). Î÷åâèäíî, ÷òî îáå
ýòè ïàðû � íåðåôëåêñèâíûå è âûïîëíÿåòñÿ

(a, b) = (r+o, r+o′), (c, d) = (r+r1+ko+o1, r+r1+ko′+o′1),

ãäå o∩o′ = ∅, (o+o1)∩(o′+o′1) = ∅, (o1, o
′
1) 6= (∅, ∅), k ∈ Nat.

Â ñèëó ëåììû 2.4 âûïîëíÿåòñÿ (r+ko, r+ko′) ∈ (B′)AT . Ïî-
ñêîëüêó îòíîøåíèå B′ 1-ðåôëåêñèâíî, ê ýòîé ïàðå ìû ìî-
æåì ïðèáàâèòü ðåôëåêñèâíóþ ïàðó (r1 + o′1, r1 + o′1):

(r + r1 + ko + o′1, r + r1 + ko′ + o′1) ∈ (B′)AT . (2.9)

Çàìêíóâ ïî òðàíçèòèâíîñòè ïàðó (c, d) è ïàðó, ñèììåò-
ðè÷íóþ ïàðå 2.9, ïîëó÷èì

(e, f) = (r + r1 + ko + o1, r + r1 + ko + o′1) ∈ (B′)AT

Âûáðîñèì ïàðû (c, d) è (d, c) èç B′.
Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïàðû (e′, f ′) ∈ B′, òàêîé, ÷òî

(e′, f ′) = (r′ + o1, r
′ + o′1), r′ ≤ r + r1 + ko,

òî äîáàâèì ê B′ ïàðû (e, f) è (f, e).
Âîçâðàòèìñÿ íà øàã 2.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà (îáîçíà÷èì åå CBuild(B)).
Íà êàæäîé èòåðàöèè ìû ëèáî óìåíüøàåì ðàçìåð ìíîæåñòâà

B′, ëèáî çàìåíÿåì îäèí èç åãî ýëåìåíòîâ íà ýëåìåíò ñî ñòðîãî
ìåíüøåé íåðåôëåêñèâíîé ÷àñòüþ ((c, d) íà (e, f)), ïðè÷åì êîëè÷å-
ñòâî �óìåíüøåíèé� äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà íå ìîæåò áûòü áîëüøå,
÷åì ìîùíîñòü B′ (òàê êàê ìû ïî ñóòè äåëà ïîñëåäîâàòåëüíî �âû-
÷èòàåì� íåðåôëåêñèâíûå ñîñòàâëÿþùèå äðóãèõ ýëåìåíòîâ). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìîæåò áûòü îöå-
íåíî êàê O(|B|2). Íà êàæäîé èòåðàöèè ñàìàÿ òðóäîåìêàÿ ïðîöå-
äóðà � ïîèñê íåñðàâíèìûõ ïî v ýëåìåíòîâ B′, òî åñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíûé ïåðåáîð âñåâîçìîæíûõ ïàð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B′ è
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ñðàâíåíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ êàê âåêòîðîâ òðîéíîé äëèíû (ñíà÷àëà
ðåôëåêñèâíàÿ ÷àñòü, çàòåì íåðåôëåêñèâíûå îñòàòêè). Òðóäîåì-
êîñòü òàêîãî ïîèñêà � O(|X||B|2). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùóþ òðóäî-
åìêîñòü àëãîðèòìà 2.2 ìîæíî îöåíèòü êàê

CBuild(B) = O(|X||B|4).
Èòàê, òðóäîåìêîñòü ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíî

çàâèñèò îò ìîùíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ B. Îäíàêî íå-
îáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå ìîùíîñòü B î÷åíü ÷àñòî íà-
õîäèòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà X.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà 2.2.
Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü X ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òîãäà M(X) =
Nat, ïàðû ìóëüòèìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû öåëûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü B = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 6), (6, 2)}.
Ïðîòîêîë ðàáîòû àëãîðèòìà:
1. B′ = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 6), (6, 2)}

(a, b) = (1, 2), (c, d) = (1, 3), k = 1

(e, f) = (c, d− 1 + 0) = (1, 2)

Óäàëèì èç B′ ïàðû (1, 3) è (3, 1).

Ïàðà (e, f) óæå ñîäåðæèòñÿ â B′.

2. B′ = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 6), (6, 2)}
(a, b) = (1, 2), (c, d) = (2, 6), k = 4

(e, f) = (c, d− 4 + 0) = (2, 2)

Óäàëèì èç B′ ïàðû (2, 6) è (6, 2).

Ïàðó (e, f) äîáàâëÿòü íå áóäåì, òàê êàê â B′ ñîäåðæèòñÿ
ïàðà (1, 1).

3. Âîçâðàùàåì Bs = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}.
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2.2 Ïîäîáèå ðåñóðñîâ
Â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ ðåñóð-
ñà è ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

2.2.1 Îïðåäåëåíèå
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðåñóðñà ñåòè Ïåòðè.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü N = (P, T, F ) � îáûêíîâåííàÿ ñåòü
Ïåòðè. Ðåñóðñîì ñåòè N íàçûâàåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâî íàä ìíî-
æåñòâîì ïîçèöèé P .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåñóðñàìè ñåòè N ÿâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà M(P ).

Ôîðìàëüíî îïðåäåëåíèå ðåñóðñà íå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ
ðàçìåòêè. Êàæäàÿ ðàçìåòêà ÿâëÿåòñÿ ðåñóðñîì è êàæäûé ðåñóðñ
ÿâëÿåòñÿ ðàçìåòêîé. Ìû ðàçëè÷àåì ýòè ïîíÿòèÿ èç-çà èõ ðàçëè÷-
íîé èíòåðïðåòàöèè. Ðåñóðñû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ðàçìåòîê (â íåêî-
òîðîì ñìûñëå íåäåëèìûìè), îáåñïå÷èâàþùèìè òî èëè èíîå ïîâå-
äåíèå ñåòè ïðè ëþáîì å¼ ñîñòîÿíèè. Íàïðèìåð, â ñåòè íà ðèñóí-
êå 1.5 äâå ìîëåêóëû âîäîðîäà è îäíà ìîëåêóëà êèñëîðîäà ñîñòàâ-
ëÿþò ðåñóðñ, äîñòàòî÷íûé äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà (ò.å. äëÿ
ïðîèçâîäñòâà äâóõ ìîëåêóë âîäû).

Ìû ìîãëè áû èñïîëüçîâàòü òåðìèí �ïîäìíîæåñòâî ðàçìåòêè�,
íî ïðåäïî÷èòàåì �ðåñóðñ�, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåì ðåñóðñ íå êàê
�ïîäìíîæåñòâî äàííîé ðàçìåòêè�, à êàê �îáùóþ ÷àñòü âñåõ ðàçìå-
òîê, ñîäåðæàùèõ äàííîå (ìóëüòè)ìíîæåñòâî ôèøåê�.

Ñóòü ðàçëè÷èé íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïî-
äîáíûõ ðåñóðñîâ:

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè. Ðåñóðñû r è s íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ r ≈ s),
åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè R, òàêîé, ÷òî r ⊆ R, âûïîëíÿåòñÿ

R ∼ R− r + s.
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Îòíîøåíèåì ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ ñåòè Ïåòðè N íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ðåñóðñîâM(P ),
òàêîå, ÷òî ëþáûå äâà ñâÿçàííûõ èì ðåñóðñà ïîäîáíû (îáîçíà÷à-
åòñÿ ≈).

Åñëè ðåñóðñû ïîäîáíû, òî â ëþáîé ðàçìåòêå ìû ìîæåì çàìå-
íèòü îäèí èç íèõ íà äðóãîé, è ïðè ýòîì äàëüíåéøåå íàáëþäàåìîå
ïîâåäåíèå ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ (â ñìûñëå áèñèìóëÿðíîñòè). Òà-
êèì îáðàçîì, ïîäîáèå ðåñóðñîâ îòñëåæèâàåò âñå ðåñóðñû â ñåòè
Ïåòðè, îáëàäàþùèå èäåíòè÷íûìè ñâîéñòâàìè ïðè ëþáîì ñîñòîÿ-
íèè ñèñòåìû â öåëîì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñåòè Ïåòðè, ïðåäñòàâëÿþùåé ðåàêöèþ ñèí-
òåçà âîäû (ðèñ. 1.5), îäíà ìîëåêóëà êèñëîðîäà ýêâèâàëåíòíà îäíîé
ìîëåêóëå âîäîðîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ áèñèìóëÿðíîñòè ðàçìåòîê, òàê
êàê è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ïåðåõîä ñåòè íå ñðàáîòàåò. Îäíàêî
ïîäîáíûìè ðåñóðñàìè óêàçàííûå äâå ìîëåêóëû íå ÿâëÿþòñÿ.

Ïðèìåðîì ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìîãóò ñëóæèòü äâà íàáîðà ìî-
íåò � îäíà ìîíåòà ïî äåñÿòü êîïååê è äâå ìîíåòû ïî ïÿòü êîïååê,
ïðè óñëîâèè êðàòíîñòè öåí íà èíòåðåñóþùèå íàñ òîâàðû äåñÿòè
êîïåéêàì. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçëè÷íûé íîìèíàë ìîíåò ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçëè÷íûì ïîçèöèÿì ñåòè Ïåòðè, êîëè÷åñòâî ìîíåò � ðàç-
ìåòêå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè, ïîêóïêà òîâàðà � ñðàáàòûâàíèþ
ïåðåõîäà, à öåíà íà òîâàð � êðàòíîñòè èñõîäÿùèõ èç ïîçèöèé äóã.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ïîäîáíîé ñèòóàöèè, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 2.2. Ïîêóïàåòñÿ òîâàð ñòîèìîñòüþ 20 êîïååê. Ïîçèöèÿ �ìà-
ãàçèí� ìîäåëèðóåò êîëè÷åñòâî òîâàðà â ìàãàçèíå, �êóïëåíî� � êî-
ëè÷åñòâî óæå êóïëåííîãî òîâàðà, �10ê� è �5ê� � êîëè÷åñòâî íåèç-
ðàñõîäîâàííûõ ìîíåò. Ïîêóïêà âîçìîæíà òðåìÿ ñïîñîáàìè � ïå-
ðåõîäû t1, t2 è t3. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ òðàòèòñÿ ðàçëè÷íîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ìîíåò.

Â òàêîé ñèòóàöèè èñïîëüçîâàíèå ïÿòèêîïåå÷íûõ ìîíåò èçáû-
òî÷íî, ÷òî è îòðàæàåòñÿ â ïîäîáèè ðåñóðñîâ �10ê�≈�5ê�+�5ê�.

Ïðèìåðû ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.3.
Íà ðèñóíêå à) èçîáðàæåíà ñåòü Ïåòðè, ñîäåðæàùàÿ äâà ïåðåõî-
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Ðèñ. 2.2: Ìîäåëü ïîêóïêè òîâàðà ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ âèäîâ
ìîíåò

äà, ïîìå÷åííûõ îäèíàêîâîé ìåòêîé a è ïðèâîäÿùèõ ê îäèíàêîâîé
ðàçìåòêå p3. Çäåñü ïîäîáíû ðåñóðñû p1 è p2, òàê êàê îíè ïðèâî-
äÿò ê ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íîìó ïîâåäåíèþ ñåòè � ñðàáàòûâàíèþ
ïåðåõîäà ñ ìåòêîé a ñ ïîìåùåíèåì ôèøêè â ïîçèöèþ p3. Áîëåå
òîãî, ïîäîáíû âñå ðåñóðñû, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî ôèøåê
â ïîçèöèÿõ p1 è p2.

Íà ðèñóíêå á) èçîáðàæåíà ïðîñòåéøàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç îä-
íîãî ïåðåõîäà. Â äàííîì ñëó÷àå ðåñóðñ p2 ïîäîáåí ïóñòîìó ðå-
ñóðñó, òàê êàê îí íèêàê íå âëèÿåò íà ïîâåäåíèå ñåòè (ñêîëüêî áû
ôèøåê ìû íè ïîìåñòèëè â ïîçèöèþ p2, ïåðåõîä ñðàáîòàòü âñå ðàâ-
íî íå ñìîæåò).

Íà ðèñóíêå â) èçîáðàæåí öèêë, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ïåðåõîäà
è îäíîé ïîçèöèè. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðàçìåòîê äàííîé ñå-
òè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà �
ïóñòóþ ðàçìåòêó è âñå ïðî÷èå. Ïðè ïóñòîé ðàçìåòêå ïåðåõîä ñðà-
áîòàòü íå ìîæåò, ïðè âñåõ ïðî÷èõ � ìîæåò ñðàáîòàòü ëþáîå êîëè-
÷åñòâî ðàç (áîëåå òîãî, âñå ïðî÷èå ðàçìåòêè áèñèìóëÿðíû ìåæäó
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Ðèñ. 2.3: Ïîäîáíûå ðåñóðñû
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Ðèñ. 2.4: Ïîäîáèå ðåñóðñîâ íå ñîâïàäàåò ñ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê

ñîáîé). Ýòî ñâîéñòâî ñåòè ïîëíîñòüþ îòñëåæèâàåòñÿ è ïîäîáèåì
ðåñóðñîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ó ýòîé ñåòè ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ
ðàçìåòîê è ïîäîáèå ðåñóðñîâ ñîâïàäàþò.

Íà ðèñóíêå ã) èçîáðàæåíà íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ ñåòü. Âû-
ïîëíÿåòñÿ p1 ≈ p2 + p3, òî åñòü çàìåíà îäíîé ôèøêè â ïîçèöèè p1

íà äâå ôèøêè � îäíó â ïîçèöèè p2 è åùå îäíó â ïîçèöèè p2 íèêàê
íå âëèÿåò íà íàáëþäàåìîå ïîâåäåíèå ñåòè â öåëîì.

2.2.2 Ñâîéñòâà
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîäîáèÿ ñëåäóåò îäíî åãî âàæíîå
ñâîéñòâî:

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè, r, s � ðåñóðñû ñåòè N (êîòîðûå òàêæå ìîãóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ðàçìåòêè ñåòè N). Òîãäà

r ≈ s ⇒ r ∼ s.

Äðóãèìè ñëîâàìè, (≈) ⊆ (∼), òî åñòü ïîäîáèå ðåñóðñîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ñóæåíèåì ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (r ∼ s ⇒ r ≈ s) â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíî. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ðàññìîòðèì ñåòü, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñóíêå 2.4.

Â äàííîé ñåòè p1 ∼ p2, òàê êàê ïðè ýòèõ ðàçìåòêàõ ìîæåò
ñðàáîòàòü òîëüêî ïåðåõîä, ïîìå÷åííûé a. Íî p1 6≈ p2, òàê êàê
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2p1 6∼ 2p2 (ïðè ðàçìåòêå 2p1 ìîæåò ñðàáîòàòü ïåðåõîä t3, ïîìå-
÷åííûé b).

Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ãîðàçäî ñèëüíåå, ÷åì áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê,
òàê êàê îíî íå ó÷èòûâàåò êîíêðåòíîé (íà÷àëüíîé) ðàçìåòêè ñå-
òè Ïåòðè, à âûÿâëÿåò çàêîíîìåðíîñòè, îáùèå äëÿ ÂÑÅÕ âîçìîæ-
íûõ ðàçìåòîê. Ýòî ñíèæàåò åãî âûðàçèòåëüíîñòü ïî ñðàâíåíèþ
ñ áèñèìóëÿöèåé, îäíàêî äîáàâëÿåò ïîëåçíîå ñâîéñòâî àääèòèâíîé
çàìêíóòîñòè, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîíå÷íîãî áàçèñà.

Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, òðàíçèòèâíî è
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ:
Ëåììà 2.5. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè,
r, s, u, v � ðåñóðñû ñåòè N . Òîãäà

1. r ≈ r;

2. r ≈ s ⇒ s ≈ r;

3. r ≈ s ∧ s ≈ u ⇒ r ≈ u;

4. r ≈ s ∧ u ≈ v ⇒ r + u ≈ s + v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1�3) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ è èç òîãî, ÷òî îòíîøåíèå ìàêñè-
ìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê (îòíîøåíèå ∼) ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (óòâåðæäåíèå 1.3).

4) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò ðàçìåòêà M ∈M(P ),
òàêàÿ, ÷òî r + u ⊆ M è M 6∼ M − r − u + s + v.

Èç r +u ⊆ M ñëåäóåò r ⊆ M. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ äëÿ ïàðû r ≈ s èìååì

M ∼ M − r + s. (2.10)

Âûïîëíÿåòñÿ r + u ⊆ M ⇒ u ⊆ M − r ⇒ u ⊆ M − r + s,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïîäîáèÿ äëÿ ïàðû u ≈ v èìååì

M − r + s ∼ M − r + s− u + v = M − r − u + s + v. (2.11)
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè
ðàçìåòîê, èç 2.10 è 2.11 ïîëó÷èì M ∼ M − r− u + s + v � ïðîòè-
âîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäîáèå ðåñóðñîâ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè
AT -çàìûêàíèÿ íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ (äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøå-
íèÿ ≈ è (≈)AT ñîâïàäàþò).

Íàïðèìåð, èç ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ r ≈ s íåìåäëåííî ñëåäóåò ïî-
äîáèå ðåñóðñîâ 2r ≈ 2s, 2r + s ≈ r + 2s, 5r ≈ 3r + 2s è òàê äàëåå,
÷òî ìîæåò áûòü îïèñàíî ôîðìóëîé

irr + iss ≈ jrr + jss, ãäå ir, is, jr, js ∈ Nat, ir + is = jr + js.

Èç ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ r ≈ 2r íåìåäëåííî ñëåäóåò ïîäîáèå ðå-
ñóðñîâ:

ir ≈ jr, ãäå i, j ∈ Nat, i > 0, j > 0.

Òî åñòü ëþáàÿ ïàðà ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî îòíîøåíèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âñ¼ îòíîøåíèå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ òàêæå îáëàäàåò
êîíå÷íûì áàçèñîì:

Òåîðåìà 2.3. Ïîäîáèå ðåñóðñîâ â ïîìå÷åííûõ ñåòÿõ Ïåòðè îá-
ëàäàåò êîíå÷íûì AT -áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.1 è ëåììû 2.5,
èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ðåôëåêñèâíîñòü îòíîøåíèÿ ãàðàíòèðóåò
åãî 1-ðåôëåêñèâíîñòü.

Íàëè÷èå êîíå÷íîãî áàçèñà � êëþ÷åâîå îòëè÷èå ïîäîáèÿ ðåñóð-
ñîâ îò áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê. Ïîñêîëüêó ïîäîáèå ðåñóðñîâ êðîìå
òðàíçèòèâíîñòè åùå è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, â ëþáîé
ñåòè îíî èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.

Â òî æå âðåìÿ â íåêîòîðûõ ñåòÿõ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê òàêæå
ìîæåò îáëàäàòü êîíå÷íûì áàçèñîì:
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a

p1 p2

t1

a

t2

*
j

¼

ip1 + jp2 ≈ kp1 + lp2, ãäå
i, j, k, l ∈ Nat, i + j > 0, k + l > 0.YY

Ðèñ. 2.5: Ïðèìåð ñåòè Ïåòðè, â êîòîðîé ïîäîáèå ðåñóðñîâ è áèñè-
ìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ñîâïàäàþò

Ïðèìåð 2.7. Íà ðèñóíêå 2.5 èçîáðàæåíà ñåòü Ïåòðè, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé öèêë, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïîçèöèé è äâóõ ïåðåõîäîâ,
ïîìå÷åííûõ îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì a.

Ïîñêîëüêó îäèí èç ïåðåõîäîâ (p1) ïðè ñðàáàòûâàíèè ñîõðàíÿåò
îáùåå êîëè÷åñòâî ôèøåê â ðàçìåòêå ñåòè, à äðóãîé (p2) � óâåëè-
÷èâàåò ýòî êîëè÷åñòâî íà åäèíèöó, ïðè ëþáîé íåïóñòîé íà÷àëüíîé
ðàçìåòêå îáå ïîçèöèè � íåîãðàíè÷åííûå, è ïåðåõîäû ìîãóò ñðà-
áîòàòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî ðàç.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå äâå íåïóñòûå ðàçìåòêè � áèñèìóëÿð-
íû, òî åñòü äëÿ äàííîé ñåòè ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ
áèñèìóëÿöèþ ðàçìåòîê:

(∼) = {∅, ∅}∪{(ip1+jp2, kp1+lp2) | i, j, k, l ∈ Nat, i+j > 0, k+l > 0}.

Ýòî æå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì ðåñóðñîâ äàííîé ñåòè:

(≈) = (∼).

Ïîäîáèå ðåñóðñîâ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îñíîâíûì áàçèñîì:

(≈)s = {(∅, ∅), (p1, p1), (p2, p2), (p1, p2), (p2, p1),

(p1, 2p1), (2p1, p1), (p2, 2p2), (2p2, p2)}.
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a ¾

p2

a

b

p1

p3

kp1 ∼ lp3, k, l > 0

kp1 6≈ lp3, òàê êàê

-

¾ -

-

c-

µ

R kp1 + p2 6∼ lp3 + p2

Ðèñ. 2.6: Ïðèìåð ñåòè Ïåòðè, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ÀÒ-çàìêíóòîå
ñóæåíèå áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê, íå âõîäÿùåå â ïîäîáèå ðåñóðñîâ

Èìåþùåå ìåñòî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ñîâïàäåíèå ïîäîáèÿ
ðåñóðñîâ è áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåõàðàê-
òåðíîé ñèòóàöèåé, ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, áèñèìóëÿöèÿ ñîäåð-
æèò ãîðàçäî áîëüøå ïàð, ÷åì ïîäîáèå ðåñóðñîâ, è íå çàìêíóòà
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäîáèå ðåñóðñîâ íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì
ïî âëîæåíèþ AT-çàìêíóòûì ñóæåíèåì áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê:
Ïðèìåð 2.8. Íà ðèñóíêå 2.6 èçîáðàæåíà ñåòü Ïåòðè, ñîñòîÿùàÿ èç
òðåõ ïîçèöèé è ÷åòûðåõ ïåðåõîäîâ. Áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ýòîé
ñåòè ñîäåðæèò ïàðû âèäà kp1 ∼ lp3, ãäå k, l > 0. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè ëþáîé èç ðàçìåòîê âèäà kp1 èëè lp3 ìîãóò ñðàáîòàòü òîëüêî
ïåðåõîäû, ïîìå÷åííûå ′′a′′ (ñêîëü óãîäíî ìíîãî ðàç). Ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ïàð çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è îòíîñèòåëüíî
òðàíçèòèâíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíà èç íèõ
íå ïðèíàäëåæèò ïîäîáèþ ðåñóðñîâ, òàê êàê kp1 + p2 6∼ lp3 + p2.

Áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê â êàêîì-òî ñìûñëå ñóùåñòâåííî áîëåå
âûðàçèòåëüíà, ÷åì ïîäîáèå ðåñóðñîâ � â íåé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
è äðóãèå îáëàäàþùèå êîíå÷íûìè áàçèñàìè ïîäìíîæåñòâà ïàð.

Èòàê, îïðåäåëèâ ïîíÿòèå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ, ìû ïîëó÷èëè áåñ-
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êîíå÷íîå êîððåêòíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ áèñèìóëÿðíîñòè îòíîøåíèå
íà ìíîæåñòâå M(P ), ó êîòîðîãî âñåãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áà-
çèñ. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ýòîãî áàçèñà. Êàê áóäåò ïî-
êàçàíî äàëåå, ýòà ïðîáëåìà âñå åùå íåðàçðåøèìà.

2.2.3 Íåðàçðåøèìîñòü
Â ðàáîòàõ Í.Ñ. Ñèäîðîâîé è Ô. Øíîáåëåíà ([21],[65]) äëÿ áèñèìó-
ëÿöèîííîé ðåäóêöèè ïîìå÷åííûõ ñåòåé Ïåòðè áûëî ïðåäëîæåíî
ïîíÿòèå ñëèÿíèÿ ïîçèöèé:
Îïðåäåëåíèå 2.9. [21] Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè, B ⊆ P × P � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
ïîçèöèé ñåòè N. Îòíîøåíèå B íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì ñëèÿíèåì
ïîçèöèé äëÿ ñåòè N, åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ∈ M(P ) è äëÿ
ëþáîé ïàðû ïîçèöèé (p, q) ∈ B, òàêîé, ÷òî M(p) > 0, âûïîëíÿåòñÿ
M ∼ M ′, ãäå

M ′(p) = M(p)− 1,
M ′(q) = M(q) + 1,
M ′(r) = M(r) äëÿ ëþáîé ïîçèöèè r ∈ P, òàêîé ÷òî r 6= p, r 6= q.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîìå÷åííîé ñåòè N ñóùåñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ êîððåêòíîå ñëèÿíèå ïîçèöèé (îáîçíà÷à-
åòñÿ R(N)), ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îòíîøåíèå íàçâàíî �ñëèÿíèåì�, òàê êàê âõîäÿùèå â íåãî ïàðû
ïîçèöèé ìîæíî ñëèòü, ïîëó÷èâ ñåòü ìåíüøåãî ðàçìåðà ñ òåì æå
ïîâåäåíèåì (â ñìûñëå áèñèìóëÿðíîñòè). Ïðè ýòîì ôèøêè íà÷àëü-
íîé ðàçìåòêè ñëèâàåìûõ ïîçèöèé òàêæå �ñóììèðóþòñÿ� è ïîìå-
ùàþòñÿ â íîâóþ ïîçèöèþ.

Ïðèìåð êîððåêòíîãî ñëèÿíèÿ ïîçèöèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóí-
êå 2.7. Ñëèòû ïîçèöèè p1 è p2 (ïîëó÷åíà ïîçèöèÿ q), è ýòî ìàêñè-
ìàëüíîå âîçìîæíîå ñëèÿíèå ïîçèöèé äëÿ äàííîé ñåòè.

Ïîçèöèè ñåòè Ïåòðè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåñóðñû. Ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ïîçèöèé � ýòî ìíîæåñòâî ðåñóðñîâ ìîùíî-
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Ðèñ. 2.7: Ïðèìåð êîððåêòíîãî ñëèÿíèÿ ïîçèöèé. Äëÿ ñåòè N âû-
ïîëíÿåòñÿ R(N) = Id(P ) ∪ {(p1, p2), (p2, p1)}, ïîçèöèÿ q â ñåòè N ′

ïîëó÷åíà ñëèÿíèåì ïîçèöèé p1 è p2.

ñòè 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëèÿíèå ïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì íà
ìíîæåñòâå ðåñóðñîâ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ è êîððåêò-
íîãî ñëèÿíèÿ ïîçèöèé ñëåäóåò èõ âçàèìîñâÿçü:
Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè, p, q ∈ P � ïîçèöèè ñåòè N . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

(p, q) ∈ R(N) ⇔ p ≈ q.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîå ñëèÿíèå ïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ ñóæå-
íèåì ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ. Îäíàêî, â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà P,
îòíîøåíèå R(N) äëÿ ëþáîé ñåòè êîíå÷íî. Áîëåå òîãî, îíî îõâàòû-
âåò äîñòàòî÷íî íåáîëüøóþ ÷àñòü êîíå÷íîãî áàçèñà ïîäîáèÿ ðåñóð-
ñîâ, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ïàðû ðåñóðñîâ åäèíè÷íîé
ìîùíîñòè. Íàïðèìåð, ñðåäè âñåõ ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ íà ðèñóíêå 2.3, òîëüêî îäíà ïàðà ïðèíàäëåæèò ñëèÿíèþ
ïîçèöèé � ïàðà p1 ≈ p2 èç ñëó÷àÿ (à). Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ïðåäî-
ñòàâëÿåò ñóùåñòâåííî áîëåå áîãàòóþ èíôîðìàöèþ î áèñèìóëÿöèè
ñåòè Ïåòðè.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîäîáèå ðåñóðñîâ ñåòè N, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñóíêå 2.7. Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêî ïàðó p1 ≈ p2,
íî è íàáîð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ p3 ≈ 2p4 ≈ ∅. Ýòà èíôîðìàöèÿ ïîç-
âîëÿåò åùå áîëåå óïðîñòèòü èñõîäíóþ ñåòü (ðèñóíîê 2.8), óáðàâ
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a-

a-

p1

p2

p3

p4

-

--

t1

t2

N :

aq

t1
N ′ :

*

Ðèñ. 2.8: Ïðèìåð ðåäóêöèè íà îñíîâå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ. Äëÿ ñå-
òè N âûïîëíÿåòñÿ p1 ≈ p2, p3 ≈ 2p4 ≈ ∅. Ïîçèöèÿ q â ñåòè N ′

ïîëó÷åíà ñëèÿíèåì ïîçèöèé p1 è p2, ïîçèöèè p3, p4 è ïåðåõîä t2
óäàëåíû.

èçáûòî÷íûå ïîçèöèè p3 è p4 è ïåðåõîä t2. Ïîäðîáíåå ðåäóêöèÿ
ñåòåé Ïåòðè íà îñíîâå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ îïèñàíà â ãëàâå 6.

Â 1998 ãîäó Í.Ñ. Ñèäîðîâîé áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîððåêòíîå
ñëèÿíèå ïîçèöèé íåðàçðåøèìî äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè:

Òåîðåìà 2.4. [21] Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî (ïî
âëîæåíèþ) êîððåêòíîãî ñëèÿíèÿ ïîçèöèé äëÿ äàííîé ïîìå÷åííîé
ñåòè N íåðàçðåøèìà.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû â ðàáîòå [21] èñïîëüçîâàí
ìåòîä Ï. Æàíêàðà ïîñòðîåíèÿ ñåòè Ïåòðè, èìèòèðóþùåé â ñëà-
áîì ñìûñëå ìàøèíó Ìèíñêîãî, è äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè
ñëîæíîñòè èññëåäóåìîé ïðîáëåìû ñëîæíîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâà
ìàøèíû Ìèíñêîãî. Ïîêàçàíî, ÷òî íåðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ àëãî-
ðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà:

Äàíû ñåòü N = (P, T, F, l), ïîçèöèè p, q ∈ P. ßâëÿåòñÿ ëè îò-
íîøåíèå Id(P ) ∪ {(p, q), (q, p)} êîððåêòíûì ñëèÿíèåì ïîçèöèé
äëÿ N?

Èç íåðàçðåøèìîñòè ýòîé ïðîáëåìû ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü
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ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî êîððåêòíîãî ñëèÿíèÿ ïî-
çèöèé.

Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ñîäåðæèò â ñåáå ìàêñèìàëüíîå êîððåêòíîå
ñëèÿíèå ïîçèöèé, òî åñòü ïðèíàäëåæíîñòü ïàðû ïîçèöèé ñëèÿ-
íèþ ïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ èõ ïîäîáèÿ êàê
ðåñóðñîâ. Èç íåâîçìîæíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ êîððåêòíîãî ñëèÿíèÿ
ïîçèöèé (òåîðåìà 2.4) è óòâåðæäåíèÿ 2.5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ äëÿ
äàííîé ïîìå÷åííîé ñåòè N íåðàçðåøèìà.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî
áàçèñà, ïîäîáèå ðåñóðñîâ íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.



Ãëàâà 3

Ñóæåíèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ

3.1 Îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ
Íåðàçðåøèìîñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî îòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ
âûíóæäàåò èñêàòü áîëåå ãðóáûå ñïîñîáû âûÿâëåíèÿ áèñèìóëÿð-
íûõ ñòðóêòóð íà ìíîæåñòâå ðåñóðñîâ. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìîãëî
áû ñòàòü îãðàíè÷åíèå ñâåðõó ðàçìåðà ðàññìàòðèâàåìûõ ìóëüòè-
ìíîæåñòâ. Îäíàêî, êàê áóäåò äàëåå ïîêàçàíî, ýòî òàêæå ïðèâîäèò
ê àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè.

Â äàííîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ
ðåñóðñîâ â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè. Òàêîå îòíîøåíèå íå ó÷è-
òûâàåò ïàðû ðåñóðñîâ, ìîùíîñòü õîòÿ áû îäíîãî èç êîòîðûõ ïðå-
âûøàåò çàäàííûé ïàðàìåòð.

3.1.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü n ∈ Nat � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî, N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè, (≈) � ìíîæåñòâî
âñåõ ïàð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ñåòè N. ×åðåç (≈n) îáîçíà÷èì ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (≈), ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ïàð, ïîëó÷àåìûõ
àääèòèâíî-òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ýëåìåíòîâ (≈), ìîùíîñòè
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a-

a-

p1

p2

j
3 p3

p1 ≈ 2p2

p1 6≈1 2p2-
p1≈2 2p2

Ðèñ. 3.1: Ïîäîáíûå ðåñóðñû n-îãðàíè÷åííî ïîäîáíû íå äëÿ âñåõ n

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé êîòîðûõ íå ïðåâûøàþò n :

(≈n) =def {(r, s) ∈ (≈) | (|r| ≤ n & |s| ≤ n) ∨ (r, s) ∈ (≈n)AT }.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå íàçîâåì n-îãðàíè÷åííûì ïîäîáèåì
ðåñóðñîâ. 1

Íà ðèñóíêå 3.1 ïðèâåäåí ïðèìåð 2-îãðàíè÷åííûõ ïîäîáíûõ ðå-
ñóðñîâ. Äâå ôèøêè â ïîçèöèè p2 ýêâèâàëåíòíû îäíîé ôèøêå â
ïîçèöèè p1. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü íå áóäåò îáíà-
ðóæåíà, åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåñóðñû ìîùíîñòè íå áîëåå
åäèíèöû.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè, r, s, u, v � ðåñóðñû ñåòè N, n ∈ Nat. Òîãäà

1. r ≈n r äëÿ n > 0;

2. r ≈n s ⇒ s ≈n r;

3. r ≈n s ∧ s ≈n u ⇒ r ≈n u;

4. r ≈n s ∧ u ≈n v ⇒ r + u ≈n s + v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé.
1Âîçìîæíî, ïðàâèëüíåå áûëî áû íàçâàòü îòíîøåíèå ïîäîáèåì n-îãðàíè-

÷åííûõ ðåñóðñîâ, îäíàêî òàêîé òåðìèí î÷åíü íåóäîáåí â èñïîëüçîâàíèè.
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Ñëåäñòâèå 3.1. n-îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ îáëàäàåò êî-
íå÷íûì AT -áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç àääèòèâíîé è òðàíçèòèâíîé çàìê-
íóòîñòè îòíîøåíèÿ ≈n .

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ îáëàäàåò òåìè
æå ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî è ïîëíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ.

3.1.2 Îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå êàê ñïîñîá
ïðèáëèæåíèÿ ïîëíîãî ïîäîáèÿ

Ðàññìîòðèì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîëíîå è îãðàíè÷åííîå ïî-
äîáèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat âûïîëíÿåòñÿ

r ≈n s =⇒ r ≈n+1 s.

Äðóãèìè ñëîâàìè, (≈n) ⊆ (≈n+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Äëÿ ëþáîé ïîìå÷åííîé ñåòè Ïåòðè N íàé-
äåòñÿ ÷èñëî n ∈ Nat, òàêîå ÷òî (≈) = (≈n).

Òî åñòü ïîäîáèå ðåñóðñîâ � ïðåäåë n-îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ
ðåñóðñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå n ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíóþ ìîù-
íîñòü êîìïîíåíòîâ êîíå÷íîãî áàçèñà îòíîøåíèÿ (≈) (ïî ñëåäñò-
âèþ 2.3 òàêîé áàçèñ âñåãäà ñóùåñòâóåò).

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ïîäîáèé ðåñóðñîâ ñòà-
áèëèçèðóåòñÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ïðè÷åì ïðåäåëîì ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ:

(≈0) ⊆ (≈1) ⊆ · · · ⊆ (≈n−1) ⊆ (≈n) = (≈n+1) = · · · = (≈).
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p

(≈0) = ∅

a--
¾¾¾

(≈1) = {(p, p)}AT

(≈2) = {(p, p)}AT

(≈3) = {(p, p), (2p, 3p), (3p, 2p)}AT

. . .

(≈) = {(p, p), (2p, 3p), (3p, 2p)}AT

(≈4) = {(p, p), (2p, 3p), (3p, 2p)}AT

Ðèñ. 3.2: �Ñòàáèëèçàöèÿ� îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ ïðè n = 3

Íà ðèñóíêå 3.2 ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè. Ïðè óâåëè-
÷åíèè ïàðàìåòðà n îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå �îáðàñòàåò� íîâûìè ïà-
ðàìè ðåñóðñîâ: ïðè n = 1 äîáàâëÿåòñÿ ïàðà (p, p), ïðè n = 3
� ïàðû (2p, 3p) è (3p, 2p). Îäíàêî íà÷èíàÿ ñ n = 3 ìíîæåñòâî
ýêâèâàëåíòíûõ ïàð ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ñòàíîâÿñü ðàâíûì ïîëíîìó
ïîäîáèþ ðåñóðñîâ (≈).

Èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåíèÿ ïîëíîãî ïîäîáèÿ ïðîáëåìàòè÷íî, òàê êàê

Òåîðåìà 3.1. n-îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ íåðàçðåøèìî äëÿ
ëþáîãî n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëèÿíèå ïîçèöèé, èññëåäîâàííîå â [21, 65], ñîâ-
ïàäàåò ñ 1−îãðàíè÷åííûì ïîäîáèåì ðåñóðñîâ. Â [21] áûëî äîêà-
çàíî, ÷òî ñëèÿíèå ïîçèöèé íåðàçðåøèìî.

Äëÿ ëþáîãî n > 1 èç ðàçðåøèìîñòè n-îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ
ðåñóðñîâ ñëåäîâàëà áû è ðàçðåøèìîñòü 1−îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ
� äîñòàòî÷íî áûëî áû âçÿòü òîëüêî ïàðû ðåñóðñîâ, êîìïîíåíòû
êîòîðûõ ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîé ôèøêè.

Ñëåäñòâèå 3.2. n-îãðàíè÷åííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ íåâû÷èñëèìî
äëÿ ëþáîãî n > 0.
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3.2 Áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ åù¼ îäèí ñïîñîá ñóæåíèÿ ïîë-
íîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ. Îãðàíè÷åíèå íàêëàäûâàåòñÿ íå íà ðàçìåð
ðåñóðñîâ, à íà èõ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ñðàáàòûâàíèÿ
ïåðåõîäîâ â ñåòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ïàð
ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî ñðàáàòûâàíèé.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ â îáûêíîâåííûõ ñå-
òÿõ Ïåòðè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïðîâåðêè áèñèìóëÿðíî-
ñòè îòíîøåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé áèñè-
ìóëÿöèè ðåñóðñîâ.

3.2.1 Îïðåäåëåíèå
Â ðàáîòàõ Ô.Øíîáåëåíà è äð. ([26, 27]) ïðè îïðåäåëåíèè âû÷èñëè-
ìûõ ñîõðàíÿþùèõ áèñèìóëÿðíîñòü îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå ïî-
çèöèé ñåòè Ïåòðè áûë èñïîëüçîâàí ñïîñîá çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ. Îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå
ðàçìåòîê çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ, åñëè
îíî ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê.

Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä äëÿ ñëó÷àÿ ðåñóðñîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè. Ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå B ⊆M(P )×M(P )
íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ ñåòè N, åñëè BAT åñòü áèñè-
ìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ñåòè N.

Îïðåäåëåíèå 3.2 äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíî, ïðåæäå ÷åì åãî ïðî-
êîììåíòèðîâàòü, íàì ïðèäåòñÿ ïðèâåñòè âàæíîå ñâîéñòâî áèñè-
ìóëÿöèé ðåñóðñîâ, ïîêàçûâàþùåå èõ ñâÿçü ñ ïîäîáèåì ðåñóðñîâ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè,
B ⊆M(P )×M(P ) � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ ñåòè N è (r, s) ∈ B.
Òîãäà r ≈ s.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå áèñèìóëÿðíûå ðåñóðñû ïîäîáíû.
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a-p1

a

a

-

-

p2

p3 q2

q1

-

q
*

p1 ≈ p2 ≈ p3

q1 ≈ q2

B1 = Id(P ) ∪ {(p1, p3), (p3, p1)}
B2 = B1 ∪ {(q1, q2), (q2, q1)}

t1

t2

t3

Ðèñ. 3.3: Îòíîøåíèå B1 � íå áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ, îòíîøåíèå
B2 � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: r 6≈ s. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ðàçìåòêà M ∈M(P ), ãäå r ⊆ M, çàìåíà â êîòîðîé ðåñóðñà
r íà s äàåò íåáèñèìóëÿðíóþ ðàçìåòêó: M 6∼ M − r + s.

Îäíàêî èç 1-ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ B è àääèòèâíîé çà-
ìêíóòîñòè îòíîøåíèÿ BAT äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ′ ∈M(P ) èìå-
åì (M ′ + r,M ′ + s) ∈ BAT . Â êà÷åñòâå M ′ ìû ìîæåì âçÿòü M − r,
òîãäà (M,M − r + s) ∈ BAT .

Ìû çíàåì (óòâåðæäåíèå 1.3), ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ
ðàçìåòîê ∼ ñîäåðæèò â ñåáå âñå ïðî÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñî-
äåðæèò è BAT , òî åñòü BAT ⊆ (∼). Íî òîãäà M ∼ M − r + s �
ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ åñòü ñóæåíèå ïî-
äîáèÿ ðåñóðñîâ. Îäíàêî íå âñÿêîå ñóæåíèå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ åñòü
áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ. Íåîáõîäèìî òàêæå, ÷òîáû ýòî îòíîøåíèå
áûëî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäîâ, òî åñòü áû-
ëî åùå è áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê.
Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ñåòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 3.3. Îò-
íîøåíèå B1 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ, îäíàêî
îíî íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ.

Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (p1, p3) ∈ (B1)AT . Ñðàáàòûâàíèå
p1

t1→ q1 ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ïðè ðàçìåòêå p3 òîëüêî ñðà-
áàòûâàíèåì ïåðåõîäà t3 : p3

t3→ q2. Îäíàêî ïàðà (q1, q2) íå ïðè-
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íàäëåæèò îòíîøåíèþ (B1)AT . Ñëåäîâàòåëüíî, (B1)AT íå ÿâëÿåòñÿ
áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê, è B1 íå ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ.

Äîïîëíèì îòíîøåíèå B1 ïàðàìè (q1, q2) è (q2, q1). Ïîëó÷åííîå
îòíîøåíèå B2 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ, òàê
êàê (B2)AT ÿâëÿåòñÿ áèèìóëÿöèåé ðàçìåòîê.

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå B2 âñ¼ åù¼ íå ñîäåðæèò âñåõ ïàð ïî-
äîáíûõ ðåñóðñîâ (íàïðèìåð, îíî íå ñîäåðæèò ïàðó p1 ≈ p2).

Èòàê, áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ � ýòî ìíîæåñòâî ïàð ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ, ÿâëÿþùååñÿ ê òîìó æå áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê. Ýòî
îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå âñåãî ëèøü ïåðåôîðìóëè-
ðîâêîé îïðåäåëåíèÿ 3.2. Äàëåå íàì áóäåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
èìåííî îïðåäåëåíèå 3.2, ïîñêîëüêó â í¼ì áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ
îïðåäåëåíà íàïðÿìóþ ÷åðåç áèñèìóëÿöèþ ðàçìåòîê, áåç óïîìèíà-
íèÿ òåðìèíà �ïîäîáèå�.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà áèñèìóëÿ-
öèè ðåñóðñîâ.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè.
Òîãäà

1. åñëè B1, B2 ⊆ M(P ) ×M(P ) � áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ, òî
B1 ∪B2 � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ;

2. äëÿ ñåòè N ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïî âëîæåíèþ áèñè-
ìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ (îáîçíà÷àåòñÿ êàê ');

3. (') ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü B = B1 ∪ B2. Ïîêàæåì, ÷òî BAT �
áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ BAT íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ BAT , t ∈ T , ãäå M1

t→
M ′

1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî ïåðåõîäà u ∈ T ñ òîé
æå ìåòêîé l(t) = l(u), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîëíÿëîñü M2

u→ M ′
2 è

(M ′
1,M

′
2) ∈ BAT .
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Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð
èç BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).

(H1,H2) = (L1 + L2, R1 + R2), ãäå
(L1, R1) ∈ (B1)AT , (L2, R2) ∈ (B2)AT

Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè B1 â (B1)AT âõîäèò ïàðà (L1, R1) +
(L2, L2) = (H1, R1 + L2). Çàìåòèì, ÷òî H1 = M1, òîãäà â ñèëó
ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ (B1)AT ñóùåñòâóåò ïåðåõîä v, èìèòèðóþ-
ùèé ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t ïðè ðàçìåòêå R1 + L2:

R1 + L2
v→ G1, ãäå l(v) = l(t) è (M ′

1, G1) ∈ (B1)AT .

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ B2 â (B2)AT

âõîäèò ïàðà (L2, R2) + (R1, R1) = (R1 + L2,H2). Â ñèëó ñâîéñòâà
ïåðåíîñà äëÿ (B2)AT ñóùåñòâóåò ïåðåõîä w, èìèòèðóþùèé ñðàáà-
òûâàíèå ïåðåõîäà v ïðè ðàçìåòêå H2:

H2
w→ G2, ãäå l(w) = l(v) = l(t) è (G1, G2) ∈ (B2)AT .

Î÷åâèäíî, ÷òî (B1)AT ∈ BAT è (B2)AT ∈ BAT . Êðîìå òîãî, îò-
íîøåíèå BAT òðàíçèòèâíî çàìêíóòî, òàê ÷òî ìû ìîæåì çàìêíóòü
ïàðû (M ′

1, G1) è (G1, G2), ïîëó÷èâ ïàðó (M ′
1, G2) ∈ BAT . Èòàê,

ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà w èìèòèðóåò ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t â
ñìûñëå BAT .

Ïîâòîðèâ ýòî ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ïàð âèäà
(Hi,Hi+1), ìû ïîëó÷èì â èòîãå èñêîìûé ïåðåõîä u, èìèòèðóþùèé
t ïðè ðàçìåòêå M2.

2) Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâè-
åì ïåðâîãî, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ äëÿ
N åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ áèñèìóëÿöèé ðåñóðñîâ.
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∼
≈

'

Ðèñ. 3.4: Âçàèìíàÿ âëîæåííîñòü îòíîøåíèé íà M(P )

3) Èçâåñòíî, ÷òî Id(M(P )) � áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê (óòâåð-
æäåíèå 1.3, ÷àñòü 1). Î÷åâèäíî, ÷òî (Id(M(P )))AT = Id(M(P )),
ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå Id(M(P )) ÿâëÿåòñÿ òàêæå áèñèìóëÿ-
öèåé ðåñóðñîâ è ñîäåðæèòñÿ â ('). Îòñþäà (') � ðåôëåêñèâíî.

Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ, BAT � ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.3(2) ñëåäó-
åò, ÷òî îòíîøåíèå (BAT )−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìå-
òîê. Î÷åâèäíî, ÷òî (B−1)AT = (BAT )−1, ñëåäîâàòåëüíî, B−1 �
áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ. Îáúåäèíåíèå áèñèìóëÿöèé ðåñóðñîâ ÿâëÿ-
åòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ (âòîðîå óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðå-
ìû), ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå B ∪ B−1 ÿâëÿåòñÿ
áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ. Òàêèì æå îáðàçîì ìû ìîãëè áû èç (')
ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå (') ∪ (')−1, ñëåäîâàòåëüíî,
(') ñèììåòðè÷íî â ñèëó ñâîåé ìàêñèìàëüíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî (') = (')AT . Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ áè-
ñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ (') òðàíçèòèâíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ (') áåñêî-
íå÷íà è ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê. Îä-
íàêî â ñèëó òåîðåìû 2.1 äàæå ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðåñóð-
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ñîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð, òî åñòü êî-
íå÷íîé áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ.

Âçàèìíàÿ âëîæåííîñòü ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê,
ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ è ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ èçîáðà-
æåíà íà ðèñóíêå 3.4. Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû îòíîøåíèÿ,
îáëàäàþùèå êîíå÷íûì AT -áàçèñîì (â ñèëó ñâîåé àääèòèâíîé è
òðàíçèòèâíîé çàìêíóòîñòè).

3.2.2 Ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà
Êàê è ëþáàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê, ÀÒ-çàìûêàíèå áèñèìóëÿöèè
ðåñóðñîâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà. Îäíàêî õîðîøàÿ ñòðóêòó-
ðèðîâàííîñòü áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîëü-
íîé áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü è áîëåå ñëà-
áûé (ëîêàëüíûé) âàðèàíò ñâîéñòâà ïåðåíîñà � êîãäà äëÿ ïåðåõî-
äà t ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ðàçìåòêè, ïðè êîòîðûõ îí ìîæåò
ñðàáîòàòü.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Îòíîøåíèå B ⊆M(P )×M(P ) îáëàäàåò ñëà-
áûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ âñåõ (r, s) ∈ B, t ∈ T , òàêèõ
÷òî •t ∩ r 6= ∅, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé ïåðåõîä u ∈ T , òàêîé ÷òî
l(t) = l(u) è, îáîçíà÷èâ M1 = •t ∪ r è M2 = •t − r + s, ìû èìååì
M1

t→ M1
′ è M2

u→ M2
′, ãäå (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñëå-
äóþùåé äèàãðàììû:

r B s
•t ∪ r •t− r + s

↓ t ↓ (∃)u, l(u) = l(t)

M ′
1 ∼BAT M ′

2
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Ïîÿñíèì äàííóþ äèàãðàììó. Ïóñòü èìåþòñÿ ðåñóðñû r è s,
ñâÿçàííûå îòíîøåíèåì B. Ðåñóðñ r ïðè ýòîì ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðåä-
óñëîâèåì ïåðåõîäà t. Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà
t êàê M ′

1 :
•t ∪ r

t→ M ′
1.

Çàìåíèâ â ðàçìåòêå •t ∪ r ðåñóðñ r íà ðåñóðñ s, ïîëó÷èì íîâóþ
ðàçìåòêó •t− r + s. Ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïåðåõîä u ñ òîé æå ìåòêîé l(t), êîòîðûé
ìîæåò ñðàáîòàòü îò ðàçìåòêè •t− r + s :

•t− r + s
u→ M ′

2,

è ïðè ýòîì ðåçóëüòàò åãî ñðàáàòûâàíèÿ � ðàçìåòêà M ′
2 � áóäåò

ñâÿçàíà ñ ðàçìåòêîé M ′
1 îòíîøåíèåì BAT .

Òåîðåìà 3.4. Ñèììåòðè÷íîå è 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå
B ⊆ M(P ) ×M(P ) îáëàäàåò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà B � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Äîêàæåì ïî ñõåìå, èñïîëüçîâàííîé â äîêà-
çàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.3.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ BAT íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ BAT , t ∈ T , ãäå M1

t→
M ′

1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî ïåðåõîäà u ∈ T ñ òîé
æå ìåòêîé l(t) = l(u), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîëíÿëîñü M2

u→ M ′
2 è

(M ′
1,M

′
2) ∈ BAT .

Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð
èç BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).

(H1,H2) = (r1 + r2 + · · ·+ rl, s1 + s2 + · · ·+ sl), ãäå (ri, si) ∈ B.
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H1 = •t ∪ r1 + F1. Â ñèëó ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ ïàðû
(r1, s1) ñóùåñòâóåò ïåðåõîä v, òàêîé, ÷òî l(t) = l(v), •t ∪ r1

t→ G1

è •t− r1 + s1
v→ G2, ãäå (G1, G2) ∈ BAT .

Òàê êàê •t ∪ r1 ⊆ H1, ê ïðåä- è ïîñòóñëîâèÿì ñðàáàòûâàíèé
ìû ìîæåì äîáàâèòü ðåñóðñ F = H1 − •t ∪ r1:

•t ∪ r1 + F
t→ G1 + F

•t− r1 + s1 + F
v→ G2 + F

Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè B è àääèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT

ïîëó÷åííàÿ ïàðà ðàçìåòîê òàêæå ðàçëîæèìà ïî B : (G1 +F, G2 +
F ) ∈ BAT .

Ïîëó÷àåì íîâàÿ ðàçìåòêà H ′
1 = •t− r1 + s1 + F = H1− r1 + s1.

Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò r2 + · · · + rl. Òî åñòü ìîæíî åùå ðàç
ïðèìåíèòü èñïîëüçîâàííûé âûøå ïðèåì äëÿ çàìåíû ðåñóðñà r2 íà
áèñèìóëÿðíûé ðåñóðñ s2.

Ïðèìåíèâ åãî åùå â îáùåé ñëîæíîñòè l − 1 ðàç è èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT , â èòîãå ïîëó÷èì ïåðå-
õîä w, èìèòèðóþùèé t ïðè ðàçìåòêå H2.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé ïàðå (H2,H3), ïîâòîðèì âñå äëÿ ïåðå-
õîäà w. È ò.ä. âïëîòü äî ïîñëåäíåé ïàðû (Hk−1,Hk). Â èòîãå ìû
ïîëó÷èì ïåðåõîä u, èìèòèðóþùèé t ïðè ðàçìåòêå Hk = M2.

(⇐) Î÷åâèäíî, òàê êàê ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà � ýòî ñâîé-
ñòâî ïåðåíîñà, îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð.

3.2.3 Ïðîâåðêà áèñèìóëÿðíîñòè îòíîøåíèÿ
Èòàê, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå êîíå÷íîå ñèì-
ìåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå B áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàð ðåñóðñîâ.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, ÿâëÿåòñÿ èëè íåò äàí-
íîå êîíå÷íîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ðåñóðñîâ äàííîé ñåòè Ïåò-
ðè áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ.
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Àëãîðèòì 3.1. (ïðîâåðêè áèñèìóëÿðíîñòè)
ââîä: Ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè N = (P, T, F, l), êîíå÷íîå

ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå B ⊆M(P )×M(P ).
âûâîä: True, åñëè B ÿâëÿåòñÿ äëÿ N áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ,

False â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
øàã 1: Ïîñòðîèì Bs � ïðîñòîé áàçèñ îòíîøåíèÿ B (ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìà 2.2). Ìíîæåñòâî Bs ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî ðåôëåêñèâíûõ ïàð
Br

s è ìíîæåñòâî íåðåôëåêñèâíûõ ïàð Bnr
s .

øàã 2: Ïðîâåðèì, îáëàäàåò ëè Bs ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðå-
íîñà. Äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü òîëüêî ýëåìåíòû èç Bnr

s (ðåôëåê-
ñèâíûå ïàðû ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà îáëàäàþò âñåãäà).

• Åñëè âñå ïàðû îáëàäàþò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, âîç-
âðàùàåì True.

• Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò (r, s) ∈ Bnr
s , t ∈ T , ãäå

•t ∩ r 6= ∅ è ñðàáàòûâàíèå M1
t→ M1

′, ãäå M1 = •t ∪ r,
íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ñðàáàòûâàíèåì êàêîãî-ëèáî
ïåðåõîäà ñ òîé æå ìåòêîé è ïðåäóñëîâèåì M2 = •t− r + s,
òî åñòü ëèáî
1) Íå ñóùåñòâóåò ïåðåõîäà ñ ìåòêîé l(t), ãîòîâîãî ê ñðà-
áàòûâàíèþ ïðè ðàçìåòêå M2;
ëèáî
1) Äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà u ∈ T , òàêîãî, ÷òî M2

u→ M2
′ è

l(u) = l(t), âûïîëíÿåòñÿ (M ′
1,M

′
2) 6∈ (Bs)AT (äëÿ ïðîâåð-

êè ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû AT -çàìûêàíèþ èñïîëüçóåì àëãî-
ðèòì 2.1).
Âîçâðàùàåì False.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì âîçâðàùàåò True â åäèíñòâåííîì ñëó-
÷àå � êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå îáëàäàåò ñëàáûì ñâîé-
ñòâîì ïåðåíîñà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ. Â ñèëó
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a --¾ b-

p1 p2 t2t1

Ðèñ. 3.5: Ïðèìåð ñåòè Ïåòðè

êîíå÷íîñòè ïåðåáèðàåìûõ ìíîæåñòâ B è T àëãîðèòì çàâåðøèò
ñâîþ ðàáîòó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,
òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 2.2 ïîñòðîåíèÿ îñíîâíîãî áàçèñà

CBuild(B) = O(|X||B|4),

ãäå X � ìíîæåñòâî, íàä êîòîðûì îïðåäåëåíû ìóëüòèìíîæåñòâà
(â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî ïîçèöèé P ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, òðóäîåìêîñòü ïåðâîãî øàãà àëãîðèòìà 3.1 �

O(|P ||B|4).

Íà âòîðîì øàãå ïðîèñõîäèò ïåðåáîð âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
Bnr

s , ïðè ýòîì íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ïåðåáîð âñåâîç-
ìîæíûõ ïàð ïåðåõîäîâ ñåòè è äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîèçâîäèòñÿ
ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè ïîñòóñëîâèé èõ ñðàáàòûâàíèé îòíîøå-
íèþ BAT (òðóäîåìêîñòü CTest(Bs) = O(|X||Bs|2)). Ñëåäîâàòåëü-
íî, òðóäîåìêîñòü âòîðîãî øàãà àëãîðèòìà 3.1 ìîæíî îöåíèòü êàê

O(|T |2|P ||Bs|3).

Èòîãî, îáùóþ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 3.1 ìîæíî îöåíèòü êàê

O(max{|P ||B|4, |T |2|P ||Bs|3}).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðàáîòû àëãîðèòìà.
Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü N � ñåòü Ïåòðè, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.5,
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B = { ((1, 0), (1, 0)), ((0, 1), (0, 1)),
((1, 0), (2, 0)), ((2, 0), (1, 0)),
((7, 1), (4, 1)), ((4, 1), (7, 1)) }.

Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà ïîëó÷èì
Bs = {((1, 0), (1, 0)), ((0, 1), (0, 1)), ((1, 0), (2, 0)), ((2, 0), (1, 0))}.

Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîé-
ñòâà ïåðåíîñà äëÿ âñåõ íåðåôëåêñèâíûõ ïàð ðåñóðñîâ èç Bs � òî
åñòü äëÿ ïàðû ((1, 0), (2, 0)). Íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè ïå-
ðåõîäà, èìèòèðóþùåãî ñðàáàòûâàíèå (1, 0) t1→ (1, 1) ïðè ðàçìåòêå
(2, 0). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèì ïåðåõîäîì ÿâëÿåòñÿ ñàì ïåðåõîä t1 :

(2, 0) t1→ (2, 1) ∧ ((1, 1), (2, 1)) ∈ (Bs)AT .

Ñëåäîâàòåëüíî, âîçâðàùàåì True � îòíîøåíèå B ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ.
Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü N � ñåòü Ïåòðè, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.5,

B = {((1, 0), (1, 0)), ((0, 1), (0, 1)), ((1, 0), (0, 1)), ((0, 1), (1, 0))}.
Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà ïîëó÷èì Bs = B. Íà âòîðîì øàãå
àëãîðèòìà ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ
âñåõ íåðåôëåêñèâíûõ ïàð ðåñóðñîâ èç Bs � òî åñòü äëÿ ïàðû
((1, 0), (0, 1)). Ðàññìîòðèì ñðàáàòûâàíèå (1, 0) t1→ (1, 1). Îíî íå ìî-
æåò áûòü èìèòèðîâàíî ñðàáàòûâàíèåì ïåðåõîäà ñ ìåòêîé a ïðè
ðàçìåòêå (0, 1) � òàê êàê âîçáóæäåí òîëüêî ïåðåõîä t2 ñ ìåòêîé b.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà íå âûïîëíÿåòñÿ � âîç-
âðàùàåì False � îòíîøåíèå B íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì áèñèìó-
ëÿöèè ðåñóðñîâ.

3.2.4 Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé
áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ

Íåîáõîäèìî óìåòü íå òîëüêî ïðîâåðÿòü çàäàííîå îòíîøåíèå íà áè-
ñèìóëÿðíîñòü. Õîòåëîñü áû óìåòü ñòðîèòü ïî äàííîé ñåòè Ïåòðè
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ìàêñèìàëüíóþ áèñèìóëÿöèþ ðåñóðñîâ (îòíîøåíèå (')). Â ÷àñòíî-
ñòè, ïðîâåðêà áèñèìóëÿðíîñòè äâóõ ðåñóðñîâ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå
ïðèíàäëåæíîñòè äàííîé ïàðû îòíîøåíèþ (') (êîòîðîå íå èçâåñò-
íî çàðàíåå). Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ (') äî
ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Îäíèì èç âàðèàíòîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ äàííîé
ñåòè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü íå âñå ìíîæåñòâî ðåñóðñîâ ñåòè (ïî
îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íîå), à òîëüêî åãî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
(íàïðèìåð, òîëüêî ðåñóðñû, ÷üÿ ìîùíîñòü íå ïðåâûøàåò çàäàí-
íûé ïàðàìåòð), òî êîíå÷íûì ñòàíîâèòñÿ è ÷èñëî ïàð â ðàññìàòðè-
âàåìûõ îòíîøåíèÿõ, è ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðîâåðêó ñëàáîãî
ñâîéñòâà ïåðåíîñà.

Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè, q ∈ Nat �
íåêîòîðûé ïàðàìåòð. ×åðåçMq(P ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðå-
ñóðñîâ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå ÷åì q ôèøåê âî âñåõ ïîçèöèÿõ ñåòè:

Mq(P ) = {r ∈M(P ) : |r| < q}.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèáîëüøàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðåñóð-
ñîâ íàäMq(P ), îïðåäåëÿåìàÿ êàê îáúåäèíåíèå âñåõ áèñèìóëÿöèé
ðåñóðñîâ íàä Mq(P ). Îáîçíà÷èì åå êàê B(N, q).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Mq(P ) êîíå÷íî, ìû ìîæåì èñïîëüçî-
âàòü ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ B(N, q).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé äëÿ äàííîé ñåòè Ïåòðè N
ìàêñèìàëüíóþ áèñèìóëÿöèþ íàä ìíîæåñòâîì ðåñóðñîâ, ìîùíîñòü
êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò äàííîãî ïàðàìåòðà q. Ïîëó÷àåìîå îòíîøå-
íèå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé àïïðîêñèìàöèåé ìàêñèìàëüíîé áèñèìó-
ëÿöèè ðåñóðñîâ ñåòè N.

Àëãîðèòì 3.2. (ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé áè-
ñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ)

ââîä: Ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè N = (P, T, F, l), ïàðàìåòð
q ∈ Nat.
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âûâîä: Îòíîøåíèå B(N, q).
øàã 1: Ïóñòü C = {(∅, ∅)} � ïóñòîå ìíîæåñòâî ïàð (ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå êàê îòíîøåíèå íàä Mq(P )).
øàã 2: Ïîñòðîèì B = (Mq(P )×Mq(P ))\C. Â ñèëó êîíå÷-

íîñòè Mq(P ) ìíîæåñòâî ïàð B òàêæå êîíå÷íî.
øàã 3: Ïîñòðîèì Bs � îñíîâíîé áàçèñ B (ïðè ïîìîùè àë-

ãîðèòìà 2.2).
øàã 4: Ïðîâåðèì, îáëàäàåò ëè Bs ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðå-

íîñà. Äëÿ ýòîãî ïåðåáåðåì ýëåìåíòû èç Bnr
s � ïîäìíîæåñòâà

íåðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ.

• Åñëè âñå ïàðû îáëàäàþò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, òî
âîçâðàùàåì B � èñêîìóþ áèñèìóëÿöèþ.

• Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò (r, s) ∈ Bnr
s , t ∈ T , ãäå

•t ∩ r 6= ∅, òàêèå, ÷òî ñðàáàòûâàíèå M1
t→ M1

′, ãäå M1 =
•t∪r, íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ñðàáàòûâàíèåì êàêîãî-
ëèáî ïåðåõîäà ñ òîé æå ìåòêîé è ïðåäóñëîâèåì M2 = •t−
r + s. Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿåì (r, s) è (s, r) â C è âîçâðà-
ùàåìñÿ íà øàã 2.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì R = |Mq(P )| �
ìîùíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ðåñóðñîâ.

Ïî ñóòè äåëà àëãîðèòì 3.2 � ýòî òîò æå àëãîðèòì ïðîâåðêè
áèñèìóëÿðíîñòè 3.1, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåìûé ê óìåíüøàþ-
ùåìóñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè îòíîøåíèþ B. Îáùåå ÷èñëî òàêèõ
èòåðàöèé íå ìîæåò ïðåâûñèòü R. Òîãäà èç îöåíêè òðóäîåìêîñòè
àëãîðèòìà 3.1 è èç òîãî ôàêòà, ÷òî |B| ≤ R2, ñëåäóåò, ÷òî àëãî-
ðèòì 3.2 èìååò òðóäîåìêîñòü

O(max{|P | R9, |T |2|P | R7}).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà 3.2.
Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü N � ñåòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.6, q = 2.
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a1
))

p t

p ≈ 2p

Ðèñ. 3.6: Ïðèìåð ñåòè Ïåòðè

Èìååì Mq(P ) = {0, 1, 2} (ðåñóðñû çàäàþòñÿ êàê ÷èñëà è ñîîò-
âåòñòâóþò êîëè÷åñòâó ôèøåê â åäèíñòâåííîé ïîçèöèè p).

Ïðîòîêîë ðàáîòû àëãîðèòìà:

1. C = ∅,
B = { (0, 0), (0, 1), (0, 2),

(1, 0), (1, 1), (1, 2),

(2, 0), (2, 1), (2, 2) }.
Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 2.2, ïîëó÷èì

Bs = { (0, 0), (1, 1), (0, 1), (1, 0) }.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà. Îíî íå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïàðû (1, 0), òàê êàê ñðàáàòûâàíèå (1) a→ (2)
íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ïðè ðàçìåòêå (0) (íåò íè îäíîãî
âîçáóæäåííîãî ïåðåõîäà). Äîáàâèì ïàðû (0, 1) è (1, 0) â C.

2. C = { (0, 1), (1, 0) },
B = { (0, 0), (0, 2),

(1, 1), (1, 2),

(2, 0), (2, 1), (2, 2) }.
Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 2.2, ïîëó÷èì

Bs = { (0, 0), (1, 1), (0, 2), (2, 0), (1, 2), (2, 1) }.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà. Îíî íå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïàðû (2, 0), òàê êàê ñðàáàòûâàíèå (2) a→ (3)
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íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ïðè ðàçìåòêå (0) (íåò íè îäíîãî
âîçáóæäåííîãî ïåðåõîäà). Äîáàâèì ïàðû (0, 2) è (2, 0) â C.

3. C = { (0, 1), (1, 0), (0, 2), (2, 0) },
B = { (0, 0),

(1, 1), (1, 2),

(2, 1), (2, 2) }.
Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 2.2, ïîëó÷èì

Bs = { (0, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 1) }.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà. Îíî âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû ðåñóðñîâ èç Bs. Âîçâðàùàåì Bs.

Èòàê, ïðèìåíèâ àëãîðèòì 3.2, ìû ïîëó÷èëè

B(N, 2) = { (0, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 1) }.
Óâåëè÷èâàÿ ïàðàìåòð q, ìû ìîæåì ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå

ïðèáëèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ('). Â ñèëó êîíå÷íî-
ñòè îñíîâíîãî áàçèñà ëþáîé áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ (â òîì ÷èñëå
è ìàêñèìàëüíîé) äëÿ âñÿêîé ïîìå÷åííîé ñåòè N íàéäåòñÿ òàêîé
ïàðàìåòð q0(N), ïðè êîòîðîì B(N, q0(N)) = ('). Íàïðèìåð, äëÿ
ñåòè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà âûïîëíÿåòñÿ q0(N) = 2, òî åñòü ìû
ïîëó÷èëè èìåííî ìàêñèìàëüíóþ áèñèìóëÿöèþ.

3.2.5 Ãèïîòåçà î íåðàçðåøèìîñòè
Ñóùåñòâîâàíèå îöåíêè äëÿ q0(N) íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ðàçðåøè-
ìîñòüþ ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ:
Óòâåðæäåíèå 3.4. Óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà äëÿ q0(N) ñóùåñòâó-
åò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ â
ñåòÿõ Ïåòðè ðàçðåøèìà, òî åñòü ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðå-
äåëÿþùèé äëÿ äàííîé ïîìå÷åííîé ñåòè N = (P, T, F, l) è ïàðû
ðåñóðñîâ r, s ∈M(P ), âûïîëíÿåòñÿ èëè íåò (r, s) ∈ (').
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Åñëè èçâåñòíî q0(N), òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
(') ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì 3.2 ïðè q = q0(N).

(⇐) Åñëè èçâåñòíà áèñèìóëÿöèÿ ('), òî îíà îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò q0(N) êàê ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ðåñóðñà, âõîäÿùåãî â
îñíîâíîé áàçèñ îòíîøåíèÿ (').

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè áèñèìóëÿöèè
ðåñóðñîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ãèïîòåçà, êîòîðàÿ
êàæåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé (õîòÿ è äîñòàòî÷íî íåîæèäàííîé).

Ãèïîòåçà 3.1. 1. Äëÿ ëþáîé ïîìå÷åííîé ñåòè Ïåòðè N âû-
ïîëíÿåòñÿ (') = (≈), òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ
ðåñóðñîâ ñîâïàäàåò ñ ïîäîáèåì ðåñóðñîâ.

2. Áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ â ñåòÿõ Ïåòðè íåðàçðåøèìà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèå ñ ýòîé ãèïîòåçîé íà äèàãðàì-
ìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.4, ìíîæåñòâà ≈ è (') äîëæíû
ñîâïàäàòü. Äîêàçàòü ïåðâûé ïóíêò ïîêà íå óäàëîñü. Íî è êîíòð-
ïðèìåð òàêæå ïîêà íå íàéäåí. Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿëàñü áû ïàðà
ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿ-
öèè ðåñóðñîâ. Âòîðîé ïóíêò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïåðâîãî,
òàê êàê ïîäîáèå ðåñóðñîâ íåðàçðåøèìî (ñëåäñòâèå 2.1).

Åñëè ïðèâåäåííàÿ ãèïîòåçà âåðíà, òî îïèñàííûé â ïðåäûäó-
ùåé ãëàâå ñïîñîá ïðèáëèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðå-
ñóðñîâ (ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðèçîâàííîé àïïðîêñèìàöèè) � åäèí-
ñòâåííî âîçìîæíûé, òàê êàê óíèâåðñàëüíîé îöåíêè äëÿ q0(N) íå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Ñêëàäûâàåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíàÿ êàðòèíà �
èìåÿ íåêîòîðîå îòíîøåíèå B ⊆M(P )×M(P ), ìû ìîæåì ñêàçàòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ (àëãîðèòì 3.1),
íî íå ìîæåì ñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿ-
öèåé ðåñóðñîâ.



Ãëàâà 4

Ðàñøèðåíèÿ ïîäîáèÿ
ðåñóðñîâ

4.1 Óñëîâíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ
Ðàñìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíîãî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ áèñèìóëÿðíîñòè îòíîøåíèÿ íà M(P ). Ïðè ýòîì ñïîñîáå ìû
âûäåëÿåì íåêîòîðóþ ðàçìåòêó (íà÷àëüíîå óñëîâèå) è ðàññìàòðè-
âàåì âñå âîçìîæíûå ïàðû ðåñóðñîâ, êîòîðûå îäèíàêîâî âëèÿþò íà
ïîâåäåíèå ñåòè ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ äàííîãî íà÷àëüíîãî ðåñóðñà.

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ è èññëåäóåòñÿ ïîíÿòèå óñëîâíîãî
ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ, ñ åãî ïîìîùüþ äîêàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîñòü
ìíîæåñòâà ïàð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ.

4.1.1 Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ïîäîáèÿ
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü r, s, b ∈ M(P ). Ðåñóðñû r è s íàçû-
âàþòñÿ ïîäîáíûìè ïðè óñëîâèè b (îáîçíà÷àåòñÿ r ≈|b s), åñëè
äëÿ ëþáîãî ðåñóðñà m ∈ M(P ), òàêîãî, ÷òî b ⊆ m, âûïîëíÿåò-
ñÿ m + r ∼ m + s.

Ðåñóðñû r è s íàçûâàþòñÿ óñëîâíî ïîäîáíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ
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r ≈| s), åñëè ñóùåñòâóåò ðåñóðñ b′ ∈M(P ), òàêîé, ÷òî r ≈|b′ s.

Óñëîâíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ îáëàäàåò åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòà-
öèåé. Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ èñïîëüçîâàòü èìåííî óñëîâíîå ïî-
äîáèå óäîáíåå, ÷åì îáû÷íîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ.

Ðàññìîòðèì ñåòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 4.1(à). Ðåñóðñû p1

è p2 íå ïîäîáíû, òàê êàê ïðè ðàçìåòêå p1 íè îäèí èç ïåðåõîäîâ
íå ìîæåò ñðàáîòàòü, òîãäà êàê ïðè ðàçìåòêå p2 ìîæåò ñðàáîòàòü
ïåðåõîä a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ïîäîáíû ïðè óñëîâèè q, òî åñòü
ïðè íàëè÷èè â ñåòè ðåñóðñà q ðåñóðñû p1 è p2 ïîëíîñòüþ âçàèìî-
çàìåíÿåìû.

Åùå îäèí ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 4.1(á). Î÷åâèäíî, ÷òî â
äàííîé ñåòè Ïåòðè ëþáîå êîëè÷åñòâî ôèøåê â ïîçèöèè p ìîæåò
áûòü çàìåíåíî ëþáûì äðóãèì íåíóëåâûì êîëè÷åñòâîì ôèøåê, íî
òîëüêî ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ â ïîçèöèè p åùå îäíîé ôèøêè.

Óñëîâíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ óëàâëèâàåò òå æå ñòðóêòóðû âî
ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ñåòè Ïåòðè, ÷òî è îáû÷íîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ.
Îäíàêî, áëàãîäàðÿ îòäåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ îáùåé ÷àñòè (óñëî-
âèÿ), ñ åãî ïîìîùüþ ïðîùå èññëåäîâàòü íåêîòîðûå àñïåêòû ïîäî-
áèÿ ðåñóðñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâíîãî ïîäîáèÿ
ìû äîêàæåì ïîëóëèíåéíîñòü ìíîæåñòâà ïàð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ.
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4.1.2 Ñâîéñòâà óñëîâíîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò íåêîòîðûå âàæíûå ñâîé-
ñòâà óñëîâíîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ:

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü r, s, b, b′,m, m′ ∈M(P ). Òîãäà

1. m + r ≈ m + s ⇔ r ≈|m s.

2. m ≈| m′ ∧ r ≈| s ⇒ m + r ≈| m′ + s.

3. r ≈|b s ∧ b ⊆ b′ ⇒ r ≈|b′ s.

4. m + r ≈|b m + s ⇔ r ≈|b+m s.

5. m + r ≈| m + s ⇔ r ≈| s.
6. m ≈ m′ ∧ m + r ≈ m′ + s ⇒ r ≈| s.
7. m ≈|b m′ ∧ m + r ≈|b′ m′ + s ⇒ r ≈| s.
8. m ≈|b m′ ∧ r ≈|b′ r′ ⇒ m + r ≈|b∪b′ m′ + r′.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1), 3), 4) Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
2) Ïóñòü m ≈|b m′ è r ≈|b′ s. Òîãäà èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó-
÷èì

m + b ≈ m′ + b è r + b′ ≈ s + b′.
Ïî ñâîéñòâó ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ ìû ìîæåì ñëîæèòü ëåâûå è ïðàâûå
÷àñòè:

m + r + b + b′ ≈ m′ + s + b + b′.
Ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 4.1.1 åùå ðàç, ïîëó÷èì

m + r ≈|b+b′ m′ + s.

5) Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 4.1.4.
6) Ïî ñâîéñòâó ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ èç m ≈ m′ è m + r ≈ m′ + s
ïîëó÷èì

m + r ≈ m + s, òî åñòü r ≈|m s.
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7) Èç óòâåðæäåíèÿ 4.1.1 ïîëó÷èì
m + b ≈ m′ + b è m + r + b′ ≈ m′ + s + b′.

Ïîñêîëüêó ïîäîáèå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ïîëó÷èì
m + b + b′ ≈ m′ + b + b′ è m + r + b′ + b ≈ m′ + s + b′ + b.

Èç óòâåðæäåíèÿ 4.1.6 ïîëó÷èì r ≈| s.
8) Èç m+ b ≈ m′+ b è r + b′ ≈ r′+ b′ ïî ñâîéñòâó ïîäîáèÿ ïîëó÷èì

m + r + b ∪ b′ ≈ m′ + r′ + b ∪ b′.

Èòàê, óñëîâíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ. Êðîìå òîãî, îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ
óñëîâèÿ. Óòâåðæäåíèÿ 4.1.4 è 4.1.5 ïîêàçûâàþò, ÷òî îáùàÿ ÷àñòü
ìîæåò áûòü óäàëåíà èç ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ. Óòâåðæäåíèÿ 4.1.6 è
4.1.7 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçíîñòü êàê ïàð ïîäîáíûõ, òàê è ïàð óñëîâ-
íî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ ïàðîé óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ.
Êðîìå òîãî, óñëîâíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ ðåñóðñîâ è îáúåäèíåíèÿ óñëîâèé (óòâåðæäåíèå 4.1.8).

Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ, óñëîâíîå ïîäî-
áèå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî áóäåò äàëåå
èñïîëüçîâàíî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè áàçèñà îòíîøåíèÿ óñëîâíîãî
ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîäîáèåì
ðåñóðñîâ è óñëîâíûì ïîäîáèåì ðåñóðñîâ:
Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïóñòü r, s, m,m′ ∈M(P ), m ≈ m′. Òîãäà

m + r ≈ m′ + s ⇔ r ≈|m s.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü m + r ≈ m′ + s. Ïîñêîëüêó m ≈ m′,
ïî ñâîéñòâó ïîäîáèÿ ïîëó÷èì m+r ≈ m+s. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ
4.1.1 ïîëó÷èì r ≈|m s.

(⇐) Ïóñòü r ≈|m s. Èç óòâåðæäåíèÿ 4.1.1 ïîëó÷èì m + r ≈
m + s. Òîãäà èç m ≈ m′ ïî ñâîéñòâó ïîäîáèÿ ïîëó÷èì m + r ≈
m′ + s.
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4.1.3 Ïîëóëèíåéíîñòü ìíîæåñòâà ïàð ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ

Îòíîøåíèå (≈|) áîëåå õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàíî, ÷åì îòíîøåíèå
(≈). Â ÷àñòíîñòè, îíî çàìêíóòî íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
ïàð, íî è îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ. Ïîýòîìó îíî äîëæíî îáëàäàòü
áîëåå ïðîñòûì áàçèñîì. Ïîñòðîèì òàêîé áàçèñ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü r, s, r′, s′, r′′, s′′ ∈ M(P ). Ïàðà óñëîâíî
ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ r ≈| s íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè åå íåëü-
çÿ ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ äðóãèõ ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðå-
ñóðñîâ, òî åñòü äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ïàðû r′ ≈| s′ èç r = r′ + r′′ è
s = s′ + s′′ ñëåäóåò r = r′ è s = s′.

Èç óòâåðæäåíèÿ 4.1.7 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.1. Ëþáàÿ ïàðà óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ìèíèìàëüíûõ ïàð óñëîâíî ïî-
äîáíûõ ðåñóðñîâ.

Ïîñêîëüêó ïàðà óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà êàê âåêòîð äëèíû 2|P | ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè, à ìèíèìàëüíàÿ ïàðà óñëîâíî ïîäîáíûõ ðå-
ñóðñîâ ìèíèìàëüíà òàêæå è îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ïîêîîðäèíàò-
íîãî ñðàâíåíèÿ òàêèõ âåêòîðîâ, äëÿ ëþáîé ïîìå÷åííîé ñåòè Ïåòðè
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ êîíå÷-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî,

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðå-
ñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì çàìûêàíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ìèíèìàëüíûõ ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïàðà ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ r ≈ s íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîé, åñëè åå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íåïóñòîé
ïàðû ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ è ïàðû óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ, òî
åñòü äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ïàðû ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ r′ ≈ s′ èç r =
r′ + r′′ è s = s′ + s′′ ñëåäóåò r = r′ è s = s′.
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Èç óòâåðæäåíèé 4.1.6 è 4.3 èìååì

Ñëåäñòâèå 4.2. Ëþáàÿ ïàðà ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû îäíîé ìèíèìàëüíîé ïàðû ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ è íåñêîëüêèõ ìèíèìàëüíûõ ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóð-
ñîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó ïîêîîðäèíàòíîãî ñðàâíåíèÿ âåêòî-
ðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, äëÿ ëþ-
áîé ïàðû óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ r ≈| s ìíîæåñòâî åå ìèíè-
ìàëüíûõ óñëîâèé (îòíîñèòåëüíî ïîêîîðäèíàòíîãî ñðàâíåíèÿ) êî-
íå÷íî.

Îáîçíà÷åíèå 4.1. Ïóñòü R ⊆ M(P )×M(P ) � íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ (r ≈| s äëÿ
âñåõ (r, s) ∈ R). Ïóñòü

B = { (u, v) ∈M(P )×M(P ) | u ≈ v ∧ ∀ (r, s) ∈ R u+r ≈ v+s}
� ìíîæåñòâî âñåõ îáùèõ óñëîâèé äëÿ R. ×åðåç Cond(R) îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ B (îòíîñèòåëüíî ïîêî-
îðäèíàòíîãî ñðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòû B êàê âåêòîðà
äëèíû 2|P |).

Çàìåòèì, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ 4.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
(u, v) ∈ Cond(R) îáà ðåñóðñà u è v ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè äëÿ ëþáîé
ïàðû (r, s) ∈ R. Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâà ïîêîîðäèíàòíîãî
ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ, äëÿ ëþáîãî R ìíîæåñòâî Cond(R) êîíå÷íî.

Îáîçíà÷åíèå 4.2. Ïóñòü u, v ∈M(P ) è u ≈ v. ×åðåç S(u, v) îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîòåíöèàëüíûõ äîïîëíåíèé ê ïàðå (u, v)
(êîððåêòíûõ îòíîñèòåëüíî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ):

S(u, v) = {(r, r′) ∈M(P )×M(P ) | u + r ≈ v + r′}.
×åðåç Smin(u, v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ îòíîñè-
òåëüíî ïîêîîðäèíàòíîãî ñðàâíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S(u, v).
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Óòâåðæäåíèå 4.4. Ïóñòü u, v, u′, v′ ∈M(P ) è u ≈ v. Òîãäà
1) S(u, v) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè;
2) S(u, v) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
3) u ≈ v, u′ ≈ v′, (u, v) ≤ (u′, v′) ⇒ S(u, v) ⊆ S(u′, v′);
4) Smin(u, v) êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðåôëåêñèâíîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî u ≈ v ⇒ u+
r ≈ v + r äëÿ ëþáîãî r.

Ñèììåòðè÷íîñòü.
Ïóñòü (r, s) ∈ S(u, v). Ïîêàæåì, ÷òî (s, r) ∈ S(u, v).
Ïî îïðåäåëåíèþ S(u, v) âûïîëíÿåòñÿ u + r ≈ v + s. Èç u ≈ v,

s ≈ s è ñâîéñòâà àääèòèâíîé çàìêíóòîñòè ïîäîáèÿ èìååì u + s ≈
v+s. Çàìêíóâ ïàðû u+r ≈ v+s è u+s ≈ v+s ïî òðàíçèòèâíîñòè,
ïîëó÷èì u + s ≈ u + r. Ïî ñâîéñòâó ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìû ìîæåì
çàìåíèòü â ïðàâîé ÷àñòè u íà v: u + s ≈ v + r.

Òðàíçèòèâíîñòü.
Ïóñòü (r, s), (s, t) ∈ S(u, v). Ïîêàæåì, ÷òî (r, t) ∈ S(u, v).
Èç ñèììåòðè÷íîñòè S(u, v) èìååì (t, s) ∈ S(u, v), òî åñòü u+t ≈

v + s. Çàìêíóâ ïî òðàíçèòèâíîñòè ýòó ïàðó è ïàðó u + r ≈ v + s,
ïîëó÷èì u + r ≈ u + t. Ïî ñâîéñòâó ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìû ìîæåì
çàìåíèòü â ïðàâîé ÷àñòè u íà v: u + r ≈ v + t.

2) Ïóñòü (r, s), (r′, s′) ∈ S(u, v). Ïîêàæåì, ÷òî (r + r′, s + s′) ∈
S(u, v).

Èç u+r ≈ v+s ïîëó÷èì u+r+r′ ≈ v+s+r′. Èç ñèììåòðè÷íîñòè
S(u, v) ñëåäóåò (s′, r′) ∈ S(u, v), òî åñòü u + s′ ≈ v + r′. Òîãäà
u + s′ + s ≈ v + r′ + s. Çàìêíóâ ïàðû ïî òðàíçèòèâíîñòè, ïîëó÷èì
u + r + r′ ≈ u + s + s′. Ïî ñâîéñòâó ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ìû ìîæåì
çàìåíèòü â ïðàâîé ÷àñòè u íà v: u + r + r′ ≈ v + s + s′.

3) Îáîçíà÷èì (u′, v′) = (u, v)+ (w, w′). Ïóñòü u+ r ≈ v + r′ äëÿ
íåêîòîðîé ïàðû (r, r′). Òîãäà u + w + r ≈ v + w + r′ ≈ u + w + r′ ≈
v + w′ + r′, òî åñòü u′ + r ≈ v′ + r′.

4) Èç ñâîéñòâ ïîêîîðäèíàòíîãî ñðàâíåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ âåê-
òîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Èç ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî S(u, v) îáëàäàåò êîíå÷íûì AT-áàçèñîì. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 2.1, îíî îáëàäàåò îñíîâíûì áàçèñîì, ñîñòàâëåííûì èç
ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî v ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷åíèå 4.3. Ïóñòü N � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè. ×åðåç
A(N) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ ïîòåíöèàëüíûõ äîïîë-
íåíèé â N :

A(N) = {H | ∃(u, v) : u ≈ v ∧ H = S(u, v)}.

Óòâåðæäåíèå 4.5. Ìíîæåñòâî A(N) êîíå÷íî äëÿ ëþáîé ïîìå-
÷åííîé ñåòè Ïåòðè N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ïîòåíöèàëüíûõ äîïîëíåíèé. Ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ.

Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïàð, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ui, vi) ïàð
ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ, òàêèõ, ÷òî S(ui, vi) 6= S(uj , vj) äëÿ ëþáûõ
i 6= j. Ïîñêîëüêó (ui, vi) < (ui+1, vi+1) äëÿ ëþáîãî i, èç óòâåðæäå-
íèÿ 4.4.3 ïîëó÷èì S(ui, vi) ⊂ S(ui+1, vi+1).

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå S(ui, vi) îáëàäàåò êîíå÷íûì îñíîâíûì
áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî v ïàð. Óâå-
ëè÷åíèå ìíîæåñòâà S(ui, vi) ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â åãî îñíîâíîì
áàçèñå äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ïîÿâëåíèåì íîâûõ ýëåìåíòîâ áàçèñà (íîâûõ ìèíèìàëüíûõ
îòíîñèòåëüíî v ýëåìåíòîâ S(ui, vi)) ïðè ñîõðàíåíèè ìèíèìàëüíî-
ñòè ñòàðûõ;

2) èñ÷åçíîâåíèåì ñòàðûõ ýëåìåíòîâ áàçèñà è ïîÿâëåíèåì íî-
âûõ, ñòðîãî ìåíüøèõ îòíîñèòåëüíî v .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíîå èçìåíåíèå áàçèñà íå ìîæåò ïðîäîë-
æàòüñÿ áåñêîíå÷íî.
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Îáîçíà÷åíèå 4.4. Ïóñòü R ⊆M(P )×M(P ). ×åðåç lc(R) îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íàä R:

lc(R) = {(r, s) | (r, s) = (r1, s1) + · · ·+ (rk, sk) :

(ri, si) ∈ R ∀i = 1, . . . , k}.
Ïóñòü òàêæå S ⊆M(P )×M(P ). ×åðåç R + S îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî âñåõ ñóìì ïàð èç R è S :

R + S = {(u, v) | (u, v) = (r + r′, s + s′) : (r, s) ∈ R, (r′, s′) ∈ S}.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ R = lc(R).

Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü N � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè, (≈) � ìíî-
æåñòâî âñåõ ïàð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ â N, (≈|) � ìíîæåñòâî âñåõ
ïàð óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ â N . Ìíîæåñòâî (≈) ïîëóëèíåé-
íî: ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R ⊆ (≈|), òàêîå, ÷òî

(≈) =
⋃

R∈2R

[
Cond(R) + lc(R)

]
,

ãäå 2R � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⊇) Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ R ⊆ (≈|) âûïîëíÿ-
åòñÿ

[
Cond(R) + lc(R)

] ⊆ (≈).
(⊆) Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïàðó u ≈ v. Ïóñòü (u′, v′) � ìèíè-

ìàëüíàÿ ïàðà ðåñóðñîâ, òàêàÿ, ÷òî

• (u′, v′) ≤ (u, v);

• u′ ≈ v′;

• S(u′, v′) = S(u, v).
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Äîêàæåì, ÷òî (u, v) ∈ (u′, v′) + lc(Smin(u′, v′)).
Ïóñòü (u1, v1) =def (u − u′, v − v′). Òîãäà u1 ≈| v1 è íàéäåòñÿ

ïàðà (w1, w
′
1) ∈ Smin(u′, v′), òàêàÿ ÷òî (w1, w

′
1) ≤ (u1, v1). Åñëè

(w1, w
′
1) = (u1, v1), òî ìû ïîëó÷èëè èñêîìîå ðàçëîæåíèå.

Ïóñòü (w1, w
′
1) < (u1, v1). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ (u′, v′) < (u′ +

w1, v
′ + w′1) < (u′ + u1, v

′ + u′1) = (u, v). Èç S(u′, v′) = S(u, v)
ïîëó÷èì S(u′ + w1, v

′ + w′1) = S(u, v).
Ðàññìîòðèì (u2, v2) =def (u1 − w1, v1 − w2). Èñïîëüçîâàííûì

ðàíåå ñïîñîáîì ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî u2 ≈| v2 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóùåñòâóåò ïàðà (w2, w

′
2) ∈ Smin(u′, v′), òàêàÿ ÷òî (w2, w

′
2) ≤

(u2, v2). Åñëè (w2, w
′
2) = (u2, v2), òî ìû ïîëó÷èëè èñêîìîå ðàç-

ëîæåíèå. Åñëè (w2, w
′
2) < (u2, v2), òî, ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèå åùå

ðàç, ïîëó÷èì ïàðû (u3, v3) è (w3, w
′
3) è ò.ä.

Ïîñêîëüêó (u1, v1) > (u2, v2) > (u3, v3) > . . . , íà íåêîòîðîì
øàãå ìû ïîëó÷èì (wj , w

′
j) = (uj , vj) è, ñëåäîâàòåëüíî,

(u, v) = (u′, v′) + (w1, w
′
1) + · · ·+ (wj , w

′
j) ∈ (u′, v′) + lc(Smin(u′, v′)).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî R êîíå÷íî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð-êàíäèäàòîâ íà ðîëü ïàðû
(u′, v′) â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïàð ïî-
äîáíûõ ðåñóðñîâ.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.5, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ìíîæåñòâ S(u, v). Ïî ñâîéñòâó ïîêîîðäèíàòíîãî ñðàâíå-
íèÿ ñóùåñòâóåò òàêæå òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ïàð
(u′, v′) ∈ (≈), äëÿ êîòîðûõ S(u′, v′) = S(u, v).

Òåîðåìà äåìîíñòðèðóåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó îáû÷íûì ïîäîáè-
åì ðåñóðñîâ è óñëîâíûì ïîäîáèåì ðåñóðñîâ. Ïîäîáèå ðåñóðñîâ
ïðåäñòàâèìî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïàð óñëîâ-
íî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ (ïðè÷åì â âèäå ïîëóëèíåéíîãî ìíîæåñòâà).
Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî ìèíè-
ìàëüíûå óñëîâíî ïîäîáíûå ðåñóðñû â ýòîì ðàçëîæåíèè? Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî áûëî áû ãîðàçäî óäîáíåå. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, ýòî
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a ¾ -¾
-

Ðèñ. 4.2: Öèêë ñî ñäâîåííûìè äóãàìè

a ¾ - a ¾ -¾ -¾ -
b2

m2 m′
2

a ¾ - a ¾ -¾ -¾ -
b1

m1 m′
1

a

6

?
a

6

?

Ðèñ. 4.3: Ïðèìåð ñåòè

íåâîçìîæíî. Òîëüêî ëèøü ìèíèìàëüíûå óñëîâíî ïîäîáíûå ðåñóð-
ñû íå îòðàæàþò âñåé ñòðóêòóðû ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñåòü Ïåòðè, èçîáðàæåííóþ íà
ðèñóíêå 4.2. Ìèíèìàëüíîé ïàðîé óñëîâíî ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ äëÿ
äàííîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ ïàðà 0 ≈|2 1. Îäíà ôèøêà ïîäîáíà ëþáî-
ìó ÷èñëó ôèøåê ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ êàê ìèíèìóì äâóõ äðóãèõ
ôèøåê â åäèíñòâåííîé ïîçèöèè ñåòè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò è äðó-
ãàÿ (íå ìèíèìàëüíàÿ) óñëîâíî ïîäîáíàÿ ïàðà 1 ≈|1 2 ñ ìåíüøèì
ìèíèìàëüíûì óñëîâèåì � òîëüêî îäíîé ôèøêîé.

Íà ðèñóíêå 4.3 ïðåäñòàâëåí äðóãîé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî ñóììà ìèíèìàëüíûõ óñëîâíî ïîäîáíûõ ïàð ìîæåò èìåòü ìåíü-
øåå ìèíèìàëüíîå óñëîâèå, ÷åì ñëàãàåìûå. Ïàðû m1 ≈|b1 m′

1 è
m2 ≈|b2 m′

2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïàðàìè óñëîâíî ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ, íî ïàðà m1 + m2 ≈ m′

1 + m′
2 îáëàäàåò ïóñòûì óñëîâèåì!

Ïðè àääèòèâíîì ðàçëîæåíèè ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ íåèçáåæíî
ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ìèíèìàëüíûå óñëîâíî ïîäîáíûå
ïàðû, íî è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ óñëîâíî ïîäîáíûõ ïàð (íå
îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíûõ). Âûáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð çàâèñèò
îò ðàñêëàäûâàåìûõ ðåñóðñîâ.
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Èòàê, óñëîâíîå ïîäîáèå ñèëüíî âçàèìîñâÿçàíî ñ îáû÷íûì ïî-
äîáèåì ðåñóðñîâ. Êðîìå òîãî, èç ñëåäñòâèÿ 2.1 è óòâåðæäåíèÿ
4.1.1 ïîëó÷èì î÷åâèäíîå

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ óñëîâíîãî ïîäîáèÿ ðå-
ñóðñîâ íåðàçðåøèìà äëÿ ñåòåé Ïåòðè, òî åñòü íåâîçìîæíî ïî-
ñòðîèòü àëãîðèòì, îòâå÷àþùèé íà âîïðîñ, ÿâëÿþòñÿ ëè äàííûå
ðåñóðñû ïîäîáíûìè ïðè äàííîì óñëîâèè â äàííîé ñåòè Ïåòðè.

Êàê è ïîäîáèå ðåñóðñîâ, óñëîâíîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ â îáùåì
ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

4.2 Ðàññëîåííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ
Îãðàíè÷åííûå ïîäîáèÿ è áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ ÿâëÿþòñÿ ñóæå-
íèÿìè ïîëíîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ, òî åñòü èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê åãî ïðèáëèæåíèÿ �ñíèçó�. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñïî-
ñîá ïðèáëèæåíèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ �ñâåðõó�, òî åñòü ïðè ïîìîùè
ðàñøèðåíèÿ.

4.2.1 Ðàññëîåííàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê
Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ðàññëîåííîé (strati�ed) áèñèìó-
ëÿöèè ðàçìåòîê [51] (îáîçíà÷àåòñÿ ∼n). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ èíäóê-
òèâíî:

Âî-ïåðâûõ, ïîëàãàåì M1 ∼0 M2 äëÿ ëþáûõ M1,M2 ∈ M(P ).
Äàëåå, äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat ïîëàãàåì M1 ∼n+1 M2, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî a ∈ Act :

• åñëè M1
a→ M ′

1, òî M2
a→ M ′

2, ïðè÷åì M ′
1 ∼n M ′

2; è
• åñëè M2

a→ M ′
2, òî M1

a→ M ′
1, ïðè÷åì M ′

1 ∼n M ′
2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, n-ðàññëîåííàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê � ýòî
áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàì íå âàæíî, ÷òî áó-
äåò ïðîèñõîäèòü ñ ñèñòåìîé ïîñëå n-ãî øàãà. Âñå ïîñëåäóþùåå
ïîâåäåíèå ñåòè ïðîñòî èãíîðèðóåòñÿ.
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a
p1

-

a
p2

- b
p3

--

a
p4

- b
p5

-- ¾

n = 0 : p1 ∼0 p2 ∼0 p3 ∼0 p4 ∼0 p5

n = 1 : p1 ∼1 p2 ∼1 p4, p3 ∼1 p5

n = 2 : p2 ∼2 p4

n ≥ 3 : ∅

Ðèñ. 4.4: Ðàññëîåííûå áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê (ïåðå÷èñëåíû òîëü-
êî ïàðû ðàçìåòîê, ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäíó ôèøêó)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n îòíîøåíèå ∼n ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, êðîìå òîãî, (∼n+1) ⊆ (∼n). Òàêæå âûïîë-
íÿåòñÿ M1 ∼ M2 ⇔ M1 ∼n M2 äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat. Íàèáîëü-
øàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàññëîåííûõ áèñèìóëÿöèé: (∼) = (∼∞).

Íà ðèñóíêå 4.4 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàññëîåííûõ áèñèìóëÿöèé
ðàçìåòîê. Ïðè óâåëè÷åíèè n êîëè÷åñòâî ïàð â îòíîøåíèè óìåíü-
øàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû íå âñå ïàðû ðàçìåòîê,
à òîëüêî òå, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî îäíó ôèøêó. Íà ñàìîì äå-
ëå ïàð áèñèìóëÿðíûõ ðàçìåòîê ñóùåñòâåííî áîëüøå (íàïðèìåð,
2p3 ∼2 p5). Ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n-ðàññëîåííûõ áèñèìó-
ëÿöèé ðàçìåòîê ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîå îòíîøåíèå:

(∼∞) = (∼) = {(M, M) | M ∈M(P )} ∪
{(M + kp3 + lp5,M + mp3 + np5) | M ∈M(P ), k, m ≥ 0, l, n > 0}.

Èçâåñòíî [51], ÷òî ïðîáëåìà n-ðàññëîåííîé áèñèìóëÿðíîñòè
ðàçìåòîê ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî n.

4.2.2 Îïðåäåëåíèå ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ
Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü n ∈ Nat � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî, N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè, (∼n) � n-ðàññëîåí-
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íàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ñåòè N. ×åðåç (≈n) îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî ïàð ðåñóðñîâ, çàäàþùåå íà (∼n) îòíîøåíèå ïîäîáèÿ:

(≈n) =def { (r, s) ∈M(P )×M(P ) |

∀M ∈M(P ) (M + r,M + s) ∈ (∼n)}.
Ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå íàçîâåì n-ðàññëîåííûì ïîäîáèåì ðå-
ñóðñîâ.

Äëÿ n-ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ âåðíû àíàëîãè óòâåð-
æäåíèÿ 3.1 è ñëåäñòâèÿ 3.1 (äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî).

Êëþ÷åâûì îòëè÷èåì îò óæå ðàññìîòðåííûõ ðàíåå îòíîøåíèé
íà ìíîæåñòâå ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè
ïàðàìåòðà n ìíîæåñòâî ïàð íå óâåëè÷èâàåòñÿ, à óìåíüøàåòñÿ:

Óòâåðæäåíèå 4.6. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat, n > 0, âûïîëíÿåòñÿ

r ≈n+1 s =⇒ r ≈n s.

Äðóãèìè ñëîâàìè, (≈n+1) ⊆ (≈n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé.

Êðîìå òîãî, n-ðàññëîåííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ íå ñîäåðæèòñÿ â
ïîëíîì ïîäîáèè, à ñîäåðæèò åãî â ñåáå:

Óòâåðæäåíèå 4.7. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat âûïîëíÿåòñÿ (≈)⊆(≈n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è ñâîéñòâà
(∼) = (∼∞) ⊆ (∼n).

Ïðåäåë ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò:

Óòâåðæäåíèå 4.8. (≈) = (≈∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (∼) = (∼∞).
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Îáîçíà÷èì I = {(∅, ∅), (p, p)}, òîãäà:

p

a

6
?

b
?

(≈) = IAT

(≈0) = (I ∪ {(p, ∅), (∅, p)})AT

(≈1) = (I ∪ {(2p, p), (p, 2p)})AT

. . .

(≈n) = (I ∪ {((n + 1)p, np), (np, (n + 1)p)})AT

Ðèñ. 4.5: Ïðèìåð ñåòè, â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat âûïîëíÿåòñÿ
(≈) ⊂ (≈n)

Òî åñòü ïîäîáèå ðåñóðñîâ � ïðåäåë ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ ðå-
ñóðñîâ (êàê è â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ). Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå âñåãäà ñòàáèëè-
çèðóåòñÿ:
Çàìå÷àíèå 4.1. Ñóùåñòâóåò ñåòü Ïåòðè N = (P, T, F, l), òàêàÿ ÷òî
äëÿ ëþáîãî n ∈ Nat âûïîëíÿåòñÿ (≈) ⊂ (≈n). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ìîæíî ðàññìîòðåòü ñåòü íà ðèñóíêå 4.5.

4.2.3 Ñâîéñòâà ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Óòâåðæäåíèå 4.9. r ≈0 s äëÿ ëþáûõ r è s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü M ∈ M(P ). ×åðåç Act(M) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìåòîê
ïåðåõîäîâ, ãîòîâûõ ê ñðàáàòûâàíèþ:

Act(M) =def {a ∈ Act | ∃t ∈ T : (M t→ M ′ ∧ l(t) = a)}.

Óòâåðæäåíèå 4.10.

r ≈1 s ⇐⇒ ∀m ∈M(P ) : Act(r + m) = Act(s + m).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ 1-ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ äâóõ ðåñóðñîâ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâà àêòèâèçèðóåìûõ
èìè ïåðåõîäîâ îáëàäàëè îäèíàêîâûìè íàáîðàìè ìåòîê. Ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå äàåò íåñêîëüêî áîëåå êîíñòðóêòèâíîå òîëêîâà-
íèå ýòîãî æå ñâîéñòâà:

Óòâåðæäåíèå 4.11. r ≈1 s ⇐⇒ ∀t ∈ T

1. ∃t1 ∈ T : l(t1) = l(t) & •t1 ⊆ (•t \ r + s);

2. ∃t2 ∈ T : l(t2) = l(t) & •t2 ⊆ (•t \ s + r).

Óñëîâèÿ âèäà (•t \ r + s) ⊆ •t1 ôàêòè÷åñêè îçíà÷àþò âîçìîæ-
íîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (=⇒) Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðàâîé ÷à-
ñòè (âòîðîå àíàëîãè÷íî).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ t, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî t1
ñ òîé æå ìåòêîé •t1 6⊆ (•t \ r + s).

Ðàññìîòðèì ðàçìåòêó r ∪ •t. Èç r ≈1 s ñëåäóåò

r ∪ •t ∼1 r ∪ •t− r + s = (•t \ r + r)− r + s = •t \ r + s.

Èç 1-áèñèìóëÿðíîñòè r ∪ •t è •t \ r + s ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
èìèòèðóþùåãî ïåðåõîäà u, òàêîãî, ÷òî •u ⊆ (•t \ r + s) � ïðîòè-
âîðå÷èå.

(⇐=)
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: r 6≈1 s, òî åñòü íàéäåòñÿ ðåñóðñ x,

òàêîé, ÷òî r + x 6∼1 s + x. Íåáèñèìóëÿðíîñòü îçíà÷àåò íåâîçìîæ-
íîñòü ñèìóëèðîâàíèÿ ðàçìåòêè r+x ðàçìåòêîé s+x èëè ðàçìåòêè
s + x ðàçìåòêîé r + x. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñèòóàöèþ (äëÿ âòîðîé
àíàëîãè÷íî):
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Ñóùåñòâóåò ïåðåõîä r + x
t→ M ′, äëÿ êîòîðîãî íå íàéäåòñÿ

ïåðåõîäà u ñ òîé æå ìåòêîé, òàêîãî, ÷òî s+x
u→ M ′′ ïðè M ′ ∼0 M ′′.

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ M ′ ∼0 M ′′ äëÿ ëþáûõ ðàçìåòîê, íåáè-
ñèìóëÿðíîñòü îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïåðåõîäà ñ ìåòêîé l(t), àêòèâ-
íîãî ïðè ðàçìåòêå s + x.

Èìååì r +x
t→, ò.å. r +x = •t+ y, ñëåäîâàòåëüíî, x = •t \ r + z.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå äëÿ x â s + x, ïîëó÷èì

s + x = s + •t \ r + z.

Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
èìèòèðóþùåãî ïåðåõîäà t1, òàêîãî, ÷òî l(t1) = l(t) è ïðè ýòîì
•t1 ⊆ (•t \ r + s) � ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü σ ∈ T ∗ � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïåðåõîäîâ ñåòè N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç •σ ìèíèìàëüíóþ îòíî-
ñèòåëüíî âëîæåíèÿ ðàçìåòêó, ïðè êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ
ìîæåò ñðàáîòàòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mark(n) ìèíèìàëüíóþ îòíîñèòåëüíî âëîæå-
íèÿ ðàçìåòêó, ïðè êîòîðîé ìîãóò ñðàáîòàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äëèíû n :

Mark(n) =def

⋃

∀σ∈T ∗ : |σ|=n

•σ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Mark(n) ⊆ Mark(n + 1).

Óòâåðæäåíèå 4.12. Âåðíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà Mark(n) :

1. r ∼n s =⇒ (r ∩Mark(n)) ∼n (s ∩Mark(n));

2. r ≈n s =⇒ (r ∩Mark(n)) ≈n (s ∩Mark(n)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ðàçìåòêè (ðåñóðñû) n-ðàññëîåííî áè-
ñèìóëÿðíû (ïîäîáíû) è ïðè ýòîì â êàêèõ-òî ïîçèöèÿõ ñîäåðæàò
ôèøåê áîëüøå, ÷åì Mark(n), òî ëèøíèå ôèøêè ìîæíî óáðàòü, è
ïðè ýòîì áèñèìóëÿðíîñòü (ïîäîáèå) íå íàðóøèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïåðåõîäîâ äëèíû íå áîëåå ÷åì n, èçáûòî÷íûå ôèøêè íå âëè-
ÿþò íè íà áèñèìóëÿöèþ, íè íà ïîäîáèå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ n-ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ äî-
ñòàòî÷íî ïåðåáðàòü òîëüêî ðåñóðñû, íå ïðåâûøàþùèå ïî ðàçìåðó
Mark(n). Èõ ÷èñëî êîíå÷íî, ñëåäîâàòåëüíî,

Òåîðåìà 4.2. n-ðàññëîåííîå ïîäîáèå ðåñóðñîâ âû÷èñëèìî.

Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 4.1. (ïîñòðîåíèÿ n-ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ)
ââîä: Ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè N = (P, T, F, l), ïàðàìåòð

n ∈ Nat.
âûâîä: Îòíîøåíèå (≈n).
øàã 1: Ïîñòðîèì ìóëüòèìíîæåñòâî Mark(n). Äëÿ ýòîãî

ïðîñìîòðèì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ äëèíû n.

øàã 2: Ïîñòðîèì Bis(n) � ìíîæåñòâî ïàð n-ðàññëîåííî
áèñèìóëÿðíûõ ðàçìåòîê, íå ïðåâûøàþùèõ Mark(n). Äëÿ ýòîãî
ïðîñìîòðèì âñå ïàðû ðàçìåòîê, íå ïðåâûøàþùèõ Mark(n), è
âñå ãîòîâûå ñðàáîòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ äëèíû íå
áîëåå n.

øàã 3: Ïîëîæèì X = {(r, s) | r, s ⊆ Mark(n)}.
øàã 4: Óäàëèì èç X âñå ïàðû ðåñóðñîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿ-

þòñÿ ïîäîáíûìè â ñìûñëå n-ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè
îäíîé ïàðû íóæíî ðàññìîòðåòü êàæäóþ ðàçìåòêó, íå ïðåâûøà-
þùóþ Mark(n), ïðèáàâèòü ê íåé r è s è âûÿñíèòü n-ðàññëîåííóþ
áèñèìóëÿðíîñòü ïîëó÷èâøèõñÿ äâóõ ðàçìåòîê (òî åñòü ïåðå-
áðàòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Bis(n)).

øàã 5: Âîçâðàòèì X∪{(r, s) | Mark(n) ⊆ r & Mark(n) ⊆ s}
� èñêîìîå ìíîæåñòâî (≈n). 1

1Çàìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî {(r, s) | Mark(n)⊆r & Mark(n)⊆s}
îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ êîíå÷íûì ìóëüòèìíîæåñòâîì Mark(n).
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Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ (≈n) êðàéíå íåýôôåê-
òèâåí, îäíàêî îí äîêàçûâàåò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü àï-
ïðîêñèìàöèè ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ �ñâåðõó�.

4.3 Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ
Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ çàìåíÿåìûìè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ñòàòè÷å-
ñêèå ðåñóðñû (ìîäåëèðóåìûå ôèøêàìè â ñåòÿõ Ïåòðè), íî è äèíà-
ìè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà � äåéñòâèÿ è ñîáûòèÿ (ìîäåëè-
ðóåìûå ïåðåõîäàìè). Íàïðèìåð, â ñåòÿõ ïîòîêîâ ðàáîò (work�ow)
ïîä ïåðåõîäàìè çà÷àñòóþ ïîíèìàþòñÿ ñîòðóäíèêè èëè óñòðîé-
ñòâà, âûïîëíÿþùèå òó èëè èíóþ èíäèâèäóàëüíóþ ðàáîòó [2].

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò âîïðîñû ïî ïîâîäó èõ âçàèìîçà-
ìåíÿåìîñòè, ñðàâíèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, èçáûòî÷íîñòè è ò.ï.
Ïðîáëåìà ïîèñêà ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåõîäîâ è ïîâåäåíèé òàêæå
âàæíà äëÿ ïîääåðæêè ìåòîäîëîãèè àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñè-
ñòåìîé, ñîãëàñíî êîòîðîé ñòðóêòóðà ñåòè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî â õîäå åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, â îòâåò íà
èçìåíåíèÿ âíåøíèõ óñëîâèé èëè æå ïðè âîçíèêíîâåíèè âíóòðèñè-
ñòåìíûõ ñîáûòèé (áîëåçíü ñîòðóäíèêà, îòêàç îáîðóäîâàíèÿ, âíåä-
ðåíèå íîâûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû è ò.ï.).

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ è èññëåäóåòñÿ îòíîøåíèå ïîäîáèÿ
íà ìíîæåñòâå òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ. Îáîáùåí-
íûé ðåñóðñ ìîæåò ñîäåðæàòü íå òîëüêî ìóëüòèìíîæåñòâî ôèøåê
(ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòü), íî è ìóëüòèìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ (èíñòðó-
ìåíòàëüíàÿ ÷àñòü). Äâà îáîáùåííûõ ðåñóðñà ïîäîáíû, åñëè ïðè
ëþáîé ðàçìåòêå ñåòè ìû ìîæåì çàìåíèòü ôèøêè è ñðàáàòûâàíèÿ
îäíîãî íà ôèøêè è ñðàáàòûâàíèÿ äðóãîãî, è ïðè ýòîì ïîâåäå-
íèå ñåòè íå èçìåíèòñÿ. Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ
âêëþ÷àåò îáû÷íîå ïîäîáèå (�ïîäîáèå ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ�), à
òàêæå ïîçâîëÿåò îòñëåæèâàòü ìíîãèå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà äèíà-
ìè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñèñòåìû, íàïðèìåð, �ñðàâíèòåëüíóþ ýô-
ôåêòèâíîñòü� è �ýêâèâàëåíòíîñòü ïðè óñëîâèè�.
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4.3.1 Îáîáùåííûå ðåñóðñû ñåòè Ïåòðè
Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè. Ïàðà (r, α), ãäå r ∈ M(P ), α ∈ M(T ) è •α ⊆ r, íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûì ðåñóðñîì ñåòè Ïåòðè N .

Ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ ïîìå÷åííîé ñåòè Ïåòðè
N îáîçíà÷èì êàê Φ(N).

Äðóãèìè ñëîâàìè, îáîáùåííûé ðåñóðñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ìóëüòèìíîæåñòâî íàä ìíîæåñòâîì P ∪ T âåðøèí ãðàôà ñåòè
Ïåòðè. Ìû èñïîëüçóåì çàïèñü (r, α), ïîñêîëüêó èç ñîîáðàæåíèé
ñèíòàêñèñà áîëåå óäîáíî ÿâíî ðàçäåëÿòü ïîçèöèè è ïåðåõîäû.

Èòàê, îáîáùåííûé ðåñóðñ (r, α) âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ñîñòàâ-
ëÿþùèå � ìàòåðèàëüíûé ðåñóðñ r è èíñòðóìåíòàëüíûé ðåñóðñ α.
Ïåðâûé ïîêàçûâàåò íàëè÷èå â ñèñòåìå �âåùåñòâåííûõ�, ñòàòè÷íûõ
ýëåìåíòîâ (�ðåñóðñîâ� â îáû÷íîì ïîíèìàíèè ýòîãî ñëîâà), âòîðîé
� äèíàìè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïðîöåññà, òî åñòü âûïîëíåíèå â
äàííûé ìîìåíò òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ìóëüòèìíîæåñòâà, è ìàòåðèàëû è èíñòðóìåíòû ìîãóò îá-
ëàäàòü êîëè÷åñòâîì.

Óñëîâèå �ïðàâèëüíîñòè� •α ⊆ r � åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå, êî-
òîðîå ãàðàíòèðóåò îáåñïå÷åííîñòü âûïîëíÿåìûõ äåéñòâèé íåîáõî-
äèìûìè ìàòåðèàëüíûìè ðåñóðñàìè.

Îáîáùåííûå ðåñóðñû òàêæå ìîãóò áûòü âçàèìîçàìåíÿåìûìè:

Îïðåäåëåíèå 4.8. Îáîáùåííûå ðåñóðñû (r, α) è (s, β) íàçûâà-
þòñÿ ïîäîáíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ (r, α) ≈ (s, β)), åñëè

1. l(α) = l(β);

2. äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ∈ M(P ) è ïàðàëëåëüíîãî ñðàáàòû-
âàíèÿ M + r

α→ M ′ âîçìîæíî ïàðàëëåëüíîå ñðàáàòûâàíèå
M + s

β→ M ′′, ãäå M ′ ∼ M ′′.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâà îáîáùåííûõ ðåñóðñà ïîäîáíû, òî ìû
ìîæåì áåç êàêèõ-ëèáî ïîñëåäñòâèé äëÿ íàáëþäàåìîãî ïîâåäåíèÿ
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(p1 + p2 + p6, t2) ≈ (p2 + p3, t3)

(p1, t1) ≈ (p1 + p4, t1)

(p5, t4) ≈ (2p5, t4)

(p4, ∅) ≈ (p6, ∅)

Ðèñ. 4.6: Ïðèìåðû ïîäîáíûõ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ

ïðîöåññà çàìåíÿòü îäèí èç íèõ íà äðóãîé. Ïðè ýòîì çàìåíà ìàòå-
ðèàëüíîé (ñòàòè÷åñêîé) ñîñòàâëÿþùåé ñîñòîèò â ïðîñòîì ïåðåíîñå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèøåê, à çàìåíà èíñòðóìåíòàëüíîé (äèíàìè÷å-
ñêîé) ñîñòàâëÿþùåé îçíà÷àåò �îòìåíó� ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî íà-
áîðà ïåðåõîäîâ è çàïóñê âñåõ ïåðåõîäîâ èç âòîðîãî íàáîðà.

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäîáíûõ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ ïðèâåäå-
íû íà ðèñóíêå 4.6.

Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ îáëàäàåò åñòåñòâåííîé èíòåð-
ïðåòàöèåé. Íàïðèìåð, îíî ñïîñîáíî âûðàçèòü âîçìîæíîñòü çàìå-
íû îäíîãî ðàáîòíèêà/ïîäðÿä÷èêà (âûïîëíÿþùåãî íåêîòîðóþ ðà-
áîòó, îïèñàííóþ ìóëüòèìíîæåñòâîì ïåðåõîäîâ â ñåòè) íà äðóãîãî
(äðóãîå ìóëüòèìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ), íî òîëüêî ïðè óñëîâèè îä-
íîâðåìåííîé çàìåíû ìóëüòèìíîæåñòâà ôèøåê â ïîçèöèÿõ ñåòè
(ñûðüÿ íà ñêëàäå, äåíåã íà áàíêîâñêèõ ñ÷åòàõ ñîòðóäíèêîâ) íà
äðóãîå ìóëüòèìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì äåíüãè è ñûðüå � ýòî ìàòå-
ðèàëüíûé ðåñóðñ, à ðàáîòíèê � èíñòðóìåíòàëüíûé. Ðàçëè÷íûå
ñîòðóäíèêè ïîòðåáëÿþò è ïðîèçâîäÿò ðàçëè÷íûå ìàòåðèàëüíûå
ðåñóðñû.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ �çàìåíà� íå îçíà÷àåò ôàêòè÷åñêîé çà-
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á) ýêâèâàëåíòíûå èíñòðóìåíòû;

a
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- - b
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-¾ (p1, ∅) 6≈ (p1 + p2, ∅)
(p1, t1) ≈ (p1 + p2, t1)

â) ýêâèâàëåíòíûå ìàòåðèàëû;

a
t2 p3

-

a
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p1
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-
3
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(p1, t1) ≈ (p1 + p2, t2)

ã) áîëåå ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò;

p1

¾--a
t1

(p1, t1) ≈ (2p1, t1)
(p1, ∅) ≈ (2p1, ∅)
(∅, ∅) 6≈ (p1, ∅)

ä) èçáûòî÷íûå ìàòåðèàëû.

Ðèñ. 4.7: Ñâîéñòâà ñèñòåìû, âûÿâëÿåìûå ïðè ïîìîùè ïîäîáèÿ
îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ
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ìåíû ïåðåõîäîâ â ãðàôå ñåòè. Ñòðóêòóðà ãðàôà îñòàåòñÿ òîé æå.
Ìû çàìåíÿåì ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ â ñàìîì ïðîöåññå (ïîâå-
äåíèè ñåòè). Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïåðâûé ðàáîòíèê íå óâîëüíÿåòñÿ,
à ëèøü çàìåíÿåòñÿ âòîðûì äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîé êîíêðåòíîé
ðàáîòû. Â äàëüíåéøåì îí îïÿòü ìîæåò áûòü ïðèâëå÷åí äëÿ åå
âûïîëíåíèÿ.

Ïðè ïîìîùè ïîäîáèÿ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ ìîæíî âûðàçèòü
ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòíûõ ñâîéñòâ. Íåêîòîðûå èç
íèõ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4.7.

(r, α) ≈ (s, β) Îáîáùåííûå ðåñóðñû (r, α) è (s, β) âçàèìî-
çàìåíÿåìû â ëþáîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû.

(r, α) ≈ (r, β) Äåéñòâèÿ (èíñòðóìåíòû) α è β ýêâèâà-
ëåíòíû ïðè íàëè÷èè ìàòåðèàëà r.

(r, α) ≈ (s, α) Ìàòåðèàëû r è s ýêâèâàëåíòíû ïðè óñëî-
âèè âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ α.

(r, α) ≈ (r + s, β) Äåéñòâèå (èíñòðóìåíò) α ýôôåêòèâíåå,
÷åì äåéñòâèå β.

(r, α) ≈ (r + s, α) Ìàòåðèàë s èçáûòî÷åí ïðè óñëîâèè âû-
ïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ α.

(r, ∅) ≈ (r + s, ∅) Ìàòåðèàë s èçáûòî÷åí.

4.3.2 Ñâîéñòâà ïîäîáèÿ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ
Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ â ñåòÿõ Ïåòðè îáëàäàåò ðÿäîì èí-
òåðåñíûõ ñâîéñòâ. Ïðåæäå âñåãî, ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

Óòâåðæäåíèå 4.13. Ïóñòü (r, α), (s, β), (u, γ) ∈ Φ(N). Òîãäà

1. (r, α) ≈ (r, α);

2. (r, α) ≈ (s, β) ⇒ (s, β) ≈ (r, α);

3. (r, α) ≈ (s, β) & (s, β) ≈ (u, γ) ⇒ (r, α) ≈ (u, γ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç îïðåäåëåíèÿ.
2) Ïîñêîëüêó íàèáîëüøàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ∼ çàìêíóòà îò-
íîñèòåëüíî ñèììåòðè÷íîñòè.
3) Ïîñêîëüêó íàèáîëüøàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ∼ çàìêíóòà îò-
íîñèòåëüíî òðàíçèòèâíîñòè.

Ïðîñòåéøèå íåòðèâèàëüíûå ïàðû ïîäîáíûõ îáîáùåííûõ ðå-
ñóðñîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ôàêò:

Óòâåðæäåíèå 4.14. Ïóñòü α, β ∈M(T ). Òîãäà

l(α) = l(β) ⇒ (•α + β•, α) ≈ (•β + α•, β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ.

Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî �âû÷è-
òàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî øàãà�:

Óòâåðæäåíèå 4.15. Ïóñòü (r, α), (s, β) ∈ Φ(N), γ, δ ∈ M(T ).
Òîãäà

(r, α) ≈ (s, β) & l(γ) = l(δ) & γ ⊆ α & δ ⊆ β ⇒
⇒ (r − •γ + γ•, α− γ) ≈ (s− •δ + δ•, β − δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

(r − •γ + γ•, α− γ) 6≈ (s− •δ + δ•, β − δ).

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî (r − •γ + γ•, α − γ) è (s − •δ + δ•, β −
δ) ÿâëÿþòñÿ �ïðàâèëüíûìè� îáîáùåííûìè ðåñóðñàìè, ïîñêîëüêó
•(α− γ) ⊆ (r− •γ + γ•) è •(β − δ) ⊆ (s− •δ + δ•). Èç (r, α) ≈ (s, β)
è l(γ) = l(δ) ïîëó÷èì l(α− γ) = l(β − δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèìíîæåñòâà ïåðåõîäîâ α−γ è β−δ ìîãóò
ñðàáîòàòü ïàðàëëåëüíî ïðè íàëè÷èè â ðàçìåòêå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ.
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Òàêèì îáðàçîì, èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîé ðàçìåòêè M ∈M(P ) è ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ

M + (r − •γ + γ•) α−γ→ M ′ (4.1)

è

M + (s− •δ + δ•) β−δ→ M ′′ (4.2)

âûïîëíÿåòñÿ M ′ 6∼ M ′′.
Ðàññìîòðèì α è r. Èç óñëîâèÿ γ ⊆ α èìååì α = γ + γ′. Èç

óñëîâèé •α ⊆ r è γ ⊆ α èìååì

r = •γ + •γ′ + r′. (4.3)

Ïðèìåíèâ (4.3), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü øàã (4.1) â âèäå

M + (r − •γ + γ•) = M + γ• + •γ′ + r′ γ′→ M + γ• + γ′• + r′.

Ñëåäîâàòåëüíî, M ′ = M + γ• + γ′• + r′.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì β = δ+δ′, s = •δ+•δ′+s′ äëÿ íåêîòîðîãî

s′ è M ′′ = M + δ• + δ′• + s′.
Èç ïîäîáèÿ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ (r, α) ≈ (s, β) ñëåäóåò

M + r
α→ G′, M + s

β→ G′′, G′ ∼ G′′. (4.4)

Ïðèìåíèâ (4.3), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü øàã M + r
α→ G′ â âèäå

M + r = M + •γ + •γ′ + r′ γ+γ′→ G′ = M + γ• + γ′• + r′.

Ñëåäîâàòåëüíî, G′ = M ′. Àíàëîãè÷íî G′′ = M ′′. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó (4.4) è ïðåäïîëîæåíèåì
M ′ 6∼ M ′′.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ îïåðàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöåí-
íûì âû÷èòàíèåì ðåñóðñîâ, ïîñêîëüêó ìû âû÷èòàåì òîëüêî èí-
ñòðóìåíòàëüíóþ ÷àñòü ðåñóðñà. Ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòü íå âû÷èòà-
åòñÿ, à òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè øàãà.

Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî �ïðè-
áàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî øàãà�:

Óòâåðæäåíèå 4.16. Ïóñòü (r, α), (s, β) ∈ Φ(N), γ, δ ∈ M(T ).
Òîãäà

(r, α) ≈ (s, β) & l(γ) = l(δ) & γ• ⊆ (r − •α) & δ• ⊆ (s− •β) ⇒
⇒ (r − γ• + •γ, α + γ) ≈ (s− δ• + •δ, β + δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 4.15
î çàìêíóòîñòè ïîäîáèÿ îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ îòíîñèòåëüíî �âû-
÷èòàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî øàãà�.

Ýòî òàêæå íå âïîëíå ñëîæåíèå. Ìû ïðèáàâëÿåì òîëüêî èí-
ñòðóìåíòàëüíóþ êîìïîíåíòó, à ìàòåðèàëüíàÿ êîìïîíåíòà òðàíñ-
ôîðìèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ èíñòðóìåíòàëüíîé.

Îäíàêî ìû ìîæåì ñêëàäûâàòü è îáå êîìïîíåíòû îäíîâðåìåí-
íî. Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðèáàâ-
ëåíèÿ ïàð ðåñóðñîâ:

Óòâåðæäåíèå 4.17. Ïóñòü (r, α), (s, β), (u, γ), (v, δ) ∈ Φ(N). Òî-
ãäà

(r, α) ≈ (s, β) & (u, γ) ≈ (v, δ) ⇒ (r + u, α + γ) ≈ (s + v, β + δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

(r + u, α + γ) 6≈ (s + v, β + δ).

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäå-
íèÿ 4.15, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ðàçìåòêè M ∈ M(P ) è
ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ M + r + u

α+γ→ M ′ è M + s + v
β+δ→ M ′′ âû-

ïîëíÿåòñÿ M ′ 6∼ M ′′.
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Ðàññìîòðèì (r, α). Ïîñêîëüêó •α ⊆ r, ìû èìååì

r
α→ (r − •α + α•).

Îáîçíà÷èì ìóëüòèìíîæåñòâî ïîçèöèé r− •α+α• ñèìâîëîì r′.
Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì �ðåçóëüòèðóþùèå ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû�
îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ (s, β), (u, γ) è (v, δ) ñèìâîëàìè s′, u′ è v′ :

r
α→ r′, s

β→ s′, u
γ→ u′, v

δ→ v′.

Î÷åâèäíî, ìû èìååì M ′ = M + r′ + u′ è M ′′ = M + s′ + v′, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê:

M + r′ + u′ 6∼ M + s′ + v′. (4.5)

Ðàññìîòðèì G = M + r′. Èç (u, γ) ≈ (v, δ) èìååì

G + u
γ→ G + u′, G + v

δ→ G + v′, G + u′ ∼ G + v′. (4.6)

Ðàññìîòðèì H = M + v′. Èç (r, α) ≈ (s, β) èìååì

H + r
α→ H + r′, H + s

β→ H + s′, H + r′ ∼ H + s′. (4.7)

Áèñèìóëÿðíîñòè (4.6) è (4.7) ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê:

(M + r′) + u′ ∼ (M + r′) + v′, (M + v′) + r′ ∼ (M + v′) + s′.

Ïîñêîëüêó íàèáîëüøàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ∼ çàìêíóòà îò-
íîñèòåëüíî òðàíçèòèâíîñòè, à ñëîæåíèå ìóëüòèìíîæåñòâ êîììó-
òàòèâíî è àññîöèàòèâíî, èìååì

M + r′ + u′ ∼ M + s′ + v′,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (4.5).
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Çàìå÷àíèå 4.2. Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ íå çàìêíóòî îòíî-
ñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ ïàð ðåñóðñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îáóñëîâëåíî
òåì, ÷òî âû÷èòàíèå ìîæåò íàðóøèòü �ïðàâèëüíîñòü� ðåñóðñà.
Ñëåäñòâèå 4.4. Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ îáëàäàåò êîíå÷-
íûì AT -áàçèñîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç àääèòèâíîé è òðàíçèòèâíîé çàìê-
íóòîñòè îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê v íà ìíîæåñòâå R ⊆ Φ(N) ×
Φ(N) ïàð îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ êàê �îáîáùåíèå� ñëó÷àÿ M(P )×
M(P ) :
(
(r, α), (s, β)

)
v

(
(u, γ), (v, δ)

)
def⇔ (r, s) v (u, v) & (α, β) v (γ, δ).

Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç Rs îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëü-
íûõ îòíîñèòåëüíî v ýëåìåíòîâ R, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü îñíîâ-
íûì áàçèñîì îòíîøåíèÿ R.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ îáëàäàåò êîíå÷-
íûì îñíîâíûì áàçèñîì.

4.3.3 Ìàòåðèàëüíûå è èíñòðóìåíòàëüíûå ðåñóðñû
Ìîæíî âûäåëèòü äâà èíòåðåñíûõ ñïåöèàëüíûõ âèäà îáîáùåííûõ
ðåñóðñîâ.
Îïðåäåëåíèå 4.9. Îáîáùåííûé ðåñóðñ âèäà (r, ∅) íàçûâàåòñÿ
ìàòåðèàëüíûì ðåñóðñîì.

Îáîáùåííûé ðåñóðñ âèäà (•α, α) íàçûâàåòñÿ èíñòðóìåíòàëü-
íûì ðåñóðñîì.

Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïàðû ïîäîáíûõ ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ,
ìû ïîëó÷èì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � ïîäîáèå ìàòåðèàëü-
íûõ ðåñóðñîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäîáèå ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ ñîâïàäàåò
ñ ïîäîáèåì ðåñóðñîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé).
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Óòâåðæäåíèå 4.18. Ïóñòü r, s ∈M(P ). Òîãäà

r ≈ s ⇔ (r, ∅) ≈ (s, ∅).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé.

Èç íåðàçðåøèìîñòè ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ (ñëåäñòâèå 2.1) è óòâåð-
æäåíèÿ 4.18 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïîäîáèå ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ íåðàçðåøèìî.

Ñëåäñòâèå 4.7. Ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ íåðàçðåøèìî.

Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïàðû ïîäîáíûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ðå-
ñóðñîâ, ìû ïîëó÷èì ïîäîáèå èíñòðóìåíòàëüíûõ ðåñóðñîâ. Îêà-
çûâàåòñÿ, îíî ìåíåå âûðàçèòåëüíî, ÷åì ïîäîáèå ìàòåðèàëüíûõ ðå-
ñóðñîâ, òàê êàê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ñïåöèàëüíûì ïîäìíî-
æåñòâîì:

Óòâåðæäåíèå 4.19. Ïóñòü α, β ∈M(T ). Òîãäà

(•α, α) ≈ (•β, β) ⇔ (α•, ∅) ≈ (β•, ∅).

Äîêàçàòåëüñòâî.
(⇒) Èç óòâåðæäåíèÿ 4.15.
(⇐) Èç óòâåðæäåíèÿ 4.16.

Ýòî äîâîëüíî åñòåñòâåííî � ìû ìîæåì çàìåíÿòü �èíñòðóìåí-
òû� áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
�ïîëíîñòüþ� ïîäîáíû, òî åñòü ïðîèçâîäÿò ýêâèâàëåíòíûå ìàòåðè-
àëüíûå ðåñóðñû.



Ãëàâà 5

Äðóãèå êëàññû
ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé

5.1 Ñåòè Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè

Äîâîëüíî ÷àñòî ïðè àíàëèçå ñèñòåìû âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü àá-
ñòðàãèðîâàòüñÿ îò èçëèøíåé èíôîðìàöèè î åå ïîâåäåíèè. Íàïðè-
ìåð, íå ó÷èòûâàòü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå íå-
êèì âíóòðåííèì äåéñòâèÿì ñèñòåìû, �íåâèäèìûì� âíåøíåìó íà-
áëþäàòåëþ. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïî-
ëåçíîé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáíàðóæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ
ñèñòåìû â ÷àñòè åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùèì ìèðîì.

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ñîõðàíÿþùèõ áèñèìóëÿöèþ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå
ðåñóðñîâ äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññà îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè �
êëàññà ñåòåé Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè.
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a- - τ- -

q3p1 q4

b- -

p2

- -
=

k

q1

t2t1 t3

=
k

q2

Ðèñ. 5.1: Ïðèìåð íåâèäèìîãî ïåðåõîäà â ñåòè Ïåòðè

5.1.1 Îïðåäåëåíèå ñåòåé Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè
ïåðåõîäàìè

×òîáû ðàçëè÷èòü âèäèìûå è íåâèäèìûå ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ,
â àëôàâèò ìåòîê ñðàáàòûâàíèé äîáàâëÿåòñÿ îñîáàÿ ìåòêà τ .

Ðàññìîòðèì àëôàâèò ìåòîê ñðàáàòûâàíèé Actτ = Act ∪ {τ}.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîìå÷åííîé ñåòüþ Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïå-
ðåõîäàìè íàçûâàåòñÿ íàáîð N = (P, T, F, l), ãäå (P, T, F ) � ñåòü
Ïåòðè, l : T → Actτ � ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
êàæäîìó ïåðåõîäó ëèáî ìåòêó èç Act, ëèáî ñèìâîë τ .

Ñèìâîëîì τ ïîìå÷àþòñÿ âíóòðåííèå, íåâèäèìûå äëÿ âíåøíå-
ãî íàáëþäàòåëÿ ïåðåõîäû ñèñòåìû. Íåâèäèìûå ïåðåõîäû òàêæå
íàçûâàþò τ -ïåðåõîäàìè.

Íà ðèñóíêå 5.1 èçîáðàæåíà ÷àñòü áîëåå êðóïíîé ñåòè Ïåòðè,
ìîäåëèðóþùàÿ ýëåìåíò ïàìÿòè �î÷åðåäü� (FIFO) äëèíû 2. Ïåðå-
õîä t2 ìîäåëèðóåò ïåðåíîñ äàííûõ èç ïåðâîé ÿ÷åéêè âî âòîðóþ.
Åãî ñðàáàòûâàíèå íå âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â
öåëîì (â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî ñëóæåáíûé ïåðåõîä) � íàñ èíòå-
ðåñóåò â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðôåéñ ýëåìåíòà ïàìÿòè, òî åñòü ïî-
çèöèè p1 (âõîä) è p2 (âûõîä), à òàêæå ñðàáàòûâàíèÿ t1 (ïîìåñòèòü
â î÷åðåäü) è t3 (äîñòàòü èç î÷åðåäè). Ïîýòîìó ïåðåõîä t2 ïîìå÷åí
ñèìâîëîì τ è åãî ñðàáàòûâàíèå íå ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè
ïîâåäåíèÿ ñåòè.
Îáîçíà÷åíèå 5.1. Ïóñòü σ, σ′ ∈ (Actτ )∗ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïåðåõîäîâ. Ïîëàãàåì σ =τ σ′ ⇔def σ|Act = σ′|Act.
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Çàïèñü �=τ � îçíà÷àåò ðàâåíñòâî �ïî ìîäóëþ τ � ìåæäó ñòðîêà-
ìè èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà Actτ . Íàïðèìåð, �ττaτ � =τ �a�.

Îïðåäåëèì áèñèìóëÿöèþ äëÿ ñåòåé ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè.
Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Îòíîøåíèå R ⊆ M(P ) × M(P )
îáëàäàåò ñâîéñòâîì τ -ïåðåíîñà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçìåòîê
(M1,M2) ∈ R è äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà t ∈ T , òàêîãî ÷òî M1

t→ M ′
1,

íàéäåòñÿ èìèòèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ σ ∈ T ∗, òà-
êàÿ, ÷òî l(t) =τ l(σ), M2

σ→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ R.

Ñâîéñòâî τ -ïåðåíîñà ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíî ñëåäóþ-
ùåé äèàãðàììîé:

M1 R M2

↓ t ↓ (∃)σ, l(σ) =τ l(t)

M ′
1 R M ′

2

Îïðåäåëåíèå 5.3. Åñëè îòíîøåíèÿ R è R−1 îáëàäàþò ñâîéñòâîì
τ -ïåðåíîñà, òî îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ τ -áèñèìóëÿöèåé (ðàçìå-
òîê) .

Ìàêñèìàëüíàÿ τ -áèñèìóëÿöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∼τ .
Îáûêíîâåííàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì τ -áèñèìóëÿöèè (äëÿ ñåòåé, â êîòîðûõ íè îäèí èç ïåðåõîäîâ
íå ïîìå÷åí τ). Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî îíà ñëàáåå. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñåòü íà ðèñóíêå 5.2. Ðàçìåòêè p1 è p2

íåáèñèìóëÿðíû, ïîñêîëüêó ïðè ðàçìåòêå p2 íå ìîæåò ñðàáîòàòü
íè îäèí ïåðåõîä ñ ìåòêîé a. Â òî æå âðåìÿ îíè τ -áèñèìóëÿðíû,
ïîñêîëüêó ñðàáàòûâàíèå íåâèäèìîãî ïåðåõîäà t2 ìåíÿåò ðàçìåòêó
ñåòè ñ p2 íà p1.

Èç òîãî, ÷òî τ -áèñèìóëÿöèÿ ñëàáåå îáûêíîâåííîé áèñèìóëÿ-
öèè, ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, íåðàçðåøèìîñòü τ -áèñèìóëÿöèè â ñåòÿõ
Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè [48].
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Ðèñ. 5.2: τ -áèñèìóëÿöèÿ ñëàáåå áèñèìóëÿöèè

5.1.2 Ïîäîáèå è áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ â ñåòÿõ ñ
íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè

Îïðåäåëåíèå ïîäîáèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó-
÷àé ñåòåé ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ðåñóðñû r è s íàçûâàþòñÿ τ -ïîäîá-
íûìè (îáîçíà÷àåòñÿ r ≈τ s), åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè R, òàêîé,
÷òî r ⊆ R, âûïîëíÿåòñÿ R ∼τ R− r + s.

Ïîêàæåì, ÷òî τ -ïîäîáèå îáëàäàåò âñåìè îñíîâíûìè ñâîéñòâà-
ìè ïîäîáèÿ:

Óòâåðæäåíèå 5.1. 1. τ -ïîäîáèå ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî àääèòèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îáëàäàåò êîíå÷íûì AT -áàçèñîì.

2. τ -ïîäîáèå ðåñóðñîâ íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
2) Èç ñëåäñòâèÿ 2.1 è òîãî, ÷òî ïîäîáèå ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì τ -ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ (êîãäà íè îäèí èç ïåðåõîäîâ ñåòè
íå ïîìå÷åí ñèìâîëîì τ).

Îïðåäåëåíèå áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñå-
òåé ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îò-
íîøåíèå B ⊆M(P )×M(P ) íàçûâàåòñÿ τ -áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ,
åñëè BAT åñòü τ -áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê.

Äëÿ ñåòåé ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè èìååò ìåñòî àíàëîã òåî-
ðåìû 3.3:

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Òîãäà

1. åñëè B1 ⊆ M(P ) ×M(P ) � τ -áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ è âû-
ïîëíÿåòñÿ B2 ⊆ B1, òî îòíîøåíèå B2 � τ -ïîäîáèå ðåñóð-
ñîâ;

2. åñëè B1, B2 ⊆M(P )×M(P ) � τ -áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ, òî
îòíîøåíèå B1 ∪B2 � τ -áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ;

3. äëÿ N ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïî âëîæåíèþ τ -áèñèìó-
ëÿöèÿ ðåñóðñîâ (îáîçíà÷àåòñÿ êàê 'τ );

4. ('τ ) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òå-
îðåìû 3.3, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåð-
æäåíèÿ 2 èùåòñÿ íå èìèòèðóþùèé ïåðåõîä, à èìèòèðóþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ.

Îïðåäåëèì ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ ñåòåé Ïåòðè ñ íåâè-
äèìûìè ïåðåõîäàìè.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Îòíîøåíèå B ⊆M(P )×M(P ) îáëàäàåò ñëà-
áûì ñâîéñòâîì τ -ïåðåíîñà, åñëè äëÿ âñåõ (r, s) ∈ B, t ∈ T , òàêèõ
÷òî •t ∩ r 6= ∅, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðå-
õîäîâ σ ∈ T ∗, òàêàÿ, ÷òî l(t) =τ l(σ) è, îáîçíà÷èâ M1 = •t ∪ r è
M2 = •t−r+s, èìååì M1

t→ M1
′ è M2

σ→ M2
′, ãäå (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .



5.1. ÑÅÒÈ ÏÅÒÐÈ Ñ ÍÅÂÈÄÈÌÛÌÈ ÏÅÐÅÕÎÄÀÌÈ 123

τ
?

?

τ
?

?

²

-

U

¾

a

?

~ =

p1 p3

p2 p4

p5

t1 t2

t3

Ðèñ. 5.3: Òåîðåìà 3.4 íå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå ñåòåé ñ íåâèäèìûìè
ïåðåõîäàìè

Òåîðåìà 3.4 â ñëó÷àå ñåòåé Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî �â îäíó ñòîðîíó�:

Óòâåðæäåíèå 5.3. Èç âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà τ -ïåðåíîñà ñëåäóåò
âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà τ -ïåðåíîñà; îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Òàê êàê ñëàáîå ñâîéñòâî τ -ïåðåíîñà � ýòî
ñâîéñòâî τ -ïåðåíîñà, îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð.

( 6⇐) Ðàññìîòðèì ñåòü, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 5.3, è îòíî-
øåíèå

B = Id(P ) ∪ {(p1, p2), (p2, p1), (p3, p4), (p4, p3)}.
Îòíîøåíèå B îáëàäàåò ñëàáûì ñâîéñòâîì τ -ïåðåíîñà. Â òî æå

âðåìÿ B íå ÿâëÿåòñÿ τ -áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðàçìåòêè M1 = p1+p3 è M2 = p2+

p4. Ïàðà (M1,M2) ïðèíàäëåæèò îòíîøåíèþ BAT , íî íå ÿâëÿåòñÿ
áèñèìóëÿðíîé, òàê êàê ïðè ðàçìåòêå M2 ìîæåò ñðàáîòàòü ïåðåõîä
ñ ìåòêîé a (ïåðåõîä t3), à ïðè ðàçìåòêå M1 � íåò.



124 ÃËÀÂÀ 5. ÄÐÓÃÈÅ ÊËÀÑÑÛ ÌÎÄÅËÅÉ

Â ñèëó ýòîãî ñëàáîå ñâîéñòâî τ -ïåðåíîñà íå ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèñèìóëÿöèé. Â ñëó÷àå ñåòåé ñ íåâè-
äèìûìè ïåðåõîäàìè òðåáóåòñÿ åù¼ áîëüøåå óñèëåíèå ðàññìàòðè-
âàåìûõ îòíîøåíèé è îãðàíè÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñåòåé.

5.1.3 Íàñûùåííûå ñåòè Ïåòðè
Ñóùåñòâóåò îáøèðíûé ïîäêëàññ ñåòåé Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïå-
ðåõîäàìè, äëÿ êîòîðûõ τ -áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíà ïðè ïîìîùè ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà. Ýòî ïðåäëîæåí-
íûå Ô. Øíîáåëåíîì è äð. [27] p-íàñûùåííûå ñåòè, â êîòîðûõ ñðà-
áàòûâàíèå ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ ñ íå áîëåå ÷åì
îäíîé âèäèìîé ìåòêîé ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî îäíîâðåìåííûì
(íåçàâèñèìûì) ñðàáàòûâàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïåðåõîäîâ ñ
òîé æå ìåòêîé (íàçûâàåìîãî �ïàðàëëåëüíûì øàãîì�).

Îáîçíà÷åíèå 5.2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ïåðåõîäîâ ñ íå áîëåå ÷åì îäíîé âèäèìîé ìåòêîé:

T× =def {σ ∈ T ∗ | l(σ) ∈ Actτ}.
Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïóñòü U = {t1, . . . , tk} ∈ M(T ) � ìóëüòè-
ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü •U = •t1 + · · · + •tk,
U• = t1

• + · · · + tk
• è ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåõîäû èç U ìîãóò ñðàáî-

òàòü îäíîâðåìåííî ïðè ðàçìåòêå M , åñëè •U ⊆ M .
Òîãäà M

U→ M ′, ãäå M ′ = M − •U + U•, à ìóëüòèìíîæåñòâî U
íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì øàãîì.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàëëåëüíî ìîãóò ñðàáîòàòü íå òîëüêî äâà ðàç-
ëè÷íûõ ïåðåõîäà, íî è äâå �êîïèè� îäíîãî è òîãî æå ïåðåõîäà.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðå-
õîäàìè N = (P, T, F, l) íàçûâàåòñÿ p-íàñûùåííîé (èëè ïðîñòî íà-
ñûùåííîé), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ σ ∈ T×

íàéäåòñÿ ïàðàëëåëüíûé øàã U ∈ M(T ), òàêîé, ÷òî l(U) = l(σ),
•U = •σ è U• = σ•.
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Ðèñ. 5.4: Ïðèìåð íàñûùåíèÿ ñåòè Ïåòðè

Êðîìå íàñûùåííûõ, ñóùåñòâóåò åùå áîëåå îáøèðíûé êëàññ
íàñûùàåìûõ ñåòåé Ïåòðè, òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðå-
îáðàçîâàíû â íàñûùåííûå äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåõî-
äîâ ïðè ñîõðàíåíèè ïîâåäåíèÿ ñåòè (â ñìûñëå τ -áèñèìóëÿðíîñòè).

Èçâåñòíî [27], ÷òî ñåòü p-íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà 2p-íàñûùåíà, òî åñòü â ñåòè íàñûùåíû âñå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èç T× äëèíû 2.

Íà ðèñóíêå 5.4 èçîáðàæåíà íàñûùåííàÿ ñåòü, ïîëó÷åííàÿ äî-
áàâëåíèåì íàñûùàþùåãî ïåðåõîäà t3 ê èñõîäíîé íåíàñûùåííîé.

Èçâåñòíî [27], ÷òî íå ó âñåõ êîíå÷íûõ ñåòåé ñóùåñòâóþò êî-
íå÷íûå íàñûùåíèÿ.

Ïðèìåð íåíàñûùàåìîé ñåòè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.5. Â èñ-
õîäíîé ñåòè íåíàñûùåííîé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòû-
âàíèé t1.t2.t3. Äëÿ åå íàñûùåíèÿ â ñåòü äîáàâëÿåòñÿ ïåðåõîä t4.
Îäíàêî ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ íàíàñûùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü � t1.t2.t4. È òàê äàëåå äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèâåäåì îäèí êðèòåðèé íàñûùàåìîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 5.9. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåò-
ðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Íàçîâåì τ -ïîäñåòüþ ñåòè N (îáî-
çíà÷àåòñÿ Nτ ) ñåòü, ïîëó÷åííîé èç N óäàëåíèåì âñåõ âèäèìûõ
ïåðåõîäîâ.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè
ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ñåòü N p-íàñûùàåìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p-íàñûùàåìà τ -ïîäñåòü Nτ .

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó åñëè N∗ � p-íàñûùå-
íèå N , òî (N∗)τ � p-íàñûùåíèå Nτ .

(⇐) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñåòü ñ íàñûùåííîé τ -ïîäñåòüþ
íàñûùàåìà. Ïóñòü Nτ � íàñûùåííàÿ. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ íàñûùàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ N .

Âñå íåíàñûùåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ èç ìíîæå-
ñòâà T× èìåþò âèä σ = σ1tσ2, ãäå l(σ1) = l(σ2) = τ , l(t) 6= τ (òàê
êàê ñåòü Nτ � íàñûùåíà).

Ëþáîé íîâûé ïåðåõîä, ïîÿâëÿþùèéñÿ â õîäå ïðèìåíåíèÿ ëþ-
áîé ñòðàòåãèè íàñûùåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íàñûùàþùèì äëÿ îäíîé èç
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñåòü Nτ íàñûùåíà, ò.å. ó ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ σ′ ∈ T ∗, òàêîé, ÷òî l(σ′) = τ, ñóùå-
ñòâóåò íàñûùàþùèé ïàðàëëåëüíûé øàã U ∈M(T ). Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàñûùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà σ1tσ2 ýêâèâàëåíòíî íà-
ñûùåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà U1tU2, ãäå U1 è U2 � ïàðàë-
ëåëüíûå øàãè. Ðàçîáüåì ýòè øàãè íà ïîäøàãè:

U1 = V1 ∪W1, ãäå V1 = {t′ ∈ U1: t′• ∩• t 6= ∅}, W1 = U1\V1;
U2 = V2 ∪W2, ãäå V2 = {t′ ∈ U2: •t′ ∩ t• 6= ∅}, W2 = U2\V2.
Äîáàâëåíèå â ñåòü íîâîãî ïåðåõîäà, íàñûùàþùåãî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü U1tU2, ìîæíî çàìåíèòü äîáàâëåíèåì ïåðåõîäà, íàñûùà-
þùåãî V1tV2 (ýòî îäèí è òîò æå ïåðåõîä).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàñûùåííîé ñåòè äîñòàòî÷-
íî äîáàâèòü ïåðåõîäû, íàñûùàþùèå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà
V1tV2, ãäå

t ∈ T, l(t) 6= τ ,
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V1, V2 ∈M(T ), l(V1) = l(V2) = τ ,
∀t′ ∈ V1 t′• ∩• t 6= ∅,
∀t′ ∈ V2

•t′ ∩ t• 6= ∅.
Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñåòè ÷èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

êîíå÷íî (òàê êàê |t•| ≤ ∞, |•t| ≤ ∞).

5.1.4 τp-áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ
Â ðàáîòå [27] Ô. Øíîáåëåíîì è äð. áûëî ïðåäëîæåíî áîëåå ñèëü-
íîå ïî ñðàâíåíèþ ñ τ -áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê îòíîøåíèå, íàçâàí-
íîå τp-áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê. Ïåðåõîä â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëèðó-
åòñÿ íå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïåðåõîäîâ, à ïàðàëëåëüíûì øàãîì.

Îïðåäåëåíèå 5.10. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñû-
ùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ñêàæåì, ÷òî îòíî-
øåíèå R ⊆ M(P )×M(P ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì τp-ïåðåíîñà, åñëè
äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ R è äëÿ ëþáîãî ïåðåõî-
äà t ∈ T , òàêîãî ÷òî M1

t→ M ′
1, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé ïàðàë-

ëåëüíûé øàã U ∈ M(T ), òàêîé, ÷òî l(t) =τ l(U), M2
U→ M ′

2 è
(M ′

1,M
′
2) ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 5.11. Åñëè îòíîøåíèÿ R è R−1 îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì τp-ïåðåíîñà, òî îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ τp-áèñèìóëÿöèåé
(ðàçìåòîê) .

Èçâåñòíî [27], ÷òî äëÿ ëþáîé ñåòè ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ
ïî âëîæåíèþ τp-áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê (îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∼τp).

Â íàñûùåííûõ ñåòåé Ïåòðè τp-áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ñîâïà-
äàåò ñ τ -áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê:

Óòâåðæäåíèå 5.4. [27] Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ
íàñûùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè, M1,M2 ∈
M(P ) � ðàçìåòêè ñåòè N . Òîãäà

M1 ∼τp M2 ⇔ M1 ∼τ M2.
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Ââåäåì îòíîøåíèå τp-ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Îïðåäåëåíèå 5.12. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñû-
ùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ðåñóðñû r è s íà-
çûâàþòñÿ τp-ïîäîáíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ r ≈τp s), åñëè äëÿ ëþáîé
ðàçìåòêè R, òàêîé, ÷òî r ⊆ R, âûïîëíÿåòñÿ R ∼τp R− r + s.

Èç óòâåðæäåíèÿ 5.4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñûùåí-
íàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè, r, s ∈M(P ) � ðåñóð-
ñû ñåòè N . Òîãäà

r ≈τp s ⇔ r ≈τ s.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåñóðñîâ â íàñûùåííûõ ñåòÿõ äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü èõ τp-ïîäîáèå.

Îïðåäåëåíèå 5.13. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íà-
ñûùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ñèììåòðè÷íîå
1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå B ⊆ M(P ) × M(P ) íàçûâàåòñÿ τp-
áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ, åñëè BAT ÿâëÿåòñÿ τp-áèñèìóëÿöèåé ðàç-
ìåòîê.

Äëÿ τp-ñëó÷àÿ âûïîëíÿþòñÿ âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîäîáèé
ðåñóðñîâ è áèñèìóëÿöèé ðåñóðñîâ:

Óòâåðæäåíèå 5.5. 1. τp-ïîäîáèå ðåñóðñîâ çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî àääèòèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îáëàäàåò êîíå÷íûì AT -áàçèñîì.

2. τp-ïîäîáèå ðåñóðñîâ íåðàçðåøèìî.

3. Åñëè B1 ⊆M(P )×M(P ) � τp-áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ è âû-
ïîëíÿåòñÿ B2 ⊆ B1, òî îòíîøåíèå B2 � τp-ïîäîáèå ðåñóð-
ñîâ.



130 ÃËÀÂÀ 5. ÄÐÓÃÈÅ ÊËÀÑÑÛ ÌÎÄÅËÅÉ

4. Åñëè B1, B2 ⊆ M(P ) ×M(P ) � τp-áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ,
òî îòíîøåíèå B1 ∪B2 � τp-áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ.

5. Äëÿ ëþáîé ñåòè N ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïî âëîæå-
íèþ τp-áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ (îáîçíà÷àåòñÿ êàê 'τp).

6. 'τp ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ τp-ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.
2) Èç ñëåäñòâèé 2.1 è 5.1.
3) Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
4) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1

òåîðåìû 3.3, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: èùåòñÿ íå èìèòèðóþùèé
ïåðåõîä, à èìèòèðóþùèé ïàðàëëåëüíûé øàã.

5) Â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîé ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå âñåõ
τp-áèñèìóëÿöèé ðåñóðñîâ.

6) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 3
òåîðåìû 3.3.

Ââåäåì ïîíÿòèå ñëàáîãî ñâîéñòâà τp-ïåðåíîñà.

Îïðåäåëåíèå 5.14. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñû-
ùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Îòíîøåíèå B ⊆
M(P )×M(P ) îáëàäàåò ñëàáûì ñâîéñòâîì τp-ïåðåíîñà, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû ðåñóðñîâ (r, s) ∈ B è äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà t ∈ T , òà-
êèõ, ÷òî •t ∩ r 6= ∅, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé ïàðàëëåëüíûé øàã
U ∈M(T ), òàêîé, ÷òî l(t) = l(U) è, îáîçíà÷èâ M1 = •t∪ r è M2 =
•t− r + s, ìû èìååì M1

t→ M1
′ è M2

U→ M2
′, ãäå (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Â íàñûùåííûõ ñåòÿõ âûïîëíåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà τp-ïåðåíîñà
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ
åãî ðàñøèðåííîé âåðñèè, ãàðàíòèðóþùåé èìèòàöèþ óæå íå åäè-
íè÷íîãî ïåðåõîäà, à öåëîãî ïàðàëëåëüíîãî øàãà:
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Îïðåäåëåíèå 5.15. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñû-
ùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Îòíîøåíèå B ⊆
M(P ) ×M(P ) îáëàäàåò ðàñøèðåííûì ñëàáûì ñâîéñòâîì τp-ïå-
ðåíîñà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðåñóðñîâ (r, s) ∈ B è äëÿ ëþáîãî ïà-
ðàëëåëüíîãî øàãà V ∈M(T ), òàêèõ, ÷òî •V ∩r 6= ∅, íàéäåòñÿ èìè-
òèðóþùèé ïàðàëëåëüíûé øàã U ∈ M(T ), òàêîé, ÷òî l(V ) = l(U)
è, îáîçíà÷èâ M1 = •V ∪ r è M2 = •V − r + s, ìû èìååì M1

V→ M1
′

è M2
U→ M2

′, ãäå (M ′
1,M

′
2) ∈ BAT .

Ëåììà 5.1. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñûùåííàÿ
ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Îòíîøåíèå B ⊆M(P )×
M(P ) îáëàäàåò ñëàáûì ñâîéñòâîì τp-ïåðåíîñà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî îáëàäàåò ðàñøèðåííûì ñëàáûì ñâîéñòâîì τp-
ïåðåíîñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Òàê êàê ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàñøèðåííîãî ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà.

(⇒) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ðàñøèðåííîå ñâîéñòâî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1, M2) ∈ BAT , V = {t1, . . . , tk} ∈
M(T ), ãäå M1

V→ M ′
1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî ïà-

ðàëëåëüíîãî øàãà U ∈ M(T ) ñ òîé æå âèäèìîé ìåòêîé l(V ) =
l(U), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîëíÿëîñü M2

U→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Ðàññìîòðèì ñðàáàòûâàíèå M1
t1→ M1

1 . Ñîãëàñíî ñëàáîìó ñâîé-
ñòâó τp-ïåðåíîñà, äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò èìèòèðóþùèé ïàðàëëåëü-
íûé øàã M2

W1→ M1
2 , òàêîé, ÷òî (M1

1 ,M1
2 ) ∈ BAT .

Ïîñêîëüêó V = {t1, . . . , tk} � ïàðàëëåëüíûé øàã ïðè ðàçìåòêå
M1, ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ îäíîãî èç ïåðåõîäîâ âñå îñòàëüíûå îñòà-
þòñÿ ãîòîâûìè ê ñðàáàòûâàíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïî-
âòîðèòü ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå äëÿ ïàðû ðàçìåòîê (M1

1 , M1
2 ) ∈

BAT è ïåðåõîäà t2. È òàê äàëåå âïëîòü äî ïåðåõîäà tk:
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M1 BAT M2

t1 ↓ ↓ W1

M1
1 BAT M1

2

t2 ↓ ↓ W2

M2
1 BAT M2

2

t3 ↓ ↓ W3

. . . . . .

tk ↓ ↓ Wk

M ′
1 = Mk

1 BAT Mk
2 = M ′

2

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé ïà-
ðàëëåëüíûõ øàãîâ

M2
W1→ M1

2
W2→ M2

2
W3→ . . .

Wk→ Mk
2 = M ′

2,

èìèòèðóþùóþ ñðàáàòûâàíèå ïàðàëëåëüíîãî øàãà M1
V→ M ′

1. Ïî-
ñêîëüêó ñåòü íàñûùåííàÿ, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõî-
äîâ (à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ) ñóùåñòâóåò ïàðàë-
ëåëüíûé øàã ñ òîé æå ìåòêîé è ñ òåìè æå ïðåä- è ïîñòóñëîâèåì,
òî åñòü èñêîìûé ïàðàëëåëüíûé øàã M2

U→ M ′
2 ñ ìåòêîé l(V ).

Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðå-
íîñà, ðàñøèðåííîå ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà íå ìîæåò áûòü ýô-
ôåêòèâíî ïðîâåðåíî ïåðåáîðîì ïàð ðåñóðñîâ, òàê êàê ìíîæåñòâî
ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî.
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñûùåí-
íàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ñèììåòðè÷íîå 1-
ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå B ⊆ M(P ) × M(P ) îáëàäàåò ñëàáûì
ñâîéñòâîì τp-ïåðåíîñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B � τp-
áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Òàê êàê ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà � ýòî
ñâîéñòâî ïåðåíîñà, îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð.

(⇒) Äîêàçàòåëüñòâî â öåëîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 3.4, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 5.1.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñâîéñòâî τp-ïåðåíîñà äëÿ BAT

íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ BAT , t ∈ T , ãäå
M1

t→ M ′
1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî ïàðàëëåëüíîãî

øàãà U ∈M(T ) ñ òîé æå âèäèìîé ìåòêîé l(t) = l(U), äëÿ êîòîðîãî
áû âûïîëíÿëîñü M2

U→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð
èç BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).

(H1, H2) = (r1 + r2 + · · ·+ rl, s1 + s2 + · · ·+ sl), ãäå (ri, si) ∈ B

H1 = •t∪ r1 +F1. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíî-
ñà äëÿ ïàðû (r1, s1) ñóùåñòâóåò èìèòèðóþùèé ïàðàëëåëüíûé øàã
V ∈M(T ), òàêîé, ÷òî l(t) = l(V ),•t∪ r1

t→ G1 è •t− r1 + s1
V→ G2,

ãäå (G1, G2) ∈ BAT .
Òàê êàê •t ∪ r1 ⊆ H1, ê ïðåä- è ïîñòóñëîâèÿì ñðàáàòûâàíèé

ìû ìîæåì äîáàâèòü ðåñóðñ F = H1 − •t ∪ r1:

•t ∪ r1 + F
t→ G1 + F

•t− r1 + s1 + F
V→ G2 + F
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Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ B è àääèòèâíîé çàìêíó-
òîñòè BAT ïîëó÷åííàÿ ïàðà ðàçìåòîê òàêæå ðàçëîæèìà ïî B :
(G1 + F, G2 + F ) ∈ BAT .

Ó íàñ ïîëó÷èëàñü íîâàÿ ðàçìåòêà H ′
1 = •t − r1 + s1 + F =

H1 − r1 + s1. Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò r2 + · · · + rl. Òî åñòü
ìû ìîæåì åùå ðàç ïðèìåíèòü èñïîëüçîâàííûé ïðèåì äëÿ çàìåíû
ðåñóðñà r2 íà áèñèìóëÿðíûé ðåñóðñ s2, íà ýòî ðàç èñïîëüçóÿ ëåì-
ìó 5.1 è íàõîäÿ èìèòèðóþùèé ïàðàëëåëüíûé øàã íå äëÿ ïåðåõîäà,
à äëÿ ïàðàëëåëüíîãî øàãà V .

Ïðèìåíèâ åãî åùå â îáùåé ñëîæíîñòè l − 1 ðàç è èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT , â èòîãå ïîëó÷èì ïàðàë-
ëåëüíûé øàã W , èìèòèðóþùèé t ïðè ðàçìåòêå H2.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé ïàðå (H2,H3), ïîâòîðèì âñå äëÿ ïàðàë-
ëåëüíîãî øàãà W . È ò.ä., âïëîòü äî ïîñëåäíåé ïàðû (Hk−1,Hk).
Â èòîãå ìû ïîëó÷èì ïàðàëëåëüíûé øàã U , èìèòèðóþùèé ñðàáà-
òûâàíèå ïåðåõîäà t ïðè ðàçìåòêå Hk = M2.

Èòàê, ñëàáîå ñâîéñòâî τp-ïåðåíîñà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
ïðè ïîñòðîåíèè τp-áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ.

5.1.5 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè
Êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, äëÿ íàñûùåííûõ ñåòåé ñ
íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñè-
ìàöèè ìàêñèìàëüíîé τp-áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ. Åñëè ðàññìàòðè-
âàòü íå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåñóðñîâ ñåòè, à òîëüêî åãî êîíå÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî, òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðîâåðêó ñëàáîãî
ñâîéñòâà τp-ïåðåíîñà.

Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ íàñûùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ
íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè, q ∈ Nat � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. ×åðåç
Mq(P ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðåñóðñîâ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå
q ôèøåê âî âñåõ ïîçèöèÿõ ñåòè: Mq(P ) = {r ∈M(P ) : |r| < q}.

×åðåç Bτp(N, q) îáîçíà÷èì íàèáîëüøóþ (ïî âëîæåíèþ) τp-
áèñèìóëÿöèþ ðåñóðñîâ íàä ìíîæåñòâîì ðåñóðñîâ îãðàíè÷åííîé
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ìîùíîñòè Mq(P ).
Ïðèâåäåì àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé äëÿ äàííîé íàñûùåííîé

ñåòè Ïåòðè N ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè ìàêñèìàëüíóþ τp-áèñè-
ìóëÿöèþ íàä ìíîæåñòâîì ðåñóðñîâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâû-
øàåò äàííîãî ïàðàìåòðà q. Ïîëó÷àåìîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîð-
ðåêòíîé àïïðîêñèìàöèåé ìàêñèìàëüíîé τp-áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ
ñåòè N.

Àëãîðèòì 5.1. (ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé τp-
áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ)

ââîä: Ïîìå÷åííàÿ íàñûùåííàÿ ñåòü Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè
ïåðåõîäàìè N = (P, T, F, l), ïàðàìåòð q ∈ Nat.

âûâîä: Îòíîøåíèå Bτp(N, q).
øàã 1: Ïóñòü C = {(∅, ∅)} � ïóñòîå ìíîæåñòâî ïàð (ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå êàê îòíîøåíèå íàä Mq(P )).
øàã 2: Ïîñòðîèì B = (Mq(P )×Mq(P ))\C. Â ñèëó êîíå÷-

íîñòè Mq(P ) ìíîæåñòâî ïàð B òàêæå êîíå÷íî.
øàã 3: Ïîñòðîèì Bs � îñíîâíîé áàçèñ B (ïðè ïîìîùè àë-

ãîðèòìà 2.2).
øàã 4: Ïðîâåðèì, îáëàäàåò ëè Bs ñëàáûì ñâîéñòâîì τp-

ïåðåíîñà. Äëÿ ýòîãî ïåðåáåðåì ýëåìåíòû èç Bnr
s � ïîäìíîæå-

ñòâà íåðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ.

• Åñëè âñå ïàðû îáëàäàþò ñëàáûì ñâîéñòâîì τp-ïåðåíîñà, òî
âîçâðàùàåì B � èñêîìóþ áèñèìóëÿöèþ.

• Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò (r, s) ∈ Bnr
s è t ∈ T , ãäå

•t ∩ r 6= ∅, òàêèå, ÷òî ñðàáàòûâàíèå M1
t→ M1

′, ãäå M1 =
•t∪r, íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ñðàáàòûâàíèåì êàêîãî-
ëèáî ïàðàëëåëüíîãî øàãà ñ òîé æå ìåòêîé è ïðåäóñëîâèåì
M2 = •t− r + s. Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿåì (r, s) è (s, r) â C
è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè ìíîæåñòâî ãîòîâûõ ê ñðàáà-
òûâàíèþ ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ êîíå÷íî, à òàêæå êîíå÷íî è ïå-
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ðåáèðàåìîå ìíîæåñòâî ïàð ðåñóðñîâ Mq(P ) ×Mq(P ), àëãîðèòì
çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì R = |Mq(P )| �
ìîùíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ðåñóðñîâ.

Àëãîðèòì 5.1 îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà 3.2 òîëüêî òåì, ÷òî íà
âòîðîì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíî-
ñà, à ñëàáîãî ñâîéñòâà τp-ïåðåíîñà. Ïðè òàêîé ïðîâåðêå ïðîèñõî-
äèò ïåðåáîð íå ìíîæåñòâà ïåðåõîäîâ, à ìíîæåñòâà ïàðàëëåëüíûõ
øàãîâ ñ íå áîëåå ÷åì îäíîé âèäèìîé ìåòêîé. Ïðè ýòîì ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ íå âñå ïàðàëëåëüíûå øàãè (êîòîðûõ áåñêîíå÷íî ìíîãî),
à òîëüêî òå, êîòîðûå ìîãóò ñðàáîòàòü ïðè ðàçìåòêå M2. Îöåíèì
òðóäîåìêîñòü òàêîãî ïåðåáîðà.

Êàæäûé íåâèäèìûé ïåðåõîä ñåòè ìîæåò âõîäèòü â èñêîìûé
ïàðàëëåëüíûé øàã íå áîëåå ÷åì |M2| ðàç, òàê êàê îí çàáèðàåò èç
íà÷àëüíîé ðàçìåòêè êàê ìèíèìóì îäíó ôèøêó.1 Òàêæå â ïàðàë-
ëåëüíûé øàã ìîæåò âõîäèòü íå áîëåå îäíîãî ïåðåõîäà, ïîìå÷åí-
íîãî âèäèìîé ìåòêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü
íå áîëåå |T ||M2||T | ìóëüòèìíîæåñòâ ïåðåõîäîâ.

Ìîùíîñòü ðàçìåòêè M2 = •t−r+s ìîæíî îöåíèòü êàê O(|s|) =
O(q). Èñïîëüçóÿ îöåíêó òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà 3.2 (äëÿ îáûêíî-
âåííûõ ñåòåé Ïåòðè), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè
äëÿ àëãîðèòìà 5.1:

O(max{|P | R9, |T |2q|T ||P | R7}).

Èòàê, ïðè ïåðåõîäå ê ñåòÿì ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè òðó-
äîåìêîñòü àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî ïîâûñèëàñü (ëèíåéíàÿ çàâèñè-
ìîñòü îò |T | ñìåíèëàñü ýêñïîíåíöèàëüíîé). Òàêîé ñêà÷îê îáúÿñíÿ-
åòñÿ ïåðåõîäîì îò ìíîæåñòâ ïåðåõîäîâ ê ìóëüòèìíîæåñòâàì ïðè
îïðåäåëåíèè áèñèìóëÿöèé.

1Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî â ñåòè íåò íåâèäè-
ìûõ ïåðåõîäîâ ñ ïóñòûì ïðåäóñëîâèåì, òàê êàê òàêèå ïåðåõîäû èçáûòî÷íû
è âñåãäà ìîãóò áûòü óäàëåíû èç ñåòè âìåñòå ñ ïîçèöèÿìè, âõîäÿùèìè â èõ
ïîñòóñëîâèÿ.
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q = 1 : p2 ≈τp ∅
q = 2 : p1 ≈τp 2p3

Ðèñ. 5.6: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè τp-áèñèìóëÿöèè ðå-
ñóðñîâ äëÿ íàñûùåííîé ñåòè Ïåòðè ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè τp-áèñèìóëÿ-
öèè ðåñóðñîâ (ðèñóíîê 5.6). Ïîëîæèâ ïàðàìåòð q ðàâíûì åäèíèöå,
ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðåñóðñ p2 τp-ïîäîáåí ïóñòîìó ðåñóðñó (òî åñòü
ïîçèöèÿ p2 èçáûòî÷íà). Óâåëè÷èâ ïàðàìåòð íà åäèíèöó (q = 2),
ìû ïîëó÷èëè åùå îäíó ïàðó ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ p1 ≈τp 2p3.

5.2 Ñåòè Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ
Êëàññ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè íå âñåãäà óäîáåí äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ áîëüøèå íàáîðû îäèíàêîâûõ ýëåìåí-
òîâ èëè õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííûå èåðàðõè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.
Ñåòè Ïåòðè ñëàáî ñòðóêòóðèðîâàíû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò äîñòà-
òî÷íî ìíîãî ôîðìàëèçìîâ íà èõ îñíîâå, â êîòîðûõ òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì ââîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîäóëüíîñòè
è/èëè èåðàðõè÷íîñòè.

Ñðåäè âñåõ ýòèõ ôîðìàëèçìîâ âûäåëÿåòñÿ (êàê ïî ñòåïåíè èçó-
÷åííîñòè, òàê è ïî ïîïóëÿðíîñòè â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè) íà-
áîð êëàññîâ ìîäåëåé, îáúåäèíåííûõ îáùèì íàçâàíèåì �ñåòè Ïåòðè
âûñîêîãî óðîâíÿ�. Ýòî, íàïðèìåð, áàçèñíûå ñåòè âûñîêîãî óðîâíÿ
[67], ïðåäèêàòíûå ñåòè [42], àëãåáðàè÷åñêèå ñåòè [63], ðàñêðàøåí-
íûå ñåòè Ê. Éåíñåíà [53].
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Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî îäèí âèä ôèøåê (÷åðíàÿ òî÷êà), â ñåòÿõ âûñîêîãî óðîâíÿ
ðàçìåòêà çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ôèøåê ðàçëè÷íûõ òèïîâ (öâåòîâ).
Êîëè÷åñòâî òèïîâ êîíå÷íî, êàæäûé òèï ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî èíäèâèäóàëüíûõ ôèøåê. Íàïðèìåð, òèï Boolean ñîäåðæèò äâà
ýêçåìïëÿðà ôèøåê � true è false.

×òîáû óïðàâëÿòü çíà÷åíèÿìè ïåðåíîñèìûõ ôèøåê, â ñåòÿõ
âûñîêîãî óðîâíÿ äóãàì ïðèñâàèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå âûðàæåíèÿ
íåêîòîðîãî òèïèçèðîâàííîãî ÿçûêà, ñîäåðæàùèå â òîì ÷èñëå ïå-
ðåìåííûå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäû ìîãóò ñðàáàòûâàòü â ðàçëè÷-
íûõ ðåæèìàõ, â çàâèñèìîñòè îò ïåðåíîñèìûõ ïî èíöèäåíòíûì
äóãàì ôèøåê. Êðîìå òîãî, êàæäîìó ïåðåõîäó ïðèñâàèâàåòñÿ áó-
ëåâñêàÿ îõðàííàÿ ôóíêöèÿ, ðàçðåøàþùàÿ èëè çàïðåùàþùàÿ åãî
ñðàáàòûâàíèå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ôèøåê íà âõîäå.

Ñåòè âûñîêîãî óðîâíÿ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ãîðàçäî áîëåå êîì-
ïàêòíûå è ñòðóêòóðèðîâàííûå ìîäåëè äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ñèñòåì.
Â íèõ óäîáíåå âíîñèòü ýëåìåíòû îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîä-
õîäà, êîíñòðóêöèè ìîäóëüíîñòè è èåðàðõè÷íîñòè. Ïðè ýòîì êëàññ
ñåòåé âûñîêîãî óðîâíÿ (ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èíäèâèäóàëüíûõ
ôèøåê) ïî âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòè ñîâïàäàþò ñ êëàññîì îáûê-
íîâåííûõ ñåòåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿþò âñå ïîëîæèòåëüíûå
ñâîéñòâà ðàçðåøèìîñòè îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Ñóùåñòâóþò ïðîñòûå àëãîðèòìû, ïðåîáðàçóþùèå ñåòü Ïåò-
ðè âûñîêîãî óðîâíÿ â îáûêíîâåííóþ ñåòü (êàê ïðàâèëî, ãîðàç-
äî áîëüøåãî ðàçìåðà). Îäíàêî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñüìà
ïðîáëåìàòè÷íî, ïîñêîëüêó ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîâåðøåííî íåóäà÷-
íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ íàãëÿäíîñòè è óäîáñòâà àíàëèçà ìîäåëÿì.
Åñëè ñðàâíèâàòü ñåòè Ïåòðè ñ ÿçûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî ñå-
òè âûñîêîãî óðîâíÿ � ýòî ïðîöåäóðíûå ÿçûêè âûñîêîãî óðîâíÿ
íàïîäîáèå C++ èëè Pascal (õîòÿ è áåç ðåêóðñèè), à îáûêíîâåííûå
ñåòè Ïåòðè � íèçêîóðîâíåâûå ìàøèííûå ÿçûêè èëè Assembler.
Èçâåñòíî, ÷òî âîññòàíîâèòü ïî ìàøèííîìó êîäó èñõîäíûé òåêñò
ïðîãðàììû ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî; â ñåòÿõ Ïåòðè íàáëþäàåòñÿ
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ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àëãîðèòìû

àíàëèçà èìåííî äëÿ ñåòåé âûñîêîãî óðîâíÿ, áåç ïåðåâîäà èõ â íèç-
êîóðîâíåâûå ñåòè.

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ñîõðàíÿþùèõ áèñèìóëÿöèþ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå ðå-
ñóðñîâ äëÿ ñåòåé Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ íà ïðèìåðå îäíîãî èç
ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ êëàññîâ ñåòåé âûñîêîãî óðîâíÿ � êëàññà ðàñ-
êðàøåííûõ ñåòåé (Éåíñåíà).

5.2.1 Ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè
Ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè (Coloured Petri Nets, CPN) áûëè ïðåä-
ëîæåíû â 1981 ãîäó Ê. Éåíñåíîì [52, 53]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî
îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ è øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòè-
êå ôîðìàëèçìîâ. CPN-ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ïðîãðàìì-
íûõ ñèñòåìàõ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà (ñðåäè êîòîðûõ íóæíî
âûäåëèòü â ïåðâóþ î÷åðåäü ñèñòåìû Design/CPN è CPN Tools).

Â ðàñêðàøåííûõ ñåòÿõ ìíîæåñòâî òèïîâ ôèøåê íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì öâåòîâ. Ïîçèöèÿì òàêæå ïðèïèñàí öâåò, ïðè ýòîì
ïîçèöèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ôèøêè ñîîòâåòñòâóþùåãî öâå-
òà. Íà ïðàêòèêå èíîãäà èñïîëüçóþò ìîäåëè íà îñíîâå CPN, ñî-
äåðæàùèå öâåòà ñ ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûì íàáîðîì ðàçëè÷è-
ìûõ ôèøåê, íàïðèìåð, òèï Integer. Ýòî íå ñîâñåì êîððåêòíî, òàê
êàê ðàñêðàøåííàÿ ñåòü â òàêîì ñëó÷àå ðàâíîìîùíà ìàøèíå Òüþ-
ðèíãà è íå ïîääàåòñÿ àíàëèçó. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ïðàêòèêå
òèï Integer íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, îí îãðàíè÷èâàåòñÿ
âîçìîæíîñòÿìè ÝÂÌ è äîïóñêàìè êîíêðåòíîé ñèñòåìû ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñêðàøåííûå ñåòè Ïåòðè
ñ êîíå÷íûìè òèïàìè (öâåòàìè). Ðàññìîòðèì èõ ôîðìàëüíîå îïðå-
äåëåíèå.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ÿçûê L òèïèçèðîâàííûõ âûðàæåíèé è
íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ìîäåëü U ýòîãî ÿçûêà. Âûðàæåíèÿ â ÿçûêå
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L ïîñòðîåíû èç ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ. Ýëåìåíòàìè U ÿâëÿþòñÿ èí-
äèâèäóàëüíûå (ðàçëè÷èìûå) ôèøêè. Òèï (öâåò) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî U , òèïîì ñóììû äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå èõ òèïîâ.

Òèï ýëåìåíòà e îáîçíà÷àåòñÿ êàê Type(e), òèï âûðàæåíèÿ
θ ∈ L � êàê Type(θ). V ar(b) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïåðå-
ìåííûõ â âûðàæåíèèn b.

Îïðåäåëåíèå 5.16. Ïîìå÷åííîé ðàñêðàøåííîé ñåòüþ Ïåòðè
(Coloured Petri Net) íàçûâàåòñÿ íàáîð N = (Ω, N, Type, W,G, l),
ãäå

• Ω � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî òèïîâ (öâåòîâ);

• N = (P, T, F ) � ñåòü Ïåòðè;

• Type : P → Ω � ôóíêöèÿ ðàñêðàñêè ïîçèöèé;

• W : F → L � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ äóãàì âûðàæåíèÿ
ÿçûêà L, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ P , t, u ∈ T , ãäå (t, p), (p, u) ∈
F , âûïîëíÿåòñÿ Type(W (t, p)) = Type(W (p, u)) = Type(p);

• G : T → B � áóëåâñêàÿ îõðàííàÿ ôóíêöèÿ;

• l : T → Act � ïîìå÷àþùàÿ ôóíêöèÿ.

Â ðàñêðàøåííûõ ñåòÿõ âñå äóãè èìåþò êðàòíîñòü 1. Îäíàêî
ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïî äóãå âñåãäà òðàíñïîðòèðóåòñÿ òîëüêî îäíà
ôèøêà. Êðàòíîñòü ïåðåíîñèòñÿ èç ãðàôîâîé ñòðóêòóðû íà óðî-
âåíü âûðàæåíèé ÿçûêà L, ïîìå÷àþùèõ äóãè. Íàïðèìåð, âûðà-
æåíèå x + x (çàïèñûâàåìîå òàêæå êàê 2x), ãäå x � ïåðåìåííàÿ,
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî äóãå òðàíñïîðòèðóþòñÿ äâå îäèíàêîâûå ôèø-
êè. Âûðàæåíèå x + y, ãäå x è y � ïåðåìåííûå, ïîêàçûâàåò, ÷òî
òðàíñïîðòèðóþòñÿ äâå ïðîèçâîëüíûå (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå)
ôèøêè.

Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè.
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Îïðåäåëåíèå 5.17. Ïóñòü N = (Ω, N, Type, W,G, l) � ïîìå÷åí-
íàÿ ðàñêðàøåííàÿ ñåòü Ïåòðè.

• Ðàçìåòêîé ñåòè N íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ M : P → M(U),
òàêàÿ, ÷òî

∀p ∈ P Type(M(p)) = Type(p).

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê ðàñêðàøåííîé ñåòè N îáîçíà÷èì
êàê M(N ).

• Äëÿ ïåðåõîäà t ∈ T ÷åðåç Var(t) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè G(t) è âî âñåõ âûðàæåíèÿõ íà
âõîäíûõ è âûõîäíûõ äóãàõ äàííîãî ïåðåõîäà.

• Îçíà÷èâàíèåì ïåðåõîäà t (ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Var(t))
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ b : Var(t) →M(U), òàêàÿ, ÷òî

∀v ∈ Var(t) b(v) ∈ Type(v).

Ïåðåõîä t ïðè îçíà÷èâàíèè b îáîçíà÷àåòñÿ êàê t[b]. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ âîçìîæíûõ îçíà÷èâàíèé ïåðåõîäà t îáîçíà÷èì êàê
Y (t). ×åðåç T (N ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îçíà÷åííûõ ïåðå-
õîäîâ ñåòè N :

T (N ) = {t[b] | t ∈ T, b ∈ Y (t)}.

• Îïðåäåëèì ïðåä- è ïîñòóñëîâèå îçíà÷åííîãî ïåðåõîäà t[b]:
•t[b] =

∑

p∈P

W (p, t)[b], t•[b] =
∑

p∈P

W (t, p)[b].

• Îçíà÷åííûé ïåðåõîä t[b] ãîòîâ ê ñðàáàòûâàíèþ ïðè ðàçìåò-
êå M , åñëè G(t)[b] = true è •t[b] ⊆ M .

• Ãîòîâûé ê ñðàáàòûâàíèþ ïðè ðàçìåòêå M îçíà÷åííûé ïåðå-
õîä t[b] ìîæåò ñðàáîòàòü, ïîðîæäàÿ íîâóþ ðàçìåòêó M ′ =

M − •t[b] + t•[b] (îáîçíà÷àåòñÿ M
t[b]→ M ′).
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~

>

k

= ?

?

AB

îæèäàíèå ðàáîòàêëþ÷
x x

x x

âåðíóòü êëþ÷

âçÿòü êëþ÷

U = {A,B, •}
Ω = {Agent = {A,B}, Key = {•}}
Type(îæèäàíèå) = Agent
Type(ðàáîòà) = Agent
Type(x) = Agent
Type(êëþ÷) = Key
G(âçÿòü êëþ÷) ≡ true
G(âåðíóòü êëþ÷) ≡ true

Ðèñ. 5.7: Ðàçäåëåííûé äîñòóï ê îáùåìó ðåñóðñó äëÿ äâóõ àãåíòîâ
(ïðîöåññîâ)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îäíîé è òîé æå ðàçìåòêå ïåðåõîä ìîæåò
ñðàáîòàòü â ðàçíûõ ðåæèìàõ (â çàâèñèìîñòè îò îçíà÷èâàíèÿ).
×èñëî âîçìîæíûõ îçíà÷èâàíèé êîíå÷íî.

Ïðèìåð ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.7.
Ýòà ñåòü ìîäåëèðóåò òó æå ñàìóþ ñèñòåìó ðàçäåëåíèÿ äîñòóïà,
÷òî è îáûêíîâåííàÿ ñåòü Ïåòðè, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 1.7.
Îäíàêî îíà ãîðàçäî êîìïàêòíåé (òðè ïîçèöèè âìåñòî ïÿòè, äâà
ïåðåõîäà âìåñòî ÷åòûðåõ) è ñòðóêòóðèðîâàííåé. Äóáëèðîâàíèå
äâóõ èäåíòè÷íûõ ïî ñâîéñòâàì è ïîâåäåíèþ àãåíòîâ (ïðîöåññîâ)
ïåðåíåñåíî èç ãðàôîâîé ñòðóêòóðû ñåòè íà óðîâåíü ðàçëè÷èìûõ
ôèøåê. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà àãåíòîâ â èñõîäíîé
ñèñòåìå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâåäåòñÿ ê ïðîñòîìó óâåëè÷åíèþ êî-
ëè÷åñòâà ôèøåê â òèïå Agent.

Øèðîêî èçâåñòíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàñêðàøåííûõ ñåòåé:

Ôàêò 5.1. Êëàññ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé Ïåòðè ñîâïàäàåò ïî âû-
ðàçèòåëüíîé ìîùíîñòè ñ êëàññîì îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⊇) Î÷åâèäíî, òàê êàê îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåò-
ðè � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñêðàøåííûõ ñåòåé Ïåòðè, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ U = {•} è G(t) ≡ true äëÿ ëþáîãî t ∈ T .
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(⊆) Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ñïîñîá �ðàçâîðà÷èâàíèÿ� ðàñêðàøåí-
íîé ñåòè â îáûêíîâåííóþ: êàæäàÿ ðàñêðàøåííàÿ ïîçèöèÿ p çàìå-
íÿåòñÿ íà íàáîð ïîçèöèé (ïî îäíîé íà êàæäûé ýëåìåíò C(p)), êàæ-
äûé ïåðåõîä t çàìåíÿåòñÿ íà íàáîð ïåðåõîäîâ (ïî îäíîìó íà êàæ-
äîå îçíà÷èâàíèå, äîïóñòèìîå â ñîîòâåòñòâèå ñ G(t)), ñîîòâåòñòâó-
þùèì îáðàçîì ïåðåíàïðàâëÿþòñÿ äóãè. Ïðèìåðîì òàêîãî �ðàçâî-
ðà÷èâàíèÿ� ÿâëÿåòñÿ ñåòü íà ðèñóíêå 1.7 (ïî îòíîøåíèþ ê ñåòè íà
ðèñóíêå 5.7).

Áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê äëÿ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé îïðåäåëÿåòñÿ
òàê æå, êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè (íî ñ �ïîïðàâêîé�
íà îçíà÷èâàíèÿ ïåðåõîäîâ):

Îïðåäåëåíèå 5.18. Ïóñòü N = (Ω, N, Type, W,G, l) � ïîìå÷åí-
íàÿ ðàñêðàøåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Îòíîøåíèå R ⊆ M(N ) × M(N )
íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû (M1,M2) ∈ R è äëÿ ëþáîãî îçíà÷åííîãî ïåðåõîäà
t[b] ∈ T (N ), òàêîãî ÷òî M1

t[b]→ M ′
1, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé îçíà-

÷åííûé ïåðåõîä u[v] ∈ T (N ), òàêîé ÷òî l(t) = l(u), M2
u[v]→ M ′

2 è
(M ′

1,M
′
2) ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 5.19. Åñëè îòíîøåíèÿ R è R−1 îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì ïåðåíîñà, òî R íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê.

Èç íåðàçðåøèìîñòè áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê äëÿ îáûêíîâåííûõ
ñåòåé Ïåòðè [48] è ëåììû 5.1 ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü áèñèìóëÿ-
öèè ðàçìåòîê äëÿ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

5.2.2 Ýëåìåíòàðíûå ðåñóðñû
Â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè ïîçèöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîé îáúåêò, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ öå-
ëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì (êîëè÷åñòâîì ôèøåê â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè). Â ðàñêðàøåííûõ ñåòÿõ ïîçèöèÿ îáëàäàåò íåêîòî-
ðîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, ïîýòîìó åå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ âåê-
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òîðîì (ìóëüòèìíîæåñòâîì íàä ìíîæåñòâîì èíäèâèäóàëüíûõ ôè-
øåê äàííîãî öâåòà). ×òîáû âûäåëèòü êàæäóþ ñîñòàâëÿþùóþ ýòî-
ãî âåêòîðà, ìû ââîäèì ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî ðåñóðñà.

Îïðåäåëåíèå 5.20. Ýëåìåíòàðíûì ðåñóðñîì â ðàñêðàøåííîé
ñåòè Ïåòðè N = (Ω, N, Type, W,G, l) íàçûâàåòñÿ ïàðà

(p, d) ∈ P × U , ãäå d ∈ Type(p).

Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ðåñóðñîâ ðàñêðàøåííîé ñåòè N
îáîçíà÷àåòñÿ êàê E(N ).

Ýëåìåíòàðíûé ðåñóðñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �÷àñòü� ðàñ-
êðàøåííîé ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîé èíäèâèäóàëü-
íîé ôèøêå. Íàïðèìåð, â ñåòè íà ðèñóíêå 5.7 ïîçèöèè îæèäà-
íèå ñîîòâåòñòâóåò äâà ýëåìåíòàðíûõ ðåñóðñà � (îæèäàíèå, A)
è (îæèäàíèå, B).

Ýëåìåíòàðíûé ðåñóðñ ìû áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü
êàê àíàëîã ïîçèöèè îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè.

Îïðåäåëåíèå 5.21. Ðåñóðñîì â ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè N íà-
çûâàåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâî íàä ìíîæåñòâîì å¼ ýëåìåíòàðíûõ ðå-
ñóðñîâ E(N ).

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåòêó ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè òàêæå ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ìóëüòèìíîæåñòâî íàä ìíîæåñòâîì ýëåìåí-
òàðíûõ ðåñóðñîâ E(N ). Êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåò-
ðè, êàæäûé ðåñóðñ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåòêîé, è êàæäàÿ ðàçìåòêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåñóðñîì. Ïîýòîìó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà ðåñóðñîâ
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå M(N ) (òî æå ñàìîå, ÷òî è äëÿ
ìíîæåñòâà ðàçìåòîê).

5.2.3 Ïîäîáèå è áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ â
ðàñêðàøåííûõ ñåòÿõ

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè.
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2a b
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1

p1 p2

t1

t2

U = {a, b}
Ω = {T = {a, b}}
Type(p1) = Type(p2) = T
G(t1) = G(t2) = true
Var(t1) = Var(t2) = ∅
l(t1) = l(t2) = α

Ðèñ. 5.8: Ïðèìåð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ ((p1, b) ≈ 2·(p1, a))

Îïðåäåëåíèå 5.22. Ïóñòü N = (Ω, N, Type,W,G, l) � ðàñêðà-
øåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ðåñóðñû r è s íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè (îáî-
çíà÷àåòñÿ r ≈ s), åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè R, òàêîé, ÷òî r ⊆ R,
âûïîëíÿåòñÿ R ∼ R− r + s.

Ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.
Óòâåðæäåíèå 5.6. 1. Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé

Ïåòðè çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àääèòèâíîñòè è òðàíçè-
òèâíîñòè è îáëàäàåò êîíå÷íûì AT -áàçèñîì.

2. Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé Ïåòðè íåðàçðåøèìî.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ è
òåîðåìû 2.1.

2) Ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ íåðàçðåøèìîñòü ïîäîáèÿ ðåñóð-
ñîâ â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè (ñëåäñòâèå 2.1) è ðàâíîìîùíîñòü
êëàññîâ ðàñêðàøåííûõ è îáûêíîâåííûõ ñåòåé (ëåììà 5.1).

Ïðîñòîé ïðèìåð ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ â ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåò-
ðè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.8. Â äàííîì ñëó÷àå îäíà ôèøêà b â
ïîçèöèè p1 ïîäîáíà äâóì ôèøêàì a â òîé æå ñàìîé ïîçèöèè p1.
Îïðåäåëåíèå 5.23. Ïóñòü N = (Ω, N, Type,W,G, l) � ðàñêðà-
øåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå
B ⊆ M(N )×M(N ) íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðåñóðñîâ, åñëè BAT

åñòü áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê.
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Äëÿ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé âåðíî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåî-
ðåìå 3.3 äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé:

Óòâåðæäåíèå 5.7. Ïóñòü N = (Ω, N, Type, W,G, l) � ðàñêðà-
øåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Òîãäà

1. åñëè B1 ⊆ M(N )×M(N ) � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ è âûïîë-
íåíî B2 ⊆ B1, òî îòíîøåíèå B2 � ïîäîáèå ðåñóðñîâ;

2. åñëè B1, B2 ⊆ M(N ) ×M(N ) � áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ, òî
îòíîøåíèå B1 ∪B2 � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ;

3. äëÿ N ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïî âëîæåíèþ áèñèìóëÿ-
öèÿ ðåñóðñîâ (îáîçíà÷àåòñÿ êàê ');

4. ' ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3, íî

ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ðàñêðàøåííûõ ñåòåé (ìîäåëèðóþòñÿ ñðàáà-
òûâàíèÿ îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ):

Ïóñòü B = B1 ∪ B2. Ïîêàæåì, îòíîøåíèå ÷òî BAT � áèñèìó-
ëÿöèÿ ðàçìåòîê.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ BAT íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ BAT , t[b] ∈ T (N ), ãäå
M1

t[b]→ M ′
1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî îçíà÷åííîãî

ïåðåõîäà u[v] ∈ T (N ) ñ òîé æå ìåòêîé l(t) = l(u), äëÿ êîòîðîãî
áû âûïîëíÿëîñü M2

u[v]→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð
èç BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).
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(H1,H2) = (L1 + L2, R1 + R2), ãäå
(L1, R1) ∈ (B1)AT , (L2, R2) ∈ (B2)AT

Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè B1 â (B1)AT âõîäèò ïàðà (L1, R1) +
(L2, L2) = (H1, R1+L2). Çàìåòèì, ÷òî H1 = M1, òîãäà â ñèëó ñâîé-
ñòâà ïåðåíîñà äëÿ (B1)AT ñóùåñòâóåò îçíà÷åííûé ïåðåõîä w[x],
èìèòèðóþùèé ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t[b] ïðè ðàçìåòêå R1 + L2:

R1 + L2
w[x]→ G1, ãäå l(w) = l(t) è (M ′

1, G1) ∈ (B1)AT .

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ B2 â (B2)AT

âõîäèò ïàðà (L2, R2) + (R1, R1) = (R1 + L2,H2). Â ñèëó ñâîéñòâà
ïåðåíîñà äëÿ (B2)AT ñóùåñòâóåò îçíà÷åííûé ïåðåõîä y[z], èìèòè-
ðóþùèé ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà w[x] ïðè ðàçìåòêå H2:

H2
y[z]→ G2, ãäå l(y) = l(w) = l(t) è (G1, G2) ∈ (B2)AT .

Î÷åâèäíî, ÷òî (B1)AT ∈ BAT è (B2)AT ∈ BAT . Êðîìå òîãî, îò-
íîøåíèå BAT òðàíçèòèâíî çàìêíóòî, òàê ÷òî ìû ìîæåì çàìêíóòü
ïàðû (M ′

1, G1) è (G1, G2), ïîëó÷èâ ïàðó (M ′
1, G2) ∈ BAT . Èòàê,

ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà y[z] èìèòèðóåò ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t[b]
â ñìûñëå BAT .

Ïîâòîðèâ ýòî ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ïàð âèäà
(Hi,Hi+1), ìû ïîëó÷èì â èòîãå èñêîìûé îçíà÷åííûé ïåðåõîä u[v],
èìèòèðóþùèé t[b] ïðè ðàçìåòêå M2.

3)�4) Àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2) è 3)
òåîðåìû 3.3.

Îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ CPN:

Îïðåäåëåíèå 5.24. Ïóñòü N = (Ω, N, Type,W,G, l) � ðàñêðà-
øåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Îòíîøåíèå B ⊆ M(N )×M(N ) îáëàäàåò ñëà-
áûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ âñåõ (r, s) ∈ B, t[b] ∈ T (N ),
òàêèõ ÷òî •t[b] ∩ r 6= ∅, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé îçíà÷åííûé ïåðå-
õîä u[v] ∈ T (N ), òàêîé ÷òî l(t) = l(u) è, îáîçíà÷èâ M1 = •t[b] ∪ r
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è M2 = •t[b] − r + s, ìû èìååì M1
t[b]→ M1

′ è M2
u[v]→ M2

′, ãäå
(M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü N = (Ω, N, Type, W,G, l) � ðàñêðàøåííàÿ
ñåòü Ïåòðè. Ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå
B ⊆ M(N ) ×M(N ) îáëàäàåò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà B � áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñâîéñòâî ïåðåíî-
ñà äëÿ BAT íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1, M2) ∈ BAT è
t[b] ∈ T (N ), ãäå M1

t[b]→ M ′
1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî

îçíà÷åííîãî ïåðåõîäà u[v] ∈ T (N ) ñ òîé æå ìåòêîé l(t) = l(u), äëÿ
êîòîðîãî áû âûïîëíÿëîñü M2

u[v]→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð
èç BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).

(H1, H2) = (r1 + r2 + · · ·+ rl, s1 + s2 + · · ·+ sl), ãäå (ri, si) ∈ B

H1 = •t[b]∪r1+F1. Â ñèëó ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ ïàðû
(r1, s1) âñåãäà íàéäåòñÿ îçíà÷åííûé ïåðåõîä w[x] ñ òîé æå ìåòêîé
l(t) = l(w), òàêîé, ÷òî •t[b] ∪ r1

t[b]→ G1 è •t[b] − r1 + s1
w[x]→ G2, ãäå

(G1, G2) ∈ BAT .
Òàê êàê •t[b] ∪ r1 ⊆ H1, ê ïðåä- è ïîñòóñëîâèÿì ñðàáàòûâàíèé

ìû ìîæåì äîáàâèòü ðåñóðñ F = H1 − •t[b] ∪ r1:

•t[b] ∪ r1 + F
t[b]→ G1 + F

•t[b]− r1 + s1 + F
w[x]→ G2 + F
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Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè B è àääèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT

ïîëó÷åííàÿ ïàðà ðàçìåòîê òàêæå ðàçëîæèìà ïî B : (G1 +F, G2 +
F ) ∈ BAT .

Ïîëó÷àåì íîâàÿ ðàçìåòêà H ′
1 = •t[b]−r1+s1+F = H1−r1+s1.

Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò r2 + · · · + rl. Òî åñòü ìîæíî åùå ðàç
ïðèìåíèòü èñïîëüçîâàííûé âûøå ïðèåì äëÿ çàìåíû ðåñóðñà r2 íà
áèñèìóëÿðíûé ðåñóðñ s2.

Ïðèìåíèâ åãî åùå â îáùåé ñëîæíîñòè l − 1 ðàç è èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT , â èòîãå ïîëó÷èì îçíà-
÷åííûé ïåðåõîä y[z], èìèòèðóþùèé t[b] ïðè ðàçìåòêå H2.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé ïàðå (H2,H3), ïîâòîðèì âñå äëÿ ïåðå-
õîäà w. È ò.ä. âïëîòü äî ïîñëåäíåé ïàðû (Hk−1,Hk). Â èòîãå ìû
ïîëó÷èì îçíà÷åííûé ïåðåõîä u[v], èìèòèðóþùèé t[b] ïðè ðàçìåòêå
Hk = M2.

(⇐) Î÷åâèäíî, òàê êàê ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà � ýòî ñâîé-
ñòâî ïåðåíîñà, îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð.

5.2.4 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè
Äëÿ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé âîçìîæíî ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè
ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ. Êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåí-
íûõ ñåòåé Ïåòðè, ïðè ðàññìîòðåíèè êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà ðåñóðñîâ ñåòè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðîâåðêó ñëàáîãî
ñâîéñòâà ïåðåíîñà.

Ïóñòü N = (Ω, N, Type, W,G, l) � ðàñêðàøåííàÿ ñåòü Ïåòðè,
q ∈ Nat � íåêîòîðûé ïàðàìåòð.

×åðåç B(N , q) îáîçíà÷èì íàèáîëüøóþ (ïî âëîæåíèþ) áèñèìó-
ëÿöèþ ðåñóðñîâ íàä ìíîæåñòâîì ðåñóðñîâ îãðàíè÷åííîé ìîùíî-
ñòè Mq(N ) (ãäå Mq(N ) = {r ∈ M(N ) | |r| ≤ q}).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé äëÿ äàííîé ðàñêðàøåííîé
ñåòè Ïåòðè N ìàêñèìàëüíóþ áèñèìóëÿöèþ íàä ìíîæåñòâîì ðå-
ñóðñîâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò äàííîãî ïàðàìåòðà q.
Ïîëó÷àåìîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì ïðèáëèæåíèåì ìàê-
ñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ ñåòè N .
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Àëãîðèòì 5.2. (ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé áè-
ñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè)

ââîä: Ðàñêðàøåííàÿ ñåòü Ïåòðè N = (Ω, N, Type, W,G, l),
ïàðàìåòð q ∈ Nat.

âûâîä: Îòíîøåíèå B(N , q).
øàã 1: Ïóñòü C = {(∅, ∅)} � ïóñòîå ìíîæåñòâî ïàð (ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå êàê îòíîøåíèå íàä Mq(N )).
øàã 2: Ïîñòðîèì B = (Mq(N )×Mq(N ))\C. Â ñèëó êîíå÷-

íîñòè Mq(N ) ìíîæåñòâî ïàð B òàêæå êîíå÷íî.
øàã 3: Ïîñòðîèì Bs � îñíîâíîé áàçèñ îòíîøåíèÿ B (ïî

àëãîðèòìó 2.2).
øàã 4: Ïðîâåðèì, îáëàäàåò ëè Bs ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðå-

íîñà. Äëÿ ýòîãî ïåðåáåðåì ýëåìåíòû èç Bnr
s � ïîäìíîæåñòâà

íåðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ.

• Åñëè âñå ïàðû îáëàäàþò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, òî
âîçâðàùàåì B � èñêîìóþ áèñèìóëÿöèþ.

• Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò (r, s) ∈ Bnr
s , t[b] ∈ T (N ),

ãäå •t[b] ∩ r 6= ∅, òàêèå, ÷òî ñðàáàòûâàíèå M1
t[b]→ M1

′, ãäå
M1 = •t[b]∪ r, íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ñðàáàòûâàíè-
åì êàêîãî-ëèáî ïåðåõîäà ñ òîé æå ìåòêîé è ïðåäóñëîâèåì
M2 = •t[b] − r + s. Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿåì (r, s) è (s, r) â
C è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè ìíîæåñòâî ãîòîâûõ ê ñðàáà-
òûâàíèþ îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ êîíå÷íî, à òàêæå êîíå÷íî è ïå-
ðåáèðàåìîå ìíîæåñòâî ïàð ðåñóðñîâ Mq(N ) ×Mq(N ), àëãîðèòì
çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì R = |Mq(N )| �
ìîùíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ðåñóðñîâ.

Àëãîðèòì 5.2 îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà 3.2 ìíîæåñòâàìè ïå-
ðåáîðà. Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì ðåñóðñ íå êàê ìóëüòèìíî-
æåñòâî ïîçèöèé, à êàê ìóëüòèìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ðåñóðñîâ
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a b- -A x
t1 t2p2

b a- -B x

t3 t4p3

µ

R

p1

U = {•, A, B}
Ω = {Token = {•},

Letter = {A,B}}
Type(p1) = Token
Type(p2) = Type(p3) = Letter
Type(x) = Letter
G(t1) = G(t2) = G(t3) =

= G(t4) = true

Ðèñ. 5.9: Ïðèìåð ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè

(âìåñòî ìíîæåñòâà P ïåðåáèðàåì ìíîæåñòâî E(N )). Åùå îäíî îò-
ëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà âòîðîì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíå-
íèå ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ ðàñêðàøåííûõ ñåòåé. Ïðè òà-
êîé ïðîâåðêå ïðîèñõîäèò ïåðåáîð íå ìíîæåñòâà ïåðåõîäîâ (êàê â
ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ ñåòåé), à ìíîæåñòâà îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ.
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îçíà÷åííûõ ïåðåõîäîâ ñåòèN ðàâíà |T (N )|.

Çàìåíÿÿ â îöåíêå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà 3.2 (äëÿ îáûêíî-
âåííûõ ñåòåé Ïåòðè) |P | íà |E(N )| è |T | íà |T (N )|, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùóþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè äëÿ àëãîðèòìà 5.2:

O(max{|E(N )| R9, |T (N )|2 |E(N )| R7}).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè áèñèìóëÿöèè
ðåñóðñîâ â ðàñêðàøåííîé ñåòè Ïåòðè (Ðèñ. 5.9). Ïîëîæèâ ïàðà-
ìåòð q ðàâíûì äâóì, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð ïîäîáíûõ ðåñóð-
ñîâ:

(p1, •) ≈ (p2, A) + (p3, A) ≈ (p2, A) + (p3, B) ≈

≈ (p2, B) + (p3, A) ≈ (p2, B) + (p3, B).
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5.3 Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè
Ôîðìàëèçì âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè (Nested Petri Nets, NP-ñåòè)
áûë ïðåäëîæåí È.À. Ëîìàçîâîé [14, 15, 17, 55]. Âî âëîæåííûõ
ñåòÿõ Ïåòðè â êà÷åñòâå ôèøåê âûñòóïàþò îáû÷íûå ñåòè Ïåòðè,
êîòîðûå ìîãóò ôóíêöèîíèðîâàòü êàê àâòîíîìíî, òàê è âî âçà-
èìîäåéñòâèè ìåæäó ñîáîé (ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ) è ñ
ñèñòåìíîé ñåòüþ (âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ). Ýòîò ìåõàíèçì
ïîçâîëÿåò èíòóèòèâíî ÿñíî ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå èåðàðõè÷åñêèå
è ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû, èìåþùèå äèíàìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè çàíèìàþò ñòðîãî ïðîìåæóòî÷íîå ïî
âûðàçèòåëüíîñòè ïîëîæåíèå ìåæäó îáûêíîâåííûìè ñåòÿìè Ïåò-
ðè è óíèâåðñàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìîäåëÿìè. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ íèõ íåðàçðåøèìû ïðîáëåìû äîñòèæèìîñòè, æèâîñòè è îãðà-
íè÷åííîñòè, ðàçðåøèìûå äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé. Â òî æå âðå-
ìÿ âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðóêòóðèðîâàííûìè
ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ, äëÿ íèõ ðàçðåøèìû ïðîáëåìû îñòàíîâà è
ïîêðûòèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ñîõðàíÿþùèõ áèñèìóëÿöèþ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå ðå-
ñóðñîâ äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññà îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè � òàê
íàçûâàåìûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

5.3.1 Îïðåäåëåíèå âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè
Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ êëàññà äâóõóðîâíå-
âûõ âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Ïóñòü Labv = {l1, l2, . . .} è Labh = {λ1, λ2, . . .} � äâà íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà ìåòîê. Äëÿ êàæäîé ìåòêè èç l ∈ Labv è
äëÿ êàæäîé ìåòêè λ ∈ Labh èìååòñÿ äâîéñòâåííàÿ ìåòêà l ∈ Labv,
ñîîòâåòñòâåííî, λ ∈ Labh, òàêèå ÷òî

1. l1 6= l2 äëÿ l1, l2 ∈ Labv, l1 6= l2; λ1 6= λ2 äëÿ λ1, λ2 ∈ Labh,
λ1 6= λ2;



5.3. ÂËÎÆÅÍÍÛÅ ÑÅÒÈ ÏÅÒÐÈ 153

2. l =def l; λ =def λ.

Ìåòêè ìíîæåñòâà Labv áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âåðòèêàëü-
íîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðåõîäîâ, ìåòêè ìíîæåñòâà Labh � äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïîëàãàåì Lab =def Labv ∪ Labh.

Êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, äëÿ íàáëþäåíèÿ
çà ïîâåäåíèåì âëîæåííûõ ñåòåé èõ ïåðåõîäû ïîìå÷àþòñÿ ñèìâî-
ëàìè èç àëôàâèòà ìåòîê ñðàáàòûâàíèé Act. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ýòè ìåòêè íå êîíôëèêòîâàëè ñ ìåòêàìè èç Lab. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè çäåñü è äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Act ñî-
äåðæèò âñå ñèíõðîíèçèðóþùèå ìåòêè èç Lab è ïàðû äâîéñòâåííûõ
ìåòîê âèäà (l, l) èëè (λ, λ).

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ÿçûê âûðàæåíèé L. Âûðàæåíèÿ â ÿçû-
êå L ïîñòðîåíû èç ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëü-
êî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî êîíñòàíò ÿçû-
êà L ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà: A �
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ êîíñòàíò (èñïîëüçóåìûõ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ îáû÷íûõ öâåòíûõ ôèøåê) è O � ìíîæåñòâî îáúåêòíûõ
êîíñòàíò (èñïîëüçóåìûõ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñåòåâûõ ôèøåê).

V ar(b) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè
b. Const(b) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò â âûðàæåíèè b.

Îïðåäåëåíèå 5.25. Ïîìå÷åííîé âëîæåííîé ñåòüþ Ïåòðè (NP-
ñåòüþ) íàçûâàåòñÿ íàáîð NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab,Λ),
ãäå

1. A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ôèøåê.

2. {EN1, . . . ,ENk} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòíûõ ñåòåé,
ãäå ENi = (Pi, Ti, Fi, li) � îáûêíîâåííàÿ ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè.
O =

⋃
i=1...k{(ENi, M) | M ∈ M(Pi)} � ìíîæåñòâî ñåòå-

âûõ ôèøåê, òî åñòü ìíîæåñòâî ìàðêèðîâàííûõ ýëåìåíòíûõ
ñåòåé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, òàê êàê
áåñêîíå÷íî ìíîæåñòâî ðàçìåòîê îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè.
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3. SN = (N, W ) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè âûñîêîãî óðîâíÿ, ãäå

• N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè, òàêàÿ, ÷òî
âñå äóãè â F èìåþò êðàòíîñòü 1.

• W � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé äóãå (x, y) ∈ F
íåêîòîðîå âûðàæåíèå W (x, y) ÿçûêà L. Ïðè ýòîì íà âû-
ðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå âõîäíûì äóãàì ïåðåõîäîâ, íà-
êëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:
� ýòè âûðàæåíèÿ íå ñîäåðæàò êîíñòàíò èç O (òî åñòü

òîëüêî êîíñòàíòû èç A è ïåðåìåííûå);
� ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè W (p, t)

íå áîëåå îäíîãî ðàçà;
� äëÿ âûðàæåíèé W (p1, t) è W (p2, t), ïðèïèñàííûõ

ðàçëè÷íûì âõîäíûì äóãàì îäíîãî è òîãî æå ïåðåõî-
äà t, âûïîëíÿåòñÿ Var(W (p1, t))∩Var(W (p2, t)) = ∅.

Íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå âûõîäíûì äóãàì, íàêëà-
äûâàåòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: âûõîäíîå âûðàæåíèå
äëÿ ïåðåõîäà t ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ïåðåìåííûå,
êîòîðûå âõîäÿò â îäíî èç âõîäíûõ âûðàæåíèé äëÿ ýòî-
ãî æå ïåðåõîäà.

4. Lab = Labv ∪ Labh � ìíîæåñòâî ìåòîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì (ñîãëàñîâàííîñòè ñ Act).

5. Λ � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîìåòêè ïåðåõîäîâ, ïîìå÷àþùàÿ
íåêîòîðûå ïåðåõîäû ñèñòåìíîé ñåòè ìåòêàìè èç Labv è íåêî-
òîðûå ïåðåõîäû ýëåìåíòíûõ ñåòåé ìåòêàìè èç Labv ∪ Labh.

Îãðàíè÷åíèÿ íà âûðàæåíèÿ, ïðèïèñàííûå äóãàì ñèñòåìíîé ñå-
òè, íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷àåìûé ôîðìàëèçì íå áûë
ñëèøêîì âûðàçèòåëüíûì. Áåç ëþáîãî èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé âëî-
æåííûå ñåòè Ïåòðè ñòàëè áû ðàâíîìîùíû óíèâåðñàëüíûì âû÷èñ-
ëèòåëüíûì ñèñòåìàì.
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Îïðåäåëåíèå 5.26. Ðàçìåòêîé ïîìå÷åííîé âëîæåííîé ñåòè Ïåò-
ðè NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab,Λ) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå
ìóëüòèìíîæåñòâî M ïàð âèäà (p, C), ãäå p ∈ P , C ∈ A ∪O.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåòêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê îòîá-
ðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè SN íå-
êîòîðîå êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî àòîìàðíûõ è ñåòåâûõ ôèøåê:

M : P →M(A ∪O).

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåòîê âëîæåííîé ñåòè NPN îáîçíà÷èì êàê
M(NPN).

Îïðåäåëåíèå 5.27. Ìàðêèðîâàííîé ïîìå÷åííîé âëîæåííîé ñå-
òüþ Ïåòðè íàçûâàåòñÿ ïàðà (NPN, M0), ãäå

1. NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ) � ïîìå÷åííàÿ âëî-
æåííàÿ ñåòü Ïåòðè;

2. M0 ∈ M(NPN) � íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ ðàçìåòêà ñåòè NPN,
íàçûâàåìàÿ íà÷àëüíîé.

Îïðåäåëèì ïîâåäåíèå âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè.

Îïðåäåëåíèå 5.28. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè.

• Äëÿ ïåðåõîäà ñèñòåìíîé ñåòè t ∈ T ÷åðåç Var(t) îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ íà åãî âõîä-
íûõ è âûõîäíûõ äóãàõ:

Var(t) =
⋃

p∈P

{Var(W (p, t)) ∪ Var(W (t, p))}.

×åðåç Const(t) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò âî âñåõ
âûðàæåíèÿõ íà åãî âõîäíûõ è âûõîäíûõ äóãàõ:

Const(t) =
⋃

p∈P

{Const(W (p, t)) ∪ Const(W (t, p))}.
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• Îçíà÷èâàíèåì ïåðåõîäà t ∈ T (ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà
Var(t)) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ b : Var(t) →M(A ∪O).
Ïåðåõîä t ïðè îçíà÷èâàíèè b îáîçíà÷àåòñÿ êàê t[b].
Ñåòåâûå ôèøêè, ÿâëÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ â âû-
ðàæåíèÿõ íà âõîäíûõ äóãàõ ïåðåõîäà t ∈ T ïðè îçíà÷èâàíèè
b, íàçûâàþòñÿ çàäåéñòâîâàííûìè ïðè ñðàáàòûâàíèè t[b].

• Îïðåäåëèì ïðåä- è ïîñòóñëîâèå îçíà÷åííîãî ïåðåõîäà ñè-
ñòåìíîé ñåòè t[b]:

•t[b] =
∑

p∈P

W (p, t)[b], t•[b] =
∑

p∈P

W (t, p)[b].

• Îçíà÷åííûé ïåðåõîä ñèñòåìíîé ñåòè t[b] ãîòîâ ê ñðàáàòûâà-
íèþ ïðè ðàçìåòêå M , åñëè •t[b] ⊆ M .

Îïðåäåëåíèå 5.29. Äëÿ âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ÷åòûðå âèäà øàãîâ ñðàáàòûâàíèÿ:

• ñèñòåìíî-àâòîíîìíûé øàã: Ïóñòü t � ïåðåõîä ñèñòåì-
íîé ñåòè SN, òàêîé, ÷òî Λ(t) = ∅. Åñëè ïåðåõîä t ãîòîâ ê
ñðàáàòûâàíèþ ïðè ðàçìåòêå M è îçíà÷èâàíèè b, òî îí ìî-
æåò ñðàáîòàòü, ïîðîæäàÿ íîâóþ ðàçìåòêó ñèñòåìíîé ñåòè
M ′ = M − •t[b] + t•[b] (îáîçíà÷àåòñÿ M

t[b]→ M ′).
Òàêîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t â ñåòè SN íàçûâàåòñÿ ñèñ-
òåìíî-àâòîíîìíûì øàãîì âëîæåííîé ñåòè NPN. Ðàçìåòêè
ñåòåâûõ ôèøåê íå ìåíÿþòñÿ, íî íåêîòîðûå èç íèõ ïåðåìå-
ùàþòñÿ èç îäíîé ïîçèöèè â äðóãóþ (êîïèðóþòñÿ, èñ÷åçàþò),
à òàêæå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå íîâûõ ñåòåâûõ ôèøåê.

• ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûé øàã: Ïóñòü M � ðàçìåòêà ñå-
òè NPN, p ∈ P � íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ ñèñòåìíîé ñåòè SN
è α1 ∈ M(p) � ñåòåâàÿ ôèøêà, íàõîäÿùèéñÿ â ïîçèöèè p
ïðè ðàçìåòêå M . Ïóñòü α = (ENi = (Pi, Ti, Fi, li),m). Ïóñòü
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â îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè ENi èìååòñÿ ïåðåõîä t ∈ Ti, òà-
êîé, ÷òî Λ(t) = ∅ è •t ⊆ m, ïðè÷åì m

t→ m′. Òîãäà ïåðåõîä t
ìîæåò ñðàáîòàòü, ïîðîæäàÿ íîâóþ ðàçìåòêó M ′ ñèñòåìíîé
ñåòè SN, ïîëó÷àåìóþ èç ðàçìåòêè M çàìåíîé â ïîçèöèè p ñå-
òåâîé ôèøêè α = (EN,m) íà ñåòåâóþ ôèøêó α′ = (EN,m′).

Òàêîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t â ñåòè EN íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíòíî-àâòîíîìíûì øàãîì âëîæåííîé ñåòè NPN.

• øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè: Ïóñòü M � ðàç-
ìåòêà ñåòè NPN, p ∈ P � ïîçèöèÿ ñèñòåìíîé ñåòè SN, α1 =
(EN1,m1), α2 = (EN2,m2) � ñåòåâûå ôèøêè, ñîäåðæàùèåñÿ
ïðè ðàçìåòêå M â ïîçèöèè p. Ïóñòü â îáûêíîâåííîé ñåòè
Ïåòðè EN1 èìååòñÿ ïåðåõîä t1, òàêîé ÷òî Λ(t1) = λ ∈ Labh è
m1

t1→ m′
1. Ïóñòü ïðè ýòîì â ñåòè EN2 èìååòñÿ ïåðåõîä t2, òà-

êîé ÷òî Λ(t2) = λ ∈ Labh è m2
t2→ m′

2. Òîãäà ýòè äâà ïåðåõîäà
â ýëåìåíòíûõ ñåòÿõ ìîãóò ñðàáîòàòü îäíîâðåìåííî, ïîðîæ-
äàÿ â ñèñòåìíîé ñåòè N ðàçìåòêó M ′, ïîëó÷åííóþ çàìåíîé â
ïîçèöèè p ôèøêè α1 = (EN1,m1) íà ôèøêó α′1 = (EN1,m

′
1)

è ôèøêè α2 = (EN2,m2) íà ôèøêó α′2 = (EN2,m
′
2).

Òàêîå ñèíõðîííîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäîâ t1 è t2 â ñåòÿõ
EN1 è EN2 íàçûâàåòñÿ øàãîì ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçà-
öèè äëÿ âëîæåííîé ñåòè NPN. Ïðè ýòîì âíåøíèé íàáëþäà-
òåëü âèäèò åäèíóþ ìåòêó (λ, λ) èç Act.

• øàã âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè: Ïóñòü M � ðàçìåò-
êà ñåòè NPN, t � ïåðåõîä ñèñòåìíîé ñåòè SN, Λ(t) = l ∈ Labv

è t ãîòîâ ê ñðàáàòûâàíèþ ïðè ðàçìåòêå M è îçíà÷èâàíèè b.
Ïóñòü äàëåå {α1, . . . , αk} ⊂ O åñòü ìíîæåñòâî çàäåéñòâîâàí-
íûõ â ñðàáàòûâàíèè t[b] ñåòåâûõ ôèøåê, ãäå αi = (ENi,mi),
è ïóñòü äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ k â ñåòè ENi íàéäåòñÿ ïåðåõîä
ti, òàêîé ÷òî ti âîçáóæäåí â ENi ïðè ðàçìåòêå mi, mi

ti→ m′
i

è Λ(ti) = l.
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Òîãäà ïåðåõîä t â ñèñòåìíîé ñåòè ìîæåò ñðàáîòàòü îäíîâðå-
ìåííî ñî âñåìè ïåðåõîäàìè ti â çàäåéñòâîâàííûõ ñåòåâûõ
ôèøêàõ, ïîðîæäàÿ â ñèñòåìíîé ñåòè SN ðàçìåòêó M ′, ïîëó-
÷åííóþ ïî ïðàâèëó:

∀p ∈ P M ′(p) = M(p)−W (p, t)[b] + W ′(t, p)[b],

ãäå W ′(t, p)[b] åñòü ìóëüòèìíîæåñòâî àòîìàðíûõ è ñåòåâûõ
ôèøåê, ïîëó÷åííîå èç ìóëüòèìíîæåñòâà W (t, p)[b] çàìåíîé
ñåòåâîé ôèøêè αi = (ENi,mi) íà ôèøêó α′i = (ENi,m

′
i) äëÿ

âñåõ 1 ≤ i ≤ k.
Òàêîå ñèíõðîííîå ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t ïðè îçíà÷èâàíèè
b â ñèñòåìíîé ñåòè è ïåðåõîäîâ t1, . . . , tk â ñåòÿõ α1, . . . , αk íà-
çûâàåòñÿ øàãîì âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ âëîæåí-
íîé ñåòè NPN. Âíåøíèé íàáëþäàòåëü âèäèò åäèíóþ ìåòêó
(l, l) èç Act.

Ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè NPN (âñåõ ïåðå-
÷èñëåííûõ âûøå òèïîâ) îáîçíà÷èì êàê T (NPN).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð âëîæåííîé ñåòè.
Íà ðèñóíêå 5.10 èçîáðàæåíà âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, ìîäåëèðó-

þùàÿ ðàçãðóçêó âàãîíà. Èìååòñÿ n ìåøêîâ ãðóçà, m øòóê íîñèëîê
(íåèñïîëüçóåìûå íîñèëêè ëåæàò îêîëî âàãîíà) è êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî G ãðóç÷èêîâ. Ãðóç÷èêè ìîãóò ðàáîòàòü â îäèíî÷êó, ïåðåíîñÿ
èç âàãîíà íà ñêëàä îäèí ìåøîê çà îäèí ðàç, ëèáî ïàðàìè (ïðè íà-
ëè÷èè ñâîáîäíûõ íîñèëîê), ïåðåíîñÿ âäâîåì çà îäèí ðàç 4 ìåøêà.
Ïðè ýòîì ïîâåäåíèå ãðóç÷èêà äîñòàòî÷íî ñâîáîäíîå � îí ìîæåò
íîñèòü ìåøêè â îäèíî÷êó, äàæå åñëè åñòü ñâîáîäíûå íîñèëêè è
èùóùèé íàïàðíèêà äðóãîé ãðóç÷èê. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî óæ åñëè ãðóç÷èê ïðèøåë ê ñêëàäó ñ íîñèëêàìè
(â ïàðå ñ äðóãèì ãðóç÷èêîì), òî îí îáÿçàí ñëåäóþùèì �õîäîì�
âåðíóòü íîñèëêè �íà èñõîäíóþ ïîçèöèþ� ê âàãîíó (õîòÿ è íå îáÿ-
çàòåëüíî òå æå ñàìûå íîñèëêè ñ òåì æå ñàìûì íàïàðíèêîì).
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Ðèñ. 5.10: Âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, ìîäåëèðóþùàÿ ðàçãðóçêó âà-
ãîíà, ñîäåðæàùåãî n ìåøêîâ ãðóçà. Èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
G ãðóç÷èêîâ è m íîñèëîê. Ãðóç÷èêè ìîãóò ðàáîòàòü â îäèíî÷-
êó, ïåðåíîñÿ çà îäèí ðàç îäèí ìåøîê, ëèáî ïàðàìè (ïðè íàëè÷èè
ñâîáîäíûõ íîñèëîê), ïåðåíîñÿ âäâîåì çà îäèí ðàç 4 ìåøêà.
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Ñàì ïðîöåññ ðàçãðóçêè ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìíîé ñåòüþ SN, ïî-
âåäåíèå ãðóç÷èêà ìîäåëèðóåòñÿ ñåòåâîé ôèøêîé EN.

Ïîçèöèè â ñèñòåìíîé ñåòè îçíà÷àþò ñëåäóþùåå:
© �â âàãîíå� � êîëè÷åñòâî ìåøêîâ â âàãîíå (íå ðàçãðóæåííûõ);
© �íà ñêëàäå� � êîëè÷åñòâî ìåøêîâ íà ñêëàäå (ðàçãðóæåííûõ);
© �âàãîí� � ãðóç÷èêè ó âàãîíà (ñîäåðæèò ñåòåâûå ôèøêè);
© �ñêëàä� � ãðóç÷èêè íà ñêëàäå (ñîäåðæèò ñåòåâûå ôèøêè);
© �íîñèëêè� � íîñèëêè ó âàãîíà (íåèñïîëüçóåìûå).

Ïåðåõîäû â ñèñòåìíîé ñåòè îçíà÷àþò ñëåäóþùåå:
¤ t1 � êàêîé-òî ãðóç÷èê ïåðåíîñèò â îäèíî÷êó 1 ìåøîê;
¤ t2 � êàêèå-òî äâîå ãðóç÷èêîâ ïåðåíîñÿò íà íîñèëêàõ 4 ìåøêà;
¤ t3 � êàêèå-òî äâîå ãðóç÷èêîâ âîçâðàùàþòñÿ ê âàãîíó ñ ïóñòûìè
íîñèëêàìè;
¤ t4 � êàêîé-òî ãðóç÷èê âîçâðàùàþòñÿ ê âàãîíó áåç íîñèëîê.

Ïîçèöèè â îáúåêòíîé ñåòè îçíà÷àþò ñëåäóþùåå:
© �îêîëî âàãîíà (íåò íàïàðíèêà)� � ãðóç÷èê íàõîäèòñÿ îêîëî âà-
ãîíà, íî îí åùå íå ïðèíÿë ðåøåíèå áðàòü íîñèëêè;
© �îêîëî âàãîíà (åñòü íàïàðíèê)� � ãðóç÷èê íàõîäèòñÿ îêîëî âà-
ãîíà, è îí ïðèíÿë ðåøåíèå áðàòü íîñèëêè;
© �ñ íîñèëêàìè îêîëî ñêëàäà� � ãðóç÷èê íàõîäèòñÿ îêîëî ñêëàäà,
ïðè÷åì îí ïðèøåë ñþäà ñ íîñèëêàìè;
© �áåç íîñèëîê îêîëî ñêëàäà� � ãðóç÷èê íàõîäèòñÿ îêîëî ñêëàäà,
ïðè÷åì îí ïðèøåë ñþäà áåç íîñèëîê;
© �ïåðåíåñåííûé ãðóç� � êîëè÷åñòâî ìåøêîâ, óæå ïåðåíåñåííûõ
ãðóç÷èêîì.

Ïåðåõîäû â îáúåêòíîé ñåòè îçíà÷àþò ñëåäóþùåå:
¤ s1 � ãðóç÷èê âìåñòå ñ êàêèì-òî äðóãèì ãðóç÷èêîì ðåøàþò
âçÿòü íîñèëêè;
¤ s2 � ãðóç÷èê âìåñòå ñ êàêèì-òî äðóãèì ãðóç÷èêîì ðåøàþò âñå-
òàêè íå áðàòü íîñèëîê;
¤ s3 � ãðóç÷èê â ïàðå ñ êàêèì-òî äðóãèì ãðóç÷èêîì ïåðåíîñÿò íà
íîñèëêàõ 4 ìåøêà èç âàãîíà íà ñêëàä;
¤ s4 � ãðóç÷èê â ïàðå ñ êàêèì-òî äðóãèì ãðóç÷èêîì âîçâðàùà-
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þòñÿ ê âàãîíó ñ íîñèëêàìè;
¤ s5 � ãðóç÷èê â îäèíî÷êó ïåðåíîñèò 1 ìåøîê èç âàãîíà íà ñêëàä;
¤ s6 � ãðóç÷èê âîçâðàùàþòñÿ ê âàãîíó áåç íîñèëîê.

Â äàííîé ñåòè ïðåäñòàâëåíû îáà âèäà ñèíõðîíèçàöèè � âåðòè-
êàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ. Âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ìîäåëè-
ðóåò èñïîëüçîâàíèå îáúåêòàìè (ãðóç÷èêàìè) ñèñòåìíîãî ðåñóðñà
(íîñèëîê). Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ìîäåëèðóåò âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó îáúåêòàìè (ãðóç÷èêàìè) ïðè èõ ñîâìåñòíîé äåÿòåëü-
íîñòè (ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ áðàòü/íå áðàòü íîñèëêè).

Íàïðèìåð, ïåðåõîä t2 â ñèñòåìíîé ñåòè ìîæåò ñðàáîòàòü òîëü-
êî ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ñ îáåèìè ïåðåíîñè-
ìûìè èì ñåòåâûìè ôèøêàìè (x è y), òî åñòü ïðè íàëè÷èè êàê
ìèíèìóì äâóõ ãðóç÷èêîâ, ãîòîâûõ íåñòè íîñèëêè. Ïåðåõîä s1 â
îáúåêòíîé ñåòè ìîæåò ñðàáîòàòü òîëüêî ñîâìåñòíî ñ òàêèì æå ïå-
ðåõîäîì â �ñîñåäíåé� ôèøêå, òî åñòü ãðóç÷èê ïðèíèìàåò ðåøåíèå
áðàòü íîñèëêè òîëüêî îäíîâðåìåííî ñ äðóãèì ãðóç÷èêîì. Ýòèì
ãàðàíòèðóåòñÿ íàëè÷èå ÷åòíîãî ÷èñëà ãðóç÷èêîâ, ãîòîâûõ íåñòè
íîñèëêè.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìíàÿ ñåòü îïèñûâàåò ïðàâèëà ïîâåäåíèÿ
àãåíòîâ (ãðóç÷èêîâ) ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû è ñèñòåìíûõ ðåñóð-
ñîâ (íîñèëîê è ìåøêîâ). Îáúåêòíàÿ ñåòü ìîäåëèðóåò ïîâåäåíèå
îòäåëüíîãî àãåíòà. Òàêîå ðàçäåëåíèå î÷åíü óäîáíî ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, åñëè ìû çàõîòèì ââåñòè
â ìîäåëü åùå îäèí âèä ãðóç÷èêîâ, êîòîðûå íå óìåþò ïîëüçîâàòüñÿ
íîñèëêàìè, òî íàì íå ïðèäåòñÿ ìåíÿòü ñèñòåìíóþ ñåòü � äîñòà-
òî÷íî äîáàâèòü åùå îäèí âèä ñåòåâûõ ôèøåê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ìû çàõîòèì äîáàâèòü â ìîäåëü ÿâëåíèå íåäåòåðìèíèðîâàí-
íîé ïðîïàæè ãðóçà ñî ñêëàäà/èç âàãîíà (áåç ó÷àñòèÿ ãðóç÷èêîâ),
òî íàì íå ïðèäåòñÿ ìåíÿòü îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ãðóç÷èêà, äîñòà-
òî÷íî äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäû â ñèñòåìíóþ ñåòü. Ìå-
íÿòü îáà óðîâíÿ ìîäåëè (ñèñòåìíûé è îáúåêòíûé) ïðèäåòñÿ òîëü-
êî ïðè ïîÿâëåíèè íîâîãî âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àãåíòîì è
ñèñòåìîé èëè íîâîãî âèäà ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ (íàïðèìåð, òà÷åê).
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Îïðåäåëèì áèñèìóëÿöèþ ðàçìåòîê äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé.

Îïðåäåëåíèå 5.30. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ñêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå
R ⊆ M(NPN) ×M(NPN) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ R è äëÿ ëþáîãî ñðàáàòûâàíèÿ
ïåðåõîäà t ∈ T (NPN), òàêîãî, ÷òî M1

t→ M ′
1, íàéäåòñÿ èìèòèðóþ-

ùåå ñðàáàòûâàíèå u ∈ T (NPN), òàêîå, ÷òî l(t) = l(u), M2
u→ M ′

2 è
(M ′

1,M
′
2) ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèé Lab è Act ñëåäóåò, ÷òî àâòîíîì-
íûé øàã äîëæåí áûòü èìèòèðîâàí àâòîíîìíûì øàãîì (ñèñòåìíî-
èëè ýëåìåíòíî-àâòîíîìíûì), øàã ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè
� îáÿçàòåëüíî øàãîì ãîðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, øàã âåðòè-
êàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè � øàãîì âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 5.31. Åñëè îòíîøåíèÿ R è R−1 îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì ïåðåíîñà, òî R íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê.

Îáûêíîâåííûå ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âëî-
æåííûõ ñåòåé Ïåòðè (ïðè A = {•} è O = ∅). Ñëåäîâàòåëüíî,
áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê íåðàçðåøèìà è äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé.

5.3.2 Îáúåêòíûå ðåñóðñû
Îäíèì èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ñåòåé Ïåòðè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ñîñòîÿíèå ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè íàáîðà
ëîêàëüíûõ ñîñòîÿíèé (ïîçèöèé). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äâà
óðîâíÿ èåðàðõèè: ãëîáàëüíîå ñîñòîÿíèå � ðàçìåòêà ñåòè â öåëîì,
è ëîêàëüíîå ñîñòîÿíèå � êîëè÷åñòâî ôèøåê èìåííî â äàííîé ïî-
çèöèè. Ñðàáàòûâàíèå îòäåëüíîãî ïåðåõîäà çàâèñèò íå îò ãëîáàëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, à îò êîíå÷íîãî íàáîðà ëîêàëüíûõ ñîñòî-
ÿíèé (îïðåäåëÿåìîãî âõîäíûìè ïîçèöèÿìè äàííîãî ïåðåõîäà).

Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè è ñîçäàííûõ íà èõ îñ-
íîâå ñåòåé âûñîêîãî óðîâíÿ, äâóõóðîâíåâûå âëîæåííûå ñåòè ïðåä-
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ñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìàëèçì, ïîçâîëÿþùèé âûäåëèòü íå îäèí, à
òðè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ âèäà ëîêàëüíûõ ñîñòîÿíèé:

1. Ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ïîçèöèé ýëåìåíòíûõ ñåòåé.

2. Ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè, òî åñòü ìóëü-
òèìíîæåñòâà ñåòåâûõ ôèøåê, ðàñïîëîæåííûõ â äàííûé ìî-
ìåíò â äàííîé ïîçèöèè, ñ ó÷åòîì èõ ðàçìåòîê.

3. Ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè áåç ó÷åòà ñî-
ñòîÿíèé ñåòåâûõ ôèøåê.

Ðåñóðñ â îáûêíîâåííîé ñåòè Ïåòðè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîá-
ùåíèå ïîíÿòèÿ ïîçèöèè. Âî âëîæåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè ïîÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ïðè îïðåäåëåíèè ðåñóðñà èñïîëüçîâàòü ëþáîé èç ïå-
ðå÷èñëåííûõ âûøå âèäîâ �ïîçèöèè�. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå,
íåêîòîðûå èç ïîäîáèé, èíäóöèðîâàííûõ ýòèìè òðåìÿ âèäàìè ðå-
ñóðñîâ, ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìû.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðåñóðñà, èñïîëüçóþùåå ïåðâûé (âíóòðè-
ýëåìåíòíûé) âèä ëîêàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.32. Îáúåêòíûì ðåñóðñîì ïîìå÷åííîé âëîæåí-
íîé ñåòè Ïåòðè NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ) íàçûâàåòñÿ
ïàðà 〈ENi, r〉, ãäå r ∈M(Pi).

Îáúåêòíûìè ðåñóðñàìè âëîæåííîé ñåòè ÿâëÿþòñÿ ðåñóðñû å¼
ýëåìåíòíûõ ñåòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáûêíîâåííûå ñå-
òè Ïåòðè.

Ïóñòü N = (P, T, F, l) � îáûêíîâåííàÿ ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè.
Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ áèñèìóëÿöèþ ðàçìåòîê
ñåòè N êàê ∼N .

Îïðåäåëåíèå 5.33. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, ENi � îäíà èç åå ýëåìåíò-
íûõ ñåòåé.
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Îáúåêòíûå ðåñóðñû 〈ENi, r〉 è 〈ENi, s〉 íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè
(îáîçíà÷àåòñÿ 〈ENi, r〉 ≈ENi 〈ENi, s〉), åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè
M ⊆M(Pi), òàêîé ÷òî r ⊆ M , âûïîëíÿåòñÿ M ∼ENi M − r + s.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòíûå ñåòè ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè ïîìå-
÷åííûìè ñåòÿìè Ïåòðè, áèñèìóëÿöèÿ ðåñóðñîâ (â äàííîì ñëó÷àå
íàçûâàåìàÿ áèñèìóëÿöèåé îáúåêòíûõ ðåñóðñîâ) îïðåäåëÿåòñÿ è
âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ íèõ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ
ñåòåé. Âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ïîäîáèÿ è áèñèìóëÿöèè ðåñóð-
ñîâ îáûêíîâåííûõ ïîìå÷åííûõ ñåòåé Ïåòðè.

Ïîäîáíûå îáúåêòíûå ðåñóðñû ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ
áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê âëîæåííîé ñåòè â öåëîì, òî åñòü èõ ìîæ-
íî çàìåíÿòü äðóã íà äðóãà, è ïðè ýòîì ïîâåäåíèå âñåé ñåòè íå
èçìåíèòñÿ (â ñìûñëå áèñèìóëÿðíîñòè):

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ) �
ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, 〈ENi, r〉 è 〈ENi, s〉 � ïîäîá-
íûå îáúåêòíûå ðåñóðñû ñåòè NPN (〈ENi, r〉 ≈ENi 〈ENi, s〉).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ∈ M(NPN), ñîäåðæàùåé ñåòå-
âóþ ôèøêó (ENi,m), òàêóþ, ÷òî r ⊆ m, âûïîëíÿåòñÿ

M ∼ M [(ENi, m)/(ENi,m− r + s)],

ãäå M [(ENi, m)/(ENi,m− r + s)] � ðàçìåòêà, ïîëó÷åííàÿ èç ðàç-
ìåòêè M çàìåíîé ôèøêè (ENi,m) íà ôèøêó (ENi,m− r + s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ïîìåòêè ïåðåõîäîâ ìåòêà-
ìè èç Act è Lab ñîãëàñîâàíû (â ÷àñòíîñòè Lab ⊆ Act), ïðè çàìåíå
ïîäîáíûõ îáúåêòíûõ ðåñóðñîâ íå ïðîèñõîäèò íèêàêèõ èçìåíåíèé
â íàáëþäàåìîì ïîâåäåíèè ñåòåâîé ôèøêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèíõðî-
íèçàöèè (êàê âåðòèêàëüíîé, òàê è ãîðèçîíòàëüíîé). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñèñòåìíàÿ ñåòü è ñîñåäíèå ñåòåâûå ôèøêè (íàõîäÿùèåñÿ â òîé
æå ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè) �íå çàìå÷àþò� íèêàêèõ èçìåíåíèé â
äàííîé ñåòåâîé ôèøêå.
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Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòíûå ñåòè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îò-
äåëüíî îò âñåé âëîæåííîé ñåòè (åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ìåòîê èç Lab). Ïðè ýòîì ìîãóò
áûòü íàéäåíû âîçìîæíûå èçáûòî÷íîñòè âî âíóòðåííåé ñòðóêòóðå
ýëåìåíòíîé ñåòè, óäàëåíèå êîòîðûõ (è óïðîùåíèå ñòðóêòóðû ñå-
òåâîé ôèøêè) íèêàê íå ïîâëèÿåò íà ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû
â öåëîì.
Ïðèìåð 5.1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòíóþ ñåòü EN, ìîäåëèðóþùóþ
ãðóç÷èêà (ðèñóíîê 5.10). Âûïîëíÿåòñÿ

�ïåðåíåñåííûé ãðóç�≈EN ∅,
òî åñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàåìîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (â ñìûñ-
ëå áèñèìóëÿðíîñòè) íåñóùåñòâåííî, ñêîëüêî ìåøêîâ óæå ïåðåíåñ
äàííûé ãðóç÷èê. Ïîçèöèþ �ïåðåíåñåííûé ãðóç� ìîæíî ïðîñòî óäà-
ëèòü, ïðè ýòîì âñå ïîâåäåí÷åñêèå ñâîéñòâà âëîæåííîé ñåòè ñîõðà-
íÿòñÿ, à åå àíàëèç óïðîñòèòñÿ.

5.3.3 Ñèñòåìíûå ðåñóðñû
Âî âëîæåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè ìîæíî âûäåëèòü ðåñóðñû äðóãîãî òè-
ïà � òàê íàçûâàåìûå ñèñòåìíûå ðåñóðñû, èñïîëüçóþùèå âòîðîé
âèä ëîêàëüíîñòåé âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåòêà
ñèñòåìíîé ñåòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåñóðñ:
Îïðåäåëåíèå 5.34. Ñèñòåìíûì ðåñóðñîì ïîìå÷åííîé âëîæåí-
íîé ñåòè Ïåòðè NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab,Λ) íàçûâà-
åòñÿ êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî M ïàð âèäà (p, C), ãäå p ∈ P ,
C ∈ A ∪O.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìíûìè ðåñóðñàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà M(NPN). Ðàçìåòêà âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìíûì ðåñóðñîì è íàîáîðîò.
Îïðåäåëåíèå 5.35. Ñèñòåìíûå ðåñóðñû r è s èç M(NPN) íà-
çûâàþòñÿ ïîäîáíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ ≈), åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè
M ⊆ M(NPN), òàêîé ÷òî r ⊆ M , âûïîëíÿåòñÿ M ∼ M − r + s.
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Â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ðåñóðñ åñòü ìóëüòèìíî-
æåñòâî íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïîçèöèé ñåòè. Â ñëó÷àå âëî-
æåííûõ ñåòåé ñèñòåìíûé ðåñóðñ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâîì íàä
áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïàð âèäà (p, C), ãäå p ∈ P , C ∈ A ∪O.
Ýòî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî
ìíîæåñòâî ðàçìå÷åííûõ ñåòåâûõ ôèøåê O. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì
ãîâîðèòü î êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ïîäîáèÿ ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ.

Ñîõðàíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ:

Óòâåðæäåíèå 5.8. 1. Ïîäîáèå ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ âî âëî-
æåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àääèòèâ-
íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.

2. Ïîäîáèå ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ âî âëîæåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè
íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîäîáèÿ ñèñòåìíûõ
ðåñóðñîâ.

2) Ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ íåðàçðåøèìîñòü ïîäîáèÿ ðåñóð-
ñîâ â îáûêíîâåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè (ñëåäñòâèå 2.1) è ðàâíîìîùíîñòü
êëàññà îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè ïîäêëàññó âëîæåííûõ ñåòåé
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ìíîæåñòâî ôèøåê A = {•} è O = ∅.

Ïðèìåð 5.2. Ðàññìîòðèì âëîæåííóþ ñåòü Ïåòðè, ìîäåëèðóþùóþ
ðàçãðóçêó âàãîíà (ðèñóíîê 5.10). Âûïîëíÿåòñÿ

(�íà ñêëàäå�, 1)≈ ∅,

òî åñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàåìîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (â ñìûñ-
ëå áèñèìóëÿðíîñòè) íåñóùåñòâåííî, ñêîëüêî ìåøêîâ óæå ðàçãðó-
æåíî. Ïîçèöèþ ñèñòåìíîé ñåòè �íà ñêëàäå� ìîæíî óäàëèòü êàê
èçáûòî÷íóþ.

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè îïðåäåëèì
áèñèìóëÿöèþ ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ âëîæåííîé ñåòè.
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Îïðåäåëåíèå 5.36. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ñèììåòðè÷íîå 1-ðåôëåê-
ñèâíîå îòíîøåíèå B ⊆ M(NPN)×M(NPN) íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿ-
öèåé ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ, åñëè BAT åñòü áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê
âëîæåííîé ñåòè NPN.

Àíàëîãîì òåîðåìû 3.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5.9. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Òîãäà

1. åñëè B1 ⊆ M(NPN) ×M(NPN) � áèñèìóëÿöèÿ ñèñòåìíûõ
ðåñóðñîâ è B2 ⊆ B1, òî îòíîøåíèå B2 � ïîäîáèå ñèñòåì-
íûõ ðåñóðñîâ;

2. åñëè B1, B2 ⊆ M(NPN)×M(NPN) � áèñèìóëÿöèè ñèñòåì-
íûõ ðåñóðñîâ, òî îòíîøåíèå B1 ∪ B2 � áèñèìóëÿöèÿ ñè-
ñòåìíûõ ðåñóðñîâ;

3. äëÿ NPN ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïî âëîæåíèþ áèñèìó-
ëÿöèÿ ðåñóðñîâ (îáîçíà÷àåòñÿ êàê ');

4. ' ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
2) Äîêàæåì ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåî-

ðåìû 3.3, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìíàÿ ðàçìåòêà (ñèñòåìíûé
ðåñóðñ) åñòü ìóëüòèìíîæåñòâî ïàð âèäà (p, C), ãäå p ∈ P � ïîçè-
öèÿ ñèñòåìíîé ñåòè, C ∈ A∪O � ôèøêà (àòîìàðíàÿ èëè ñåòåâàÿ):

Ïóñòü B = B1 ∪ B2. Ïîêàæåì, ÷òî BAT � áèñèìóëÿöèÿ ðàç-
ìåòîê. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ BAT íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ BAT , t ∈ T (NPN),
ãäå M1

t→ M ′
1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî ïåðåõîäà

u ∈ T (NPN) ñ òîé æå ìåòêîé l(t) = l(u), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîë-
íÿëîñü M2

u→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .
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Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð
èç BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).

(H1,H2) = (L1 + L2, R1 + R2), ãäå
(L1, R1) ∈ (B1)AT , (L2, R2) ∈ (B2)AT

Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè B1 â (B1)AT âõîäèò ïàðà (L1, R1) +
(L2, L2) = (H1, R1 + L2). Çàìåòèì, ÷òî H1 = M1, òîãäà â ñèëó
ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ (B1)AT ñóùåñòâóåò ïåðåõîä v ∈ T (NPN),
èìèòèðóþùèé ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t ïðè ðàçìåòêå R1 + L2:

R1 + L2
v→ G1, ãäå l(v) = l(t) è (M ′

1, G1) ∈ (B1)AT .

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ B2 â (B2)AT

âõîäèò ïàðà (L2, R2) + (R1, R1) = (R1 + L2,H2). Â ñèëó ñâîéñòâà
ïåðåíîñà äëÿ (B2)AT ñóùåñòâóåò ïåðåõîä w ∈ T (NPN), èìèòèðó-
þùèé ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà v ïðè ðàçìåòêå H2:

H2
w→ G2, ãäå l(w) = l(v) = l(t) è (G1, G2) ∈ (B2)AT .

Î÷åâèäíî, ÷òî (B1)AT ∈ BAT è (B2)AT ∈ BAT . Êðîìå òîãî, îò-
íîøåíèå BAT òðàíçèòèâíî çàìêíóòî, òàê ÷òî ìû ìîæåì çàìêíóòü
ïàðû (M ′

1, G1) è (G1, G2), ïîëó÷èâ ïàðó (M ′
1, G2) ∈ BAT . Èòàê,

ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà w èìèòèðóåò ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t â
ñìûñëå BAT .

Ïîâòîðèâ ýòî ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ïàð âèäà
(Hi,Hi+1), ìû ïîëó÷èì â èòîãå èñêîìûé ïåðåõîä u, èìèòèðóþùèé
t ïðè ðàçìåòêå M2.

3)�4) Àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2) è 3)
òåîðåìû 3.3.
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Îïðåäåëèì ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ áèñèìóëÿöèè ñèñòåì-
íûõ ðåñóðñîâ âî âëîæåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè.

Â ñëàáîì ñâîéñòâå ïåðåíîñà äëÿ îáûêíîâåííûõ ñåòåé ðàññìàò-
ðèâàåìûå ðàçìåòêè îãðàíè÷åíû êîíå÷íûì ìóëüòèìíîæåñòâîì •t
âõîäíûõ ïîçèöèé äàííîãî ïåðåõîäà. Ïðè îïðåäåëåíèè àíàëîãà ñëà-
áîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà íàì ïîòðåáóåòñÿ àíàëîãè÷íîå îãðàíè÷åíèå
íà ðàññìàòðèâàåìûå ðàçìåòêè âëîæåííîé ñåòè, ïîçâîëÿþùåå äëÿ
êàæäîãî ïåðåõîäà îïðåäåëèòü íåêèé êîíå÷íûé ðåñóðñ, äîñòàòî÷-
íûé äëÿ åãî ñðàáàòûâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¹ íà ìíîæåñòâå ðàçìåòîê âëî-
æåííîé ñåòè Ïåòðè, îïðåäåëåííûé â [17].

Îïðåäåëåíèå 5.37. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, M1,M2 ∈ M(NPN). Ñêà-
æåì, ÷òî M1 ¹ M2, åñëè äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ∈ P ñèñòåìíîé
ñåòè SN ñóùåñòâóåò âëîæåíèå p : M1(p) → M2(p), òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôèøêè α ∈ M1(p) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• α = p(α)

èëè

• α = (ENi,m) è p(α) = (ENi,m
′), ãäå äëÿ ëþáîé ïîçèöèè

q ∈ Pi ýëåìåíòíîé ñåòè ENi âûïîëíÿåòñÿ m(q) ⊆ m′(q).

Äðóãèìè ñëîâàìè, M1 ¹ M2 åñëè äëÿ ëþáîé ïîçèöèè p ñè-
ñòåìíîé ñåòè ìóëüòèìíîæåñòâî ôèøåê M2(p) ìîæåò áûòü ïðåîá-
ðàçîâàíî â ìóëüòèìíîæåñòâî M1(p) óäàëåíèåì íåêîòîðûõ ôèøåê
è/èëè çàìåíîé ÷àñòè ñåòåâûõ ôèøåê íà ôèøêè ñ ìåíüøåé ðàç-
ìåòêîé (íî òîé æå ñåòåâîé ñòðóêòóðû).

Îáîçíà÷åíèå 5.3. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, t ∈ T (NPN) � ïåðåõîä ñåòè
NPN. ×åðåç ◦t îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ îòíîñè-
òåëüíî ¹ ðàçìåòîê, ïðè êîòîðûõ t ìîæåò ñðàáîòàòü.
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Â [17] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà t ìíîæåñòâî ◦t êî-
íå÷íî è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

Îáîçíà÷åíèå 5.4. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, t ∈ T (NPN) � ïåðåõîä â ñå-
òè NPN, B ⊆ M(NPN)×M(NPN) � íåêîòîðîå ñèììåòðè÷íîå ðå-
ôëåêñèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ. ×åðåç
◦t(B) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ¹ ðàçìå-
òîê èç ìíîæåñòâà

MB(NPN) = {M ∈ M(NPN) | (M,M ′) ∈ BAT }.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ◦t(B) � ýòî ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ îòíî-
ñèòåëüíî ¹ ðàçìåòîê ñðåäè çàäåéñòâîâàííûõ â BAT .

Ìíîæåñòâî ◦t(B) êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî B, òàê êàê êîíå÷íî ÷èñ-
ëî ñåòåâûõ ñòðóêòóð ýëåìåíòíûõ ôèøåê âëîæåííîé ñåòè è ìû ìî-
æåì âûáðàòü ñðåäè ôèøåê îäíîé ñòðóêòóðû êîíå÷íîå ÷èñëî ìè-
íèìàëüíûõ ñ âîçáóæäåííûìè ñèíõðîíèçèðóþùèìè ïåðåõîäàìè.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà B çàäàåòñÿ êîíå÷íûì áàçèñîì è ýòîò áàçèñ
èçâåñòåí, ìíîæåñòâî ◦t(B) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïîñòðîåíî.

Îïðåäåëåíèå 5.38. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ)
� ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ñêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå
B ⊆ M(NPN) × M(NPN) îáëàäàåò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà,
åñëè äëÿ âñåõ (r, s) ∈ B, t ∈ T (NPN), m ∈ ◦t(B), ãäå m∩r 6= ∅, íàé-
äåòñÿ èìèòèðóþùèé ïåðåõîä u ∈ T (NPN), òàêîé, ÷òî l(t) = l(u)
è, îáîçíà÷èâ M1 = m ∪ r è M2 = m − r + s, ìû èìååì M1

t→ M1
′

è M2
u→ M2

′, ãäå (M ′
1,M

′
2) ∈ BAT .

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ ñåòåé Ïåòðè, ñëàáîå
ñâîéñòâî ïåðåíîñà ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå ïîëíîãî ñâîéñòâà ïå-
ðåíîñà.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ) �
ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ñèììåòðè÷íîå ðåôëåêñèâ-
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íîå îòíîøåíèå B ⊆ M(NPN) ×M(NPN) îáëàäàåò ñëàáûì ñâîé-
ñòâîì ïåðåíîñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B � áèñèìóëÿöèÿ
ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4,
èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìíàÿ ðàçìåòêà (ñèñòåìíûé ðåñóðñ)
åñòü ìóëüòèìíîæåñòâî ïàð âèäà (p, C), ãäå p ∈ P � ïîçèöèÿ ñè-
ñòåìíîé ñåòè, C ∈ A ∪O � ôèøêà (àòîìàðíàÿ èëè ñåòåâàÿ):

(⇒) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñâîéñòâî ïåðåíîñà äëÿ BAT íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ BAT , t ∈ T (NPN),
ãäå M1

t→ M ′
1, òàêèå, ÷òî íå íàéäåòñÿ ìîäåëèðóþùåãî ïåðåõîäà

u ∈ T (NPN) ñ òîé æå ìåòêîé l(t) = l(u), äëÿ êîòîðîãî áû âûïîë-
íÿëîñü M2

u→ M ′
2 è (M ′

1,M
′
2) ∈ BAT .

Ðàññìîòðèì ïàðó ðàçìåòîê (M1,M2) ∈ BAT . Ñîãëàñíî ëåììå
2.3 îíà ïîëó÷åíà òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íåñêîëüêèõ ïàð èç
BA � àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ B:

(H1,H2), (H2,H3), . . . , (Hk−1,Hk) ∈ BA, ãäå H1 = M1,Hk = M2.

Ðàññìîòðèì ïàðó (H1,H2).

(H1, H2) = (r1 + r2 + · · ·+ rl, s1 + s2 + · · ·+ sl), ãäå (ri, si) ∈ B

H1 = •t ∪ r1 + F1. Â ñèëó ñëàáîãî ñâîéñòâà ïåðåíîñà äëÿ ïàðû
(r1, s1) ñóùåñòâóåò ïåðåõîä v ∈ T (NPN), òàêîé, ÷òî l(t) = l(v),
•t ∪ r1

t→ G1 è •t− r1 + s1
v→ G2, ãäå (G1, G2) ∈ BAT .

Òàê êàê •t ∪ r1 ⊆ H1, ê ïðåä- è ïîñòóñëîâèÿì ñðàáàòûâàíèé
ìû ìîæåì äîáàâèòü ðåñóðñ F = H1 − •t ∪ r1:

•t ∪ r1 + F
t→ G1 + F

•t− r1 + s1 + F
v→ G2 + F

Â ñèëó 1-ðåôëåêñèâíîñòè B è àääèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT

ïîëó÷åííàÿ ïàðà ðàçìåòîê òàêæå ðàçëîæèìà ïî B : (G1 +F, G2 +
F ) ∈ BAT .
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Ïîëó÷àåì íîâàÿ ðàçìåòêà H ′
1 = •t− r1 + s1 + F = H1− r1 + s1.

Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò r2 + · · · + rl. Òî åñòü ìîæíî åùå ðàç
ïðèìåíèòü èñïîëüçîâàííûé âûøå ïðèåì äëÿ çàìåíû ðåñóðñà r2 íà
áèñèìóëÿðíûé ðåñóðñ s2.

Ïðèìåíèâ åãî åùå â îáùåé ñëîæíîñòè l − 1 ðàç è èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîé çàìêíóòîñòè BAT , â èòîãå ïîëó÷èì ïåðå-
õîä w ∈ T (NPN), èìèòèðóþùèé t ïðè ðàçìåòêå H2.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé ïàðå (H2,H3), ïîâòîðèì âñå äëÿ ïå-
ðåõîäà w. È ò.ä. âïëîòü äî ïîñëåäíåé ïàðû (Hk−1,Hk). Â èòîãå
ìû ïîëó÷èì ïåðåõîä u ∈ T (NPN), èìèòèðóþùèé t ïðè ðàçìåòêå
Hk = M2.

(⇐) Î÷åâèäíî, òàê êàê ñëàáîå ñâîéñòâî ïåðåíîñà � ýòî ñâîé-
ñòâî ïåðåíîñà, îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð.

Ïðèâåäåì àíàëîã àëãîðèòìà àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé áè-
ñèìóëÿöèè äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ âëîæåííîé ñåòè Ïåò-
ðè. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìíûé ðåñóðñ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ïî
äâóì ïàðàìåòðàì � êîëè÷åñòâó ôèøåê â ðàçìåòêå ñèñòåìíîé ñåòè
è êîëè÷åñòâó ôèøåê â ðàçìåòêàõ ýëåìåíòíûõ ñåòåé.

Ïóñòü NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab,Λ) � ïîìå÷åííàÿ
âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè, q, d ∈ Nat � íåêîòîðûå öåëî÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû. Îáîçíà÷èì êàê Mq,d(NPN) ìíîæåñòâî ñèñòåìíûõ ðå-
ñóðñîâ, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mq,d(NPN) = {r = {(p, o), . . . } ∈ M(NPN) |

p ∈ P ∧ o ∈ A ∪O ∧ |r| ≤ q ∧ (o = (ENi,M) ⇒ |M | ≤ d)}
Äðóãèìè ñëîâàìè, Mq,d(NPN) � ìíîæåñòâî ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ,
ñîäåðæàùèõ íå áîëåå q ôèøåê â ñèñòåìíîé ñåòè, ïðè÷åì ó âñåõ
ñåòåâûõ ôèøåê ðàçìåòêà îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïàðàìåòðîì d.

×åðåç B(NPN, q, d) îáîçíà÷èì íàèáîëüøóþ (ïî âëîæåíèþ) áè-
ñèìóëÿöèþ ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ íàä ìíîæåñòâîì Mq,d(NPN) (ëåã-
êî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ
áèñèìóëÿöèé ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ íàä Mq,d(NPN)).
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Àëãîðèòì 5.3. (ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìàëüíîé áè-
ñèìóëÿöèè ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè)

ââîä: Ïîìå÷åííàÿ âëîæåííàÿ ñåòü Ïåòðè NPN, ïàðàìåò-
ðû q, d ∈ Nat.

âûâîä: Îòíîøåíèå B(NPN, q, d).
øàã 1: Ïóñòü C = {(∅, ∅)} � ïóñòîå ìíîæåñòâî ïàð (ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå êàê îòíîøåíèå íàä Mq,d(NPN)).
øàã 2: Ïîñòðîèì B = (Mq,d(NPN)×Mq,d(NPN))\C. Â ñèëó

êîíå÷íîñòè Mq,d(NPN) ìíîæåñòâî ïàð B òàêæå êîíå÷íî.
øàã 3: Ïîñòðîèì Bs � îñíîâíîé áàçèñ îòíîøåíèÿ B (ïî

àëãîðèòìó 2.2).
øàã 4: Ïðîâåðèì, îáëàäàåò ëè Bs ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðå-

íîñà. Äëÿ ýòîãî ïåðåáåðåì ýëåìåíòû èç Bnr
s � ïîäìíîæåñòâà

íåðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ.

• Åñëè âñå ïàðû îáëàäàþò ñëàáûì ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, òî
âîçâðàùàåì B � èñêîìóþ áèñèìóëÿöèþ.

• Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò (r, s) ∈ Bnr
s , t ∈ T (NPN),

m ∈ ◦t, ãäå r ∩m 6= ∅, òàêèå, ÷òî ñðàáàòûâàíèå M1
t→ M1

′,
ãäå M1 = m∪r, íå ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ñðàáàòûâàíè-
åì êàêîãî-ëèáî ïåðåõîäà ñ òîé æå ìåòêîé è ïðåäóñëîâèåì
M2 = m− r + s. Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿåì (r, s) è (s, r) â C
è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè ìíîæåñòâî ãîòîâûõ ê ñðàáà-
òûâàíèþ ïåðåõîäîâ âëîæåííîé ñåòè êîíå÷íî, à òàêæå êîíå÷íî è
ïåðåáèðàåìîå ìíîæåñòâî ïàð ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ Mq,d(NPN) ×
Mq,d(NPN), àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà.
Àëãîðèòì 5.3 îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà 3.2 ìíîæåñòâàìè ïå-

ðåáîðà. Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìíûé ðåñóðñ íå êàê
ìóëüòèìíîæåñòâî ïîçèöèé, à êàê ìóëüòèìíîæåñòâî íàä ìíîæå-
ñòâîì ïàð âèäà (p, o), ãäå p ∈ P, o ∈ A ∪ O, ïðè÷åì åñëè o =
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(ENi,M), òî âûïîëíÿåòñÿ |M | ≤ p. Ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà

R = |P |(|O|+
k∑

i=1

p|Pi|).

Äðóãîå îòëè÷èå îò àëãîðèòìà 3.2 ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà âòîðîì
øàãå ïðîèñõîäèò ïåðåáîð ìíîæåñòâà ïåðåõîäîâ âëîæåííîé ñåòè.
Åãî ìîùíîñòü ðàâíà |T (NPN)|.

Çàìåíÿÿ â îöåíêå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà 3.2 çíà÷åíèå |P | íà
R è |T | íà |T (NPN)|, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè
äëÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè:

O(max{R |Mq,d(NPN)|9, |T (NPN)|2 R |Mq,d(NPN)|7}).
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âëîæåííûõ ñåòåé àëãîðèòì ïîñòðîå-

íèÿ àïïðîêñèìàöèè èìååò åùå áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü, ÷åì äàæå â
ñëó÷àå ñåòåé ñ íåâèäèìûìè ïåðåõîäàìè. Ýêñïîíåíöèàëüíîñòü âîç-
íèêàåò â òðåõ ìåñòàõ: îöåíêå ìîùíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìíî-
æåñòâà �ïîçèöèé� (ìíîæèòåëü R), îöåíêå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
ðåñóðñîâ (|Mq,d(NPN)|) è îöåíêå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ïåðåõîäîâ
âëîæåííîé ñåòè (|T (NPN)|).

5.3.4 Ñèñòåìíî-àâòîíîìíûå ðåñóðñû
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé âèä ðåñóðñà âî âëîæåííûõ ñåòÿõ Ïåòðè �
ëîêàëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìíîé ïîçèöèè ñåòè áåç ó÷åòà ðàçìåòîê
ñåòåâûõ ôèøåê.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìíóþ ñåòü íåëüçÿ àíàëè-
çèðîâàòü êàê îáûêíîâåííóþ �ïëîñêóþ� ñåòü Ïåòðè, ðàññìàòðèâàÿ
ñåòåâûå ôèøêè êàê ïðîñòûå �÷åðíûå� èëè äàæå �öâåòíûå� ôèø-
êè. Ïðèìåð íà ðèñóíêå 5.11 ïîêàçûâàåò, êàêèå ïðîáëåìû ïðè ýòîì
âîçíèêàþò.

Íà ðèñóíêå 5.11 èçîáðàæåíà ñèñòåìíàÿ ñåòü íåêîòîðîé âëîæåí-
íîé ñåòè. Âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè â äàííîé ñåòè íåò. Âíóò-
ðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñåòåâûõ ôèøåê äëÿ íàñ íå âàæíà, ìû çíàåì
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Ðèñ. 5.11: Ïðèìåð ñèñòåìíîé ñåòè SN. Ñèíõðîíèçàöèè íåò, x �
ïåðåìåííàÿ. Âûïîëíÿåòñÿ p1 ≈SN p2 (åñëè ðàññìàòðèâàòü SN êàê
îáûêíîâåííóþ ñåòü Ïåòðè), îäíàêî (p1, •) 6≈ (p2, •), ïîñêîëüêó
(p1, •) + (q1, C) 6∼ (p2, •) + (q1, C), ãäå C � ñåòåâàÿ ôèøêà ñ âíóò-
ðåííèì ïîâåäåíèåì.

òîëüêî, ÷òî îíè ìîãóò àâòîíîìíî ôóíêöèîíèðîâàòü. Äóãàì ïðè-
ïèñàíû äâà âûðàæåíèÿ � ïåðåìåííàÿ x è êîíñòàíòà •.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòó ñåòü êàê îáûêíîâåííóþ ñåòü Ïåòðè,
òî ðåñóðñû p1 è p2 (ïîçèöèè) ïîäîáíû. Îäíàêî ýòè ðåñóðñû äëÿ
ïîâåäåíèÿ âëîæåííîé ñåòè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, òàê êàê ïðè
ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà t1 â ïîçèöèþ q2 ïåðåíîñèòñÿ òà æå ôèøêà
(âîçìîæíî, ñåòåâàÿ), êîòîðàÿ çàáèðàåòñÿ èç ïîçèöèè q1; â òî âðåìÿ
êàê ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà t2 ýòà ôèøêà èñ÷åçàåò è âîçíèêàåò
ôèøêà •, êîòîðàÿ óæå íå ìîæåò àâòîíîìíî ôóíêöèîíèðîâàòü (è
ïîðîæäàòü íîâîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â öåëîì).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåíèè ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ íåîáõîäè-
ìî â êàêîé-òî ìåðå ó÷èòûâàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôèøêàìè ëèáî
ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîìåòêàìè íà äóãàõ.

Ïåðâûé ïîäõîä ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â öåëîì
è ðàññìîòðåí â ïðåäûäóùåé ãëàâå (ïîäîáèå ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ïîäõîä.

Îïðåäåëåíèå 5.39. Ñèñòåìíî-àâòîíîìíûì ðåñóðñîì âëîæåí-
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íîé ñåòè NPN = (A, {EN1, . . . ,ENk},SN,Lab, Λ) íàçûâàåòñÿ ìóëü-
òèìíîæåñòâî íàä ìíîæåñòâîì ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè SN.

Òàê êàê âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñåòåâûõ ôèøåê íå ó÷èòûâàåò-
ñÿ, ïðè çàìåíå ôèøåê â ñèñòåìíîé ðàçìåòêå ìû ìîæåì çàìåíÿòü
òîëüêî îäèíàêîâûå ôèøêè:

Îïðåäåëåíèå 5.40. Ñèñòåìíî-àâòîíîìíûå ðåñóðñû r = {p1, p2,
. . . , pk} è s = {q1, q2, . . . , ql} íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ
r ≈◦ s), åñëè äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè M ⊆ M(NPN), òàêîé, ÷òî â íåé
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî

Ma
r = {(p1, a), (p2, a), . . . , (pk, a)} ⊆ M, ãäå a ∈ A ∪O,

âûïîëíÿåòñÿ M ∼ M −Ma
r + Ma

s , ãäå
Ma

s = {(q1, a), (q2, a), . . . , (ql, a)}.

Ïîäîáíûå ñèñòåìíî-àâòîíîìíûå ðåñóðñû � ýòî ìóëüòèìíîæå-
ñòâà ïîçèöèé ñèñòåìíîé ñåòè, êîòîðûå, âî-ïåðâûõ, ïîäîáíû êàê
ðåñóðñû ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìíîé ñåòè êàê îáûêíîâåííîé ñåòè
Ïåòðè, è, âî-âòîðûõ, íåðàçëè÷èìû ñ òî÷êè çðåíèÿ íàõîäÿùèõñÿ â
íèõ ñåòåâûõ ôèøåê. Ïðè ýòîì ñåòåâûå ôèøêè ðàçëè÷àþò ïîçèöèè
ñèñòåìíîé ñåòè òîëüêî ïî òåì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå íàêëàäûâà-
åò íà èõ ïîâåäåíèå âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ.
Ïðèìåð 5.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìíóþ ñåòü, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 5.12. Ïîñêîëüêó â äàííîé ñåòè íåò íèêàêîé ñèíõðîíèçàöèè,
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðåõîäîâ t2 è t3 âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ôèøåê â
ïîçèöèÿõ p1 è p2 íåñóùåñòâåííà. Äëÿ ýòèõ ïåðåõîäîâ âàæíî òîëü-
êî íàëè÷èå/îòñóòñòâèå êàêîé-íèáóäü ôèøêè âî âõîäíîé ïîçèöèè.
È îáðàòíî: ñåòåâàÿ ôèøêà íå ìîæåò îòëè÷èòü ïîçèöèþ p1 îò ïî-
çèöèè p2, òàê êàê âåðòèêàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ îòñóòñòâóåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïåðåíîñèòü ñåòåâóþ ôèøêó èç ïî-
çèöèè p1 â ïîçèöèþ p2 è íàîáîðîò áåç ïîñëåäñòâèé äëÿ íàáëþ-
äàåìîãî ïîâåäåíèÿ ñåòè (â ñìûñëå áèñèìóëÿöèè). Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíÿåòñÿ p1 ≈◦ p2.
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Ðèñ. 5.12: Ïðèìåð ïîäîáèÿ ñèñòåìíî-àâòîíîìíûõ ðåñóðñîâ. Èçîá-
ðàæåíà ñèñòåìíàÿ ñåòü SN íåêîòîðîé âëîæåííîé ñåòè Ïåòðè. Ñèí-
õðîíèçàöèÿ îòñóòñòâóåò, C ∈ O � êîíñòàíòà (ñåòåâàÿ ôèøêà), x
� ïåðåìåííàÿ. Âûïîëíÿåòñÿ p1 ≈◦ p2.

Ïîñêîëüêó ìû íå ðàññìàòðèâàåì âíóòðåííåå ïîâåäåíèå ñåòå-
âûõ ôèøåê, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ íå ìîæåò áûòü îòñëå-
æåíà ïðè ïîìîùè ïîäîáèÿ ñèñòåìíî-àâòîíîìíûõ ðåñóðñîâ:
Óòâåðæäåíèå 5.10. Äëÿ âëîæåííûõ ñåòåé ñ äåéñòâóþùåé ãî-
ðèçîíòàëüíîé ñèíõðîíèçàöèåé (ïðè |Labh| > 0) ìàêñèìàëüíûì
(ïî âëîæåíèþ) ïîäîáèåì ñèñòåìíî-àâòîíîìíûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèå Id(P ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïîäîáíû äâå ðàçëè÷-
íûå ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè � p è q. Ðàññìîòðèì ðàçìåòêó M , ñî-
äåðæàùóþ äâå ãîðèçîíòàëüíî ñèíõðîíèçèðîâàííûå ñåòåâûå ôèø-
êè â ïîçèöèè p è íè îäíîé ôèøêè â ïîçèöèè q. Åñëè ìû â ñîîòâåò-
ñòâèå ñî ñâîéñòâîì ïîäîáèÿ p è q ïåðåìåñòèì îäíó èç ýòèõ ôèøåê
â q, òî ñèíõðîíèçèðóþùèé ïåðåõîä íå ñìîæåò ñðàáîòàòü.

5.3.5 Ðåêóðñèâíûå âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè
Ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå êëàññà âëîæåííûõ ñåòåé Ïåòðè � ìíîãî-
óðîâíåâûå âëîæåííûå ñåòè Ïåòðè, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ôèøåê â
ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò âûñòóïàòü âëîæåííûå ñåòè. Íåîáõîäèìî ðàç-
äåëÿòü äâà ñëó÷àÿ � ñîáñòâåííî ìíîãîóðîâíåâûå ñåòè (â êîòîðûõ
÷èñëî ñëîåâ îãðàíè÷åíî ñòðóêòóðîé ñåòè) è ðåêóðñèâíûå âëîæåí-
íûå ñåòè ñ ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñëîåâ.
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Ðåêóðñèâíûå âëîæåííûå ñåòè [16, 56] óäîáíû äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñèñòåì, èìåþùèõ ðåêóðñèâíóþ ïðèðîäó. Ýòîò ôîðìàëèçì
ðåàëèçóåò îäíîâðåìåííî è ïðèíöèï ïàðàëëåëèçìà è ïðèíöèï ðå-
êóðñèè, ÷òî äåëàåò åãî âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ äèíàìè÷åñêèì ðàñïàðàëëåëèâàíè-
åì, ñëîæíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ò.ï.

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÿçûêîâ ðåêóðñèâíûõ âëî-
æåííûõ ñåòåé Ïåòðè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîä-
íûõ ÿçûêîâ ñòðîãî âêëàäûâàåòñÿ â êëàññ òóïèêîâûõ ÿçûêîâ ðå-
êóðñèâíûõ ñåòåé.
Îïðåäåëåíèå 5.41. Òóïèêîâûì ÿçûêîì ïîìå÷åííîé ðåêóðñèâ-
íîé ñåòè íàçîâåì ìíîæåñòâî ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ âñåìè âîçìîæ-
íûìè åå èñïîëíåíèÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê òóïèêîâûì ðàçìåòêàì (òî
åñòü òàêèì ðàçìåòêàì, ïðè êîòîðûõ íèêàêîå ñðàáàòûâàíèå íåâîç-
ìîæíî).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ.
Îïðåäåëåíèå 5.42. Ïîðîæäàþùåé ôîðìàëüíîé ãðàììàòèêîé
íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà G = (V, W, S, R), ãäå

V � àëôàâèò òåðìèíàëüíûõ (îñíîâíûõ) ñèìâîëîâ;
W � àëôàâèò íåòåðìèíàëüíûõ (âñïîìîãàòåëüíûõ) ñèìâîëîâ,

ïðè÷åì V ∩W = ∅;
R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà âèäà ξ → η, ãäå ξ è η

� öåïî÷êè (ñëîâà) â àëôàâèòå V ∪W ;
S � íà÷àëüíûé ñèìâîë (àêñèîìà ãðàììàòèêè).
ßçûêîì L(G), ïîðîæäàåìûì ãðàììàòèêîé G, íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ öåïî÷åê â òåðìèíàëüíîì àëôàâèòå V , âûâîäèìûõ
èç S â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðàâèëàìè R.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé (ÊÑ-ãðàììà-
òèêîé), åñëè âñå åå ïðàâèëà âûâîäà èìåþò âèä A → α, ãäå A ∈ W ,
α ∈ (V ∪W )∗.

Îïðåäåëèì íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé íàä ïðîñòåéøèìè ðå-
êóðñèâíûìè ñåòÿìè.
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- - - - - -. . .

head(N)thead(N) tail(N)

Ðèñ. 5.13: Ñåòü-öåïî÷êà

Öåïî÷êîé íàçîâåì ñåòü N = (P, T, F ), èìåþùóþ âèä, ïðåäñòàâ-
ëåííûé íà ðèñóíêå 5.13. Â öåïî÷êå âûäåëÿþòñÿ ãîëîâíàÿ ïîçèöèÿ
head(N), õâîñòîâàÿ ïîçèöèÿ tail(N) è ãîëîâíîé ïåðåõîä thead(N).

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå äâå îïåðàöèè íàä öåïî÷êàìè:

• Êîíêàòåíàöèÿ.
Ïóñòü N1 =(P1, T1, F1) è N2 =(P2, T2, F2) � öåïî÷êè, òîãäà

N1.N2 =def

(
P1 ∪ P2 \ {head(N2)}, T1 ∪ T2,

F1 ∪ (F2 \ {(head(N2), thead(N2))}) ∪ {(tail(N1), thead(N2))}
)
.

• Ñêëåèâàíèå ãîëîâíûõ ïîçèöèé.
Ïóñòü N1 =(P1, T1, F1), . . . , Nk =(Pk, Tk, Fk) � öåïî÷êè, òîãäà

Linkk
i=1(Ni) =def

( k⋃

i=1

(
Pi \ {head(Ni)}

) ∪ {p},
k⋃

i=1

Ti,

k⋃

i=1

(
Fi \ {(head(Ni), thead(Ni))} ∪ {(p, thead(Ni))}

))
.

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äàííûõ îïåðàöèé ê öåïî÷êàì ïîêàçàí
íà ðèñóíêå 5.14. Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå êîíêàòåíàöèè îïÿòü
ïîëó÷àåòñÿ öåïî÷êà, òîãäà êàê ñêëåèâàíèå n öåïî÷åê ïðîèçâîäèò
ñåòü áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ó êîòîðîé îäíà ãîëîâíàÿ è n õâî-
ñòîâûõ ïîçèöèé.

Ââåäåì òàêæå òðè øàáëîíà ýëåìåíòàðíûõ ðåêóðñèâíûõ ñåòåé,
êîòîðûå áóäóò èãðàòü ðîëü àòîìàðíûõ ñòðóêòóð, èç êîòîðûõ áó-
äåò ñòðîèòüñÿ èòîãîâàÿ ñåòü (ðèñóíîê 5.15). Íà ðèñóíêå ìåòêè èç
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a-

-

c- -

*

j

a

b -

-

b- - c- -

N1

N2

a- - b- - c- -

N1.N2

Link(N1, N2)

Èñõîäíûå ñåòè:

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé íàä ñåòÿìè:

Ðèñ. 5.14: Îïåðàöèè íàä ñåòÿìè
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l-
α

- - -

Term(α) Empty

- - l- -

NoTerm(C)

C x

Ðèñ. 5.15: Øàáëîíû

Lab ïðîñòàâëåíû âíóòðè ïåðåõîäîâ, ìåòêè èç Act � íàä ïåðåõî-
äàìè. Ýòè øàáëîíû èìåþò ñòðóêòóðó öåïî÷êè, ïîýòîìó ê íèì
ïðèìåíèìû îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè è ñêëåèâàíèÿ.

Òåîðåìà 5.6. Äëÿ ëþáîé ÊÑ-ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ïîìå-
÷åííàÿ ðåêóðñèâíàÿ âëîæåííàÿ ñåòü, ïîðîæäàþùàÿ ÿçûê L(G) â
êà÷åñòâå ñâîåãî òóïèêîâîãî ÿçûêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ ïîìå÷åííîé ðåêóðñèâíîé âëîæåííîé ñåòè ïî ïðîèç-
âîëüíîé ÊÑ-ãðàììàòèêå G = (V, W, S,R):

1. Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âûâîäà Ri ïîñòðîèì öåïî÷êó N(Ri):
øàã 1'. Ïóñòü Ri : T → ξ. Ââåäåì ïåðåìåííóþ η := ξ.
N(Ri) := ({p}, ∅, ∅).
øàã 2'. Åñëè äëèíà ñòðîêè η íå ðàâíà 0, òî âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ (äâà âèäà ñèìâîëîâ â íà÷àëå ñòðîêè):

• íåòåðìèíàëüíûé: η = T ′η′, ãäå T ′ ∈ W , η′ ∈ (V ∪W )∗.
Òîãäà N(Ri) := Term(NT ′).N(Ri), η := η′, è âîçâðàùà-
åìñÿ íà øàã 2'.

• òåðìèíàëüíûé: η = aη′, ãäå a ∈ V , η′ ∈ (V ∪W )∗. Òîãäà
N(Ri) := NoTerm(a).N(Ri), η := η′, âîçâðàùàåìñÿ íà
øàã 2'.
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øàã 3'. N(Ri) := N(Ri).Empty.

2. Îáîçíà÷èì IT = {i | Ri ∈ R&Ri = T → ξ}. Ïîñòðîèì äëÿ
êàæäîãî T ∈ W ñåòü NT = Linki∈IT

(N(Ri)).

3. Èñêîìàÿ ðåêóðñèâíàÿ ñåòü ñîñòîèò èç ñèñòåìíîé ñåòè NS è
ìíîæåñòâà ýëåìåíòíûõ ñåòåé {NT }T∈W . Êàæäîé êîíñòàíòå
íà äóãàõ ñîïîñòàâëåíà ñåòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èìåíåì è îä-
íîé ÷åðíîé ôèøêîé â ãîëîâíîé ïîçèöèè â êà÷åñòâå ðàç- ìåò-
êè. Íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñîñòîèò èç îäíîé ÷åðíîé ôèøêè â
ãîëîâíîé ïîçèöèè ñèñòåìíîé ñåòè NS . Èìååòñÿ îäíà ìåòêà
l äëÿ âåðòèêàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ìíîæåñòâî Act ïîìå-
òîê ñåòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì V òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ
ãðàììàòèêè.

Äëÿ êîíå÷íûõ ãðàììàòèê äàííûé àëãîðèòì êîíå÷åí, òàê êàê,
âî-ïåðâûõ, R êîíå÷íî, ïîýòîìó êîíå÷íî ÷èñëî øàãîâ 1 è 2, è, âî-
âòîðûõ, íà êàæäîì øàãå âèäà 2' ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñòðîêè, à äëèíà ñòðîê â R òàêæå êîíå÷íà.

Ïîëó÷åííàÿ ñåòü â ëþáîé ìîìåíò ñâîåãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëîåâ (óðîâíåé âëîæåííîñòè) è ðîâíî
ïî îäíîé ñåòè â êàæäîì ñëîå. Íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü âîçìîæíà
òîëüêî â ñàìîì âíóòðåííåì ñëîå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò
ïîëó÷åí ñêëåèâàíèåì, è â íåì íå ñðàáîòàë åùå íè îäèí ïåðåõîä.
Ýòî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî âûáîðà èç íåñêîëüêèõ ïðàâèë âûâîäà â ñëó÷àå ãðàììàòèê.

Âîîáùå, ñðàáîòàòü âñåãäà ìîæåò òîëüêî ïåðåõîä âî âíóòðåí-
íåì ñëîå (âîçìîæíî, ñèíõðîííî ñ ïåðåõîäîì â ñîñåäíåì ñëîå, ïðè-
÷åì ïðè ýòîì ñàìûé âíóòðåííèé ñëîé ïðîñòî èñ÷åçíåò), ïîñêîëü-
êó, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ñåòè NoTerm, ñîäåðæàùàÿ îáú-
åêò ñåòü âñåãäà äîæèäàåòñÿ åãî èñ÷åçíîâåíèÿ, ïðåæäå ÷åì ñìîæåò
ñðàáîòàòü ñàìà. Ïðàâèëüíàÿ âëîæåííîñòü îáúåêòîâ äðóã â äðó-
ãà (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè âûâîäà) ïîçâîëÿåò â ýòîì ñëó÷àå
ãàðàíòèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ïîðîæäåíèÿ ÿçûêà L(G).
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Èçâåñòíî [47], ÷òî êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ íå ñðàâ-
íèì ñ êëàññîì ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ îáûêíîâåííûìè ñåòÿìè Ïåò-
ðè. Ïîýòîìó èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðåêóðñèâíûå
âëîæåííûå ñåòè îáëàäàþò ãîðàçäî áîëüøåé âûðàçèòåëüíîé ìîù-
íîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì ïðèçíàêîì òîãî,
÷òî êîððåêòíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ áèñèìóëÿðíîñòè îòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ðåñóðñîâ ðåêóðñèâíûõ ñåòåé íå ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû òàê æå ýôôåêòèâíî, êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåí-
íûõ ñåòåé Ïåòðè.



Ãëàâà 6

Ïðèìåíåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòåé ðåñóðñîâ

6.1 Ðåäóêöèÿ (îïòèìèçàöèÿ) ìîäåëè
Ïîäîáèå ðåñóðñîâ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåäóêöèè ñåòè Ïåò-
ðè, òî åñòü ñîêðàùåíèÿ åå ðàçìåðà ïðè ñîõðàíåíèè íàáëþäàåìî-
ãî ïîâåäåíèÿ (â ñìûñëå áèñèìóëÿðíîñòè ðàçìåòîê). Â ÷àñíîñòè,
òàêàÿ ðåäóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ìîùíîå ñðåäñòâî
îïòèìèçàöèè ñëîæíûõ (â òîì ÷èñëå ðàñïðåäåëåííûõ) ïðîöåññîâ è
ñèñòåì [27]. Ñïåêòð ñõîäíûõ çàäà÷ âåñüìà øèðîê: îò ðåèíæèíè-
ðèíãà áèçíåñ-ïðîöåññîâ äî îïòèìèçèðóþùåé êîìïèëÿöèè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðîãðàìì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîâåäåíèÿ ñåòåé ðàçëè÷íîé
ñòðóêòóðû íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê ìåæ-
äó äâóìÿ ñåòÿìè Ïåòðè:

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü N1 = (P1, T1, F1, l1) è N2 = (P2, T2, F2,
l2)� ïîìå÷åííûå ñåòè Ïåòðè. Îòíîøåíèå R ⊆ M(P1) × M(P2)
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçìåòîê
(M1,M2) ∈ R è äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà t ∈ T1, òàêîãî, ÷òî â ñåòè
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N1 ñóùåñòâóåò ñðàáàòûâàíèå M1
t→ M ′

1, íàéäåòñÿ èìèòèðóþùèé
ïåðåõîä u ∈ T2, òàêîé, ÷òî l1(t) = l2(u) è â ñåòè N2 ñóùåñòâóåò
ñðàáàòûâàíèå M2

u→ M ′
2, ãäå (M ′

1,M
′
2) ∈ R.

Åñëè îòíîøåíèÿ R è R−1 îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà, òî R
íàçûâàåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê ìåæäó N1 è N2.

Ìàðêèðîâàííûå ñåòè Ïåòðè (N1,M1) è (N2, M2), òàêèå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò îòíîøåíèå áèñèìóëÿöèè R, äëÿ êîòîðîãî (M1,M2) ∈ R,
íàçûâàþòñÿ áèñèìóëÿðíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ (N1,M1) ∼ (N2,M2)).

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñåòåé Ïåòðè N1 è N2 ñóùåñòâóåò
ìàêñèìàëüíàÿ áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê ìåæäó íèìè, îáîçíà÷àåìàÿ
êàê ∼[N1,N2] .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû ðåäóêöèè ñåòåé Ïåòðè íà îñ-
íîâå ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäîáíûå ðåñóðñû ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ðàç-
ìåòêàõ ñåòè ïîëíîñòüþ âçàèìîçàìåíÿåìû, òî åñòü ôèøêè îäíîãî
ìîæíî çàìåíèòü íà ôèøêè äðóãîãî. Óæå ýòî ïîçâîëÿåò â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå �ðåäóöèðîâàòü� ñåòü, çàìåíÿÿ â å¼ íà÷àëüíîé ðàçìåòêå
áîëüøèé (ïî êîëè÷åñòâó ôèøåê) ðåñóðñ íà ìåíüøèé.

Îäíàêî íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçìåíåíèå íå íà-
÷àëüíîé ðàçìåòêè ñåòè, à å¼ ãðàôîâîé ñòðóêòóðû, òî åñòü ñîêðà-
ùåíèå êîëè÷åñòâà ïîçèöèé, ïåðåõîäîâ è äóã. Èíôîðìàöèþ äëÿ òà-
êîé ðåäóêöèè òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîìó ïîäîáèþ ðåñóðñîâ (ìóëüòèìíîæåñòâ ïî-
çèöèé) ìîæíî ñîïîñòàâèòü �ïîäîáèå� âûõîäíûõ äóã ïåðåõîäîâ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà t ïîìåùàåò â åãî
âûõîäíûå ïîçèöèè íåêîòîðûé ðåñóðñ r, ó êîòîðîãî åñòü ïîäîáíûé
ðåñóðñ s, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ó ïåðåõîäà t âñå âûõîäíûå äóãè,
ñîîòâåòñòâóþùèå r, íà âûõîäíûå äóãè, ñîîòâåòñòâóþùèå s, è íà-
áëþäàåìîå ïîâåäåíèå ïîëó÷åííîé ñåòè íè÷åì íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ
îò ïîâåäåíèÿ èñõîäíîé (â ñìûñëå áèñèìóëÿðíîñòè).

Óòâåðæäåíèå 6.1. (çàìåíà �ïîäîáíûõ� âûõîäíûõ äóã)
Ïóñòü N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè; r, s ∈M(P )
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� ðåñóðñû ñåòè N, òàêèå, ÷òî r ≈ s; t ∈ T � ïåðåõîä, òàêîé,
÷òî r ⊆ •t. Ïóñòü N ′ = (P, T, F ′, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè,
òàêàÿ, ÷òî

∀p ∈ P F ′(t, p) = F (t, p)− r(p) + s(p).

Òîãäà äëÿ ëþáîé M ∈M(P ) âûïîëíÿåòñÿ (N, M) ∼ (N ′,M).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ñåòè N ′, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé ñåòè
N çàìåíîé �ïîäîáíûõ� äóã, âûïîëíÿåòñÿ Id(M(P )) ⊆ (∼[N,N ′]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé áèñèìó-
ëÿöèè ðàçìåòîê ñåòè N (îòíîøåíèå ∼).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà ïîçèöèé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåòîê)
ñåòåé N è N ′ ñîâïàäàþò, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü R è â êà÷åñòâå
îòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåòêàìè ñåòåé N è N ′. Ïîñêîëüêó ïî ñâîé-
ñòâó áèñèìóëÿöèè (óòâåðæäåíèå 1.3) âûïîëíÿåòñÿ Id(M(P )) ∈ R,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå
R � áèñèìóëÿöèÿ ìåæäó ñåòÿìè N è N ′.

1) Ïîêàæåì, ÷òî R îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ R, ïåðåõîä

u ∈ T, òàêèå, ÷òî â ñåòè N âîçìîæíî ñðàáàòûâàíèå M1
u→ M ′

1,
ïðè÷åì â ñåòè N ′ äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóåò èìèòèðóþùåãî (â ñìûñëå
R) ñðàáàòûâàíèÿ ïðè ðàçìåòêå M2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó R � áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê â
ñåòè N, ñóùåñòâóåò ïåðåõîä v ∈ T, òàêîé, ÷òî â ñåòè N âîçìîæíî
ñðàáàòûâàíèå M2

v→ M ′
2, ãäå (M ′

1,M
′
2) ∈ R. Ðàññìîòðèì â ñåòè N ′

â êà÷åñòâå èìèòèðóþùåãî ïåðåõîäà òîò æå ïåðåõîä v. Âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ:

• v 6= t. Òîãäà â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ v â ñåòè N ′ ïîëó÷à-
åòñÿ â òî÷íîñòè ðàçìåòêà M ′

2 : M2
v→ M ′

2.

• v = t. Òîãäà â ðåçóëüòàòå ñðàáàòûâàíèÿ v â ñåòè N ′ ïîëó÷à-
åòñÿ ðàçìåòêà M ′′

2 = M ′
2 − r + s. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäîáíûõ
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a

b
s

3

1
¼¼t1

t2

p1

p2

N :

a

b
s

1
¼t1

t2

p1

p2

N ′:

Ðèñ. 6.1: Ðåäóêöèÿ çàìåíîé �ïîäîáíûõ� âûõîäíûõ äóã. Äëÿ ñåòè
N âûïîëíÿåòñÿ p1 ≈ ∅, 2p2 ≈ p2. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðåñóðñàì
äóãè çàìåíåíû ó ïåðåõîäîâ t1 è t2.

ðåñóðñîâ èìååì (M ′
2 − r + s,M ′

2) ∈ R, òî åñòü (M ′′
2 ,M ′

2) ∈ R.
Òîãäà èç (M ′

1,M
′
2) ∈ R è òðàíçèòèâíîñòè áèñèìóëÿöèè ðàç-

ìåòîê èìååì (M ′
1,M

′′
2 ) ∈ R.

2) Ïîêàæåì, ÷òî R−1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñòóñëîâèå èçìåíåííîãî ïåðåõîäà t (â ñåòè N ′)

ïîäîáíî ïîñòóñëîâèþ èñõîäíîãî ïåðåõîäà (â ñåòè N). Ñëåäîâà-
òåëüíî, R � áèñèìóëÿöèÿ ðàçìåòîê òàêæå è äëÿ ñåòè N ′.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ïåðåíîñà àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ R, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî R � áèñè-
ìóëÿöèÿ ðàçìåòîê â ñåòè N ′.

Èòàê, îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê ìåæäó
N è N ′, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ ðàçìåòêàõ ïîâåäå-
íèå ñåòåé N è N ′ íåðàçëè÷èìî (ñ òî÷êè çðåíèÿ áèñèìóëÿðíîñòè),
è ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû
ñåòü ñ ìåíüøèì ÷èñëîì äóã.

Çàìåíà ïîäîáíûõ äóã âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò äîáèâàòüñÿ
ñóùåñòâåííîãî óïðîùåíèÿ ñòðóêòóðû ñåòè.

Ðàññìîòðèì ðåäóêöèþ ñåòè Ïåòðè N , èçîáðàæåííîé íà ðèñóí-
êå 6.1. Ñåòü N ′ ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñåòè N ïðè ïîìîùè ñëåäó-
þùèõ çàìåí �ïîäîáíûõ� äóã:
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p2p1 p3

a a
^ ® ?

j ¼

p4

t1 t2

N : p2p1 p3

a a
?

j ¼

p4

t1 t2

N ′:

)

Ðèñ. 6.2: Ïðèìåð ðåäóêöèè çàìåíîé âõîäíûõ äóã è èçìåíåíèåì
íà÷àëüíîé ðàçìåòêè. Äëÿ ñåòè N âûïîëíÿåòñÿ p1 + p2 ≈ p3.

1. p1 ≈ ∅. Äóãà (t1, p1) çàìåíåíà íà (t1, ∅) (òî åñòü óäàëåíà).

2. 2p2 ≈ p2. Äâå äóãè (t2, p2) çàìåíåíû íà îäíó òàêóþ æå.

Çàìåíà �ïîäîáíûõ� âûõîäíûõ äóã ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ äàæå
ó íåìàðêèðîâàííûõ ñåòåé, ïîñêîëüêó îäèíàêîâûå ðàçìåòêè èñõîä-
íîé è ðåäóöèðîâàííîé ñåòåé áèñèìóëÿðíû.

Ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûé ïðèåì äëÿ âõîäíûõ äóã ïåðåõîäîâ íå
óäàåòñÿ áåç ñóùåñòâåííûõ ìîäèôèêàöèé.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âõîäíûõ äóã íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü íà÷àëüíóþ ðàçìåòêó. Ðàññìîòðèì ñåòü, èçîáðàæåííóþ
íà ðèñóíêå 6.2. Â äàííîì ñëó÷àå äóãè (p1, t1) è (p2, t1) çàìåíåíû
íà äóãó (p3, t1), â íà÷àëüíîé ðàçìåòêå ðåñóðñ p1 + p2 çàìåíåí íà
p3. Åñëè áû ìû íå èçìåíèëè íà÷àëüíóþ ðàçìåòêó, òî â ñåòè N ′ íè
îäèí ïåðåõîä íå ñìîã áû ñðàáîòàòü.

Îäíàêî è çàìåíû íà÷àëüíîé ðàçìåòêè íå âñåãäà äîñòàòî÷íî
äëÿ êîððåêòíîé ðåäóêöèè. Ðàññìîòðèì ñåòè, èçîáðàæåííûå íà
ðèñóíêå 6.3. Ñåòü N ′ ïîëó÷åíà èç ñåòè N òåì æå ïðåîáðàçîâà-
íèåì, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Îäíàêî ìàðêèðîâàííûå ñåòè
(N, p1+2p2) è (N ′, p2+p3) íå áèñèìóëÿðíû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñåòè
(N, p1 + 2p2) âîçìîæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâàíèé t3.t1.t1,
ïîìå÷åííàÿ ñëîâîì �baa�, òîãäà êàê â ñåòè (N ′, p2 + p3) ïåðåõîä,
ïîìå÷åííûé ñèìâîëîì �a�, ìîæåò ñðàáîòàòü òîëüêî îäèí ðàç.



6.1. ÐÅÄÓÊÖÈß (ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß) ÌÎÄÅËÈ 189
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Ðèñ. 6.3: Ïðèìåð íåêîððåêòíîé ðåäóêöèè. Äëÿ ñåòè N âûïîëíÿ-
åòñÿ p1 + p2 ≈ p3, îäíàêî (N, p1 + 2p2) 6∼ (N ′, p2 + p3)

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óñëîâèå. Ïóñòü çàìåíÿåìûé ðåñóðñ �íå-

äåëèì� ñ òî÷êè çðåíèÿ íà÷àëüíîé ðàçìåòêè ñåòè è ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðåäóñëîâèé è ïîñòóñëîâèé ÂÑÅÕ ïåðåõîäîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ýòîò ðåñóðñ âõîäèò â íà÷àëüíóþ ðàçìåòêó �öåëîå� ÷èñëî ðàç è
âñÿêèé ïåðåõîä ïðè ñðàáàòûâàíèè çàáèðàåò èç âõîäíûõ ïîçèöèé
è ïîìåùàåò â âûõîäíûå ïîçèöèè �öåëîå� ÷èñëî òàêèõ ðåñóðñîâ.

Ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî ñèëüíîå, îäíàêî îíî ïîçâîëÿåò ïðîèç-
âîäèòü ïîëíóþ çàìåíó îäíîãî ðåñóðñà íà äðóãîé (ïîäîáíûé):

Óòâåðæäåíèå 6.2. (çàìåíà ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ)
Ïóñòü (N, M0) � ïîìå÷åííàÿ ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü Ïåòðè, ãäå

N = (P, T, F, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü Ïåòðè. Ïóñòü r, s ∈M(P ) �
ðåñóðñû ñåòè N, òàêèå, ÷òî

- r ≈ s;

- M0 = nr + M0, ãäå n ∈ Nat, M0 ∩ r = ∅;
- äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäà t ∈ T âûïîëíÿåòñÿ
•t = itr + gt, ãäå it ∈ Nat, gt ∩ r = ∅,
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t• = jtr + ht, ãäå jt ∈ Nat, ht ∩ r = ∅.
Ïóñòü M ′

0 = ns + M0, N ′ = (P, T, F ′, l) � ïîìå÷åííàÿ ñåòü
Ïåòðè, òàêàÿ, ÷òî ∀t ∈ T, ∀p ∈ P

F ′(p, t) = F (p, t)− itr(p) + its(p),

F ′(t, p) = F (t, p)− jtr(p) + jts(p).

Òîãäà (N, M0) ∼ (N ′,M ′
0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Reach(M0) ðàçìåòîê, äî-
ñòèæèìûõ â ñåòè N îò íà÷àëüíîé ðàçìåòêè M0 :

Reach(M0) = {M ∈M(P ) | M0 → M}
Ïîñêîëüêó âñå ïåðåõîäû ñåòè N çàáèðàþò èç âõîäíîé ðàçìåòêè
è ïîìåùàþò â âûõîäíóþ ðàçìåòêó �öåëûå� ðåñóðñû r, ëþáîé ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà Reach(M0) îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì, ÷òî è íà-
÷àëüíàÿ ðàçìåòêà M0 � îí ñîäåðæèò �öåëîå� ÷èñëî ðåñóðñîâ r :

∀M ∈ Reach(M0) M = iMr + mM , ãäå iM ∈ Nat, mM ∩ r = ∅.
Ïóñòü R � îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé áèñèìóëÿöèè ðàçìåòîê

ñåòè N (îòíîøåíèå ∼). Ïîñòðîèì îòíîøåíèå E ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó:

(M, M ′) ∈ R ∧ M ∈ Reach(M0) ⇒ (M, M ′− iMr + iMs) ∈ E.

Òàê êàê ðåñóðñû r è s ïîäîáíû, èìååì M ∼ M ′ − iMr + iMs, òî
åñòü E ⊆ R.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ èìååì M0 ∼ M ′
0, ñëåäîâà-

òåëüíî, (M0,M
′
0) ∈ E.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà ïîçèöèé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåòîê)
ñåòåé N è N ′ ñîâïàäàþò, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü E â êà÷åñòâå
îòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåòêàìè ñåòåé N è N ′. Òàê êàê (M0,M

′
0) ∈

E, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî E �
áèñèìóëÿöèÿ ìåæäó N è N ′.
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1) Ïîêàæåì, ÷òî E îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò (M1,M2) ∈ E, ïåðåõîä

u ∈ T, òàêèå, ÷òî â ñåòè N âîçìîæíî ñðàáàòûâàíèå M1
u→ M ′

1,
ïðè÷åì â ñåòè N ′ äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóåò èìèòèðóþùåãî (â ñìûñ-
ëå E) ñðàáàòûâàíèÿ ïðè ðàçìåòêå M2.

Ðàññìîòðèì â ñåòè N ′ â êà÷åñòâå èìèòèðóþùåãî ïåðåõîäà ïå-
ðåõîä v, ïîëó÷åííûé èç u çàìåíîé äóã. Îí ìîæåò ñðàáîòàòü ïðè
ðàçìåòêå M2, òàê êàê îíà ïîëó÷åíà èç ðàçìåòêè M1 çàìåíîé âñåõ
ðåñóðñîâ r íà s, à âõîäíûå äóãè ïåðåõîäà v ïîëó÷åíû èç âõîäíûõ
äóã ïåðåõîäà u çàìåíîé âñåõ (ò.å. iu) ðåñóðñîâ r íà ðåñóðñû s.

Ïóñòü â ñåòè N ′ ñðàáàòûâàíèå ïåðåõîäà v ïðèâîäèò ê ðàçìåò-
êå L : M2

v→ L. Òàê êàê ïîñòóñëîâèå ïåðåõîäà v îòëè÷àåòñÿ
îò ïîñòóñëîâèÿ u òàêæå íà öåëîå ÷èñëî ðåñóðñîâ (íà ju), èìååì
L = M ′

2 − jur + jus, òî åñòü (M ′
2, L) ∈ E.

2) Ïîêàæåì, ÷òî E−1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåíîñà. Àíàëîãè÷-
íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ E.

Èòàê, îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ áèñèìóëÿöèåé ðàçìåòîê ìåæäó
N è N ′, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå òàêîé çàìåíû ìíîãèå ïîçèöèè ìîãóò îñ-
òàòüñÿ íåñâÿçàííûìè íè ñ îäíèì ïåðåõîäîì, è èõ ìîæíî áóäåò
ïðîñòî óäàëèòü èç ñåòè. Ñòðîãî ãîâîðÿ,

Óòâåðæäåíèå 6.3. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ óòâåðæäå-
íèÿ 6.2, p ∈ P . Òîãäà

r(p) > 0 ∧ s(p) = 0 ⇒ ∀t ∈ T F ′(p, t) = 0 ∧ F ′(t, p) = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîçèöèÿ p èçáûòî÷íà, åñëè îíà ïðèíàäëå-
æèò ðåñóðñó r è íå ïðèíàäëåæèò ðåñóðñó s.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì îòñóòñòâèå âõîäíûõ äóã. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò ïåðåõîä t ∈ T, òàêîé, ÷òî F ′(p, t) > 0.

Èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 6.2 èìååì
•t = itr + gt, ãäå it ∈ Nat, gt ∩ r = ∅.
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Ðèñ. 6.4: Ïðèìåð ðåäóêöèè çàìåíîé ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ. Äëÿ ñåòè
N âûïîëíÿåòñÿ 2p1 ≈ p2. Ïðîèçâåäåíà çàìåíà ïðè r = 2p1, s = p2.

Òàê êàê r(p) > 0, âûïîëíÿåòñÿ gt(p) = 0, òî åñòü F (p, t) = itr(p).
Èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 6.2 èìååì F ′(p, t) = F (p, t)− itr(p) +

its(p), òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ

F ′(p, t) = itr(p)− itr(p) + its(p) = its(p) = 0.

2) Ñëó÷àé âûõîäíûõ äóã � àíàëîãè÷íî.

Ýòî íå åäèíñòâåííûé �ïîáî÷íûé� ýôôåêò îò çàìåíû ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ. Ïðè ïåðåìåùåíèè äóã ïî ïðàâèëó, îïèñàííîìó â óòâåð-
æäåíèè 6.2, â ñåòè ìîæåò âîçíèêíóòü ìíîãî îäèíàêîâûõ ïåðåõî-
äîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â ñåòè äâóõ îäèíàêîâûõ ïåðåõî-
äîâ îäèí èç íèõ ìîæíî óäàëèòü áåç ïîñëåäñòâèé äëÿ íàáëþäàåìî-
ãî ïîâåäåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 6.4 ïðèâåäåí ïðèìåð ðåäóêöèè çàìåíîé ïîäîáíûõ
ðåñóðñîâ. Ñåòü N ′ ïîëó÷åíà èç ñåòè N çàìåíîé ðåñóðñà 2p1 íà
ðåñóðñ p2. Ñåòü N ′′ ïîëó÷åíà èç ñåòè N ′ óäàëåíèåì èçáûòî÷íîé
ïîçèöèè p1 è ïåðåõîäà t1, äóáëèðóþùåãî ïåðåõîä t2.

Èòàê, ìû îïèñàëè äâà ñïîñîáà ðåäóêöèè îáûêíîâåííîé ñåòè
Ïåòðè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðå-
äóöèðîâàòü íåìàðêèðîâàííóþ ñåòü, çàìåíÿÿ �ïîäîáíûå� âûõîä-
íûå äóãè ïåðåõîäîâ. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ìàðêèðî-
âàííóþ ñåòü ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé, ïîëíîñòüþ çàìåíÿÿ
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Ðèñ. 6.5: Ïðèìåð ðåäóêöèè ñåòè Ïåòðè íà îñíîâå ïîäîáèÿ ðåñóð-
ñîâ. Äëÿ ñåòè N âûïîëíÿåòñÿ p1 ≈ p4 ≈ ∅, p2 ≈ 2p5.

îäèí ðåñóðñ íà äðóãîé (ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé,
íàêëàäûâàåìûõ íà çàìåíÿåìûé ðåñóðñ). Î÷åâèäíî, ÷òî îáà ýòèõ
ñïîñîáà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è îäíîâðåìåííî, ïîëó÷àÿ åùå áîëåå
ñèëüíóþ ðåäóêöèþ. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì ñåòü ìåíüøåãî ðàçìåðà
áóäåò èìåòü òî æå ïîâåäåíèå, ÷òî è èñõîäíàÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ áè-
ñèìóëÿðíîñòè). Ýòî ãàðàíòèðóåòñÿ ñâîéñòâàìè ïîäîáèÿ ðåñóðñîâ.

Ïðèìåð �êîìïëåêñíîé� ðåäóêöèè ñåòè Ïåòðè íà îñíîâå ïîäîáèÿ
ðåñóðñîâ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 6.5.

Â äàííîì ñëó÷àå îáúåäèíåíû ðåñóðñû p2 è 2p5, óäàëåíû ðåñóð-
ñû (ïîçèöèè) p1 è p4 (êàê òóïèêîâûå, òî åñòü ïîäîáíûå ïóñòîìó
ðåñóðñó ∅). Ïåðåõîäû ñ ìåòêîé a ñëèòû â îäèí ïåðåõîä.

Â ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèÿõ èñïîëüçîâàíî ïîäîáèå ðåñóðñîâ,
îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðàêòèêå äëÿ ðåäóêöèè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü è ëþáûå ñóæåíèÿ ïîäîáèÿ. Ôàêòè÷åñêè, åñëè èçâåñòíà òîëü-
êî îäíà ïàðà ýêâèâàëåíòíûõ ðåñóðñîâ, å¼ óæå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ðåäóêöèè. Ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ïîäõîäû ìîãóò
ñ ðàâíûì óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåäóêöèè íà îñíîâå ïîëíîãî
ïîäîáèÿ, îãðàíè÷åííîãî ïîäîáèÿ è áèñèìóëÿöèè ðåñóðñîâ.
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6.2 Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì
Äðóãàÿ âàæíàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè
ðåñóðñîâ � àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå.

Íà ïðàêòèêå â õîäå ýêñïëóàòàöèè àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè ðàáîò �
Work�ow Management Systems [2]) â ïðîöåññ çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ
âíîñèòü èçìåíåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â õîäå åãî âûïîëíåíèÿ. Ýòî
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî ïðè÷èíå äîñòóïíîñòè/íåäîñòóïíîñòè òåõ
èëè èíûõ ðåñóðñîâ, ñáîåâ â îòäåëüíûõ ìîäóëÿõ, â ñèëó íåîáõîäè-
ìîñòè îáðàáàòûâàòü íåñòàíäàðòíûå ñèòóàöèè/çàïðîñû è ïî ìíî-
ãèì äðóãèì ïðè÷èíàì. Ïåðåíàñòðîéêà ñèñòåìû âðó÷íóþ â òàêèõ
ñèòóàöèÿõ ìîæåò áûòü ñäåëàíà òîëüêî ñïåöèàëèñòîì, õîðîøî çíà-
þùèì âñå äåòàëè ïðîöåññà è àðõèòåêòóðó ñèñòåìû, è ÿâëÿåòñÿ, òà-
êèì îáðàçîì, î÷åíü òðóäîåìêîé è çàòðàòíîé ïðîöåäóðîé. Ê òîìó
æå âíåñåíèå èçìåíåíèé â ñèñòåìó ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ
îøèáîê â åå ôóíêöèîíèðîâàíèè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî óìåòü àâòîìàòè÷åñêè íàõîäèòü ýê-
âèâàëåíòíûå çàìåíû äëÿ îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû. Ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ýêâèâàëåíòíîñòè ðåñóðñîâ, â
÷àñòíîñòè, áèñèìóëÿöèþ ðåñóðñîâ [34] èëè ïîäîáèå ðåñóðñîâ è îò-
íîøåíèÿ íà åãî îñíîâå.

6.2.1 Óïðàâëåíèå �áåç ïîòåðü� íà îñíîâå ïîäîáèÿ
îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ

Ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé îäèí èç âîçìîæ-
íûõ ñïîñîáîâ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîäîáèÿ îáîáùåííûõ
ðåñóðñîâ äëÿ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè.

Íà ðèñóíêå 6.6 èçîáðàæåíà ìîäåëü íåêîåé äîâîëüíî àáñòðàêò-
íîé ñèñòåìû îáðàáîòêè çàïðîñîâ. Ýòî ìîæåò áûòü îðãàíèçàöèÿ,
ñèñòåìà web-ñåðâèñîâ èëè âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî. Ñèñòåìà
ñîñòîèò èç òðåõ îòäåëüíûõ ìîäóëåé (ïîäðàçäåëåíèé, ñåðâåðîâ èëè
ïðîöåññîðîâ). Êàæäûé èç íèõ óìååò îáðàáàòûâàòü çàïðîñû òîëü-
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(p1, ∅) ≈ (q4, ∅), (p2, ∅) ≈ (q3, ∅) ≈ (r2, ∅)

(p1 + p2, ∅) ≈ (q2, ∅) ≈ (q3 + q4, ∅)
(p1, t1) ≈ (q4, u5), (p2, t2) ≈ (q3, u4) ≈ (r2, v2)

(p1 + p2, t1) ≈ (q2, u2) ≈ (q2 + q3, u5) ≈ (r1, v1)

(p1 + p2, t2) ≈ (q2, u3) ≈ (q2 + q3, u4)

Ðèñ. 6.6: Àäàïòèâíàÿ îáðàáîòêà çàïðîñîâ
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êî îäíîãî îïðåäåëåííîãî òèïà. Àëãîðèòìû îáðàáîòêè ðàçëè÷íûõ
òèïîâ çàïðîñîâ â öåëîì ðàçëè÷íû, îäíàêî íåêîòîðûå èç îïåðàöèé
ñîâïàäàþò. À èìåííî, â êàæäîì ìîäóëå âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè
�a� è �b�. Ïîýòîìó ìû õîòèì çíàòü, êàêèì îáðàçîì ýòà ïîõîæåñòü
ìîäóëåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àäàïòèâíîé îáðàáîòêè çà-
ïðîñîâ � îáìåíà çàïðîñàìè (ðåñóðñàìè) ìåæäó ìîäóëÿìè â öåëÿõ
óìåíüøåíèÿ îáùåé çàãðóçêè ñèñòåìû è ïîääåðæàíèÿ åå ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè â ñëó÷àå îòêàçà îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì. Ïðè ýòîì ìû
õîòèì ñîõðàíÿòü íàáëþäàåìîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èíòåðåñíûå âîçìîæíîñòè ïðåäîñòàâ-
ëÿåò ïîäîáèå îáîáùåííûõ ðåñóðñîâ. Íàïðèìåð, â ïðåäñòàâëåííîé
ìîäåëè ñèñòåìû îáðàáîòêè çàïðîñîâ ìîæíî âûäåëèòü öåëûé ðÿä
íåòðèâèàëüíûõ ïîäîáíûõ ðåñóðñîâ.

Ïîäîáèå ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ (�îáû÷íîå� ïîäîáèå ðåñóðñîâ)
äàåò óäîáíûé íàáîð ïðàâèë äëÿ óïðàâëåíèÿ çàãðóçêîé ïîäñèñòåì.
Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (q2, ∅) ≈ (p1 + p2, ∅), ìû ìîæåì
óìåíüøèòü çàãðóæåííîñòü ïîäñèñòåìû 2 (öåíîé óâåëè÷åíèÿ çà-
ãðóæåííîñòè ïîäñèñòåìû 1), óäàëÿÿ ôèøêó èç q2 è ïîìåùàÿ ôèø-
êè â p1 è p2. (Äëÿ ïðîñòîòû ìû íå âäàåìñÿ çäåñü â òåõíè÷åñêèå
ïîäðîáíîñòè ïðîöåññà ïåðåíîñà çàïðîñà ìåæäó ïîäñèñòåìàìè.)

Óïðàâëåíèå çàãðóçêîé îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì
êàêèõ-òî âíåøíèõ ôàêòîðîâ è ïðè÷èí. Â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàáîòêà
èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé ÷àùå âñåãî èìååò äåëî ñ âíóòðåííèìè
ïðîáëåìàìè ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé â ïîä-
ñèñòåìå 3 ïðîèñõîäèò ñáîé â ìîìåíò âûïîëíåíèÿ çàäà÷è v1 (èëè
æå ýòà çàäà÷à ïðîñòî âûïîëíÿåòñÿ ñëèøêîì äîëãî, â òî âðåìÿ êàê
äðóãèå � âîçìîæíî, áîëåå ìîùíûå � ïîäñèñòåìû ïðîñòàèâàþò).
Â òàêîé ñèòóàöèè ïðàâèëî ïîäîáèÿ (r1, v1) ≈ (p1 +p2, t1) ≈ (q2, u2)
ïîçâîëÿåò íàì ïåðåíåñòè âñþ âõîäíóþ èíôîðìàöèþ èç ïîäñèñòå-
ìû 3 â äðóãóþ ïîäñèñòåìó (1 èëè 2), à çàòåì (íåçàìåòíî äëÿ ïîëü-
çîâàòåëÿ) ðåñòàðòîâàòü çàäà÷ó �a�. Òàêàÿ ìàíèïóëÿöèÿ íå ÿâëÿåò-
ñÿ òðàäèöèîííûì îòêàòîì òðàíçàêöèè (rollback), ïîñêîëüêó ìû
çàïîìèíàåì íå òîëüêî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (ðàçìåòêó), íî è ìíî-
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æåñòâî âûáðàííûõ äåéñòâèé (ïåðåõîäîâ).

Çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü
ñòðóêòóðó ñèñòåìû áåç êàêèõ-ëèáî ïîòåðü â å¼ ïîâåäåíèè (îòíî-
ñèòåëüíî áèñèìóëÿöèè).

6.2.2 Óïðàâëåíèå â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî
âðåìåíè íà îñíîâå ðàññëîåííîãî ïîäîáèÿ

Åù¼ îäèí âèä àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ � óïðàâëåíèå �ñ ïîòåðÿ-
ìè�. Äàåòñÿ ãàðàíòèÿ íà ñîõðàíåíèå ïîâåäåíèÿ òîëüêî äî îïðåäå-
ëåííîãî âðåìåíè (øàãà). Â äàëüíåéøåì ñèñòåìå ïîçâîëÿåòñÿ èç-
ìåíèòü ñâîå ïîâåäåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîííûì. Òàêîå óïðàâ-
ëåíèå ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ïðè îáðàáîòêå êàêèõ-ëèáî êðèçèñíûõ
ñèòóàöèé, êîãäà íóæíî áûñòðî è ïðàâèëüíî âûïîëíèòü ñðî÷íûå
(òàêòè÷åñêèå) äåéñòâèÿ, è ïðè ýòîì íå òàê âàæíî, áóäåò ëè â áóäó-
ùåì ñîáëþäåíà äîëãîâðåìåííàÿ ñòðàòåãèÿ (èëè åñòü âîçìîæíîñòü
÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ îïÿòü èçìåíèòü ñòðóêòóðó ïðîöåññà).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ðèñóíêå 6.7. Çäåñü ïðåäñòàâëåíû äâà
öèêëè÷åñêèõ áèçíåñ-ïðîöåññà (ïîòîêà ðàáîò) íåêîåé àáñòðàêòíîé
ôèðìû. Çà êàæäûé ïðîöåññ îòâå÷àåò êîíêðåòíîå ïîäðàçäåëåíèå,
êîòîðîå èìååò æåñòêóþ ñòðóêòóðó è ïîýòîìó ìîæåò ôóíêöèîíè-
ðîâàòü òîëüêî ïî ðàç è íàâñåãäà îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäðàçäåëåíèÿ ôèðìû íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîçà-
ìåíÿåìûìè. Òî åñòü â ñëó÷àå ïðîáëåì â îäíîì èç ïðîöåññîâ (íà
ëþáîé åãî ñòàäèè) ìû íå ìîæåì �óâåñòè� åãî â äðóãîå ïîäðàçäåëå-
íèå �íàâñåãäà�. Â ýòîì êëþ÷åâîå îòëè÷èå îò ïðèìåðà èç ïðåäûäó-
ùåãî ïàðàãðàôà � òàì íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäóëåé
áûëè ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûìè. Îäíàêî íà âðåìÿ ïîäðàçäåëå-
íèÿ âñå-òàêè ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì ðàáîòîé. Äåéñòâè-
òåëüíî, èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íà îäèí �òàêò� ìû ìîæåì ïåðåíå-
ñòè çàäàíèå èç ñîñòîÿíèÿ p2 ïåðâîãî ïîäðàçäåëåíèÿ â ñîñòîÿíèå
q1 âòîðîãî (è íàîáîðîò).
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Ðèñ. 6.7: Òàêòè÷åñêîå àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêòè÷åñêîãî àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ áèç-
íåñ-ïðîöåññàìè óäîáíåå âñåãî èñïîëüçîâàòü ðàññëîåííîå ïîäîáèå
ðåñóðñîâ. Ýòî îòíîøåíèå ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî ó÷åñòü ãðàíèöû
âðåìåííîãî èíòåðâàëà, êðîìå òîãî, îíî ðàçðåøèìî (òî åñòü, â îò-
ëè÷èå îò îáû÷íîãî ïîäîáèÿ, çäåñü íå òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ).

Âû÷èñëèâ ðàññëîåííûå ïîäîáèÿ äëÿ ñåòè Ïåòðè íà ðèñóíêå 6.7,
ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î äîïóñòèìîñòè ñëåäóþùèõ ïåðåíîñîâ
çàäàíèé:

• Íà îäèí òàêò: ìåæäó p1 è q2, ìåæäó p2 è q1.

• Íà äâà òàêòà: ìåæäó p1 è q2.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîä êâàíòàìè �âðå-
ìåíè� ïîíèìàþòñÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ ñåòè, à íå ðåàëüíûå
âðåìåííûå èíòåðâàëû.
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