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НЕРАВЕНСТВА1)

В работе изучаются соболевские априорные оценки для опти-
мальной транспортировки T = ∇Φ вероятностных мер μ = e−V dx
и ν = e−W dx на Rd. В предположении равномерной выпуклости
потенциала W в работе доказано, что величина

∫
‖D2Φ‖2HS dμ, где

‖ ∙ ‖HS — норма Гильберта–Шмидта, ограничена информацией Фи-
шера меры μ. Помимо этого доказаны близкие оценки для Lp(μ)-
нормы ‖D2Φ‖ и получены Lp-обобщения известной теоремы Каф-
фарелли о сжатии. Установлена связь между результатами на-
стоящей статьи и транспортным неравенством Талаграна. Также
доказаны не зависящие от размерности версии данного неравенства
для информации Фишера относительно гауссовских мер.

Ключевые слова и фразы: задача Монжа–Канторовича, урав-
нение Монжа–Ампера, соболевские априорные оценки, гауссовские
меры, логарифмически вогнутые меры, транспортные неравенства,
логарифмическое неравенство Соболева, липшицевы отображения.

1. Введение. Пусть μ = e−V dx и ν = e−Wdx — вероятностные
меры на Rd и T = ∇Φ — оптимальное транспортное отображение, при-
чем мера ν является образом μ относительно T : ν = μ◦T−1. Для кратко-
сти будем далее говорить, что T отображает μ в ν. Соответствующий
выпуклый потенциал обозначен через Φ. Для ознакомления с теорией
оптимальной транспортировки мы рекомендуем читателю книгу [24].

Предполагая, что W — равномерно выпуклая функция (D2W > K ∙I,
K > 0), мы доказываем, что

Iμ :=
∫
|∇V |2 dμ > K

∫
‖D2Φ‖2HS dμ. (1.1)
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Более общим образом, в работе показано, что для любого единичного
вектора e ∈ Rd и p > 1 выполнено неравенство

p+ 1

2
‖V 2e ‖Lp(μ) > K‖Φ

2
ee‖Lp(μ). (1.2)

Этот результат можно рассматривать как (глобальную, не зависящую
от размерности) соболевскую априорную оценку для уравнения Монжа–
Ампера

e−V = e−W (∇Φ) detD2Φ.

Теория регулярности для оператора Монжа–Ампера имеет длинную
историю. Много известных ученых внесли вклад в ее создание. С ней
можно познакомиться по книге [11] (см. также [25], [33], [9], [5], [15]). В
частности, соболевские оценки для оптимальной транспортировки были
получены Л.Каффарелли в [3]. Самые последние результаты в этом
направлении касаются гёльдеровой регулярности транспортных отобра-
жений на многообразиях (см. работы [22], [17], [7], [13] и ссылки в них).

Подход, используемый в настоящей работе, является по существу
вероятностным. Полученные здесь оценки: 1) не зависят от размерно-
сти, 2) являются глобальными, 3) могут быть получены конструктив-
ным путем с помощью интегрирования по частям и так называемого
касательного формализма. В работе используется техника, близкая ра-
ботам Н.М.Ивочкиной (см., например, [30]). Несмотря на обилие ре-
зультатов, единственная ранее известная не зависящая от размерности
глобальная оценка была доказана Л.Каффарелли (теорема Каффарелли
о сжатии) [4]. Согласно этому результату, каждая оптимальная транс-
портировка T , отображающая стандартную гауссовскую меру в лога-
рифмически вогнутую меру ν с равномерно выпуклым потенциалом W

(т.е. D2W > K ∙I с K > 0) является 1/
√
K-сжатием (т.е. ‖T‖Lip 6 1/

√
K).

Теорема о сжатии приобрела большую популярность среди специ-
алистов по теории вероятностей в силу своих замечательных аналити-
ческих следствий (таких, например, как теорема Бакри–Леду, вероят-
ностная версия теоремы сравнения Леви–Громова). Некоторые недавние
обобщения этой теоремы можно найти в работах [31], [12], [23]. Другими
возможными приложениями являются оценки типа Соболева, изопериме-
трические неравенства и т.д. Заметим, что в силу недавнего наблюде-
ния Э.Мильмана (см. [19], [20]) даже более слабых Lp-оценок для ‖D2Φ‖
достаточно для доказательства результатов подобного рода, если мера-
образ логарифмически вогнута.

Заметим также (это, впрочем, не является целью статьи), что та-
ким же способом можно установить соболевские оценки для производных
третьего порядка. Полученные в работе оценки основаны на следующем
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(формальном) равенстве:
∫
V 2xi dμ =

∫
〈D2Φ ∙D2W (∇Φ) ∙D2Φ ∙ ei, ei〉 dμ

+

∫
‖(D2Φ)−1/2D2Φxi(D

2Φ)−1/2‖2HS dμ.

В частности, если функция Φ достаточно гладкая и D2W > K ∙ I, K > 0,
то это равенство влечет (1.1) и следующую оценку на производные Φ
третьего порядка:

∫
|∇V |2 dμ > 2

√
K

∫ [ d∑

i=1

‖D2Φxi‖
2
HS

] 1
2

dμ.

Настоящая работа также мотивирована другим известным резуль-
татом из теории вероятностей. А именно, оценка (1.1) весьма похожа
на известное неравенство Талаграна (см. [21]), которое является класси-
ческим представителем так называемых транспортных неравенств (см.
обзоры [16], [10]), близких к различным функциональным неравенствам
(концентрации, Соболева, изопериметрическим и т.д.). Пусть γ — стан-
дартная гауссовская мера. Рассмотрим оптимальную транспортировку
∇Φ меры g ∙ γ в γ. Тогда верна следующая оценка (транспортное нера-
венство, или неравенство Талаграна):

Entγg >
1

2
W 2
2 (γ, g ∙ γ), (1.3)

где величины

Entγg =

∫
g ln g dγ и W2(γ, g ∙ γ) =

(∫
|x−∇Φ(x)|2g dγ

)1/2

называются энтропией и расстоянием Канторовича.
Напомним, что неравенство Талаграна следует из так называемого

свойства замещенной выпуклости («displacement convexity») для функ-
ционала энтропии (см. [1], [24]). Заметим, что функционалы энергии
(информация Фишера и т.д.), в отличие от энтропийных функционалов,
не являются замещенно выпуклыми. Тем не менее в п. 4 мы показы-
ваем, что между (1.1) и (1.3) существует прямая связь. Сначала мы
доказываем неравенство

∫
(V (x+ e)− V (x)) dμ >

K

2

∫
|∇Φ(x+ e)−∇Φ(x)|2 dμ, (1.4)

где e ∈ Rd. Оказывается, (1.4) можно рассматривать как версию обоб-
щенного неравенства типа Талаграна (см. [14]). Далее мы показываем,
что (1.1) следует из (1.4) при подходящем предельном переходе.
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В п. 5 мы доказываем не зависящие от размерности оценки
типа (1.1). Например, если μ = g ∙ γ (с гладкой плотностью g) и ν = γ,
то

Iγg = 2Entγg − 2
∫
ln[det2(D

2Φ− I)]g dγ

+

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dγ +

d∑

k=1

∫
Tr[(D2Φ)−1D2Φxk ]

2
g dγ,

где Iγg =
∫
(|∇g|2/g) dγ (относительная информация), det2(D2Φ − I) =

detD2Φ ∙ exp(d − ΔΦ) (определитель Фредгольма–Карлемана матрицы
D2Φ− I).

Заметим, что все слагаемые в правой части неотрицательны. В
частности, это соотношение влечет за собой следующее усиление лога-
рифмического неравенства Соболева:

Iγg > 2Entγg −
∫
ln[det2((D

2Φ)2 − I)]g dγ

и следующий (существенно бесконечномерный) аналог оценки (1.1):

Iγg >

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dγ.

Заметим, что результат, сформулированный в такой форме, особенно
похож на неравенство Талаграна; см. также замечание 5. ниже о един-
ственности экстремалей для классического логарифмического неравен-
ства Соболева. Далее мы доказываем несколько не зависящих от раз-
мерности результатов о логарифмически вогнутых мерах.

В п. 6 мы доказываем Lp-обобщения главного результата. В част-
ности, доказано, что для любого единичного вектора e при p > 1 верны
оценки

K‖Φ2ee‖Lp(μ) 6 ‖(Vee)+‖Lp(μ), (1.5)

K‖Φ2ee‖Lp(μ) 6
p+ 1

2
‖V 2e ‖Lp(μ). (1.6)

Подчеркнем, что все упомянутые выше оценки можно получить без ис-
пользования теории регулярности. Вместо нее мы применяем формулу
замены переменных из [18] и касательный формализм. Заметим, что те-
орема о сжатии следует из оценки (1.5) (это в точности случай p =∞).
В п. 7 мы доказываем не зависящую от размерности оценку для опера-
торной нормы ‖D2Φ‖:

K

(∫
‖D2Φ‖2p dμ

)1/p
6

(∫
‖(D2V )+‖

p dμ

)1/p
.
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Наконец, заметим, что некоторые из наших результатов выполнены
не только для оптимальных транспортных отображений. Например, не-
которые из этих оценок верны для так называемых треугольных ото-
бражений (см. [26], [27], [29], [32], а также п. 2).

Автор благодарит Л.Амброзио,М.-К.фон Ренессе,М.Леду, Э.Миль-
мана и Ф.Моргана за полезные дискуссии. Статья была частично на-
писана в Берлинском техническом университете при поддержке Герман-
ской службы академических обменов (DAAD).

2. Идея доказательства. В этом пункте дано формальное вычи-
сление основной формулы настоящей работы. Обоснование см. в пп. 3
и 4.

Всюду далее Iμ обозначаем информацию Фишера меры μ:

Iμ =
∫
|∇V |2 dμ,

а ‖A‖HS =
√
Tr (A ∙AT ) — норму Гильберта–Шмидта матрицы A. Для

операторной нормы будем использовать стандартное обозначение ‖ ∙ ‖.
Произвольный симметричный оператор A может быть записан един-
ственным образом в виде A = A+ − A−, где A+ и A− — симметрич-
ные неотрицательные линейные операторы, причем A+A− = A−A+ = 0;
оператор A+ называется неотрицательной частью оператора A.

В дальнейшем предполагается, что Iμ <∞ и меры μ и ν обладают
вторым моментом. Последнее условие автоматически выполнено для ν,
если D2W > K ∙ I, K > 0.

Пусть T — отображение и ν — образ относительно μ. Предполо-
жим, что потенциалы V , W гладкие, а T : Rd → Rd — гладкий диффео-
морфизм, удовлетворяющий условию detDT > 0. По формуле замены
переменных имеем

e−V = e−W (T ) detDT.

Логарифмируя это соотношение, получаем

V =W (T )− ln detDT. (2.1)

Выберем единичный вектор e и продифференцируем (2.1) дважды
вдоль e. С этой целью применим фундаментальное соотношение

∂e ln detDT = Tr [DTe ∙ (DT )
−1].

Продифференцируем его один раз и применим тождество

DTe ∙ (DT )
−1 +DT ∙ [(DT )−1]e = 0.

В итоге получим

∂ee ln detDT = Tr [DTee ∙ (DT )
−1]− Tr [DTe ∙ (DT )

−1]
2
.
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Возвращаясь к (2.1), получаем

Ve = 〈∇W (T ), Te〉 − Tr [DTe ∙ (DT )
−1],

Vee = 〈D
2W (T ) ∙ Te, Te〉+ 〈∇W (T ), Tee〉 − Tr [DTee ∙ (DT )

−1]

+ Tr [DTe ∙ (DT )
−1]
2
. (2.2)

Проинтегрируем (2.2) относительно μ. Очевидно, что
∫
Vee dμ =

∫
V 2e dμ.

Покажем, что интеграл от двух средних слагаемых в правой ча-
сти (2.2) равен нулю. Действительно, положим S = T−1. Тогда

∫
〈∇W (T ), Tee〉 dμ =

∫
〈∇W,Tee(S)〉 dν =

∫
Tr D[Tee(S)] dν

=

∫
Tr [DTee(S) ∙DS] dν

=

∫
Tr [DTee(S) ∙ (DT )

−1(S)] dν

=

∫
Tr [DTee ∙ (DT )

−1] dμ. (2.3)

Таким образом, получаем
∫
V 2e dμ =

∫
〈D2W (T ) ∙DT ∙ e,DT ∙ e〉 dμ+

∫
Tr [DTe ∙ (DT )

−1]
2
dμ.

Нас интересуют два частных случая.
1. Оптимальные транспортные отображения.
Оптимальные транспортные отображения имеют вид T = ∇Φ, где

Φ — выпуклая функция. В этом случае имеем
∫
V 2xi dμ =

∫
〈D2Φ ∙D2W (∇Φ) ∙D2Φ ∙ei, ei〉 dμ+

∫
Tr [(D2Φ)−1D2Φxi ]

2
dμ.

(2.4)
Заметим, что последняя подынтегральная функция неотрицательна и
допускает представление

Tr
[
(D2Φ)−1D2Φxi

]2
= ‖(D2Φ)−

1
2D2Φxi(D

2Φ)−
1
2 ‖2HS.

Суммируя по индексу ш, получаем

Iμ =
∫
Tr[D2Φ ∙D2W (∇Φ) ∙D2Φ] dμ

+
d∑

i=1

∫
‖(D2Φ)−1/2D2Φxi(D

2Φ)−1/2‖2HS dμ. (2.5)

2. Треугольные отображения. Отображения такого типа имеют
вид

T = (T1(x1), T2(x1, x2), . . . , Td(x1, . . . , xd)),
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где каждая функция Ti является возрастающей по xi. Легко проверить,
что в этом случае

∫
V 2xi dμ =

∫
〈D2W (T ) ∙ ∂xiT, ∂xiT 〉 dμ+

d∑

k=i

∫ (
∂xixkTk
∂xkTk

)2
dμ, (2.6)

Iμ =
∫
Tr[DT ∙D2W (T ) ∙ (DT )∗] dμ+

d∑

k=1

∫
|∇ ln ∂xkTk|

2 dμ. (2.7)

3. Основной результат. Напомним, что функция W называется
K-выпуклой (равномерно K-выпуклой), если функция

x 7→W (x)−
K

2
x2 (3.1)

является выпуклой для некоторого K > 0. Для гладкой функции W это
эквивалентно условию D2W > K ∙ I. Везде в настоящей работе мы имеем
дело только со случаем K > 0.

Стандартным образом вводятся весовые соболевские пространства
W 1,p(μ) и W 2,p(μ) (см. [27]). Говорят, что функция f ∈ L2(μ) обладает
соболевской производной fxi ∈ L

1(μ), если
∫
fxiξ dμ = −

∫
fξxi dμ+

∫
fVxiξ dμ

для всякой гладкой финитной функции ξ. Класс W 1,p(μ) состоит из всех
функций f из L2(μ), при i = 1, . . . , d имеющих соболевские производные
fxi из L2(μ). С помощью вторых производных вводится класс W 2,p(μ).

Пусть f+ обозначает функцию max{f, 0}, а A+ — неотрицательную
часть симметричной матрицы A.

Теорема 3.1. Предположим, что Iμ < ∞, меры μ обладает ко-
нечным вторым моментом и функция W является K-выпуклой удо-
влетворяет условию (3.1) для некоторого K > 0. Тогда Φ ∈ W 2,2(μ)
и

Iμ > K
∫
‖D2Φ‖2HS dμ. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Шаг 1 (V и W гладкие). Предположим,
кроме того, что V и W удовлетворяют следующим условиям:

1) V,W ∈ C∞(Rd) и ограничены снизу;
2) D2V 6 c ∙ I для некоторого c ∈ R.
В силу результатов Каффарелли о регулярности (см., например,

теоремуЁ4.14 в [24] и обоснования в [31, п. 4]), Φ — гладкая функция.
Более того, используя аргументы Каффарелли, из 2) и равномерной вы-
пуклости W можно извлечь, что

sup
x∈Rd

‖D2Φ(x)‖ < C
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для некоторого C (см., например, теорему 2.2 в [31] и независимое дока-
зательство в п. 6).

Покажем, что (2.4) выполнено. Возьмем гладкую финитную функ-
цию ξ. Умножим (2.2) на ξ и проинтегрируем по мере μ. Применяя
формулу интегрирования по частям (2.3), получаем

∫
V 2xiξ dμ =

∫
〈D2Φ ∙D2W (∇Φ) ∙D2Φ ∙ ei, ei〉ξ dμ

+

∫
‖(D2Φ)−1/2D2Φxi(D

2Φ)−1/2‖2HSξ dμ

+

∫
∂xiξ ∙ Vxi dμ+

∫
〈∇ξ, (D2Φ)−1D2Φxi ∙ ei〉 dμ. (3.3)

Предположим, что ξ имеет вид ξ = η(∇Φ), где η — финитная функция.
Имеем ∇ξ = D2Φ ∙ ∇η(Φ). Используя равномерную оценку для ‖D2Φ‖,
получаем

∣
∣
∣
∣

∫
∂xiξ ∙ Vxi dμ

∣
∣
∣
∣ 6 C

∫
|∇η(∇Φ)| |Vxi | dμ 6 CI

1/2
μ

(∫
|∇η|2 dν

)1/2
.

Чтобы оценить последнее слагаемое в правой части (3.3), интегрируем
по частям, что дает

∫
〈∇ξ, (D2Φ)−1D2Φxi ∙ ei〉 dμ =

∫
〈∇η(∇Φ), D2Φxi ∙ ei〉 dμ

= −
∫
〈D2η(∇Φ)D2Φ ∙ ei, D

2Φ ∙ ei〉 dμ+
∫
〈∇η(∇Φ), D2Φ ∙ ei〉Vxi dμ.

Это величина не превосходит

C2
∫
‖D2η(∇Φ)‖ dμ+ C

∫
|∇η(∇Φ)||Vxi | dμ

6 C2
∫
‖D2η‖ dν + CI 1/2

μ

(∫
|∇η|2 dν

)1/2
.

Выбирая такую последовательность гладких функций {ηn}, что 0 6 ηn 6
1, ηn → 1 равномерно на каждом компактном множестве и |∇ηn|2 → 0,
‖D2ηn‖ → 0 в L1(ν), мы получаем (2.4) (и, следовательно, (3.2)) для V ,
W удовлетворяющих условиям 1) и 2).
Шаг 2 (W — гладкая функция). Зафиксируем гладкую, равномерно

K-выпуклую функцию W и приблизим μ гладкими мерами. Выберем
такую последовательность функций {Vn}, что каждая Vn удовлетво-
ряет условиям 1) и 2). Кроме того, предположим, что

√
ρn →

√
ρ в

W 1,2(Rd), каждая μn = ρn dx = e−Vn dx является вероятностной мерой и
supn

∫
|x|2dμn <∞.
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Существует такая подпоследовательность последовательности {∇Φn}
(обозначим ее опять через {∇Φn}), что ∇Φn → ∇Φ почти всюду. Дей-
ствительно, пусть Ψn — последовательность выпуклых функций, сопря-
женных с Φn. Напомним, что отображения∇Φn и∇Ψn взаимно обратны.
Мы имеем

sup
n

∫
|∇Ψn|

2 dν = sup
n

∫
|x|2 dμn <∞.

Без ограничения общности можно также считать, что
∫
Ψn dν = 0; за-

метим, что Ψn ∈ L2(ν) в силу неравенства Пуанкаре для равномерно
логарифмически вогнутых мер:

K

∫ (

f −
∫
f dν

)2
dν 6

∫
|∇f |2 dν.

Так как W является гладкой функцией, то supn
∫
Br
|∇Ψn|2 dx < ∞ для

любого шара Br. Используя компактность соболевских вложений, легко
показать, что существует почти всюду сходящаяся подпоследователь-
ность (для которой мы используем те же индексы) Ψn → Ψ. Так как
функции Ψn выпуклы, то имеется сходимость ∇Ψn → ∇Ψ п.в. Это вле-
чет сходимость п.в. потенциалов Φn → Φ и их градиентов ∇Φn → ∇Φ.
Более того, так как

∫
‖∇Φn‖

2 dμn =

∫
‖x‖2 dν =

∫
‖∇Φ‖2 dμ,

то∇Φn ∙
√
ρn → ∇Φ∙

√
ρ по норме в L2(Rd). Таким же образом можно про-

верить (опять с точностью до подпоследовательностей), что ∂xixjΦn
√
ρn

сходится слабо в L2(Rd) к некоторой функции F . Отсюда вытекает со-
отношение ∫

ξ ∙ ∂xixjΦn
√
ρn
√
ρn dx→

∫
ξ ∙ F
√
ρ dx.

С другой стороны,
∫
ξ ∙ ∂xixjΦnρn dx = −

∫
ξxj ∙ ∂xiΦnρn dx−

∫
ξ ∙ ∂xiΦn

∂xjρn√
ρn
∙
√
ρn dx.

В силу сильной сходимости ∇Φn
√
ρn → ∇Φ

√
ρ последнее выражение

сходится к

−
∫
ξxj ∙ ∂xiΦρ dx−

∫
ξ ∙ ∂xiΦ∂xjρ dx.

Из соотношения
∫
ξ ∙ F
√
ρ dx = −

∫
ξxj ∙ ∂xiΦρ dx−

∫
ξ ∙ ∂xiΦ∂xjρ dx

следует, что вторая соболевская производная ∂xixjΦ равна F/
√
ρ. Таким

образом, D2Φn ∙
√
ρn → D2Φ ∙

√
ρ слабо в L2(Rd). Так как утверждение
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выполнено для приближающей последовательности (согласно шагу 1),
то, в силу стандартных свойств слабой сходимости,

Iμ = lim
n
Iμn > lim

n

∫
‖D2Φn‖

2 dμn >

∫
‖D2Φ‖2 dμ.

Шаг 3. На конечном шаге зафиксируем μ и аппроксимируем e−W та-
кой гладкой логарифмически вогнутой вероятностной плотностью e−Wn ,
что

∫
|x|2 dνn →

∫
|x|2 dν и оценка (3.1) выполнена для всех Wn. Дока-

зательство повторяет аргументы шага 2. В данном случае оно даже
проще, так как мы имеем дело с фиксированной мерой μ. В итоге мы
получаем, что ∇Φn → ∇Φ сильно в L2(μ) и D2Φn → D2Φ слабо в L2(μ).
Теперь результат следует из стандартных свойств слабой сходимости.
Теорема 3.1 доказана.

З а м е ч а н и е 3.1 (производные третьего порядка). Заметим,
что таким же способом можно доказать глобальные оценки для произ-
водных Φ третьего порядка. Действительно, так как Φ — достаточно
гладкая функция и неравенство (2.4) выполнено, то
∫
V 2xi dμ > K

∫
‖D2Φ ∙ ei‖

2 dμ+

∫
‖(D2Φ)−1/2D2Φxi(D

2Φ)−1/2‖2HS dμ

> K

∫
‖D2Φ ∙ ei‖

2 dμ+

∫
‖D2Φxi‖

2

HS

‖D2Φ‖2
dμ,

где ‖ ∙ ‖ — стандартная операторная норма. Суммируя по i, оценивая
операторную норму нормой Гильберта–Шмидта и применяя неравенство
Коши, получаем

∫
|∇V |2 dμ > 2

√
K

∫ [ d∑

i=1

‖D2Φxi‖
2
HS

] 1
2

dμ.

4. Транспортные неравенства. В этом пункте мы покажем, что
неравенство (1.1) следует из (обобщенного) неравенства Талаграна.

Следующее обобщение неравенства Талаграна было доказано в [14].
Пусть f ∙ν, g ∙ν — вероятностные меры, ν = e−W dx удовлетворяет усло-
вию D2W > K ∙ I, K > 0. Пусть Tf (соответственно Tg) — оптимальное
транспортное отображение, отображающее f ∙ ν (соответственно g ∙ ν)
в ν. Тогда выполнено следующее неравенство:

∫
f ln

f

g
dν >

K

2

∫
|Tf − Tg|

2f dν. (4.1)

З а м е ч а н и е 4.1. Классическая форма неравенства Талаграна
∫
ρ ln ρ dν >

K

2

∫
|T (x)− x|2ρ dν (4.2)
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верна для всех (гладких) транспортных отображений T , отображающих
ρ ∙ ν в ν и удовлетворяющих условию

div (T−1)− d− ln detD(T−1) > 0. (4.3)

Это можно проверить с помощью стандартных аргументов, основанных
на формуле замены переменных (см., например, [16]). Тогда (4.1) сле-
дует из (4.2), если мы положим

ρ =
f

g
◦ T−1g , T = Tf ◦ T

−1
g .

Заметим, что (4.3) выполнено для T , поскольку D(T−1) является компо-
зицией двух неотрицательных матриц (см. рассуждения в доказатель-
стве теоремы 4.1).

Применим (4.1) к f(x) = exp(−V (x)+W (x)) и g(x) = exp(−V (x+e)+
W (x)) (e — фиксированный вектор). Очевидно, что если Tf = ∇Φ —
оптимальная транспортировка между μ и ν, то Tg = ∇Φ(x + e). Мы
получаем

∫
(V (x+ e)− V (x)) dμ >

K

2

∫
|∇Φ(x+ e)−∇Φ(x)|2 dμ.

Для удобства читателя мы ниже приведем независимое доказатель-
ства этого результата (теорема 4.1). Затем мы выведем из него основной
результат работы (неравенство (1.1)).

Напомним, что любая выпуклая функция ϕ обладает п.в. так назы-
ваемой второй производной Александрова D2aϕ, которая является абсо-
лютно непрерывной частью своей обобщенной производной D2ϕ.

Следующая лемма тривиальным образом выполнена для гладких
отображений, общий случай легко доказывается с помощью приближе-
ний.

Лемма 4.1. Пусть ϕ: A → R, ψ: B → R — выпуклые функции на
выпуклых множествах A, B. Предположим, что ∇ψ(B) ⊂ A и образ
меры Лебега на множестве B относительно ∇ψ абсолютно непреры-
вен. Тогда

div (∇ϕ ◦ ∇ψ) > Tr [D2aϕ(∇ψ) ∙D
2
aψ] dx > 0,

где div — обобщенная дивергенция векторного поля.

Теорема 4.1. Предположим, что W — K-выпуклая функция. То-
гда для любого вектора e ∈ Rd

∫
(V (x+ e)− V (x)) dμ >

K

2

∫
|∇Φ(x+ e)−∇Φ(x)|2 dμ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу результата Маккэна о формуле
замены переменных (см. [18] или [24])

e−V = detD2aΦ ∙ e
−W (∇Φ)

μ-п.в. Следовательно, V =W (∇Φ)− ln detD2aΦ и

V (x+ e)− V (x) = W (∇Φ(x+ e))−W (∇Φ(x))

− ln
[
(detD2aΦ(x))

−1 ∙ detD2aΦ(x+ e)
]
.

В силу K-выпуклости W имеем

W (∇Φ(x+ e))−W (∇Φ(x)) >
〈
∇Φ(x+ e)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))

〉

+
K

2
|∇Φ(x+ e)−∇Φ(x)|2.

Отсюда следует неравенство

∫
(V (x+ e)− V (x)) dμ >

∫
K

2
|∇Φ(x+ e)−∇Φ(x)|2 dμ

+

∫ 〈
∇Φ(x+ e)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))

〉
dμ

−
∫
ln [(detD2aΦ(x))

−1 ∙ detD2aΦ(x+ e)] dμ.

Пусть Ψ = Φ∗ обозначает сопряженную функцию к Φ. Используя тот
факт, что ∇Ψ и ∇Φ взаимно обратны, получаем, что

∫
〈∇Φ(x+ e)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))〉 dμ

=

∫
〈∇Φ(∇Ψ(x) + e)− x,∇W (x)〉 dν

=

∫
div(∇Φ(∇Ψ(x) + e)− x)e−W ,

где div(∇Φ(∇Ψ(x)+ e)−x) — обобщенная производная векторного поля
∇Φ(∇Ψ(x) + e)− x.

В силу леммы 4.1 и соотношения (D2aΦ(∇Ψ))
−1 = D2aΨ, которое вы-

полнено ν-п.в. (см. [18] или [24]), мы получаем

∫
div(∇Φ(∇Ψ(x) + e)− x)e−W

>

∫
(Tr D2aΦ(∇Ψ(x) + e) ∙D

2
aΨ(x)− d) dν

=

∫
(Tr D2aΦ(x+ e) ∙ (D

2
aΦ(x))

−1 − d) dμ.
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Остается заметить, что

Tr D2aΦ(x+ e) ∙ (D
2
aΦ(x))

−1 − d− ln
[
detD2aΦ(x) ∙ (detD

2
2Φ(x+ e))

−1
]
> 0.

Действительно, если A и B симметричны и неотрицательны, то

Tr AB − d− ln detAB = Tr C − d− ln detC,

где C = B1/2AB1/2 — симметричная неотрицательная матрица. Хорошо
известно, что Tr C−d−ln detC > 0. Действительно, последняя величина
равна

∑
i(ci−1−ln ci) > 0, где ci — собственные значения C. Теорема 4.1

доказана.

Предложение 4.1. Неравенство (1.4) влечет (1.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следуя доказательству теоремы 3.1, не-
сложно видеть, что достаточно установить импликацию (1.4) ⇒ (1.1)
для гладкого потенциала V . По теореме 4.1

∫
V (x+ te) + V (x− te)− 2V (x)

t2
dμ

>
K

2t2

∫ (
‖∇Φ(x+ te)−∇Φ(x)‖2 + ‖∇Φ(x− te)−∇Φ(x)‖2

)
dμ.

Без ограничения общности можно предположить, что V удовлетворяет
условиям

exp(V (x)− V (x+ te))− 1
t

→ Ve в L2(μ), t→ 0,

и

lim
t→0

1

t2

∫
(V (x+ te) + V (x− te)− 2V (x)) dμ =

∫
Vee dμ

для всех e. Извлечем L2(μ)-слабо сходящуюся подпоследовательность
{(∇Φ(x ± tne) − ∇Φ(x))/tn} (будем ее нумеровать тем же индексом n).
Заметим, что

∫
∇Φ(x+ tne)−∇Φ(x)

tn
ξ dμ =

∫
∇Φ(x)

ξ(x− tne)− ξ(x)
tn

dμ

+

∫
∇Φ(x)ξ

exp(V (x)− V (x− tne))− 1
tn

dμ.

Очевидно, что последняя величина стремится к

−
∫
∇Φ(x)ξe dμ+

∫
∇Φ(x)ξVe dμ.

Таким образом,
∇Φ(x± tne)−∇Φ(x)

tn
→ ∇Φe
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слабо в L2(μ). По свойству слабой сходимости
∫
V 2e dμ =

∫
Vee dμ > K

∫
‖∇Φe‖

2 dμ.

Применяя этот результат к каждому ei и суммируя по i, завершаем до-
казательство.

5. Неравенства, не зависящие от размерности. В этом
пункте мы доказываем некоторые существенно бесконечномерные
оценки (не содержащие констант, зависящих от размерности), которые
имеют смысл в бесконечномерном случае. Приведенные ниже резуль-
таты имеют аналоги для треугольных отображений.
A. Гауссовский случай. ПУсть γ обозначает стандартную гауссов-

скую меру на Rd. Положим μ = g ∙ γ, ν = γ и обозначим через ∇Φ
соответствующую оптимальную транспортировку. Согласно результа-
там п. 3 имеем
∫ ∣∣
∣
∣
∇g
g
− x

∣
∣
∣
∣

2

g dγ =

∫
‖D2Φ‖2HSg dγ +

d∑

k=1

∫
Tr [(D2Φ)−1D2Φxk ]

2
g dγ.

Заметим, что

∫ ∣∣
∣
∣
∇g
g
− x

∣
∣
∣
∣

2

g dγ =

∫
|∇g|2

g
dγ − 2

∫
〈∇g, x〉 dγ +

∫
|x|2g dγ

и ∫
‖D2Φ‖2HSg dγ =

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dγ + 2

∫
ΔΦg dγ − d.

Интегрирование по частям дает

−2
∫
〈∇g, x〉 dγ +

∫
|x|2g dγ = 2d−

∫
|x|2g dγ.

В силу формулы замены переменной

2

∫
ΔΦg dγ − d = 2

∫
ΔΦg dγ −

∫
|∇Φ|2g dγ.

Следовательно,
∫
|∇g|2

g
dγ =

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dγ +

∫
(|x|2 − |∇Φ|2)g dγ

+2

∫
(ΔΦ− d)g dγ +

d∑

k=1

∫
Tr [(D2Φ)−1D2Φxk ]

2
g dγ.

Логарифмируя формулу замены переменной, получаем

ln g =
|x|2

2
−
|∇Φ|2

2
+ ln detD2Φ.
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Применяя эту формулу, получаем эвристическое доказательство следу-
ющего результата.

Каждая вероятностная мера g ∙γ с гладкой плотностью g и глад-
ким отображением ∇Φ удовлетворяет следующему сотношению:

Iγg = 2Entγg − 2
∫
ln det2(D

2Φ− I)g dγ

+

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dγ +

d∑

k=1

∫
Tr [(D2Φ)−1D2Φxk ]

2
g dγ, (5.1)

где Iγg =
∫ |∇g|2

g
dγ (относительная информация), Entγg =

∫
g ln g dγ

(относительная энтропия), det2(D2Φ − I) = detD2Φ ∙ exp(d − ΔΦ)
(определитель Фредгольма–Карлемана матрицы D2Φ− I).

З а м е ч а н и е. 5.1 Так как все слагаемые в правой части (5.1)
неотрицательны, утверждение влечет за собой, в частности, классиче-
ское логарифмическое неравенство Соболева

Iγg > 2Entγg

и следующий гауссовский аналог неравенства (1.1):

Iγg >

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dγ. (5.2)

З а м е ч а н и е 5.2. Соотношение (5.1) выполнено, например, при
следующих предположениях: функция g гладкая, ограниченная, строго
положительная, Iγg < ∞ и −D2 ln g 6 c ∙ I; см. шаг 1 в доказательстве
теоремы 3.1.

Неравенство (5.2) немедленно следует из теоремы 3.1 при единствен-
ном предположении Iγg <∞.

З а м е ч а н и е 5.3. М.Леду обратил внимание автора на то об-
стоятельство, что (5.1) влечет описание экстремалей для классического
логарифмического неравенства Соболева. Действительно, равенство в
(5.1) возможно только в случае D2Φ = I, тогда ∇Φ линейно и g имеет
вид g = exp(〈h, x〉−‖h‖2/2), h ∈ Rd. Этот результат был доказан другим
способом в [6].

B. Логарифмически вогнутая мера. Ниже мы имеем дело со случаем
μ = ge−W dx, ν = e−Wdx, где W — выпуклая функция. Из приведенных
выше результатов следует неравенство

∫ ∣∣
∣
∣
∇g
g
−∇W

∣
∣
∣
∣

2

g dμ >

∫
Tr [D2Φ ∙D2W (S) ∙D2Φ]g dμ.

Перепишем левую часть в виде
∫ ∣∣
∣
∣
∇g
g
−∇W

∣
∣
∣
∣

2

g dμ =

∫
|∇g|2

g
dμ− 2

∫
〈∇g,∇W 〉 dμ+

∫
|∇W |2g dμ.
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Перепишем правую часть:

∫
Tr [D2Φ ∙D2W (∇Φ) ∙D2Φ]g dμ

=

∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ

+2

∫
div (∇W ◦ ∇Φ)g dμ−

∫
ΔW (∇Φ)g dμ

=

∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ

−2
∫
〈∇g,∇W ◦ ∇Φ〉 dμ+ 2

∫
〈∇W,∇W ◦ ∇Φ〉g dμ−

∫
ΔW (∇Φ)g dμ.

Следовательно,

∫
|∇g|2

g
dμ+

∫
|∇W |2g dμ

> 2

∫
〈∇g,∇W −∇W ◦ ∇Φ〉 dμ+ 2

∫
〈∇W,∇W ◦ ∇Φ〉g dμ

+

∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ−

∫
ΔW (∇Φ)g dμ.

Отсюда вытекает неравенство

∫
|∇g|2

g
dμ+

∫
|∇W |2g dμ− 2

∫
〈∇W,∇W ◦ ∇Φ〉g dμ

+

∫
|∇W ◦ ∇Φ|2g dμ

> 2

∫
〈∇g,∇W −∇W ◦ ∇Φ〉 dμ

+

∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ

+

∫
[|∇W ◦ ∇Φ|2 −ΔW (∇Φ)]g dμ.

Принимая во внимание, что

∫
[|∇W ◦ ∇Φ|2 −ΔW (∇Φ)]g dμ =

∫
[|∇W |2 −ΔW ] dμ = 0,

получаем

∫ ∣∣
∣
∣
∇g
g
− (∇W −∇W ◦ ∇Φ)

∣
∣
∣
∣

2

g dμ

>

∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ. (5.3)
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По неравенству Коши имеем

2

∫
|∇g|2

g
dμ+ 2

∫
|∇W −∇W ◦ ∇Φ|2g dμ

>

∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ. (5.4)

Таким образом, чтобы оценить
∫
Tr
[
(D2Φ− I) ∙D2W (∇Φ) ∙ (D2Φ− I)

]
g dμ

или
∫
‖D2Φ− I‖2HSg dμ для равномерно выпуклой W , достаточно оценить

∫
|∇W −∇W ◦ ∇Φ|2g dμ.

Некоторые оценки величин такого типа были получены в [28]. Мы да-
дим ниже доказательство наиболее простого случая (потенциал имеет
квадратичный рост).

Теорема 5.1. Предположим, что для некоторого K > 0 выпол-
нено неравенство

W (x)− 〈∇W (y), x− y〉 −W (y) >
K

2
|∇W (x)−∇W (y)|2

и D2W > K ∙ I. Тогда

K

2

∫
‖D2Φ− I‖2HSg dμ 6

2

K

∫
g ln g dμ+

∫
|∇g|2

g
dμ.

В частности, оценка выполнена для K > 0, если C1 ∙ I 6 D2W 6 C2 ∙ I.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Результат следует из теоремы 3.1. До-
казательство может быть легко сведено к случаю гладких g и T (см.
доказательство теоремы 3.1). По формуле замены переменной для T =
(∇Φ)−1 = ∇Φ∗ имеем

ln g(T )−W (T ) + ln detDT = −W (x).

Перепишем это следующим образом:

ln g(T ) =W (T )−〈∇W (x), T (x)−x〉−W (x)+
[
〈∇W (x), T (x)−x〉−ln detDT

]
.

Заметим, что
∫ [
〈∇W (x), T (x)− x〉 − ln detDT

]
dμ =

[
Tr DT − d− ln detDT

]
dμ > 0.
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Таким образом,
∫
ln g(T ) dμ >

∫ [
W (T )− 〈∇W (x), T (x)− x〉 −W (x)

]
dμ.

По формуле замены переменной получаем
∫
g ln g dμ >

∫ [
W (x)− 〈∇W (∇Φ(x)), x−∇Φ〉 −W (∇Φ)

]
g(x) dμ.

Наш результат следует из последнего неравенства, оценки (5.4) и пред-
положений теоремы.

6. Lp-оценки и теорема Каффарелли. Ниже мы обобщаем
результаты предыдущего пункта и доказываем соответствующие Lp-
оценки. Как частный случай мы получим теорему Каффарелли о сжа-
тии. Заметим, что некоторые не зависящие от размерности обобщения
неравенства Талаграна были получены в [28]. В частности, в [28] было
показано, что ‖∇Φ‖L2p(μ) оценивается величиной

∫
g| ln g|p dμ, p > 1, для

любой меры μ, удовлетворяющей логарифмическому неравенству Собо-
лева.

Доказательство следующего результата основано на рассуждениях
теоремы 4.1. Поэтому мы опустим детали и дадим краткий набросок
доказательства.

Теорема 6.1. Предположим, что D2W > K ∙ I. Тогда для любого
единичного вектора e, p > 0 и r = (p+ 2)/2 имеем

K‖Φ2ee‖Lr(μ) 6 ‖(Vee)+‖Lr(μ),

K‖Φ2ee‖Lr(μ) 6
p+ 4

4
‖V 2e ‖Lr(μ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем единичный вектор e и при-
меним формулу замены переменных. В силу равномерной выпуклости
W верно соотношение

V (x+ te)− V (x) > 〈∇Φ(x+ te)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))〉

+
K

2
|∇Φ(x+ te)−∇Φ(x)|2

− ln
[
(detD2aΦ(x))

−1 ∙ detD2aΦ(x+ te)
]
.

Умножим это соотношение на (δteΦ)p, где p > 0 и

δteΦ = Φ(x+ te) + Φ(x− te)− 2Φ(x),

и проинтегрируем по μ. Интегрируя по частям, получаем
∫ 〈
∇Φ(x+ te)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))

〉
(δteΦ)

p dμ



Соболевская регулярность транспортировки мер 19

=

∫
〈∇Φ(x+ te) ◦ (∇Ψ)− x,∇W (x)〉(δteΦ)

p ◦ (∇Ψ) dν

>

∫ (
Tr [D2aΦ(x+ te) ∙ (D

2
aΦ)

−1] ◦ (∇Ψ)− d
)
(δteΦ)

p ◦ (∇Ψ) dν

+ p

∫
〈∇Φ(x+ te) ◦ (∇Ψ)− x, (D2Ψ)∇δteΦ ◦ (∇Ψ)〉(δteΦ)

p−1 ◦ (∇Ψ) dν.

Применяя неравенство Tr A− d− ln detA > 0, выполненное для произве-
дения симметричных неотрицательных матриц, мы получим
∫
(V (x+ te)− V (x))(δteΦ)

p dμ >
K

2

∫
|∇Φ(x+ te)−∇Φ(x)|2(δteΦ)

p dμ

+ p

∫
〈∇Φ(x+ te)−∇Φ(x), (D2Ψ) ◦ ∇Φ(x)∇δteΦ〉(δteΦ)

p−1 dμ.

Напишем такое же неравенство с вектором −e вместо e и возьмем сумму
обоих неравенств:

∫
(V (x+ te) + V (x− te)− 2V (x))(δteΦ)

p dμ

>
K

2

∫
|∇Φ(x+ te)−∇Φ(x)|2(δteΦ)

p dμ

+
K

2

∫
|∇Φ(x− te)−∇Φ(x)|2(δteΦ)

p dμ

+ p

∫
〈∇δteΦ, (D

2
aΦ)

−1∇δteΦ〉(δteΦ)
p−1 dμ.

Заметим, что последнее слагаемое неотрицательно. Разделим последнее
неравенство на t2p и перейдем к пределу при t→ 0:
∫
VeeΦ

p
ee dμ > K

∫
‖D2Φ ∙ e‖2Φpee dμ+ p

∫
〈(D2Φ)−1∇Φee,∇Φee〉Φ

p−1
ee dμ.

(6.1)
Для доказательства первого утверждения теоремы заметим, что

∫
VeeΦ

p
ee dμ > K

∫
Φp+2ee dμ.

Применяя неравенство Гёльдера, получим

‖(Vee)+‖L(p+2)/2(μ) ‖Φ
p
ee‖L(p+2)/p(μ) >

∫
VeeΦ

p
ee dμ.

Отсюда легко вытекает нужный результат.
Для проверки второго утверждения проинтегрируем по частям ле-

вую часть неравенства (6.1)
∫
VeeΦ

p
ee dμ = −p

∫
VeΦeeeΦ

p−1
ee dμ+

∫
V 2e Φ

p
ee dμ

= −p
∫
〈∇Φee, Ve ∙ e〉Φ

p−1
ee dμ+

∫
V 2e Φ

p
ee dμ.
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По неравенству Коши, последняя величина не превосходит

p

∫
〈(D2Φ)−1∇Φee,∇Φee〉Φ

p−1
ee dμ+

p

4

∫
V 2e 〈(D

2Φ∙e), e〉Φp−1ee dμ+

∫
V 2e Φ

p
ee dμ.

Неравенство (6.1) влечет оценку

p+ 4

4

∫
V 2e Φ

p
ee dμ > K

∫
|∇Φe|

2Φpee dμ > K

∫
Φp+2ee dμ.

Окончание доказательства такое же, как и в первой части. Теорема 6.1
доказана

Следствие 6.1. В пределе p → ∞ мы получим теорему Каффа-
релли о сжатии

K‖Φee‖
2
L∞(μ) 6 ‖(Vee)+‖L∞(μ).

7. Оценки операторной нормы. Этот пункт дает частичный
ответ на вопрос, заданный автору Э.Мильманом. Существуют ли эф-
фективные (например, не зависящие от размерности) оценки для опе-
раторной нормы D2Φ? Оценки такого рода могли бы иметь полезные
следствия для неравенств изопериметрического типа для логарифмиче-
ски вогнутых мер.

Так как операторная норма оценивается нормой Гильберта–
Шмидта, то из предыдущих результатов тривиальным образом выте-
кает следующая оценка:

Iμ > K
∫
‖D2Φ‖2HS dμ > K

∫
‖D2Φ‖2 dμ.

Отметим, однако, что для многих задач предположение Iμ < ∞ явля-
ется слишком сильным и ведет к зависящим от размерности оценкам.

Цель настоящего пункта — показать, что для равномерно логариф-
мически вогнутой меры ν выполнена оценка

∫
‖(D2V )+‖ dμ > K

∫
‖D2Φ‖2 dμ.

Лемма 7.1. Предположим, что Φ — гладкая функция. Тогда для
всяких гладкого векторного поля v и неотрицательной гладкой финит-
ной функции η выполнено неравенство

∫
〈D2V v, v〉η dμ > K

∫
‖D2Φ ∙ v‖2η dμ+

∫
〈(D2Φ)v ∙ v, (D

2Φ)−1∇η〉 dμ

+2

∫
Tr((D2Φ)v ∙Dv ∙ (D

2Φ)−1)η dμ+

∫
Tr
[
(D2Φ)−1(D2Φ)v]

2
η dμ.



Соболевская регулярность транспортировки мер 21

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы замены переменных выте-
кает, что V =W (∇Φ)− ln detD2Φ и

V (x+ tv)− V (x) = W (∇Φ(x+ tv))−W (∇Φ(x))

− ln
[
(detD2Φ(x))−1 ∙ detD2Φ(x+ tv)

]
.

В силу K-равномерной выпуклости W имеем

W (∇Φ(x+ tv))−W (∇Φ(x)) >
〈
∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))

〉

+
K

2
|∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x)|2.

Отсюда следует неравенство

∫
(V (x+ tv)− V (x))η dμ >

∫
K

2
|∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x)|2η dμ

+

∫
〈∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))〉η dμ

−
∫
ln
[
(detD2Φ(x))−1 ∙ detD2Φ(x+ tv)

]
η dμ.

Пусть Ψ = Φ∗ обозначает сопряженную функцию к Φ. Используя тот
факт, что ∇Ψ и ∇Φ взаимно обратны, мы получаем

∫ 〈
∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x),∇W (∇Φ(x))

〉
η dμ

=

∫
〈∇Φ(x+ tv) ◦ (∇Ψ)− x,∇W (x)〉η(∇Ψ) dν

=

∫
div (∇Φ(x+ tv) ◦ (∇Ψ)− x)η(∇Ψ)e−W dx

+

∫
〈∇Φ(x+ tv) ◦ (∇Ψ)− x,D2Ψ ∙ ∇η(∇Ψ)〉 dν.

Из соотношения (D2Φ(∇Ψ))−1 = D2Ψ следует равенство
∫
div (∇Φ(∇Ψ(x) + tv)− x)η(∇Ψ)e−W

=

∫
(TrD2Φ(x+ tv) ◦ (∇Ψ) ∙ (I + tDv) ◦ (∇Ψ) ∙D2Ψ− d)η(∇Ψ) dν

=

∫
(TrD2Φ(x+ tv) ∙ (I + tDv) ∙ (D2Φ(x))−1 − d)η dμ.

Заметим, что

T (x, tv) = Tr D2Φ(x+ tv) ∙ (D2Φ(x))−1 − d

− ln
[
detD2Φ(x) ∙ (detD2Φ(x+ tv))−1

]
> 0.
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Таким образом, получаем

∫
(V (x+ tv)− V (x))η dμ >

K

2

∫
|∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x)|2η dμ

+ t

∫
Tr (D2Φ(x+ tv) ∙Dv(x) ∙ (D2Φ(x))−1)η dμ

+

∫ 〈
∇Φ(x+ tv)−∇Φ(x), (D2Ψ)∇η(∇Ψ(x))

〉
dν +

∫
T (x, tv)η dμ.

Напишем такое же неравенство с −v вместо v, возьмем сумму обоих
неравенств и разделим на t2. Легко убедиться с помощью формулы Тей-
лора, что

lim
t→0

T (x, tv) + T (x,−tv)
t2

= Tr [(D2Φ)−1(D2Φ)v]
2 > 0.

В пределе t→ 0 получаем искомое неравенство.
Доказательство леммы 7.2 может быть получено с помощью стан-

дартных рассуждений теории меры. Оно основано на том факте, что
множество симметричных матриц с кратными собственными значени-
ями имеет меньшую размерность, чем объемлющее пространство всех
симметричных матриц.

Лемма 7.2. Предположим, что Φ — гладкая выпуклая функция.
Для любого ε > 0 существует такая матрица Qε > 0, что ‖Qε‖ 6 ε

и матрица D2Φ(x) + Qε не имеет кратных собственных значений за
исключением точек множества меры нуль.

Теорема 7.1. Предположим, что D2W > K ∙ I и (D2V )+ ∈ L1(μ).
Тогда выполнено неравенство

∫
‖(D2V )+‖ dμ > K

∫
‖D2Φ‖2 dμ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Шаг 1. Предположим, что Φ — гладкая
функция. Зафиксируем точку x0. Предположим, что D2Φ(x0) не имеет
собственных значений. Пусть v — гладкое векторное поле, совпада-
ющее с единичным собственным вектором матрицы D2Φ, отвечающим
наибольшему собственному значению λ, в окрестности Ux0 точки x0. По-
кажем, что Tr (∂vD2Φ ∙Dv ∙ (D2Φ)−1) > 0 в Ux0 . Действительно, имеем

D2Φ ∙ v = λ ∙ v, |v| = 1.

Продифференцировав оба тождества, получим

(Dv)Tv = 0,

∂vD
2Φ+D2Φ ∙Dv = λ ∙Dv + v ⊕∇λ.
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Умножим слева второе неравенство на (D2Φ)−1 ∙ (Dv)T и вычислим след.
Принимая во внимание, что

Tr (D2Φ)−1(Dv)T ∙ v ⊕∇λ = 〈(D2Φ)−1(Dv)Tv,∇λ〉 = 0,

получаем

Tr (D2Φ)−1(Dv)T ∙ ∂vD
2Φ+ Tr (D2Φ)−1(Dv)TD2Φ ∙Dv

= λ ∙ Tr (D2Φ)−1(Dv)T ∙Dv.

В итоге получаем равенства

Tr (∂vD
2Φ ∙Dv ∙ (D2Φ)−1) = Tr (D2Φ)−1(Dv)T ∙ ∂vD

2Φ

= Tr (D2Φ)−1(Dv)T (λI−D2Φ) ∙Dv

= Tr (D2Φ)−1/2(Dv)T (λI−D2Φ) ∙Dv ∙ (D2Φ)−1/2.

Заметим, что последнее выражение равно

Tr (ABAT ), где A = (D2Φ)−1/2(Dv)T (D2Φ)−1/2, B = λD2Φ− (D2Φ)2.

Так как λ является наибольшим собственным значением, то матрица B
симметрична и неотрицательна. Отсюда немедленно вытекает, что

Tr (∂vD
2Φ ∙Dv ∙ (D2Φ)−1) > 0.

В частности, если supp η ⊂ Ux0 , то из леммы 7.2 следует неравенство
∫
‖(D2V )+‖2η dμ > K

∫
λ2 ∙ η dμ+

∫
〈(D2Φ)v ∙ v, (D

2Φ)−1∇η〉 dμ

+

∫
Tr[(D2Φ)−1(D2Φ)v]

2η dμ. (7.1)

Шаг 2. Предположим, что Φ — выпуклый многочлен, причем D2Φ
не имеет кратных собственных значений μ-п.в. Напомним, что множе-
ство точек S, гдеD2Φ не имеет кратных собственных значений, является
множеством нулей дискриминанта D2Φ и, следовательно, алгебраиче-
ским многообразием. В частности, для H d−1-почти всех точек x ∈ ∂S
множество S ∩ Br(x) диффеоморфно Rd−1 для достаточно малых r (см.
[2, предложение 3.3.14]). Пусть Rd \ S =

⋃
Di, где каждая область Di

является связной компонентой Rd \ S. Очевидно, что можно выбрать
такое единичное векторное поле v собственных векторов, соответству-
ющих наибольшему собственному значению D2Φ , что v|Di гладко для
любого Di.

По классическому результату из [8], функция A 7→ Λ(A), где Λ(A) —
наибольшее собственное значение, является выпуклой функцией на про-
странстве симметричных матриц. Отсюда следует, в частности, что
функция

λ(x): x 7→ Λ(D2Φ(x))
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имеет производную по направлению

∂eλ(x) = lim
t→0

λ(x+ te)− λ(x)
t

для любого x и любого направления e. Для любой регулярной точки
x ∈ ∂Di положим

∇Diλ =
d∑

i=1

∂eiλ ∙ ei,

где базис {ei} выбран таким образом, что x+ tei ∈ Di для малых значе-
ний t и любого i.

Заметим, что

∂e〈D
2Φ ∙ v, v〉 = 〈D2Φe ∙ v, v〉+ 2〈D

2Φ ∂ev, v〉

внутри Di. Так как v является единичным собственным значением D2Φ,
то вектор ∂ev ортогонален D2Φ ∙ v и, следовательно,

∂eλ(x) = 〈D
2Φe ∙ v, v〉.

Зафиксируем компактную область B с гладкой границей и применим
(7.1) к ν = IDi∩B. Более точно, выберем такую последовательность глад-
ких финитных функций {ηn} с носителями в Di ∩BR, что ηi → IDi∩B. В
пределе получим оценку
∫

Di∩B
‖(D2V )+‖2 dμ > K

∫

Di∩B
λ2 dμ+

∫

Di∩B
Tr [(D2Φ)−1(D2Φ)v]

2 dμ

+

∫

∂Di∩B
〈∇Diλ, (D

2Φ)−1nDi〉 dμ+
∫

Di∩∂B
〈∇Diλ, (D

2Φ)−1nB〉 dμ, (7.2)

где nB — внутренняя нормаль к ∂B.
Возьмем регулярную точку x ∈ ∂Di. Ясно, что x принадлежит

границе между множествами Di и Dj , где j 6= i, и внутренняя нормаль
к ∂Di может быть вычислена следующим образом:

nij =
∇Diλ−∇Djλ
‖∇Diλ−∇Djλ‖

.

Взяв сумму неравенств (7.2) по i, мы получим, что интеграл по границе
⋃
i ∂Di ∩B принимает вид

∑

i,j

∫

∂Di∩∂Dj∩B
〈∇Diλ−∇Djλ, (D

2Φ)−1nij〉 dμ

и, очевидно, неотрицателен. Следовательно,
∫

B

‖(D2V )+‖2 dμ > K

∫

B

λ2 dμ+

∫

B

Tr [(D2Φ)−1(D2Φ)v]
2 dμ

+
∑

i

∫

Di∩∂B
〈∇Diλ, (D

2Φ)−1nB〉 dμ.
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Зафиксируем гладкую финитную неотрицательную функцию ξ. При-
менив формулу коплощади и полученные выше оценки к множествам
уровня ξ, легко доказать, что

∫
‖(D2V )+‖2ξ dμ > K

∫
λ2ξ dμ+

∫
Tr [(D2Φ)−1(D2Φ)v]

2ξ dμ

+
∑

i

∫

Di

〈(D2Φ)v ∙ v, (D
2Φ)−1∇ξ〉 dμ.

Применяя стандартные соотношения между операторной нормой и нор-
мой Гильберта–Шмидта

Tr [(D2Φ)−1(D2Φ)v]
2 = ‖(D2Φ)−1/2(D2Φ)v(D

2Φ)−1/2‖2HS

>
‖(D2Φ)v‖2HS
‖D2Φ‖2

>
‖(D2Φ)v‖2

‖D2Φ‖2

и неравенство Коши, получаем оценку

∫
‖(D2V )+‖2ξ dμ+ 4

∫
|∇ξ|2

ξ
dμ > K

∫
λ2ξ dμ. (7.3)

Выбирая такую последовательности финитных функций {ξn}, что вы-
полнены соотношения limn ξn = 1 и limn

∫
(|∇ξn|2 dμ)/ξn = 0, получаем

искомое утверждение.
Шаг 3. На этом шаге мы докажем общий случай. Так же как и в

теореме 3.1, приблизим V и W гладкими функциями с не более чем ква-
дратичным ростом. Таким образом, без ограничения общности можно
предполагать, что Φ — гладкая функция. Чтобы применить предыду-
щий шаг, зафиксируем компактное множество B и выберем такую по-
следовательность многочленов {Φn}, что Φn → Φ на B равномерно со
всеми производными до четвертого порядка включительно (это можно
сделать согласно многомерной версии теоремы Вейерштрасса о прибли-
жении многочленами).

Так как мы имеем сходимость производных второго порядка, то
функции Φn выпуклы для достаточно больших n. Применяя лемму 7.2,
можно предположить, что S(Φn) имеет меру нуль. Заметим, что ∇Φn
отображает e−Vn dx в μ, где

Vn =W (∇Φn)− ln detD
2Φn.

Из сходимости Φn → Φ следует, что Vn → V равномерно на B и то же са-
мое выполнено для производных второго порядка. Переходя к пределу,
получим (7.3) для V и достаточно гладкой функции ξ. Выбирая под-
ходящую последовательность {ξn}, удовлетворяющую условию ξn → 1,
завершаем доказательство.
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Следующий результат обобщает лемму 7.1 таким же образом, как
теорема 6.1 обобщает теорему 3.1. Доказательство может быть получено
путем модификации доказательства теоремы 7.1, и мы его опустим.

Теорема 7.2. Предположим, что D2W > K ∙ I. Тогда для любого
r > 1 имеем

K

(∫
‖D2Φ‖2r dμ

)1/r
6

(∫
‖(D2V )+‖

r dμ

)1/r
.
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