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Гаpантиpованное упpавление 
нелинейным объектом

(на пpимеpе ядеpного pеактоpа 
на тяжелой воде)

Введение

В посëеäние нескоëüко ëет äëя pеøения заäа÷ ста-
биëизаöии неëинейных объектов быëи пpеäëожены
аëãоpитìы упpавëения, испоëüзуþщие уpавнение
Pиккати, зависящее от паpаìетpов состояния. Пpо-
бëеìа упpавëения неëинейныìи объектаìи с их
эквиваëентныì пpеäставëениеì в виäе ëинейных
ìоäеëей с паpаìетpаìи, зависящиìи от состояния,
и функöионаëаìи, ìатpиöы øтpафа котоpых также
зависят от состояния объекта, впеpвые иссëеäован-
ная Пиpсоноì [1], быëа затеì pасøиpена Веpиëи и
Кукоì [2], а также pассìотpена независиìо Мpаöе-
коì и Кëутеpоì [3]. Но, несìотpя на ìноãо÷исëен-
ные pезуëüтаты успеøных пpиìенений ìетоäа SDRE,
опубëикованные за посëеäние нескоëüко ëет, остает-
ся pяä пpобëеì. В äанной статüе pассìотpена заäа÷а
ãаpантиpуþщеãо упpавëения неëинейныì объектоì
пpи известных пpеäеëах возìущаþщих возäействий.

Заäа÷ей ãаpантиpованноãо упpавëения по отноøе-
ниþ к ìножеству öеëей, функöионаëу ка÷ества, ìно-
жеству äопустиìых упpавëений, ìножеству состоя-
ний, вкëþ÷ая состояние объекта в ìоìент на÷аëа
упpавëения, а также ìножеству возìожных зна÷ений
паpаìетpов и хаpактеpистик эëеìентов объекта явëя-
ется отыскание упpавëения, пpинаäëежащеãо äопус-

тиìоìу ìножеству упpавëяþщих возäействий, ìини-
ìизиpуþщеãо заäанный функöионаë и обеспе÷иваþ-
щеãо пеpевоä систеìы из на÷аëüноãо состояния в
заäанное ìножество öеëей пpи ëþбых зна÷ениях па-
pаìетpов и хаpактеpистик эëеìентов объекта, пpи-
наäëежащих ìножеству возìожных зна÷ений [4]. Это
озна÷ает, ÷то ãаpантиpованныì зна÷ениеì кpитеpия
ка÷ества пpи такоì упpавëении буäет веëи÷ина

J 0 = J(x, u)|g(x(T )) m d.

Зäесü d — фиксиpованная неотpиöатеëüная по-
стоянная, g(x(T )) — скаëяpная функöия, x(T ) —
состояние, пpиниìаеìое объектоì в ìоìент окон÷а-
ния пеpиоäа упpавëения пpи конкpетных зна÷ениях
паpаìетpов α ∈ Ω и соответствуþщеì упpавëении u.

В ка÷естве пpиìеpа pассìатpивается заäа÷а оста-
нова pеактоpа на тяжеëой воäе [5]. Боëüøой pеактоp
с тяжеëовоäныì заìеäëитеëеì и тепëоноситеëеì
поä äавëениеì — это сëожная систеìа высокоãо
поpяäка с боëüøиì ÷исëоì состояний и вхоäных
пеpеìенных. Достато÷но то÷ныì ìетоäоì иссëе-
äования явëяется узëовой ìетоä, в основу котоpоãо
поëожено pеøение уpавнения äиффузии нейтpонов
с поìощüþ pазäеëения активной зоны pеактоpа на
нескоëüко зон иëи узëов. Взаиìоäействие ìежäу
зонаìи опpеäеëяется коэффиöиентаìи взаиìоäей-
ствия, опpеäеëенныìи в ìоäеëи. В äанной статüе
pассìотpена узëовая ìоäеëü активной зоны боëü-
øоãо тяжеëовоäноãо pеактоpа ìощностüþ 540 МВ.

Постановка задачи

Дëя описания ìатеìати÷еской ìоäеëи pеактоp
усëовно pазäеëяþт на ÷етыpнаäöатü зон, pассìатpи-
ваеìых как ÷етыpнаäöатü ìаëенüких яäеp, кажäое
из котоpых связано с сосеäниìи яäpаìи посpеäст-
воì уpавнений нейтpонной äиффузии. В pезуëüтате
ìожно записатü упpощеннуþ ìатеìати÷ескуþ ìо-
äеëü pеактоpа в сëеäуþщеì виäе [5]:

(1)

Задача констpуиpования упpавляющих воздействий для
pеактоpа на тяжелой воде пpи неопpеделенности изменений
его паpаметpов pассматpивается в ключе диффеpенциальной
игpы. Возможность пpедставления нелинейного уpавнения
динамики объекта в виде системы с паpаметpами, завися-
щими от состояния (State Dependent Coefficients), и квадpати-
ческий функционал качества позволяют пеpейти от необхо-
димости pешения скаляpного уpавнения в частных пpоизвод-
ных (уpавнения Гамильтона—Якоби—Беллмана) к уpавнению
Pиккати с паpаметpами, зависящими от состояния. Pеа-
лизуемое pешение получено путем пpименения метода ми-
нимакса. Пpиведены pезультаты математического моде-
лиpования системы в задаче останова ядеpного pеактоpа.

Ключевые слова: нелинейные системы, оптимальное
упpавление, диффеpенциальные игpы, уpавнение Pиккати
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ãäе i и j — ноìеpа соответствуþщих зон pеактоpа;
Pi — ìощностü i-й зоны, МВт; Ci — конöентpаöия

яäеp пpеäøественников запазäываþщих нейтpо-

нов в i-й зоне, ìоëü/сì3; Ii — конöентpаöия йоäа

в i-й зоне, ìоëü/сì3; Xi — конöентpаöия ксенона

в i-й зоне, ìоëü/сì3; Hi — уpовенü воäы в i-й зоне, сì;

li — вpеìя ìãновенных нейтpонов, с; β — äоëя запаз-

äываþщих нейтpонов; λ — постоянная pаспаäа, с–1;

λI — постоянная pаспаäа йоäа, с–1; λX — постоянная

pаспаäа ксенона, с–1; Σai — коэффиöиент поãëоще-

ния тепëовых нейтpонов, сì–1; Σf i — коэффиöиент

äеëения тепëовых нейтpонов, cì–1; γI — коëи÷ество

йоäа, поëу÷енное пpи äеëении; γX — коëи÷ество

ксенона, поëу÷енное пpи äеëении; aij — коэффи-

öиент связи;  — се÷ение поãëощения тепëовых

нейтpонов ксенона, сì2;  = ; Σeff —

энеpãия, выäеëяеìая пpи äеëении яäpа, МДж; αij —

коэффиöиент связи:

aij = 

ψij — пëощаäü пеpекpытия ìежäу i-й и j-й зонаìи,
сì2; Vi — объеì тяжеëой воäы в i-й зоне, сì3; dij —
pасстояние ìежäу i-й и j-й зонаìи, сì; D — коэф-
фиöиент äиффузии, сì; v — скоpостü тепëовых
нейтpонов, сì/с.

Заäа÷а упpавëения закëþ÷ается в постpоении
возäействий, котоpые остановят pаботу pеактоpа.
В ка÷естве упpавëяþщих возäействий явëяþтся
уpовни тяжеëой воäы в кажäой зоне pеактоpа.

Синтез гаpантиpующего упpавления

Пустü (t) = [Pi, Ci, Xi, Hi, Ii], i = 1, ..., 14. За-
пиøеì исхоäнуþ систеìу (1) в виäе

(2)

Зäесü x ∈ R70 — состояние систеìы; x0 ∈ X0,
X0 — обëастü возìожных на÷аëüных состояний
систеìы; y ∈ R14 — выхоä систеìы; u ∈ R14 —
упpавëение, поäëежащее нахожäениþ; ìатpиöы
f (x), g1(x) — äействитеëüные и непpеpывные.

Ввеäеì функöионаë ка÷ества

J(x, u) = {xт(t)Qx(t) + uт(t)Ru(t)}dt, (3)

ãäе ìатpиöы Q l 0, R > 0. О зна÷ениях паpаìетpов
этих ìатpиö буäет сказано ниже.

Ввеäеì непpеpывнуþ поëожитеëüно опpеäеëен-
нуþ функöиþ Беëëìана V(x) = J(x, u).

Функöия V(x) явëяется pеøениеì уpавнения
Гаìиëüтона—Якоби—Беëëìана

 + H  = 0, (4)

ãäе H — ãаìиëüтониан:

H  = [hт(x)Qh(x) + uт(t)Ru(t)] +

+ [ f (x) + g(x)u(t)]. (5)

Оптиìаëüная стpатеãия с обpатной связüþ оп-
pеäеëяется выpажениеì [6]

u(t) = –R–1gт(x) . (6)

Испоëüзуя SDC-ëинеаpизаöиþ [1], пpеäставиì
исхоäнуþ систеìу (1) в виäе

(7)

Зäесü

A(x) = ; g = ,

ãäе A i(x) = ;

 = [0 0 0 –mi 0], i = 1, ..., 14.

Пpиниìая во вниìание, ÷то в pассìатpиваеìоì

сëу÷ае  = 0, пеpепиøеì уpавнение Гаìиëü-

тона—Якоби—Беëëìана (4) с у÷етоì (5):

A(x)x(t) + xт(t)Aт(x)  –

– g(x)R–1gт(x) + xт(t)CтQC = 0.  (8)

Опpеäеëиì вектоp  = S(x)x(t). Тоãäа из

уpавнения (8) поëу÷иì 

S(x)A(х) + Aт(x)S(x) –

– S(x)g(x)R–1gт(x)S(x) + CтQC = 0. (9)

σX
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σX
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-----------------
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0, есëи i = j;

Dvlψij

dijV
------------
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т

x(t) = f (x) + g(x)u(t), x(0) = x0;

y(t) = Cx(t).
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Оптиìаëüное упpавëяþщее возäействие (6) с
у÷етоì ввеäенноãо вектоpа S(x)x(t) пpиниìает виä

u(t) = –R–1gт(x)S(x)x(t). (10)

Пpи этоì оптиìаëüное зна÷ение функöионаëа
ка÷ества поëностüþ опpеäеëяется на÷аëüныìи
зна÷енияìи систеìы [4]

J(x, u, w) = S(x0)x0,

ãäе S(x0) — pеøение уpавнения (9) пpи x = x(0).

Как нетpуäно виäетü, основная пpобëеìа pеаëи-
заöии упpавëения u(t) закëþ÷ается в нахожäении
pеøения уpавнения Pиккати (9) с паpаìетpаìи, за-
висящиìи от состояния.

Гаpантиpованное упpавëение объектоì (1) на-
хоäится с испоëüзованиеì пpинöипа ìиниìакса.
Дëя этоãо стpоится ìоäеëü, соäеpжащая "наиìенее
бëаãопpиятные зна÷ения паpаìетpов" объекта (1):

(11)

"Наиìенее бëаãопpиятные зна÷ения паpаìетpов"
таковы, ÷то ||z(t)|| l ||x(t)||. Упpавëение uM(t) опpе-
äеëяется выpажениеì

uM(t) = –R–1(g*)S *z(t),

ãäе ìатpиöа S* явëяется pеøениеì аëãебpаи÷ескоãо
уpавнения Pиккати с постоянныìи паpаìетpаìи

S *A* + (A*)тS * – S *g*R–1(g*)тS * + C тQC = 0.

Математическое моделиpование ядеpного pеактоpа 
с гаpантиpующим упpавлением

Пpивеäеì физи÷еские äанные äëя всех зон pе-
актоpа на тяжеëой воäе [4]:

l = 7,9•10–4 с; β = 7,5•103; λ = 9,1•10–2 с–1;

λl = 2,878•10–5 с–1; λX = 2,1•10–5 с–1;

Σa = 3,2341•10–3 сì–1; Σf = 1,262•10–3 сì–1;

γI = 6,18•10–2; γX = 6•10–3; σX = 1,2•10–18 сì2;

Σeff = 3,2•10–17 МДж; D = 0,9328 сì;

ν = 3,19•105 сì/с; K = –3,5•10–5;
m = 2; H0 = 100 сì.

Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования пpи-
веäены в табëиöе и на pис. 1—3 äëя зон pеактоpа.

Как виäно из ãpафиков конöентpаöий 135Хе и
135I, посëе остановки pеактоpа коëи÷ество вещества
ксенона пpоäоëжает pасти пpоäоëжитеëüное вpеìя.
Этот факт не позвоëяет осуществитü запуск pеак-
тоpа сpазу посëе еãо остановки всëеäствие тоãо, ÷то
135Хе обëаäает боëüøиì се÷ениеì поãëощения те-
пëовых нейтpонов и еãо высокая конöентpаöия ìе-
øает pаботе pеактоpа в ноpìаëüноì pежиìе. Кон-
öентpаöия 135Хе pастет äо тех поp, пока не станет
pавной конöентpаöии 135I, посëе ÷еãо на÷инает
убыватü вìесте с конöентpаöией 135I.

Гpафики изìенения ìощности в кажäой зоне
иìеþт схожее повеäение и неìноãиì отëи÷аþтся
äpуã от äpуãа, ÷то показывает небоëüøое отëи÷ие
паpаìетpов в кажäой зоне. Как виäно из ãpафиков
на pис. 3, ìощностü в пяти зонах паäает äо 0 пpи-
бëизитеëüно за 150 с, ÷то пpиìеpно совпаäает с pе-
зуëüтатаìи, поëу÷енныìи в pаботе [7].
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1
2
-- x0

т

z(t) = A*z(t) + g*uM(t), z(t0) = x0;

h(t) = Cz(t).

d

dt
---

Начальные условия для модели реактора

Зона Мощностü, МВт Объеì, ì3

1, 6, 8, 13 132,75 14,7
2, 7, 9, 14 135,99 14,7

3, 10 123,30 17,6
4, 11 98,55 8,8
5, 12 123,30 17,6

Pис. 3. Гpафик изменения мощности в пяти зонах

Pис. 2. Гpафик изменения концентpации 135Хе в pеактоpе

Pис. 1. Гpафик изменения концентpации 135I в pеактоpе 


