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Abstract: In this paper, the length of the group algebra of the
direct product of a cyclic group and an elementary abelian p-group
over a �eld of characteristic p is calculated.
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1 Ââåäåíèå

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå àëãåáðû � àññîöèàòèâíûå êîíå÷íî-

ìåðíûå àëãåáðû ñ åäèíèöåé íàä ïîëÿìè. Âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè
êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð èãðàåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà àëãåáðû,
êàê äëèíà.
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Ïóñòü A � àëãåáðà. Ëþáîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ A ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì íàä àëôàâèòîì S. Äëè-
íà ñëîâà ðàâíà êîëè÷åñòâó áóêâ â ýòîì ïðîèçâåäåíèè, îòëè÷àþùèõñÿ îò
1A. Áóäåì ñ÷èòàòü 1A ïóñòûì ñëîâîì äëèíû 0.
Åñëè S � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû A, òî åñòü A � ìèíèìàëü-

íàÿ ïîäàëãåáðà A, ñîäåðæàùàÿ S, òî ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû A ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñëîâ íàä S. Ìèíèìàëü-
íîå k òàêîå, ÷òî ìû ìîæåì âûðàçèòü âñå ýëåìåíòû A, èñïîëüçóÿ ñëîâà
äëèíû íå áîëåå k, íàçîâåì äëèíîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ S. Äëèíîé àë-
ãåáðû A íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ñðåäè å¼ ñèñòåì ïîðîæäàþùèõ,
áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ l(A) (ïîäðîáíåå ñì. îïðåäåëåíèå 2.5). Â îïðåäåëåíèè
äëèíû àëãåáðû A ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîæäàþùèõ ñè-
ñòåì äëÿ A. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ äëèíû äàæå äëÿ
êëàññè÷åñêèõ àëãåáð.
Â îáùåé ôîðìóëèðîâêå ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ äëèíû âïåðâûå áûëà

ñôîðìóëèðîâàíà À. Ïàçîì â 1984 ãîäó äëÿ ïîëíîé àëãåáðû ìàòðèöMn(F)
íàä ïîëåì â ðàáîòå [12] è äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé. Âû÷èñëåíèå äëè-
íû â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òðóäíîé çàäà÷åé. Íåòðèâèàëüíàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà äëèíû ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ê. Ïàï-
ïà÷åíû [11] â âèäå ôóíêöèè îò äâóõ äðóãèõ åå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê
� ðàçìåðíîñòè è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ýëå-
ìåíòà àëãåáðû. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè äëèíû áûëè
èçó÷åíû Î.Â. Ìàðêîâîé â ðàáîòå [10].
Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ âû÷èñëåíèÿ äëèíû ãðóïïî-

âûõ àëãåáð. Ââèäó íàëè÷èÿ èõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé, ðåøåíèå ýòî-
ãî âîïðîñà òåñíî ñâÿçàíî è ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ïàçà. Äëÿ ãðóïïîâûõ
àëãåáð ãðóïï ìàëûõ ïîðÿäêîâ óäàåòñÿ âû÷èñëèòü äëèíó òî÷íî íàä ïðî-
èçâîëüíûìè ïîëÿìè, òàê äëÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê S3, ãðóïïû Êëåéíà V4

è ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8, çíà÷åíèÿ äëèíû íàéäåíû â [2, 3].
Ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ îáùåé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ äëèíû ãðóï-

ïîâûõ àëãåáð êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîñâÿùåíû ðàáîòû [4, 1]. Â ðà-
áîòå [1] äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè äëèíû ãðóïïîâûõ àëãåáð èñïîëüçîâàíû
ìåòîäû òåîðèè ïîëåé, òåîðèè êîëåö è îöåíêà äëèíû êîììóòàòèâíûõ àë-
ãåáð (ñì. òåîðåìà 6.1). Â òîé æå ðàáîòå âû÷èñëåíèå äëèíû ãðóïïîâîé àë-
ãåáðû àáåëåâîé p-ãðóïïû ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ äëèíû ôàêòîð-àëãåáðû
ïî ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà è èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêàëà.
Àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå âñåõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ñëèøêîì òðóäíûì ââèäó ðàçíîîáðàçèÿ èõ ñòðóêòóðû. Ïîýòîìó èññëåäî-
âàíèå ôóíêöèè äëèíû ãðóïïîâûõ àëãåáð íåàáåëåâûõ ãðóïï ïðîâîäèòñÿ
äëÿ îòäåëüíûõ êëàññè÷åñêèõ ñåìåéñòâ. Òàê, â ðàáîòå [7] íà÷àòî èññëå-
äîâàíèå äëèíû ãðóïïîâûõ àëãåáð äèýäðàëüíûõ ãðóïï, âû÷èñëåíà äëèíà
â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå. Ýòà ñåðèÿ ãðóïï â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ñëåäóþùèì øàãîì ïîñëå àáåëåâîãî ñëó÷àÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ ãðóïïîâûõ àëãåáð àáåëåâûõ ãðóïï â ðàçëîæåíèè â ïðÿìóþ ñóììó
ìàòðè÷íûõ àëãåáð âñå ñëàãàåìûå îäíîìåðíû, â òî âðåìÿ êàê ðàçìåðû
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ìàòðè÷íûõ àëãåáð â ðàçëîæåíèè â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïïîâûõ àëãåáð äè-
ýäðàëüíûõ ãðóïï íå ïðåâûøàþò äâóõ.
Â ðàáîòå [6] ðåçóëüòàò î äëèíå ãðóïïîâûõ àëãåáð äèýäðàëüíûõ ãðóïï

îáîáùåí íà ìîäóëÿðíûé ñëó÷àé äëÿ 2-ãðóïï, òî åñòü íàä ïîëÿìè õàðàê-
òåðèñòèêè 2.
Èçó÷åíèå äëèíû ãðóïïîâûõ àëãåáð àáåëåâûõ ãðóïï â ìîäóëÿðíîì ñëó-

÷àå áûëî ïðîäîëæåíî â ñòàòüå [9], ãäå áûëà âû÷èñëåíà äëèíà ãðóïïîâîé
àëãåáðû íåöèêëè÷åñêîé àáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà 2p2 íàä ïîëåì õàðàê-
òåðèñòèêè p > 2. Çàòåì â ðàáîòå [5] áûëà âû÷èñëåíà äëèíà ãðóïïîâîé
àëãåáðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è öèêëè÷åñêîé p-
ãðóïïû íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò
èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè è îáîáùàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [9].
Â ðàçäåëå 2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëü-

çóåìûå â ðàáîòå.
Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ðå-

çóëüòàòû î äëèíå ãðóïïîâûõ àëãåáð àáåëåâûõ ãðóïï â ìîäóëÿðíîì ñëó-
÷àå. Ñôîðìóëèðîâàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû � òåîðåìà 3.6, êîòî-
ðàÿ ñîäåðæèò çíà÷åíèå äëèíû ãðóïïîâîé àëãåáðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p.
Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí íèæíåé îöåíêå äëèíû ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.
Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå òåõíèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áóäåò äî-

êàçàíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëèíû ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.
Â ðàçäåëå 6 èëëþñòðèðóåòñÿ, ÷òî òåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ â ðàçäåëå 5,

îáîáùàåò òåõíèêó, êîòîðàÿ ðàíåå èñïîëüçîâàëàñü ïðè ðàáîòå ñ äëèíàìè
êîììóòàòèâíûõ àëãåáð.
Ðàçäåë 7 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè äëèíû ãðóïïîâîé

àëãåáðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è ýëåìåíòàðíîé àáå-
ëåâîé p-ãðóïïû íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p, êîòîðûì çàâåðøàåòñÿ äî-
êàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû.
Ðàçäåë 8 ñîäåðæèò îáîáùåíèíèå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû íàä äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèìè ñîâåðøåííûìè ïîëÿìè.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ñïåðâà íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé äëè-
íû.
Ïóñòü B = {b1, . . . , bM} � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (àëôàâèò).

Êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ èç B íàçîâåì ñëîâàìè. Ïóñòü B∗

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå B, FB � ñâîáîäíûé ìîíîèä
íàä àëôàâèòîì B, ò.å. B∗ ñ îïåðàöèåé êîíêàòåíàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äëèíà l(v) ñëîâà v = bi1 . . . bit , bij ∈ B, ðàâíà t.
Ïóñòîå ñëîâî ñ÷èòàåòñÿ ñëîâîì îò ýëåìåíòîâ B äëèíû 0.

Ïóñòü Bi îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå B äëèíû íå
áîëüøåé i, i ≥ 0.
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Ðàññìîòðèì àëãåáðó A íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è åå êîíå÷íóþ ñè-
ñòåìó ïîðîæäàþùèõ S. Ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç ïîðîæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà S ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáðàçû ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîãî ìîíî-
èäà FS ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå â ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä
àëãåáðû A, è èõ òàêæå ìîæíî íàçûâàòü ñëîâàìè îò îáðàçóþùèõ è èñ-
ïîëüçîâàòü åñòåñòâåííîå îáîçíà÷åíèå Si. Çàìåòèì, ÷òî S0 = {1A}.

Îáîçíà÷åíèå 2.2. Ïîëîæèì Li(S) = ⟨Si⟩, ãäå ⟨S⟩ îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó ìíîæåñòâà S â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

F. Çàìåòèì, ÷òî L0(S) = ⟨1A⟩ = F. Ïóñòü òàêæå L(S) =
∞⋃
i=0

Li(S) îáîçíà-

÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå S.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñëîâî v ∈ Sj äëèíû j íàçûâàåòñÿ ñîêðàòèìûì íàä
S, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð i < j, ÷òî v ∈ Li(S), (ò.å. v ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñëîâ ìåíüøåé äëèíû). Åñëè ñëîâî v íå
ÿâëÿåòñÿ ñîêðàòèìûì, òî îíî íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìûì íàä S.

Èç êîíå÷íîìåðíîñòè A ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð h, ÷òî
Lh(S) = Lh+1(S). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî h ≥ 0 âûïîëíåíî Lh(S) = Lh+1(S),
òî

Lh+2(S) = ⟨L1(S)Lh+1(S) + L1(S)⟩ = ⟨L1(S)Lh(S) + L1(S)⟩ = Lh+1(S)

è òàêæå Li(S) = Lh(S) äëÿ âñåõ i ≥ h.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Äëèíîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ S àëãåáðû A íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî

l(S) = min{k ∈ Z+ : Lk(S) = A}.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëèíîé àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

l(A) = max{l(S) : L(S) = A}.

Îáîçíà÷åíèå 2.6. Ïóñòü a ∈ A è deg a îáîçíà÷àåò ñòåïåíü ìèíèìàëüíî-
ãî ìíîãî÷ëåíà ýëåìåíòà a íàä ïîëåì F. Èç êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåáðû A
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñïðàâåäëèâà îöåíêà deg a ≤ dimA. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ A ïîëîæèìm(B) = max{deg b :
b ∈ B}.

3 Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î äëèíàõ ãðóïïî-
âûõ àëãåáð àáåëåâûõ ãðóïï â ìîäóëÿðíîì ñëó÷àå, èçâåñòíûå íà äàííûé
ìîìåíò.
Öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n áóäåì îáîçíà÷àòü Cn. Ãðóïïîâóþ àë-

ãåáðó ãðóïïû G íàä ïîëåì F áóäåì îáîçíà÷àòü FG èëè F[G].
Â ðàáîòå [1] âû÷èñëåíà äëèíà ãðóïïîâûõ àëãåáð p-ãðóïï íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè p.
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Òåîðåìà 3.1 ([1, òåîðåìà 3.8]). Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0.
Ïóñòü m ∈ N è ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèò ai êîïèé Cpi â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðèìàðíûå öèêëè÷åñêèå,
a1, . . . , am−1 ∈ Z+, am ∈ N, òî åñòü,

G ∼= Cp × · · · × Cp︸ ︷︷ ︸
a1 êîïèé

× · · · × Cpm × · · · × Cpm︸ ︷︷ ︸
am êîïèé

.

Òîãäà

l(FG) =
m∑
i=1

ai(p
i − 1).

Â òîé æå ðàáîòå âû÷èñëåíà äëèíà ãðóïïîâîé àëãåáðû F3[C2×C3×C3].

Òåîðåìà 3.2 ([1, òåîðåìà 5.2]). l(F3[C2 × C3 × C3]) = 7.

Çàòåì ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí Î.Â. Ìàðêîâîé â ðàáîòå [9].

Òåîðåìà 3.3 ([9, òåîðåìà 2.14]). Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 2.
Òîãäà

l(F[C2 × Cp × Cp]) = 3p− 2.

Çàòåì ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí àâòîðîì â ðàáîòå [5].

Òåîðåìà 3.4 ([5, òåîðåìà 3.4]). Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0,
p ∤ K, k ≥ l. Òîãäà

l(F[Cpl × Cpk × CK ]) = Kpk + pl − 2.

Â òîé æå ðàáîòå àâòîðîì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î äëèíå ãðóï-
ïîâîé àëãåáðû â ñëó÷àå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è
àáåëåâîé p-ãðóïïû íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p.

Ãèïîòåçà 3.5 ([5, ãèïîòåçà 7.1]). Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p >
0, P = Cpk1 × Cpk2 × · · · × Cpkq , p ∤ K, k1 ≥ ki ∀i. Òîãäà

l(F[P × CK ]) = Kpk1 +

q∑
i=2

pki − q.

Â äàííîé ðàáîòå ìû äîêàæåì ýòó ãèïîòåçó â ñëó÷àå, êîãäà àáåëåâà p-
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
íåñêîëüêèõ êîïèé Cp, ÷òî ñ äðóãîé ñòîðîíû áóäåò îáîáùåíèåì òåîðåìû
3.3.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, p ∤ K, P �
ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà ïîðÿäêà pq. Òîãäà

l(F[P × CK ]) = (K + q − 1)p− q.
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4 Íèæíÿÿ îöåíêà

Â ðàáîòå [5] áûëà äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà äëèíû êîììóòàòèâíûõ
ãðóïïîâûõ àëãåáð.

Ëåììà 4.1 ([5, ëåììà 4.1]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, G � êîíå÷-
íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïðåäñòàâèì ãðóïïó G â ñëåäóþùåì âèäå:

G ∼= C
p
k11
1

× · · · × C
p
k1t
1

× C
p
k21
2

× · · · × C
p
k2t
2

× · · · × C
p
kn1
n

· · · × C
p
knt
n

, (1)

ãäå pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå, kij ≤ kiq ïðè j > q, áûòü ìîæåò, íåêîòî-
ðûå kij ðàâíû íóëþ. Òîãäà

l(FG) ≥ pk111 pk212 · · · pkn1
n + pk121 pk222 · · · pkn2

n + · · ·+ pk1t1 pk2t2 · · · pknt
n − t.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ýòîé ëåììû ê ðàññìàòðèâàåìîé â ðà-
áîòå ãðóïïîâîé àëãåáðå ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, p ∤ K, P � ýëå-
ìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà ïîðÿäêà pq. Òîãäà

l(F[P × CK ]) ≥ (K + q − 1)p− q.

5 Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè íàì ïîíàäîáèòñÿ äîêàçàòü íåñ-
êîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Îáîçíà÷åíèå 5.1. Â äàííîé ðàáîòå ìû íå ðàç áóäåì ïðåäñòàâëÿòü íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî l â îïðåäåëåííîì âèäå. Ïóñòü (m1,m2, . . . ) � íåâîçðàñ-
òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî
l =

∑N
i=1mi + r, ãäå 0 ≤ r < mN+1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå mi ïî-

ïàðíî ðàâíû, ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ äåëåíèåì ñ îñòàòêîì ÷èñëà l
íàmi. Îäíàêî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ Z, l ∈ N, (m1−1,m2−1, . . . ) � íåâîçðàñ-

òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü l =
∑N

i=1(mi−
1) + r, ãäå 0 ≤ r < mN+1 − 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

P (x1, . . . , xn) = (x1 + 1) · · · (xn + 1).

Òîãäà

min{P (x1, . . . , xn) : x1+· · ·+xn = l,∀i(0 ≤ xi ≤ mi−1)} = m1 · · ·mN (r+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ôóíêöèè P (b) íà ïðîèçâîëüíîì
íàáîðå b = (b1, . . . , bn), óäîâëåòðîÿþùåì óñëîâèÿì. Òàê êàê P (b) � ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (m1 − 1,m2 − 1, . . . ) � íåâîçðàñòàþ-
ùàÿ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn.
Ðàññìîòðèì m = max{i : bi ̸= 0}, M = min{i : bi ̸= mi−1}. Ïóñòü M <

m. Ïîêàæåì, ÷òî íà òàêèõ íàáîðàõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
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Ðàññìîòðèì P (b1, . . . , bM−1, bM+1, bM+1, . . . , bm−1, bm−1, bm+1, . . . , bn).
Ýòîò íîâûé íàáîð çíà÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì, â òîì ÷èñëå îí
íåâîçðàñòàþùèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ m èM èìååì bm−1 ≥
0 = bm+1 è bM−1 = mM−1 − 1 ≥ mM − 1 ≥ bM + 1.
Îòìåòèì, ÷òî

P (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) = (xi + 1)P (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn).

Òàêèì îáðàçîì,

P (b1, . . . , bM−1, bM + 1, bM+1, . . . , bm−1, bm − 1, bm+1, . . . , bn) =

(bM + 2)bmP (b1, . . . , bM−1, 0, bM+1, . . . , bm−1, 0, bm+1, . . . , bn) =

((bM + 1)(bm + 1)− bM − 1 + bm)·
P (b1, . . . , bM−1, 0, bM+1, . . . , bm−1, 0, bm+1, . . . , bn) =

P (b1, ..., bn)−(bM+1−bm)P (b1, ..., bM−1, 0, bM+1, . . . , bm−1, 0, bm+1, . . . , bn).

Òî åñòü

P (b1, . . . , bM−1, bM+1, bM+1, . . . , bm−1, bm−1, bm+1, . . . , bn) < P (b1, . . . , bn),

òàê êàê bM + 1 > bm.
Òàêèì îáðàçîì, åñëèM < m, òî ìû ìîæåì óìåíüøèòü çíà÷åíèå ôóíê-

öèè P (b), ïåðåíåñÿ åäèíèöó èç ñàìîãî ìàëåíüêîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ
â ñàìîå áîëüøîå èç òåõ, ÷òî åùå íå äîñòèãëî ìàêñèìóìà mi − 1.
Ñëó÷àþ M ≥ m óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî îäèí íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåí-

íûõ � (m1 − 1, . . . ,mN − 1, r, 0, . . . , 0). Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íà íåì
è äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Òî åñòü

minP (x) = P (m1 − 1, . . . ,mN − 1, r, 0, . . . , 0) = m1 · · ·mN (r + 1).

□

Ëåììà 5.3. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, S = {a1, . . . , an}
� ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû A. Ïóñòü v = at11 · · · atnn � ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîå ñëîâî ñðåäè âñåõ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ äëèíû
t = t1 + · · · + tn. Ïóñòü H = {vi ∈ St : vi� ïîäñëîâî v}. Òîãäà âñå ñëîâà
â H ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîâà â H ëèíåéíî çàâèñèìû. Òî
åñòü â H ñóùåñòâóþò ñëîâà, êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñòàëü-
íûå. Âûáåðåì ñðåäè íèõ íàèáîëüøåå â ãðàäóèðîâàííîì ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêîì ïîðÿäêå ñëîâî w. Ïîäñòàâèâ â v âìåñòî ïîäñëîâà w åãî âûðàæåíèå
÷åðåç ìåíüøèå ñëîâà, ïîëó÷èì ÷òî v âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñëîâà ìåíüøåé
äëèíû è ñëîâà òîé æå äëèíû, êîòîðûå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøå v (òî
åñòü ñîêðàòèìûå ïî óñëîâèþ). Òàêèì îáðàçîì, v ñîêðàòèìî. Ïðîòèâîðå-
÷èå. □

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç ïðåäûäóùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 5.4. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, S = {a1, . . . , an}
� ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû A. Ïóñòü v = at11 · · · atnn � ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîå ñëîâî ñðåäè âñåõ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ äëèíû
t = t1 + · · ·+ tn. Òîãäà (t1 + 1) · · · (tn + 1) ≤ dimA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H = {vi ∈ St : vi� ïîäñëîâî v}.
Òîãäà |H| = (t1 + 1) · · · (tn + 1). Íî ïî ëåììå 5.3 |H| ≤ dimA. □

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé áóäåò äîêàçàíà âåðõíÿÿ îöåíêà.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, S = {a1, . . . , an} �
ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû A äëèíû l = l(A), (m1 − 1,m2 − 1, . . . )
� íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü v =
at11 · · · atnn � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîå ñëîâî ñðåäè âñåõ íåñîêðà-

òèìûõ ñëîâ äëèíû l = t1 + · · · + tn. Ïóñòü l =
∑N

i=1(mi − 1) + r,
ãäå 0 ≤ r < mN+1 − 1. Ïóñòü t1 ≤ m1 − 1, . . . , tn ≤ mn − 1. Òîãäà
m1 · · ·mN (r + 1) ≤ dimA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.4
∏n

i=1(ti + 1) ≤ dimA. Íî ïî ëåììå 5.2

m1 · · ·mN (r + 1) ≤
n∏

i=1

(ti + 1) ≤ dimA.

□

6 Ñëó÷àé mi = m(A)

Îòâëå÷åìñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû è â êà-
÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíåé ïîëó÷åííîé ëåììû ðàññìîòðèì âàæíûé
÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (m1 − 1,m2 − 1, . . . ) = (m(A) −
1,m(A) − 1, . . . ). Â ýòîì ñëó÷àå èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò äîêàçàííàÿ ðà-
íåå Î.Â. Ìàðêîâîé â ðàáîòå [8] îöåíêà äëèíû êîììóòàòèâíûõ àëãåáð.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî.

Òåîðåìà 6.1 ([8, òåîðåìà 3.11]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïóñòü
A � àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ F-àëãåáðà ñ åäèíè-
öåé. Ïóñòü [x] è {x} � öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü

g(d,m) =

{
(m− 1)[logm d] + [m{logm d}]− 1 ïðè m ≥ 2;

0 ïðè m = 1.

Òîãäà l(A) ≤ g(dimA,m(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå m(A) = 1 âñå ýëåìåíòû àëãåáðû ïðîïîðöè-
îíàëüíû åäèíèöå äàííîé àëãåáðû, òî åñòü àëãåáðà èçîìîðôíà áàçîâîìó
ïîëþ è åå äëèíà ðàâíà íóëþ.



1140 Ì.À. ÕÐÛÑÒÈÊ

Ïóñòü òåïåðü m = m(A) > 1. Òîãäà (m − 1,m − 1, . . . ) � íåâîçðàñòà-
þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñòåïåíè âõîæäåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ â íåñîêðàòèìûå ñëîâà îãðàíè÷åíû ÷èñ-
ëîì m − 1. Ïóñòü d = dimA, l = l(A), N òàêîâî, ÷òî l = (m − 1)N + r,
ãäå 0 ≤ r < m− 1. Òîãäà ïî ëåììå 5.5 èìååì

mN (r + 1) ≤ d = mlogm d = m[logm d]+{logm d}.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïóñòü r + 1 > m{logm d}. Òîãäà mN < m[logm d], òî åñòü N < [logm d].

Òîãäà N +1 ≤ [logm d], òî åñòü l
m−1 −

r
m−1 +1 ≤ [logm d]. Ñëåäîâàòåëüíî,

l
m−1 < [logm d], òî åñòü l < (m− 1)[logm d] ≤ g(d,m).

Ïóñòü r + 1 ≤ m{logm d}. Íî è â ýòîì ñëó÷àå N ≤ logm d, è, òàê êàê
N ∈ Z, N ≤ [logm d], òî åñòü l−r

m−1 ≤ [logm d]. Ñëåäîâàòåëüíî,

l ≤ (m− 1)[logm d] + r ≤ (m− 1)[logm d] +m{logm d} − 1 = g(d,m).

□

7 Âåðõíÿÿ îöåíêà

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå ãðóïïîâîé
àëãåáðå ïîðÿäîê ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû áîëüøå p2, òî âåðõíÿÿ
îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 6.1, íå áóäåò òî÷íà. Ïîýòîìó
íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìåíåå ãðóáóþ îöåíêó ñòåïåíåé âõîæäåíèÿ
áóêâ â íåñîêðàòèìûå ñëîâà, ÷åì ðàññìîòðåííàÿ â ðàçäåëå 6.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, H � àáåëåâà ãðóïïà
ïîðÿäêà K, p ∤ K. Ïóñòü A = F[H ×

⊗
Cp], S = {a1, . . . , an} � ñèñòå-

ìà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû A. Ïóñòü v = at11 · · · atnn � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ìèíèìàëüíîå ñëîâî ñðåäè âñåõ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ äëèíû t = t1+· · ·+tn.
Òîãäà ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííûé íåâîçðàñòàþùèé íàáîð öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (k1, . . . , kn), òàêîé ÷òî k1 + · · · + kn = K − 1 è
∀i : ti ≤ (ki + 1)p− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî i ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå öåëîå λi, òà-
êîå ÷òî ti ≤ (λi+1)p−1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i: ti ≥ λip. Ñëåäî-

âàòåëüíî, e, ap1, a
2p
1 , . . . , aλ1p

1 , ap2, . . . , a
λ2p
2 , . . . , aλnp

n ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè â
v è, ñîãëàñíî ëåììå 5.3, îáÿçàíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî µ ýëåìåíò aµpi âû-

ðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ âèäà (h, 0, . . . , 0), ãäå

h ∈ H. Òî åñòü e, ap1, . . . , a
λnp
n � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòûK-ìåðíîé

ïîäàëãåáðû â A, èçîìîðôíîé F [H]. Ñëåäîâàòåëüíî, 1+λ1+ · · ·+λn ≤ K.
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåèìåíóåì ýëåìåíòû S òàê, ÷òîáû íàáîð

(λ1, . . . , λn) áûë íåâîçðàñòàþùèì è óâåëè÷èì λ1 òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë
â ýòîì íàáîðå áûëà ðàâíà K−1. Ïîëîæèì (k1, . . . , kn) = (λ1, . . . , λn). □
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Ëåììà 7.2. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, H � àáåëåâà ãðóïïà
ïîðÿäêà K, p ∤ K. Ïóñòü A = F[H ×

⊗q
i=1Cp]. Òîãäà l(A) ≤ (K + q −

1)p− q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = {a1, . . . , an} � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ïî-
ðîæäàþùèõ àëãåáðû A äëèíû l = l(A). Ïóñòü v = at11 · · · atnn � ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîå ñëîâî ñðåäè âñåõ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ äëèíû l =
t1+· · ·+tn. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 7.1 ïîñòðîèì íåâîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ((k1+1)p−1, . . . , (kn+1)p−1, p−1, p−1, . . . ),
òàêóþ ÷òî k1 + · · ·+ kn = K − 1 è ∀i : ti ≤ (ki + 1)p− 1.

Ïóñòü l =
∑N

i=1((ki + 1)p− 1) + r, ãäå 0 ≤ r < (kN+1 + 1)p− 1 (ìîæåì
ñ÷èòàòü ki = 0 ïðè i > n). Òîãäà èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(k1 + 1) · · · (kN + 1)pN (r + 1) ≤ Kpq. (2)

Ðàçáåðåì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü N ≥ q, (k1 + 1) · · · (kN + 1) < K.
Åñëè kN+1 = 0, òî ki = 0 ∀i ≥ N +1, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ki íå

âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, (k1 +1) · · · (kN +1) = (k1 +1) · · · (kn +1). Ïî
ïîñòðîåíèþ ki èìååì k1+ · · ·+kn = K−1, ki ≤ K−1 ∀i. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
ëåììó 5.2, ïîëó÷àåì (k1 + 1) · · · (kN + 1) = (k1 + 1) · · · (kn + 1) ≥ K.
Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè kN+1 ̸= 0, òî ki + 1 ≥ 2 ∀i ≤ N + 1, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ki íå âîçðàñòàåò. Åñëè q ≤ 2, òî óòâåðæäåíèå ëåììû íàïðÿìóþ ñëåäóåò
èç òåîðåìû 3.4, ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî N ≥ q ≥ 3. Òîãäà,

K > (k1+1) · · · (kN+1) = (k1+1) · · · (kN−1+1)+(k1+1) · · · (kN−1+1)kN ≥
(k1+1) · · · (kN−1+1)+4kN ≥ (k1+1) · · · (kN−1+1)+(kN+1)+(kN+1+1) =

(k1+1) · · · (kN−2+1)+(k1+1) · · · (kN−2+1)kN−1+(kN +1)+(kN+1+1) ≥
(k1 + 1) · · · (kN−2 + 1) + 2kN−1 + (kN + 1) + (kN+1 + 1) ≥

(k1+1) · · · (kN−2+1)+(kN−1+1)+(kN+1)+(kN+1+1) ≥ . . . ≥
N+1∑
i=1

(ki+1).

Òàêèì îáðàçîì,

l =
N∑
i=1

((ki + 1)p− 1) + r <
N+1∑
i=1

((ki + 1)p− 1) =

p

N+1∑
i=1

(ki + 1)− (N + 1) < Kp− (q + 1) < (K + q − 1)p− q.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü N ≥ q, (k1 + 1) · · · (kN + 1) ≥ K.
Â ñèëó ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà 2 èìååì pN (r+ 1) ≤ pq.

Ñëåäîâàòåëüíî, N = q è r = 0. Òîãäà

l =

q∑
i=1

((ki + 1)p− 1) ≤ p

q∑
i=1

ki + pq − q ≤ (K − 1 + q)p− q.
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Ñëó÷àé 3. Ïóñòü N ≤ q − 1.
Â ýòîì ñëó÷àå

l =
N∑
i=1

((ki + 1)p− 1) + r <
N+1∑
i=1

((ki + 1)p− 1) ≤

q∑
i=1

((ki + 1)p− 1) ≤ (K − 1 + q)p− q.

□

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.2 ê ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå ãðóïïîâîé àëãåáðå,
ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó, êîòîðàÿ åñòü åå ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè H = CK ,
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû � òåîðåìû
3.6.

Ëåììà 7.3. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, p ∤ K, P � ýëå-
ìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà ïîðÿäêà pq. Òîãäà

l(F[P × CK ]) ≤ (K + q − 1)p− q.

8 Îáîáùåíèÿ òåîðåìû 3.6

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû 2 îáîáùåíèÿ òåîðåìû 3.6. Ïåðâîå
íå òðåáóåò óñèëèé. Ìû ëèøü çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå âî âñåõ äîêàçàííûõ
óòâåðæäåíèÿõ p íà ps, ãäå s � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (êðîìå,
ðàçóìååòñÿ, óêàçàíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ), âñå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ
âåðíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, P =
⊗q

i=1Cps,
p ∤ K. Òîãäà

l(F[P × CK ]) = (K + q − 1)ps − q.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî îáîáùåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â ëåììå 7.2 ìû
íå òðåáîâàëè, ÷òîáû ãðóïïà H áûëà öèêëè÷åñêîé, îäíàêî íèæíÿÿ îöåí-
êà â ëåììå 4.2 íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè çàìåíå CK íà ïðîèçâîëüíóþ àáåëåâó
ãðóïïó ïîðÿäêà K. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 8.2 ([10, ëåììà 3.23]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, A è B �
êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñ åäèíèöàìè íàä F. Òîãäà l(A⊗FB) ≥ l(A)+l(B).

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè ëþáîé íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä F èìååò ðàçëè÷íûå êîðíè â àëãåáðàè÷åñêîì çà-
ìûêàíèè F.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâåðøåííûìè ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå ïîëÿ
õàðàêòåðèñòèêè íîëü, âñå êîíå÷íûå ïîëÿ, âñå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûå
ïîëÿ.
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Òåîðåìà 8.4 ([1, òåîðåìà 4.7]). Ïóñòü K ∈ N, F � ñîâåðøåííîå ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè p > 0, |F| ≥ K è (K, p) = 1. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ
àáåëåâó ãðóïïó G ∼= H × P , ãäå P � öèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà è |H| = K.
Òîãäà àëãåáðà FG ÿâëÿåòñÿ îäíîïîðîæäåííîé è l(FG) = |G| − 1.

Ïîñëåäíèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò äîêàçàòü îáîáùåíèå òåîðåìû
3.6 ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïîëå.

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü F � ñîâåðøåííîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, H
� àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà K, |F| ≥ K, p ∤ K, P =

⊗q
i=1Cps. Òîãäà

l(F[P ×H]) = (K + q − 1)ps − q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ãðóïï ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïîâûõ
àëãåáð, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ðàññìàòðèâàåìóþ àëãåáðó â ñëåäóþùåì
âèäå (òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷åíî ñèìâîëîì ⊗F).

F[P ×H] = F

[
q−1⊗
i=1

Cps × Cps ×H

]
∼= F

[
q−1⊗
i=1

Cps

]
⊗F F[Cps ×H].

Òîãäà èç ëåììû 8.2 ñëåäóåò, ÷òî

l(F[P ×H]) ≥ l(F

[
q−1⊗
i=1

Cps

]
) + l(F[Cps ×H]).

Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî l(F[
⊗q−1

i=1 Cps ]) = (q− 1)(ps− 1). Èç òåîðåìû
8.4 ñëåäóåò, ÷òî l(F[Cps ×H]) = Kps − 1. Òàêèì îáðàçîì,

l(FG) ≥ (q − 1)(ps − 1) +Kps − 1 = (K + q − 1)ps − q.

Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç ëåììû 7.2. □

Äëèíà ãðóïïîâîé àëãåáðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
è ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû â ìîäóëÿðíîì ñëó÷àå
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