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Для заданных 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) – набора точек единичного квадрата и чис-
ла 1 ⩽ 𝑘 ⩽

(︀
𝑛
2

)︀
в данной работе рассматривается задача поиска 𝑘-го поряд-

кового расстояния между элементами 𝑃 в ℓ𝑠-норме, где 𝑠 ∈ {1,∞}. Иными
словами, рассматривается задача поиска такого минимального 𝑑𝑘, что выпол-
нено

∑︀
𝑖<𝑗 I(‖𝑝𝑖, 𝑝𝑗‖𝑠 ⩽ 𝑑𝑘) ⩾ 𝑘, где I – индикаторная функция и 𝑠 ∈ {1,∞}.

В настоящей работе для любого 𝜖 > 0 предлагается 𝜖-приближенный алгоритм
со сложностью 𝑂(𝑛 log𝑛 log(1/𝜖)) для вычисления 𝑑𝑘.
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1. Введение

Классическая в вычислительной геометрии задача о паре ближайших точек для
заданного множества 𝑛 точек в 𝑑-мерном пространстве состоит в том, чтобы най-
ти пару ближайших точек по какой-нибудь норме. Для офлайновой или онлай-
новой (когда точки заранее неизвестны и поступают одна за другой) постановок
этой задачи тривиальный алгоритм перебора всех пар точек имеет сложность 𝑂(𝑛2)

при фиксированном 𝑑. Оказывается, что для любых фиксированных 𝑑 и 𝑠 ⩾ 1 по
норме ℓ𝑠 офлайновая задача может быть решена за время 𝑂(𝑛 log 𝑛) [1]. В модели
вычислений, когда атомарной операцией считается вычисление целой части числа,
она может быть решена за время 𝑂(𝑛 log log 𝑛) [2]. В этой же модели вычислений
офлайновая задача о паре ближайших точек решается рандомизированным алго-
ритмом (см, например, [3]) сложности 𝑂(𝑛). Для ее онлайновой постановки имеется
алгоритм сложности 𝑂(log 𝑛) на обработку каждой точки [4].

Естественным образом определяемая задача о 𝑘 парах ближайших точек явля-
ется обобщением задачи о паре ближайших точек. Ее офлайновая версия может
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быть решена, см. работы [5], [6], за время 𝑂(𝑛 log 𝑛 + 𝑘) при любом фиксирован-
ном 𝑑. Некоторые приложения задачи о 𝑘 парах ближайших точек (такие как про-
ектирование СБИС или геоинформационные системы) и алгоритмы для ее решения
представлены в [7]–[9].

В данной работе мы рассматриваем специальную подзадачу офлайновой задачи
о 𝑘 парах ближайших точек, а именно, задачу вычисления 𝑘-го порядкового рассто-
яния по норме ℓ𝑠, 𝑠 ∈ {1,∞}. Более формально, для заданных 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) –
набора точек единичного квадрата и числа 1 ⩽ 𝑘 ⩽

(︀
𝑛
2

)︀
мы рассматриваем и решаем

следующую задачу:
min
𝑑𝑘

∑︁
𝑖<𝑗

I(‖𝑝𝑖, 𝑝𝑗‖𝑠 ⩽ 𝑑𝑘) ⩾ 𝑘,

где I – индикаторная функция и 𝑠 ∈ {1,∞}. Напомним, что ℓ1-норма Минковского
между точками 𝑝, 𝑝′ ∈ R2 определяется как

‖𝑝, 𝑝′‖1 = |𝑝𝑥 − 𝑝′𝑥|+ |𝑝𝑦 − 𝑝′𝑦|,

а ℓ∞-норма Чебышева между ними определяется как

‖𝑝, 𝑝′‖∞ = max(|𝑝𝑥 − 𝑝′𝑥|, |𝑝𝑦 − 𝑝′𝑦|).

Наивный алгоритм (вычисления всевозможных попарных расстояний и поис-
ка 𝑘-го по порядку значения среди них) имеет сложность 𝑂(𝑛2). В настоящей
работе для любого 𝜖 > 0 предлагается 𝜖-приближенный алгоритм со сложностью
𝑂(𝑛 log 𝑛 log(1/𝜖)) для вычисления значения 𝑑𝑘. Иными словами, он возвращает
такие конкретные значения 𝑑ℓ𝑘,𝜖 и 𝑑𝑟𝑘,𝜖, что выполнено

𝑑𝑘 − 𝜖 ⩽ 𝑑ℓ𝑘,𝜖 ⩽ 𝑑𝑘 ⩽ 𝑑𝑟𝑘,𝜖 ⩽ 𝑑𝑘 + 𝜖,

и работает за время 𝑂(𝑛 log 𝑛 log(1/𝜖)). При фиксированном 𝜖 и 𝑛 log 𝑛 = 𝑜(𝑘) наш
алгоритм работает быстрее, чем известные алгоритмы для офлайновой задачи о 𝑘

парах ближайших точек.

2. Предварительное алгоритмическое обеспечение

В этом разделе работы описываются сведе́ние линейного времени задачи для
ℓ1-нормы к той же задаче для ℓ∞-нормы, а также некоторые алгоритмические тех-
ники, которые впоследствии будут использоваться при построении эффективного
алгоритма.

2.1. Линейное сведе́ние задачи для ℓ1-нормы к задаче для ℓ∞-нормы.
Напомним, что ℓ1-расстояние между точками 𝑎 и 𝑏 на плоскости определяется как

‖𝑎, 𝑏‖1 = |𝑎𝑥 − 𝑏𝑥|+ |𝑎𝑦 − 𝑏𝑦|,

что можно переписать следующим образом:

‖𝑎, 𝑏‖1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 − 𝑏𝑦, 𝑎𝑥 > 𝑏𝑥 и 𝑎𝑦 > 𝑏𝑦,

−𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 − 𝑏𝑦, 𝑎𝑥 < 𝑏𝑥 и 𝑎𝑦 > 𝑏𝑦,

𝑎𝑥 − 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑥 > 𝑏𝑥 и 𝑎𝑦 < 𝑏𝑦,

−𝑎𝑥 − 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑥 < 𝑏𝑥 и 𝑎𝑦 < 𝑏𝑦,
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или
‖𝑎, 𝑏‖1 = max

(︀
|(𝑎𝑥 − 𝑏𝑥) + (𝑎𝑦 − 𝑏𝑦)|, |(𝑏𝑥 − 𝑎𝑥) + (𝑎𝑦 − 𝑏𝑦)|

)︀
.

Рассмотрим преобразование поворотной гомотетии – поворот на 𝜋/4 с последую-
щим растяжением на

√
2:

𝑝′ = 𝐴𝑝, 𝐴 =

(︂
1 1

−1 1

)︂(︂
𝑝𝑥
𝑝𝑦

)︂
=

(︂
𝑝𝑥 + 𝑝𝑦
−𝑝𝑥 + 𝑝𝑦

)︂
,

𝑝′𝑥 = 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦, 𝑝′𝑦 = −𝑝𝑥 + 𝑝𝑦.

После преобразования точка 𝑎 перейдет в точку 𝑎′, а точка 𝑏 перейдет в точку 𝑏′.
Нетрудно видеть, что выполнены равенства

‖𝑎, 𝑏‖1 = max(|𝑎′𝑥 − 𝑏′𝑥|, |𝑎′𝑦 − 𝑏′𝑦|) = ‖𝑎′, 𝑏′‖∞.

Отсюда следует, что задача для ℓ1-нормы сводится за линейное время к той же
задаче для ℓ∞-нормы. Поэтому всюду далее мы будем рассматривать задачу только
для ℓ∞-нормы. Линиями уровня этой нормы являются квадраты.

2.2. Бинарный поиск по мощности покрытия квадратами. Для набора
точек 𝑃 определим на [0, 1] функцию

𝑓𝑃 (𝑡) =
∑︁

𝑝𝑖,𝑝𝑗∈𝑃, 𝑖̸=𝑗

I(‖𝑝𝑖, 𝑝𝑗‖∞ ⩽ 𝑡).

Иными словами, 𝑓𝑃 (𝑡) – это удвоенное количество точек из 𝑃 , покрываемых квадра-
тами размера 2𝑡 с центрами в элементах 𝑃 , не считая центров самих квадратов. Нас
интересует поиск такого минимального 𝑑𝑘, что выполнено неравенство 𝑓𝑃 (𝑑𝑘) ⩾ 2𝑘.

Если имеется алгоритм, который вычисляет значение 𝑓𝑃 ( · ) в любой точке отрез-
ка [0, 1] за время 𝑂(𝑇 ), то 𝜖-приближенный поиск точки 𝑑𝑘 может быть организован
за время 𝑂(𝑇 log(1/𝜖)) бинарным поиском. На каждой его итерации выполняет-
ся дихотомическое деление текущего отрезка, содержащего 𝑑𝑘, сравнение значения
𝑓𝑃 ( · ) в его середине 𝑚 с 2𝑘, выбор первой половины отрезка, если 𝑓𝑃 (𝑚) > 2𝑘, или
второй половины, если 𝑓𝑃 (𝑚) ⩽ 2𝑘. Процесс повторяется до тех пор, пока текущий
отрезок не станет достаточно маленьким.

Далее будет показано, что значение функции 𝑓𝑃 ( · ) в каждой точке отрезка [0, 1]

вычисляется за время 𝑂(𝑛 log 𝑛), т.е. что 𝑇 = 𝑂(𝑛 log 𝑛). Поэтому 𝜖-приближенный
алгоритм вычисления 𝑑𝑘 имеет сложность 𝑂(𝑛 log 𝑛 log(1/𝜖)).

2.3. Метод сканирующей прямой. Метод сканирующей прямой – это способ
обработки точек на плоскости, состоящий в их упорядочивании по координатной
прямой (или каких-нибудь событий, ассоциированных с точками) и последующем
проходе по ним. Иными словами, рассматриваются положения некоторой прямой,
параллельной одной из осей координат, а также множество событий, порождае-
мых каждым таким положением. Например, в известном алгоритме Бентли–От-
тмана [10] для поиска всех пар пересекающихся отрезков среди заданных отрез-
ков на плоскости такими событиями являются “начало отрезка”, “конец отрезка”
и “пересечение отрезков”. Сложность алгоритма Бентли–Оттмана для 𝑛 отрезков
есть 𝑂((𝑛+ 𝑘) log 𝑛), где 𝑘 – количество пересечений, что при 𝑘 = 𝑜(𝑛2/ log 𝑛) лучше
квадратичного алгоритма перебора всех пар отрезков.
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Для нашей задачи точки из 𝑃 * = 𝑃+𝑡 ∪ 𝑃 ∪ 𝑃−𝑡, где 𝑡 ∈ [0, 1] и

𝑃±𝑡 = (𝑝1 ± 𝑡, 𝑝2 ± 𝑡, . . . , 𝑝𝑛 ± 𝑡),

упорядочиваются по неубыванию значения их абсцисс, причем для одинакового зна-
чения абcциссы сначала идут точки из 𝑃+𝑡, затем точки из 𝑃 , а затем точки из 𝑃−𝑡.
Тем самым, каждое из трех типов событий “открытие квадрата”, “центр квадрата”
и “закрытие квадрата” имеет свой уникальный номер от 1 до 3𝑛 и, наоборот, каж-
дому такому номеру соответствует свое событие относительно некоторого квадрата
с центром в точке из 𝑃 .

2.4. Эффективный запрос суммы на отрезке изменяющегося массива.
Предположим, что задан некоторый числовой массив 𝐴[1, . . . , 𝑛]. Требуется так пре-
добработать этот массив, чтобы по результату предобработки 𝑇 за время 𝑂(log 𝑛):

1) для каждых заранее неизвестных 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 и val ∈ R перестраивать 𝑇 после
присваивания 𝐴[𝑖] := val;

2) для каждого заранее неизвестного запроса 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 вычислять значение
суммы

𝐴[𝑖] +𝐴[𝑖+ 1] + · · ·+𝐴[𝑗].

Для решения поставленной задачи можно использовать дерево отрезков [11] c до-
полнительной памятью/временем предобработки 𝑂(𝑛) или дерево Фенвика [12] с до-
полнительной памятью 𝑂(𝑛) и временем предобработки 𝑂(𝑛 log 𝑛).

3. Алгоритм

Основная идея нашего алгоритма похожа на основную идею алгоритма Бент-
ли–Оттмана. Мы используем метод сканирующей прямой по оси абcцисс и под-
держиваем события “открытие квадрата”/“закрытие квадрата” с помощью масси-
ва, индексы которого соответствуют точкам из 𝑃 . Мощность покрытия квадрата-
ми вычисляется при наступлении событий “центр квадрата” с помощью бинарного
поиска соответствующего интервала в индексах массива и отклика дерева отрез-
ков/Фенвика запросом суммы элементов массива с индексами на этом интервале.

В целом наш алгоритм сложности 𝑂(𝑛 log 𝑛 log(1/𝜖)) выглядит следующим обра-
зом.

Шаг 1. Если рассматривается ℓ1-норма, то перейти к ℓ∞-норме путем поворота
направо на 𝜋/4 с последующим растяжением на

√
2:

∀ 𝑝𝑖 ∈ 𝑃 вычислить 𝑝𝑖 :=

(︂
1 1

−1 1

)︂
𝑝𝑖.

Шаг 2. Положить 𝑑ℓ𝑘,𝜖 := 0, 𝑑𝑟𝑘,𝜖 := 1. Пока выполнено 𝑑𝑟𝑘,𝜖 − 𝑑ℓ𝑘,𝜖 > 2𝜖 применять
следующие действия:

Шаг 2.1. Для текущей оценки [𝑑ℓ𝑘,𝜖, 𝑑
𝑟
𝑘,𝜖] величины 𝑑𝑘 найти множество

𝑃 * := 𝑃+𝑡 ∪ 𝑃 ∪ 𝑃−𝑡,

где 𝑡 := (𝑑𝑟𝑘,𝜖 + 𝑑ℓ𝑘,𝜖)/2. Создать массив 𝐴𝑃 из нулей, индексы которого соответству-
ют значениям ординат точек из 𝑃 , упорядоченных по неубыванию. По массиву 𝐴𝑃
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построить соответствующее дерево отрезков/дерево Фенвика 𝑇𝑃 . Положить счет-
чик 𝑘′ мощности покрытия квадратами равным нулю, т.е. 𝑘′ := 0.

Шаг 2.2. Упорядочить 𝑃 * по неубыванию значений абcцисс и сформировать
массив из 3𝑛 соответствующих событий. Каждое из них хранит соответствующую
точку из 𝑃 и информацию об одном из трех типов событий (“открытие квадрата”
или “центр квадрата” или “закрытие квадрата”).

Шаг 2.3. Итерация по 𝑃 *:
Шаг 2.3.1. Для каждого события “открытие квадрата” с центром в точке 𝑝 выпол-

нить присваивание 𝐴𝑃 [𝑝.𝑦] := 𝐴𝑃 [𝑝.𝑦] + 1 и перестроить дерево 𝑇𝑃 .
Шаг 2.3.2. Для каждого события “закрытие квадрата” с центром в точке 𝑝 выпол-

нить присваивание 𝐴𝑃 [𝑝.𝑦] := 𝐴𝑃 [𝑝.𝑦]− 1 и перестроить дерево 𝑇𝑃 .
Шаг 2.3.3. Для каждого события “центр квадрата” найти бинарным поиском

по индексам массива 𝐴𝑃 такой минимальный индекс ℓ𝑝, что 𝑝𝑦 − 𝑡 ⩽ ℓ𝑝, и такой
максимальный индекс 𝑟𝑝, что 𝑟𝑝 ⩽ 𝑝𝑦 + 𝑡. Затем сделать запрос по дереву 𝑇𝑃 :
вернуть 𝑆𝑝 – сумму элементов 𝐴𝑃 с ℓ𝑝-го по 𝑟𝑝-й и выполнить 𝑘′ := 𝑘′ + 𝑆𝑝 − 1.

Шаг 2.4. Если 𝑘′ > 2𝑘, то положить 𝑑ℓ𝑘,𝜖 := 𝑑ℓ𝑘,𝜖 и 𝑑𝑟𝑘,𝜖 := (𝑑ℓ𝑘,𝜖 + 𝑑𝑟𝑘,𝜖)/2. В про-
тивном случае положить 𝑑ℓ𝑘,𝜖 := (𝑑ℓ𝑘,𝜖 + 𝑑𝑟𝑘,𝜖)/2 и 𝑑𝑟𝑘,𝜖 := 𝑑𝑟𝑘,𝜖.

Шаг 3. Вернуть 𝑑ℓ𝑘,𝜖 и 𝑑𝑟𝑘,𝜖.
Оценим вычислительную сложность каждого из шагов. Ясно, что шаг 1 выполня-

ется за время 𝑂(𝑛), а шаг 3 выполняется за время 𝑂(1). Количество итераций бинар-
ного поиска шага 2 можно оценить сверху как ⌈log2(1/(2𝜖))⌉. Шаг 2.1 имеет слож-
ность 𝑂(𝑛), а шаг 2.2 имеет сложность 𝑂(𝑛 log 𝑛). Каждый из шагов 2.3.1–2.3.3 име-
ет сложность 𝑂(log 𝑛), следовательно, шаг 2.3 имеет сложность 𝑂(𝑛 log 𝑛). Шаг 2.4
имеет сложность 𝑂(1). Таким образом, итоговая сложность нашего алгоритма есть
𝑂(𝑛 log 𝑛 log(1/𝜖)).

4. Заключение

В данной работе рассматривается и решается задача поиска 𝑘-го порядкового рас-
стояния между элементами множества 𝑃 из 𝑛 точек единичного квадрата в ℓ𝑠-норме,
где 𝑠 ∈ {1,∞}. Для любого 𝜖 > 0 для решения этой задачи в настоящей работе пред-
лагается 𝜖-приближенный алгоритм сложности 𝑂(𝑛 log 𝑛 log(1/𝜖)).

Для случаев 𝑃 ⊂ R2 и 𝑃 ⊂ Z2 наш алгоритм дает, соответственно, 𝜖-прибли-
женное и точное решения со сложностями 𝑂(𝑛 log 𝑛 log(𝐷𝑃 /𝜖)) и 𝑂(𝑛 log 𝑛 log𝐷𝑃 ).
Через 𝐷𝑃 обозначен диаметр (=наибольшее из попарных расстояний) множества 𝑃

в норме ℓ∞, причем 𝐷𝑃 вычисляется за 𝑂(𝑛) время поиском минимального и мак-
симального значений по каждой из координат. Улучшение предложенного нами
решения является интересной исследовательской задачей для возможной будущей
работы.
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