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КР1 Вариант 0 

1. Исследовать на монотонность последовательность 













++

++

110

210
2

2

nn

nn
 

2. ?,
100

1
,

1006

136
2

2

==












+

−
 N

n

n
 

3. 
( )

2

33
4

lim
n

nn

n

−+

→
 

4. 

n

n nn

nn
−

→ 













++

−+
1

2

2

13

12
lim  

5. Исследовать на непрерывность xey /1=  в точке 0=x  

6. ( ) xx

x
xe

tg4/19

0
3sin34lim −− −

→
 

7. 
22

12

π π144

12cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

8. 
( )
( )11

3

1ln

1ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9. xx

xx

x 72557

4934
lim

2

2

1 −

−

→
 

10. 
141

819
lim

4

4

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

11. 
( )x

xx

x 5πsin

111414
lim

14 2

1

−+−

→
 

12. 
x

xx

x 161

811321
lim

5

+

+−+

→
 

13. 
88

8lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 



4 

14. Исследовать на непрерывность ( )34sin xy =  

15. Теоретический вопрос 

 

КР1 Теоретические вопросы  

1. Определение функции одной переменной. 

2. Определение возрастающей (убывающей) функции.  

3. Определение параметрически заданной функции. 

4. Определение бесконечного предела 

последовательности. 

5. Определение нулевого предела последовательности. 

6. Определение конечного предела 

последовательности. 

7. Теорема об арифметических действиях со 

сходящимися последовательностями. 

8. Достаточные условия отсутствия предела 

последовательности. 

9. Определение расходящейся последовательности. 

10. Определение конечного предела функции в точке.  

11. Определение нулевого предела функции в точке.  

12. Теорема об арифметических действиях с 

конечными пределами функций. 

13. Определение эквивалентных б.м. функций в точке.  

14. Таблица эквивалентных б.м. функций. 

15. Первое определение непрерывности функции в 

точке. 

16. Второе определение непрерывности функции в 

точке. 

17. Односторонние пределы функции в точке. 

18. Точки разрыва функции I рода. 

19. Точки разрыва функции II рода. 

 

КР1 Подготовка  
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Пример 2. Показать, что последовательность 
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Структура числа e : 
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Метод: повышение симметрии задачи 
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Пример 5. Исследовать на непрерывность функцию 
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x  - маленькая положительная величина 

Тогда 
x

1
- большая положительная величина 

Число 17.2 e  больше единицы возводим в 

большую положительную степень 
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2. Левый предел. 00−→x :  
x  - маленькая отрицательная величина 
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x
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0=x  - точка разрыва II рода 
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ДЗ. Исследовать на непрерывность в точке 0=x : 1) 

x
y

/121

1
−+

= ; 2) 







=

x
y

1
arctan ; 3) 

x

x
y

sin
= . 

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций 
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x 5πsin

111414
lim

14 2

1

−+−

→
 

( )
=









+=

→=−
=









=
−+−

→ tx

txзамена

x

xx

x 1

01

0

0

5πsin

111414
lim

14 2

1

( ) ( )
( )( )

=
+

−++−+

→ t

tt

t 15πsin

11114114
lim

14 2

0
 

( )
=

+

−+−−++

→ t

ttt

t  55sin

111414142814
lim

14 2

0

( )
=

−++

→ t

tt

t 5sin-

111414
lim

14 2

0
 

( )
=

−++
=

→ t

tt

t 5-

11414
14

1
1

lim

2

0

=
+

=
−++

→→ t

tt

t

tt

tt  5-
lim

5-

11
lim

2

0

2

0
 

( ) ( )
 5

1

5-

1
lim

5-

1
lim

00
−=

+
=

+
=

→→

t

t

tt

tt
 

ДЗ. 
( )x

xx

x 9πsin

1199
lim

9 2

1

−+−

→
;

( )x

xx

x 5πsin

111212
lim

6 2

1

−+−

→
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Пример 12. Найти предел 
x

xx

x 161

811321
lim

5

+

+−+

→
 

=










−
=

+

+−+

→ x

xx

x 161

811321
lim

5

 

=



























радиккаломкаждымпод

слагаемомубольшомусамомуодному

поудерживаемxпри

слагаемыхглавныхметод

1

:

 

4

9

4

9
lim

4

9
lim

1

:

4

92
lim

2/1

2/1

2/1

2/15/1

−=
−

=
−

=
















=
−

→→

→

xx

x

x

x

слагаемоебольшоесамоеодно

удерживаемчислителевxпри

слагаемогоглавногометод

x

xx

ДЗ. 
3

43

641

16181
lim

x

xx

x +

+−+

→
 ;   

x

xx

x 251

81491
lim

3

+

+−+

→
 

Пример 13. Найти предел 
88

8lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

=








+=

→=−
=









=
−

−

→ tx

txзамена

ee

x
xx 8

08

0

08lnln
lim

88
 

( )
( )

=
−








 +

=
−

−+

→+→ 1

8

8
ln

lim
8ln8ln

lim
80880 tttt ee

t

ee

t
 

( ) 8080808 8

1

1

8

1

lim
18lim

1

11

8
1ln

lim
1

eet

t

et

t

e ttt
===

−+









+

→→→
 

ДЗ. 1212

12lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
;   2424

24lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
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Пример 14. Исследовать на непрерывность функцию 

( )34sin xy =  при Rx . 

( ) ( ) ( ) ( )=−+=−+= 33
4sin4sin xxxxyxxyy  

=















 −







 +
=−

2
sin

2
cos2sinsin

baba
ba  

( ) ( )
=













 −+












 ++

2

44
sin

2

44
cos2

3333
xxxxxx

=




















−







 
+




















+







 
+

2

414

sin
2

414

cos2

3

3

33

3

3 x
x

x
xx

x

x
x

 

Эквивалентные б.м. функции: 
x

x

x

x 
+







 
+ 311

3

 

=


















−







 
+


















+







 
+

2

4314

sin
2

4314

cos2

3333 x
x

x
xx

x

x
x

 

=






 −+







 ++

2

4124
sin

2

4124
cos2

323323 xxxxxxxx
 

( ) ( ) ( ) ==+ xxxxxxxxx 22223 66sin6sin64cos2

( ) ( ) 064cos12664cos2 232223 →+=+ xxxxxxxxxx  

0→y . В итоге: ( )34sin xy =  непрерывна при 

Rx . 

ДЗ. Исследовать на непрерывность функцию 

25xey = ; 

( )23ln xy = ; ( )25cos xy =  
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КР1 Банк задач  

1. Исследовать на монотонность 

 

1.1. 








++

++

13

23
2

2

nn

nn
  

1.2. 








++

−+

14

14
2

2

nn

nn
 

1.3.  








++

++

14

24
2

2

nn

nn
 

1.4.  








++

−+

15

15
2

2

nn

nn
 

1.5.  








++

−+

15

15
2

2

nn

nn
 

1.6.  








++

++

16

26
2

2

nn

nn
 

1.7.  








++

−+

16

16
2

2

nn

nn
 

1.8.  








++

−+

17

17
2

2

nn

nn
  

1.9. 








++

++

17

27
2

2

nn

nn
  

1.10. 








++

−+

18

18
2

2

nn

nn
 

1.11.  








++

++

18

28
2

2

nn

nn
 

1.12.  








++

−+

19

19
2

2

nn

nn
 

1.13.  








++

−+

110

110
2

2

nn

nn
 

1.14.  








++

++

110

210
2

2

nn

nn
 

1.15.  








++

−+

111

111
2

2

nn

nn
 

1.16.  








++

++

111

211
2

2

nn

nn
 

 

2. Найти предел 

2.1. 
( ) ( )

4

3232 21
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.2. 
( ) ( )

4

3232 31
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.3. 
( ) ( )

4

3232 41
lim

n

nn

n

−−+

→
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2.4. 
( ) ( )

4

3232 51
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.5. 
( ) ( )

4

3232 61
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.6. 
( ) ( )

4

3232 12
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.7. 
( ) ( )

4

3232 22
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.8. 
( ) ( )

4

3232 32
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.9. 
( ) ( )

4

3232 42
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.10. 
( ) ( )

4

3232 52
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.11. 
( ) ( )

4

3232 62
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.12. 
( ) ( )

4

3232 13
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.13. 
( ) ( )

4

3232 23
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.14. 
( ) ( )

4

3232 11
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.15. 
( ) ( )

4

3232 72
lim

n

nn

n

−−+

→
 

2.16. 
( ) ( )

4

3232 82
lim

n

nn

n

−−+

→
 

 

3. Найти предел 

 

3.1. .
n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

1

12
lim  3.2. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

1

13
lim  
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3.3. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

1

16
lim  

3.4. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

17

1
lim  

3.5. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

13

13
lim  

3.6. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

18

1
lim  

3.7. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

12

12
lim  

3.8. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

1

1
lim  

3.9. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

19

1
lim  

3.10. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

1

14
lim  

3.11. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

1

15
lim  

3.12. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

12

1
lim  

3.13. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

14

1
lim  

3.14. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

13

1
lim  

3.15. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

15

1
lim  

3.16. 

n

n nn

nn
−

→ 








++

−−
1

2

2

16

1
lim  

 

 

4. Для заданной последовательности и параметра 

100

1
=  найти пограничный номер 

N  

 

4.1. 








+

−

100

1
2

2

n

n
 

4.2. 








+

−

1004

116
2

2

n

n
 

4.3. 








+

−

10025

1625
2

2

n

n
 

4.4. 








+

−

10010

1100
2

2

n

n
 

4.5. 








+

−

10020

1400
2

2

n

n
 

4.6. 








+

−

1007

149
2

2

n

n
 

4.7. 








+

−

1002

14
2

2

n

n  



19 

4.8. 








+

−

1008

164
2

2

n

n
 

4.9. 








+

−

1006

136
2

2

n

n
 

4.10. 








+

−

1003

19
2

2

n

n
 

4.11. 








+

−

10011

1121
2

2

n

n
 

4.12. 








+

−

10012

1144
2

2

n

n  

4.13. 








+

−

10013

1169
2

2

n

n
 

4.14. 








+

−

10025

19
2

2

n

n
 

4.15. 








+

−

10010

1100
2

2

n

n
 

4.16. 








+

−

10014

1196
2

2

n

n
 

 

5. Исследовать на непрерывность в точке 0=x  

 

5.1. x
y

/121

1
−+

=   

5.2. 







=

x
y

1
arctan  

5.3.  
x

x
y =  

5.4.  
x

x

y 2=  

5.5.  
x

xcos1−
  

5.6.   
x

y
/121

1

+
=  

5.7. 
x

e
y

x
1−

=  

5.8. 
x

x
xy +=  

5.9.    
x

x
y

tan
=  

5.10.  
xey /1=   

5.11.  
( )

x

x
y

+
=

1ln
 

5.12.  
xe

y
/11

1
−+

=  

5.13.  
xey /1−=  

5.14.  
x

e

y
/1

1
1

1
−









+

=  

5.15.  
x

x
y

sin
=  

5.16.  







=

x
y

1
arccot
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6. Найти предел 

6.1. 
141

6416
lim

3

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.2. 
121

8127
lim

43

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.3. 
131

62525
lim

3

4

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.4. 
121

8127
lim

43

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.5. 
141

6416
lim

4

64

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.6. 
1161

1632
lim

4

45

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.7. 
131

324
lim

3

5

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.8. 
151

21636
lim

5

3

0 −+

+−+

→ x

xx

x
  

6.9.  
141

12816
lim

4

74

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.10.  
121

2439
lim

52

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.11.  
141

2568
lim

4

83

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.12.  
141

644
lim

4

62

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.13.  
141

3216
lim

4

54

0 −+

+−+

→ x

xx

x
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6.14.  
141

6432
lim

4

65

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.15. 
141

12864
lim

4

76

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

6.16. 
141

256128
lim

4

87

0 −+

+−+

→ x

xx

x
 

 

7. Найти предел 

 

7.1. 
( )

xx e

x
5arcsin0 1

10tg1ln
lim

−→ −

−
 

7.2.  
( )

xx e

x
5arcsin0 1

5tg1ln
lim

−

−

→
 

7.3. 
( )

xx e

x
6arcsin0 1

11tg1ln
lim

−→ −

−
 

7.4. 
( )

xx e

x
3arctg0 1

9tg1ln
lim

−→ −

−
 

7.5. 
( )

xx e

x
8arctg0 1

2tg1ln
lim

−

−

→
 

7.6. 
( )

xx e

x
4arcsin0 1

7tg1ln
lim

−

−

→
  

7.7.   
( )

xx e

x
3arctg0 1

3tg1ln
lim

−

−

→
 

7.8.  
( )

xx e

x
8arctg0 1

8tg1ln
lim

−

−

→
 

7.9.  
( )

xx e

x
4arctg0 1

4tg1ln
lim

−

−

→
 

7.10.  
( )

xx e

x
5arctg0 1

5tg1ln
lim

−

−

→
 

7.11.  
( )

xx e

x
6arctg0 1

6tg1ln
lim

−

−

→
 

7.12.  
( )

xx e

x
7arctg0 1

7tg1ln
lim

−

−

→
 

7.13.  
( )

xx e

x
9arctg0 1

9tg1ln
lim

−

−

→
 

7.14. 
( )

xx e

x
10arctg0 1

10tg1ln
lim

−

−

→
 

7.15.  
( )

xx e

x
11arctg0 1

11tg1ln
lim

−

−

→
 

7.16.  
( )

xx e

x
arctg120 1

12tg1ln
lim

−

−

→
  

 

8. Найти предел 

8.1. 
( )

( ) 7ln

7arctg
lim

70 −−→ xe

x

x
 

8.2. 
( )

( ) 11ln

11arcsin
lim

110 −−→ xe

x

x
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8.3. 
( )

( ) 8ln

8arctg
lim

80 −−→ xe

x

x
 

8.4.  
1010

10lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

8.5.   
( )

( ) 3ln

3arctg
lim

30 −−→ xe

x

x
 

8.6. 
( )

( ) 6ln

6arcsin
lim

60 −−→ xe

x

x
 

8.7.   
( )

( ) 4ln

4arcsin
lim

40 −−→ xe

x

x
 

8.8.   
( )

( ) 9ln

9arcsin
lim

90 −−→ xe

x

x
 

8.9. 
( )

( ) 10ln

10arcsin
lim

100 −−→ xe

x

x
 

8.10. 
( )

( ) 19ln

19arctg
lim

190 −−→ xe

x

x
  

8.11.  
( )

( ) 11ln

11arcsin
lim

110 −−→ xe

x

x
 

8.12.  
( )

( ) 12ln

12tan
lim

120 −−→ xe

x

x
 

8.13.   
( )

( ) 13ln

13sin
lim

130 −−→ xe

x

x
 

8.14.  
( )

( ) 14ln

14arcsin
lim

140 −−→ xe

x

x
 

8.15.  
( )

( ) 15ln

15arcsin
lim

150 −−→ xe

x

x
 

8.16. 
( )

( ) 16ln

16sin
lim

160 −−→ xe

x

x
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9. Найти предел 

 

9.1. 
( )
( )6

2

1ln

1ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.2. 
( )
( )7

3

1ln

1ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.3. 
( )
( )4

2

1ln

1ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.4. 
( )
( )9

3

1ln

41ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.5. 
( )
( )12

3

1ln

41ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.6. 
( )
( )5

3

1ln

21ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.7. 
( )
( )10

3

1ln

51ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.8. 
( )
( )11

3

111ln

61ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.9. 
( )
( )8

2

0 1ln

1ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.10.  
( )
( )10

2

0 1ln

51ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.11.  
( )
( )9

3

0 1ln

71ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.12. 
( )
( )9

3

0 1ln

81ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.13. 
( )
( )5

3

0 1ln

21ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.14. 
( )
( )7

3

0 1ln

1ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.15.  
( )
( )5

3

0 1ln

91ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

9.16. 
( )
( )10

3

0 1ln

101ln
lim

xx

xx

x ++

+−

→
 

 

10. Найти предел 

 

10.1. 
xx

xx

x 7557

2334
lim

2

1 −

−

→
 

10.2. 
xx

xx

x 2

2

1 65536

53325
lim

−

−

→
 

10.3. 
xx

xx

x 2

22

1 76649

54225
lim

−

−

→
 

10.4. 
xx

xx

x 2

22

1 56625

3429
lim

−

−

→
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10.5. 
xx

xx

x 2

2

1 45516

73349
lim

−

−

→
 

10.6. 
xx

xx

x 5425

3223
lim

21 −

−

→
 

10.7. 
xx

xx

x 51625

3423
lim

4

2

1 −

−

→
 

10.8.  xx

xx

x 2

2

1 75549

43316
lim

−

−

→
 

10.9.  
xx

xx

x 24

22

1 916281

64236
lim

−

−

→
              

10.10. 
xx

xx

x 24

22

1 916281

74249
lim

−

−

→
     

10.11.  
xx

xx

x 24

22

1 516225

84264
lim

−

−

→
    

10.12.  
xx

xx

x 24

22

1 516225

94281
lim

−

−

→
       

10.13.  
xx

xx

x 24

22

1 616236

74249
lim

−

−

→
          

10.14.  
xx

xx

x 24

22

1 10162100

54225
lim

−

−

→
     

10.15.   
xx

xx

x 24

22

1 11162121

3429
lim

−

−

→
                  

10.16.  
xx

xx

x 24

22

1 12162144

74249
lim

−

−

→
              

 

11. Найти предел 

11.1. 
( )x

xx

x 15πsin

111515
lim

15 2

1

−+−

→
 

11.2. 
( )x

xx

x 3πsin

112020
lim

10 2

1

−+−

→
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11.3. 
( )x

xx

x 7πsin

1177
lim

7 2

1

−+−

→

 

11.4. 
( )x

xx

x πsin

111010
lim

5 2

1

−+−

→

 

11.5. 
( )x

xx

x 5πsin

1155
lim

5 2

1

−+−

→
 

11.6. 
( )x

xx

x 3πsin

1166
lim

6 2

1

−+−

→
 

11.7. 
( )x

xx

x 11πsin

112222
lim

11 2

1

−+−

→
 

11.8. 
( )x

xx

x 5πsin

111212
lim

6 2

1

−+−

→
 

11.9. 
( )x

xx

x 21πsin

112121
lim

7 2

1

−+−

→
 

11.10. 
( )x

xx

x 9πsin

1199
lim

9 2

1

−+−

→
 

11.11. 
( )x

xx

x 5πsin

111414
lim

7 2

1

−+−

→
 

11.12. 
( )x

xx

x 13πsin

111313
lim

13 2

1

−+−

→
 

11.13. 
( )x

xx

x 11πsin

111111
lim

11 2

1

−+−

→
 

11.14. 
( )x

xx

x 9πsin

1199
lim

9 2

1

−+−

→
 

11.15. 
( )x

xx

x πsin

1188
lim

8 2

1

−+−

→
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11.16.  
( )x

xx

x 3πsin

111616
lim

16 2

1

−+−

→

 

12. Найти предел 

12.1. 22

3

π π9

3cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.2. 
22

6

π π36

6cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.3. 
22

4

π π16

4cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.4. 
22

13

π π169

13cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.5. 
22

2

π π4

2cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.6. 22

16

π π256

16cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.7. 
22 π

cos1
lim

−

+

→ x

x

x 
 

12.8. 
22

15

π π225

15cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.9. 
22

14

π π196

14cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.10.  
22

5

π π25

5cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.11. 
22

7

π π49

7cos1
lim

−

+

→ x

x

x
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12.12.  
22

8

π π64

8cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.13. 22

10

π π100

10cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.14. 22

12

π π144

12cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.15. 
22

9

π π81

9cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

12.16. 
22

11

π π121

11cos1
lim

−

+

→ x

x

x

 

 

13. Найти предел 

 

13.1. 
66

6lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.2. 
55

5lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.3. 
44

4lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.4.  
88

8lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.5.  
1616

16lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.6. 
1212

12lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.7. .
2424

24lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
  

13.8.   
77

7lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.9.   
99

9lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
  

13.10.  
1010

10lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
  

13.11. 
1111

11lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.12. 
1313

13lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.13. 
1414

14lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.14. 
1515

15lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.15. 
1616

16lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
 

13.16. 
1717

17lnln
lim

ee

x
xx −

−

→
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14. Найти предел 

14.1. ( ) xx

x
xe

2sin/13

0
4tg23lim −− −

→
 

14.2. ( ) xx

x
xe

tg4/1

0
3sin34lim +− −

→
 

14.3. ( ) xx

x
xe

3tg/12

0
4sin2lim −− −

→
 

14.4. ( ) xx

x
xe

4sin/12

0
3tg23lim −−

→
 

14.5. ( ) xx

x
xe

3tg/14

0
2sin34lim −− −

→
 

14.6.  ( ) xx

x
xe

4tg/15

0
3sin2lim −− −

→

  

14.7. ( ) xx

x
xe

2sin/19

0
2tg23lim −− −

→

 

14.8. ( ) xx

x
xe

3sin/16

0
2tg23lim −− −

→

 

14.9. ( ) xx

x
xe

4tg/17

0
5sin34lim −− −

→

 

14.10. ( ) xx

x
xe

2tg/18

0
2sin2lim −− −

→

 

14.11. ( ) xx

x
xe

7tg/110

0
2sin34lim −− −

→

 

14.12. ( ) xx

x
xe

2sin/13

0
4tg23lim −− −

→

 

14.13. ( ) xx

x
xe

3tg/12

0
4sin2lim −− −

→

 

14.14. ( ) xx

x
xe

3tg/12

0
4sin2lim −− −

→
 

14.15. ( ) xx

x
xe

7tg/110

0
2sin34lim −− −

→

 

14.16. ( ) xx

x
xe

7tg/111

0
3sin45lim −− −

→
 

 

15. Найти предел 

15.1. 
1161

321161
lim

4

54

−+

+−+

→ x

xx

x
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15.2. 
1811

321811
lim

4

54

−+

+−+

→ x

xx

x

 

15.3. 
3

43

1

1611251
lim

x

xx

x +

+−+

→
 

15.4. 
1161

641161
lim

3

−+

+−+

→ x

xx

x
 

15.5.  
4

45

161

811321
lim

x

xx

x +

+−+

→
 

15.6.  
x

xx

x 91

81161
lim

3

+

+−+

→
 

15.7.  
x

xx

x 251

81491
lim

3

+

+−+

→
 

15.8.  
4

45

161

811321
lim

x

xx

x +

+−+

→
  

15.9. 
141

16141
lim

4

−+

+−+

→ x

xx

x
  

15.10. 
4

45

161

811321
lim

x

xx

x +

+−+

→
 

15.11. 
181

16181
lim

3

43

−+

+−+

→ x

xx

x
 

15.12. 
3

43

81

6251641
lim

x

xx

x +

+−+

→
 

15.13. 
3

43

641

161271
lim

x

xx

x +

+−+

→
 

15.14. 
3

43

641

16181
lim

x

xx

x +

+−+

→
 

15.15. 
3

43

641

1611251
lim

x

xx

x +

+−+

→
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15.16. 
4

45

161

811321
lim

x

xx

x +

+−+

→

 

16. Исследовать на непрерывность 

 

16.1. ( )53cos xy =  

16.2.  ( )44sin xy =  

16.3.  ( )24cos xy =  

16.4.  ( )25sin xy =  

16.5. ( )25cos xy =  

16.6.  

64xey =  

16.7. 

45xey =  

16.8.  

83xey =  

16.9.  

52xey =  

16.10. ( )23ln xy =  

16.11.  ( )24ln xy =  

16.12.  

46xey =   

16.13. 
58xey =   

16.14. 

69xey =  

16.15. ( )54cos xy =
 

16.16. ( )65sin xy =

КР2 Вариант 0  

В заданиях 1-5 найти первую производную 

1. xxy 5arctg43 =  

2. 2

3 2sin

x

x
y =            

3. ( )322cos xey −=    

4. 
xxy cos=           

5. 
( ) ( )( ) 032tan

32

=++ xyxe xyx
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6. 30

3tg3arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

7. Исходя из определения, найти производную функции 

( )34sin xy = . 

8. Найти интервалы возрастания, убывания и 

экстремальные точки функции ( ) ( )89
98 xxy −+=  

9. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки 

перегиба функции xxxxy 5
2

3

5

2

42

1 357 −−−=  

10. Найти все асимптоты графика 

функции
49

25
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

11. Провести исследование функции  
9

7

2

2

−

+
=

x

x
y  с 

помощью первой производной и построить график. 

12. Провести исследование функции 

( ) ( ) 3/23/1
52 −−= xxy  с помощью первой 

производной и построить график.   

13. Показать равенство смешанных частных 

производных функции ( ) xyeyxz 732cos −−=  

14. Исследовать на экстремум 

( )
3 21 3( 1) 12 15 18z y y x x y= − + − − − +  

15. Найти вторую производную 2

2

dx

yd
 параметрически 

заданной функции 






=

−=

tx

ty

arcsin

1 2
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16. Найти интервалы возрастания, убывания и 

экстремальные точки функции 
3/23/5

2

3

5

3
xxy −= .  

17.  Теоретический вопрос.  

 

КР2 Теоретические вопросы  

1. Определение производной функции.  

2. Таблица производных элементарных функций. 

3. Теоремы о производных  

4. Первый дифференциал функции одной переменной. 

Таблица дифференциалов 

5. Определение точки локального максимума (минимума) 

функции одной переменной.  

6. Определение стационарной точки функции.  

7. Определение критической точки функции.  

8. Определение выпуклой (вогнутой) функции в точке.  

9. Определение точки перегиба непрерывной функции.  

10. Определение просто наклонной асимптоты графика 

функции.  

11. Достаточные условия возрастания (убывания) 

дифференцируемой в точке функции.  

12. Необходимые условия экстремума 

дифференцируемой функции. 

13. Необходимые условия экстремума непрерывной 

функции. 

14. Односторонние производные. Теорема о 

существовании производной функции.  

15. Достаточные условия экстремума 

дифференцируемой функции одной переменной. 

16. Достаточные условия экстремума непрерывной 

функции одной переменной. 

17. Достаточные условия выпуклости (вогнутости) 

дважды дифференцируемой функции. 

18. Необходимые условия точки перегиба непрерывной 

функции.  
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19. Достаточные условия точки перегиба непрерывной 

функции.  

20. Теорема о просто наклонной асимптоте графика 

функции.  

21. Полный дифференциал функции двух независимых 

переменных. Необходимые и достаточные условия 

полного дифференциала  

22. Необходимые условия экстремума 

дифференцируемой функции двух независимых 

переменных. 

23. Достаточные условия экстремума функции двух 

независимых переменных. 

24. Среднее переменной, среднее квадратов, дисперсия, 

ковариация двух переменных, среднее значение 

произведения двух переменных.  

 

 

КР2 Подготовка  

Таблица производных 

1. 0=
dx

dC
 

2. 

( ) 1−= 


x
dx

xd
 

3. 

( )
x

dx

xd
cos

sin
=

 

4. 
( )

x
dx

xd
sin

cos
−=   

5.  

( ) x
x

e
dx

ed
=  

6.  

( )
xdx

xd 1ln
=   

7. 
( )

xdx

xd
2cos

1tan
=   

8. 
( )

xdx

xd
2sin

1cot −
=  

9. 
( )

21

1arctan

xdx

xd

+
=  

10.  
( )

21

1arccot

xdx

xd

+

−
=  

11. 
( )

21

1arcsin

xdx

xd

−
=  
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12. 
( )

21

1arccos

xdx

xd

−

−
=

 

Теоремы о производных  

1. 
( )

dx

dv

dx

du

dx

vud
=


 

2. 
( )( ) ( )

dx

xdf
C

dx

xfCd
=


 

3. 
( )

dx

dv
uv

dx

du

dx

vud
+=


 

4. 2v

dx

dv
uv

dx

du

dx

v

u
d −

=










 

5. 

( )
( )









=

dy

ydxdx

xdy 1

 

6. 
( )( ) ( ) ( )

dx

xdu

du

udy

dx

xudy
=  

7. 


















=

dt

dx

dt

dy

dx

dy
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8. 
( ) ( )( ) ( ) ( )

===
dx

uvd
e

dx

ed

dx

ed

dx

ud uv
uvuv v

lnln
lnln









+
dx

du

u
vu

dx

dv
e uv 1

lnln

 

Дифференциал функции     

       ( )( )
( )

dx
dx

xdf
xfd =  

Таблица дифференциалов 

 

1. ( ) dxnxxd nn 1−=  

2. ( ) xdxxd cossin =  

3. ( ) xdxxd sincos −=  

4. ( ) dx
x

xd
2cos

1
tan =  

5. ( ) dx
x

xd
2sin

1
cot −=  

6. ,  ( ) dxeed xx =  

7. ( ) dx
x

xd
1

ln =  

8. ( ) dx
x

xd
21

1
arctan

+
=  

9. ( ) dx
x

xd
21

1
arccot

+
−=  

10. ( ) dx
x

xd
21

1
arcsin

−
=  

11. ( ) dx
x

xd
21

1
arccos

−
−=

 

Пример 1. Найти производную функции 

xxy 5arctg43 =            

( ) ( )

( ) ( )
( )

5
51

1
5arctg45arctg3

5arctg5arctg

2

3342

4343


+

+

=


+


=

x
xxxx

xxxxy

 

ДЗ xxy 4arccos23 =  
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Пример 2. Найти производную функции 2

3 2sin

x

x
y =            

( ) ( )
( )

=


−



=
22

2323 2sin2sin

x

xxxx
y  

( ) ( ) ( )
4

322 22sin22cos2sin3

x

xxxxx −
 

ДЗ 3

5 4sin

x

x
y =  

Пример 3. Найти производную функции ( )322cos xey −=  

( ) ( )( ) ( )2222 32sincos2
333

xeeey xxx −−= −−−
 

ДЗ ( )324sin xey −=  

Пример 4.  Найти производную функции 
xxy cos=  

( ) ( )( ) ( )

( ) =

=


=









xxe

eex

xx

xxxx x

lncoslncos

lncoslncos cos

 

( ) ( )

















+

=




 

+




x
xxxe

xxxxe

xx

xx

1
coslnsin

lncoslncos

lncos

lncos

 

ДЗ ( ) ( )x
xy

4arccos
ctg=  
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Пример 5. Найти производную 
dx

dy
 неявно заданной 

функции 
( ) ( )( ) 032tan

32

=++ xyxe xyx
 

Дифференцируем исходное соотношение по x : 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

032
32cos

1

32

2

22332

=







+

+

+







+

dx

xdy

xyx

dx

xdy
xyxxyxe xyx

 

( )
( ) ( )

( )( )
=









+
− 

xyx
exyx

dx

xdy xyx

32cos

3
3

2

22 32

 

( ) ( )

( )( )xyx
exyx xyx

32cos

2
2

2

3 32

+
+−= 

 

( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )xyx
exyx

xyx
exyx

dx

xdy

xyx

xyx

32cos

3
3

32cos

2
2

2

22

2

3

32

32

+
−

+
+−

=




 

ДЗ ( ) 0423tg 534 =+−+ yxxy  

Пример 6. Найти вторую производную 2

2

dx

yd
 функции 





=

=

tx

ty

sin

cos
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Первая: 

( )

( )
t

t

t

dt

td
dt

td

dt

dx

dt

dy

dx

dy
tan

cos

sin

sin

cos

−=
−

==



















=
 

Вторая  

( )

( ) tt

t

dt

td
dt

td

dt

dx

dx

dy

dt

d

dx

dy

dx

d

dx

yd
3

2

2

2

cos

1

cos

cos

1

sin

tan

−=

−

=

−

=










=







=  

ДЗ 






=

=

tx

ty

3

3

cos

sin
 ;   

( )

( )






−=

−=

22

24

1

1

tx

ty
 

Пример 7. Найти предел 30

3tg3arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

=
















=
−

→ Лопиталяправило

применяем

x

xx

x 0

03tg3arctg
lim

30

( )
=

+

−−
=









=

−
+

→→ xxx

xx

x

xx
xx 3cos91

913cos
lim

0

0

3

3cos

3

91

3

lim
222

22

02

22

0

 

( )

=

























−=−







−

−=−

=
22

2

22

2

2

91
2

9
21

2

9
13cos

2

9
1

2

3
13cos

xxxx

x
x

x

 

( )( )
=

+

−−−

→ 222

22

0 9-191

9191
lim

xxx

xx

x
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( )( ) ( )( )
18

9-191

18
lim

9-191

18
lim

220222

2

0
−=

+

−
=

+

−

→→ xxxxx

x

xx

 

ДЗ. Найти предел 30

3sin3arcsin
lim

x

xx

x

−

→
 

Пример 8. Исходя из определения, найти производную 

функции ( )34sin xy =   

( ) ( ) ( ) ( )
=



−+
=



−+
=





x

xxx

x

xyxxy

x

y 33
4sin4sin

 

=















 −







 +
=−

2
sin

2
cos2sinsin

baba
ba  

( ) ( )

=














 −+












 ++

x

xxxxxx

2

44
sin

2

44
cos2

3333

 

=





















−







 
+




















+







 
+

x

x
x

x
xx

x

x
x

2

414

sin
2

414

cos2

3

3

33

3

3

 

Эквивалентные б.м. функции: 
x

x

x

x 
+







 
+ 311

3

 

=



















−







 
+


















+







 
+

x

x
x

x
xx

x

x
x

2

4314

sin
2

4314

cos2

3333

 

=









 −+







 ++

x

xxxxxxxx

2

4124
sin

2

4124
cos2

323323

 



 

40 

( ) ( ) ( ) 

( )
=



+

==


+

x

xxxxx

xxxx
x

xxxxx

223

22
223

664cos2

66sin
6sin64cos2

 

( ) ( )32232 4cos1264cos12 xxxxxx →+  

( )( ) ( )323 4cos124sin xxx =


 

ДЗ. Исходя из определения, найти производную функции 

( )610cos xy = ; 
56xey −=  

Пример 9. Найти интервалы возрастания, убывания и 

экстремальные точки функции ( ) ( )89
98 xxy −+=  

1. Поиск стационарных точек: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) =−−+−−+=
7988

9188989 xxxx
dx

dy
 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−−−+ 889998
78

xxxx  

( ) ( ) ( ) =−−−−+ 64898198
78

xxxx  

( ) ( ) ( ) =−−+ xxx 171798
78

 

( ) ( ) ( ) 019817
78

=−−+= xxx
dx

dy
   →       









=

=

−=

9

1

8

3

2

1

x

x

порядкачетногонульx

 

2. Метод интервалов для первой производной 
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ДЗ ( ) ( )78
87 xxy −+= ; ( ) ( )67

76 xxy −+=  

Пример 10. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и 

точки перегиба функции xxxxy 5
2

3

5

2

42

1 357 −−−=  

1. Находим вторую производную      

Сначала первую:  5
2

9
2

42

7 246 −−−= xxxy  

 

( )=−−=−−= 9898 2435 xxxxxxy

( )( )19 22 +−=








xxx
оебиквадратнскобке

круглойвеcоотношени
 

( )( )( )3312 +−+= xxxxy  

вторая производная существует на всей действительной 

оси 

0=y . Точки возможного перегиба  









−=

=

=

3

0

3

x

x

x

           

2. Метод интервалов для второй производной 

( )( )( )3312 +−+= xxxxy  

min 

x 

max 
-8 1 

9 + --- + --- 
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ДЗ 
357 3

5

4

21

1
xxxy +−−= ; 

468

3

2

5

1

28

1
xxxy −−=  

Пример 11.1. Найти все асимптоты графика 

функции
49

25
2

23

−

+++
=

x

xxx
y .  

1. Вертикальные асимптоты. 7=x . 

Найдем один из односторонних пределов в обоих 

точках  

1.1. 7=x . Правый предел: 

+=
−

+++

+→ 49

25
2

23

07
lim

x

xxx

x

, 7=x  - вертикальная. 

1.2. 7−=x  Правый предел: 

+=
−

+++

+−→ 49

25
2

23

07
lim

x

xxx

x

 7−=x  - вертикальная. 

2. Наклонные асимптоты. 

Асимптотический метод: 

в исходной функции выйдем на большие значения 

аргумента и в числителе удержим два главных 

слагаемых, а в знаменателе одно главное слагаемое: 

  5
5

1
49

25
2

23

2

23

+=
+

→=
−

+++
= x

x

xx
x

x

xxx
y  

Наклонная асимптота             5+= xy  

выпук 

три точки перегиба 

-3 

вогнутая

maxn 

3 

y//<0 

x 0 

y//>0 y//>0 

выпуклая 

y//<0 

вогнутая

maxn 
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ДЗ. 
4

32
2

23

−

+++
=

x

xxx
y ;   

16

23
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

Пример 11.2. Найти все асимптоты графика 

функции
4

1
2

2

−

+
=

x

x
y .  

1. Вертикальные асимптоты. 2=x . 

1.1. 2=x .  Правый предел:  +=
−

+

+→ 4

1

2

2

02
lim

x

x

x

,    

2=x  - вертикальная асимптота 

1.2. 2−=x . Левый предел: +=
−

+

−−→ 4

1

2

2

02
lim

x

x

x

,  

2−=x  - вертикальная асимптота 

2. Наклонные асимптоты. 

Асимптотический метод: 

в исходной функции выйдем на большие значения 

аргумента и в знаменателе удержим одно главное 

слагаемое: 

 →=
−

+
= 1

4

1

2

2

x
x

x
y  





−→−

+→+
=

xприx

xприx

x

x

x

x 2

2

2

 

Правая наклонная асимптота           xy =+  

Левая наклонная асимптота              
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ДЗ 
25

14

2

2

−

+
=

x

x
y ;      

1

63

2

2

−

+
=

x

x
y  

Общая схема исследования функций   

1. ООФ. Общие свойства.  

2. Нули функции 0=y . Интервалы знакоопределенности 

функции 0y , 0y . 

3. Точки разрыва функции.  

4. Асимптоты. 

5. Исследование на экстремум. Интервалы возрастания и 

убывания функции. 

6. Исследование на перегиб. Интервалы выпуклости 

и вогнутости функции.  

Пример 12. Провести исследование функции 

9

7

2

2

−

+
=

x

x
y  с помощью первой производной и 

построить ее график. 

1. ООФ  92 x  или 3x : 




−



3

3

x

x
. Четная. 

2. Нули, интервалы знакоопределенности: 0y    

3. Точки разрыва функции. 3=x . 

Найдем один из односторонних пределов в обоих 

точках  

xy =+

y

0 x

xy −=−

22−
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3.1. 3=x . Правый предел:  +=
−+→ 92

2

03
lim

x

x

x

, 

3=x  - точка разрыва II рода. 

3.2. 3−=x . Левый предел:  +=
−−−→ 32

2

03
lim

x

x

x

, 

3−=x  - точка разрыва II рода. 

4. Асимптоты  

4.1. Вертикальные асимптоты: 3=x   

4.2. Наклонные асимптоты. 

Асимптотический метод: 

В исходной функции выйдем на большие значения 

аргумента 

 и в знаменателе и числителе удержим главное 

слагаемое: 

 





−→−

+→+
=

→=
−

+
=

xприx

xприx

x

x

x

x

x
x

x
y

2

2

2

2

2

1
9

7

 

Правая наклонная асимптота         xy =+  

Левая наклонная асимптота                xy −=−  

 
5. Исследование на экстремум.  

xy =+

y

0 x

xy −=−

33−
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( )

( ) ( ) ( )

( )
=

−

−+−−

=

















−

+
=

−

9

92
2

1
792

9

7
2

2/1222/12

2/12

2

x

xxxxx

x

x
y

( ) ( )
( )

( )
=

−

−

+
−−

9

9

7
92

2

2/12

2
2/12

x

x
x

x
xx

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) 
( )

=
−

+−−
=

−

+−−
2/32

22

2/32

22

9

792

9

792

x

xxx

x

xxxx

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 2/32

2

2/32

2

2/32

22

9

25

9

25

9

7182

−

−
=

−

−
=

−

−−−

x

xx

x

xx

x

xxx
 

( )( )

( ) 2/32 9

55

−

+−
=

x

xxx
y

 

5.1. Критические точки: 

а) 0=y :  









=

=

−=

5

0

5

x

x

x

; б) y  не существует при 3=x ,  

но это не критические точки,  

т.к. 3=x  точки разрыва II рода. 

5.2. Метод интервалов для первой производной  

 
min 

--- 

-5 5 

--- 

x 3 

+ + 

min 
-3 
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ДЗ 
1

63

2

2

−

+
=

x

x
y ;       

25

14
2

2

−

+
=

x

x
y  

Пример 13. Провести исследование функции 

( ) ( ) 3/23/1
52 −−= xxy   с помощью первой 

производной и построить ее график 

1. ООФ  Rx . Общего вида. 

2. Нули функции:  2=x , 5=x . 

Интервалы знакоопределенности:  

Метод интервалов для функции 

 
3. Точки разрыва функции.  нет 

4. Асимптоты  

4.1. Вертикальные: нет 

4.2. Наклонные  

Асимптотический метод: 

в исходной функции выйдем на большие значения 

аргумента 

( ) ( ) =







−








−=−−=

3/2

3/2

3/1

3/13/23/1 5
1

2
152

x
x

x
xxxy  

xy =+

y

0 x

xy −=−

33− 55−

5 

y>0 

x 
2 

y>0 y<0 
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-------------------------------------------- 


















1

аргумента значения большие на

 выйдем функции исходной в

x

 

Эквивалентные бесконечно малые:  

( )  n
n

++ 11 : 
xx

2

3

1
1

2
1

3/1

−







− ,  

xx

5

3

2
1

5
1

3/2

−







−  

---------------------------------------------------------- 

=







+−−=








−








−

2

1

9

201

3

101

3

2
1

5

3

2
1

2

3

1
1

xxx
x

xx
x

4
1

9

20
4 −→+− x

x
x  

Наклонная асимптота               4−= xy  

5. Исследование на экстремум.  

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

=
−

−
+

−

−
=


−−=

3/1

3/1

3/2

3/2
3/23/1

5

2

3

2

2

5

3

1
52

x

x

x

x
xxy  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

=
−−

−−+−−
3/13/2

3/23/13/13/2

523

22255

xx

xxxx
 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

=
−−

−
=

−−

−+−
3/13/23/13/2

523

33

523

225

xx

x

xx

xx
 

( ) ( ) 3/13/2
52

3

−−

−

xx

x
 

5.1. Критические точки: 



 

49 

а) 0=y : 3=x ; б) y  не существует при 




=

=

5

2

x

x
 

 
5.2. Метод интервалов для первой производной  

 

ДЗ ( )( )3 2
32 −−= xxy ;   ( )( )3 2

41 −−= xxy  

Пример 14. Показать равенство смешанных частных 

производных функции ( ) xyeyxz 732cos −−=  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) yxyyxe

yeyxeyx
x

z

xy

xyxy

32cos732sin2

732cos32sin2

7

77

−+−−=

=−−+−−=




−

−−

 

( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) yxyyxyxe

yxyyxxe
x

z

y

xy

xy

32sin2132cos732cos6

32cos732sin27

7

7

−+−+−−−

−+−=
















−

−

 

+ 

2 5 

--- 

x 3 

+ 

min max 

y / + 

4−= xy

y

0 x2 53
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( ) ( )
( ) ( ) 









−−−

−−+−
=















 −

yxyyx

yxxyyxx
e

x

z

y

xy

32sin2132cos

32cos4932sin14
7

( ) ( ) ( )

( ) ( ) yxxyxe

xeyxeyx
y

z

xy

xyxy

32cos732sin3

732cos32sin3

7

77

−−−=

=−−+−=




−

−−

 

( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) yxxyxyxe

yxxyxye
y

z

x

xy

xy

32sin1432cos732cos6

32cos732sin37

7

7

−+−−−

+−−−−=
















−

−

 

( ) ( )
( ) ( ) 









−+−

−−+−−
=















 −

yxxyx

yxxyyxy
e

y

z

x

xy

32sin1432cos

32cos4932sin21
7

 

ДЗ ( ) yxexyz 23cos += ; ( ) yxexyz 32sin +=  

Пример 15.1. Исследовать на экстремум 

( )244 yxyxz +−+= . 

1. Поиск стационарных точек 

( )yxx
x

z
+−=




24 3

, 
( )yxy

y

z
+−=




24 3

 












=




=




0

0

y

z

x

z

   

( )

( )





=+−

=+−

024

024

3

3

yxy

yxx
 
−
  

 
33 44 yx =    yx =  
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Из верхнего уравнения: 044 3 =− xx    

( ) 012 =−xx    









−=

=

=

1

1

0

3

2

1

x

x

x

 






=

=

0

0

1

1

y

x
, ( )0;01M , 





=

=

1

1

2

2

y

x
 ( )1;12M , 





−=

−=

1

1

3

3

y

x
, 

( )1;13 −−M  

Три стационарных точки: ( )0;01M , ( )1;12M , 

( )1;13 −−M  

2. Достаточные условия экстремума  

( )yxx
x

z
+−=




24 3

, 
( )yxy

y

z
+−=




24 3

 

Находим все вторые производные: 

Cy
y

z
B

yx

z
Ax

x

z
−=




−=




−=




212;2;212 2

2

22
2

2

2

 

Каждую стационарную точку исследуем отдельно: 

2.1. Первая стационарная точка ( )0;01M . 

02212 2 −=−= xA ,  

2−=B , 02212 2 −=−= xC   

02 =−= BAC  ( )0;01M  ? 

2.2. Вторая стационарная точка ( )1;12M . 

010212 2 =−= xA ,  

2−=B , 10212 2 =−= xC   

041002 −=−= BAC   ( )1;12M  min 



 

52 

2.3. Третья стационарная точка ( )1;13 −−M .  

010212 2 =−= xA ,  

2−=B , 10212 2 =−= xC   

041002 −=−= BAC  ( )1;12 −−M  min  

ДЗ ( ) ( )244 66 −+−−+= yxyxz , 

( ) ( )
4 244 4z x y x y= + + − + +    

Пример 15.2. Исследовать на экстремум 

( )
3 21 3( 1) 12 15 18z y y x x y= − + − − − + . 

( ) 1216 −−=



yx

x

z
, 

( ) 15313 22
−+−=




xy

y

z
 












=




=




0

0

y

z

x

z

   

( )

( )



=−+−

=−−

015313

01216

22
xy

yx
    

( )

( )



=−+−

=−−

051

021

22
xy

yx
 

Из верхнего уравнения: ( )
x

y
2

1 =−  подставляем в 

нижнее: 

05
4 2

2
=−+ x

x
 045 24 =+− xx   







=

=

4

1

2

2

x

x
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12 =x : 






=+=

=

31
2

1

1

1

x
y

x

, ( )3;11M ,  








−=+=

−=

11
2

1

2

2

x
y

x

 ( )1;12 −−M  

42 =x : 









=+=

=

21
2

2

3

3

x
y

x

, ( )2;23M , 








=+=

−=

01
2

2

4

4

x
y

x

         ( )0;24 −M  

Четыре стационарных точки: ( )3;11M ,  

( )1;12 −−M , ( )2;23M , ( )0;24 −M  

2. Достаточные условия экстремума  

( ) 1216 −−=



yx

x

z
, ( ) 15313 22

−+−=



xy

y

z
 

Находим все вторые производные: 

( ) ( ) Cy
y

z
Bx

yx

z
Ay

x

z
−=




=




−=




16;6;16

2

22

2

2

 

Каждую стационарную точку исследуем отдельно: 

2.1. Первая стационарная точка ( )3;11M . 

12;6;12 === CBA , 
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 0361442 −=−= BAC    ( )3;11M  

min 

2.2. Вторая стационарная точка ( )1;12 −−M . 

12;6;012 −=−=−= CBA ,  

0361442 −=−= BAC    

 ( )1;12 −−M  max 

2.3. Третья стационарная точка ( )2;23M .  

( ) ( ) Cy
y

z
Bx

yx

z
Ay

x

z
−=




=




−=




16;6;16

2

22

2

2

 

6;12;6 === CBA , 

0144362 −=−= BAC   

( )2;23M  не экстремальная. 

2.4. Четвертая стационарная точка ( )0;24 −M .  

6;12;6 −=−=−= CBA , 

0144362 −=−= BAC    

( )0;24 −M  не экстремальная. 

ДЗ 
3 23 15 12z x xy x y= + − − ; 

3 212 40 4z x xy x y= + − +  

Пример 16. Исследовать на экстремум 
3/23/5

2

3

5

3
xxy −=  

1. Поиск критических точек         3/13/1

3/2 11

x

x

x
xy

−
=−=  

а) 0=y  →  1=x  - критическая точка;        

б)  неy  →   0=x  - критическая точка    

2. Метод интервалов для первой производной  
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ДЗ. 
3/23/17

2

3

17

3
xxy −= ;  

3/23/38

2

3

38

3
xxy −=  

 

КР2 Банк задач  

1. Найти первую производную 

 

1.1. xxy 5arccos43 =  

1.2. xxy 5arcctg43 =  

1.3. xxy 6arcsin53 =  

1.4. xxy 4arccos23 =  

1.5. xxy 2arcsin52 =  

1.6. xxy 5arcctg43 =  

1.7.  xxy 2arcsin32 =  

1.8.   xxy 3arcsin45 =  

1.9. xxy 5arccos43 =  

1.10. xxy 2arcsin32 =  

1.11. xxy 7arcsin98 =  

1.12. xxy 7arccos46 =  

1.13. xxy 2arcctg32 =  

1.14.   xxy 6arctg34 =  

1.15. xxy 6arcctg54 =  

1.16.  xxy 6arcsin53 =

 

2. Найти первую производную 

 

2.1. 2

3 2sin

x

x
y =  

2.2. . 2

3 2sin

x

x
y =   

2.3.    2

6 4cos

x

x
y =  

2.4.  5

3 4cos

x

x
y =  

min 

1 x 0 

y />0 

max

n 

y />0 y /<0 
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2.5. 2

5 3sin

x

x
y =  

2.6. 3

5 4sin

x

x
y =  

2.7. 3

5 2tan

x

x
y =  

2.8.    5

3 4cos

x

x
y =  

2.9. 2

4 3cos

x

x
y =   

2.10.  3

2 5sin

x

x
y =  

2.11. 3

2 5sin

x

x
y =   

2.12.   2

4 3cos

x

x
y =  

2.13. 2

4 2cos

x

x
y =  

2.14.  4

6 2cos

x

x
y =  

2.15.  2

3 2sin

x

x
y =  

2.16.  5

3 4cos

x

x
y =

 

3. Найти первую производную 

 

3.1. ( )325cos xey −= . 

3.2. ( )324sin xey −=  

3.3. ( )322cos xey −=  

3.4. ( )233sin xey −=  

3.5. ( )342sin xey −=  

3.6. ( )346sin xey −=  

3.7. ( )233cos xey −=  

3.8.   ( )433sin xey −=  

3.9.  ( )5910sin xey −=  

3.10. ( )436tan xey −=  

3.11. ( )378cos xey −=  

3.12. ( )235cos xey −=  
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3.13. ( )322cos xey −=  

3.14.    ( )389cos xey −=  

3.15. ( )567sin xey −=  

3.16. ( )233sin xey −=
 

4. Найти первую производную 

4.1. ( ) ( )x
xy

5arcsin
tg=  

4.2. ( ) ( )x
xy

6tg
arcsin=  

4.3.  ( ) ( )x
xy

7arctg
sin=  

4.4. ( ) ( )x
xy

8arctan
ctg=  

4.5. ( ) ( )x
xy

3arcsin
tg=  

4.6. ( ) ( )x
xy

7arctg
sin=  

4.7. ( ) ( )x
xy

3arcsin
tg=  

4.8. ( ) ( )x
xy

4arccos
ctg=  

4.9. ( ) ( )x
xy

8arctan
ctg=  

4.10. ( ) ( )x
xy

6arctan
cot=  

4.11.  ( ) ( )x
xy

7arctg
cos=  

4.12.   ( ) ( )x
xy

6arctg
tg=  

4.13. ( ) ( )x
xy

5arcsin
tg=  

4.14. ( ) ( )x
xy

5arcsin
ctg=  

4.15. ( ) ( )x
xy

5arccos
cot=  
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4.16. ( ) ( )x
xy

6arcsin
tan=

 

5. Найти первую производную 

5.1. ( ) 065cos453 =−+ yxxy  

5.2. ( ) 098tan457 =−+ yxxy  

5.3. ( ) 052tg423 =−+ yxxy  

5.4. ( ) 026ctg432 =−+ yxxy  

5.5. ( ) 057sin 325 =−+ yxxy  

5.6.  ( ) 023tg 534 =−+ yxxy  

5.7. ( ) 057sin 325 =−+ yxxy  

5.8. ( ) 023tg 534 =−+ yxxy  

5.9. ( ) 074tg425 =−+ yxxy  

5.10. ( ) 065cos453 =−+ yxxy  

5.11. ( ) 052tg523 =−+ yxxy  

5.12. ( ) 074tg325 =−+ yxxy  

5.13.  ( ) 065cos253 =−+ yxxy  

5.14. ( ) 065cos453 =−+ yxxy  

5.15. ( ) 052tg423 =−+ yxxy  

5.16. ( ) 074tg425 =−+ yxxy  

 

6. Найти вторую производную 2

2

dx

yd
 параметрически 

заданной функции 

 

6.1. 






=

=

tx

ty

2

3

sin

cos
 6.2.  







=

−=

tx

ty

arcsin

1 2
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6.3. ( )



+=

=

21ln

arctan

tx

ty
 

6.4. 






−=

=

21

arccos

tx

ty

 

6.5. 




=

=

tx

ty

tg

sin
 

6.6. 




=

=

tx

ty

tg

ctg
 

6.7. 




=

=

tx

ty

ctg

cos
 

6.8. 






+=

+=

ttx

tty

35

3

3

35

 

6.9. 






=

=

tx

ty

3

2

cot

cos
 

6.10. 






=

=

tx

ty

3

3

cos

sin
 

6.11. 

( )




=

+=

tx

ty

arcctg

1ln 2

 

6.12. 

( )






=

−=

tx

ty

arccos

1
2/52

 

6.13. ( )





+=

+=

ttx

tty

2ln 3

46

 

6.14. 

( )

( )






−=

−=

22

24

1

1

tx

ty
 

6.15. 




=

=

tx

ty

cot

cos
 

6.16. 






=

=

tx

ty

3

3

cos

sin

 

7. Исходя из определения, найти производную 

функции 

 

7.1. ( )610cos xy =  

7.2.  ( )74sin xy =  

7.3. ( )47sin xy =  

7.4. 
56xey −=  
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7.5. 

48xey −=  

7.6. . ( )48sin xy =  

7.7. ( )510cos xy =  

7.8. ( )510cos xy =  

7.9. ( )53sin xy =  

7.10.  ( )57cos xy =  

7.11. 

73xey −=  

7.12. ( )76cos xy =  

7.13.  ( )84cos xy =  

7.14. .

93xey −=  

7.15. ( )94sin xy =  

7.16. 

104xey −=

 

8. Найти предел 

8.1. 
( ) ( )

30

6arctg6tg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.2. 
30

3tg3arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.3. 30

sinarcsin
lim

x

xx

x

−

→
 

8.4. 30

3tg3sin
lim

x

xx

x

−

→
 

8.5. 30

3sin3arcsin
lim

x

xx

x

−

→
 

8.6. 30

arcsin5sin5
lim

x

xx

x

−

→
 

8.7. 30

8tg8arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.8. 
( ) ( )

30

12arctg12tg
lim

x

xx

x

−

→
 



 

61 

8.9. 30

4arcsin4arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.10.  30

9arcsin9arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.11. 30

2tg2sin
lim

x

xx

x

−

→
 

8.12. 
30

11arcsin11arctg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.13. 
( ) ( )

30

5̀1arctg15tg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.14. 30

tgarctg
lim

x

xx

x

−

→
 

8.15. 
( ) ( )

30

6arcsin6sin
lim

x

xx

x

−

→
 

8.16. 30

4arcsin4sin
lim

x

xx

x

−

→
 

 

9. Найти интервалы возрастания, убывания и 

экстремальные точки функции 

9.1. ( ) ( )23
32 xxy −+=  

9.2.  ( ) ( )34
43 xxy −+=  

9.3.  ( ) ( )45
54 xxy −+=  

9.4. ( ) ( )56
65 xxy −+=  

9.5. ( ) ( )67
76 xxy −+=  

9.6.  ( ) ( )78
87 xxy −+=   

9.7. ( ) ( )89
98 xxy −+=  

9.8. ( ) ( )910
109 xxy −+=  
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9.9. ( ) ( )1011
1110 xxy −+=  

9.10. ( ) ( )1112
1211 xxy −+=  

9.11. ( ) ( )1213
1312 xxy −+=  

9.12. ( ) ( )1314
1413 xxy −+=  

9.13. ( ) ( )56
2342 xxy −−=  

9.14. ( ) ( )34
4312 xxy −−=  

9.15. ( ) ( )32
4332 xxy −−=  

9.16. ( ) ( )23
2312 xxy −−=  

 

10. Найти интервалы возрастания, убывания и 

экстремальные точки функции 

10.1. 
3/23/5

2

3

5

3
xxy −=  

10.2.  
3/23/20

2

3

20

3
xxy −=  

10.3. 
3/23/23

2

3

23

3
xxy −=  

10.4. 
3/23/29

2

3

29

3
xxy −=  

10.5.  
3/23/32

2

3

32

3
xxy −=   

10.6. 
3/23/8

2

3

8

3
xxy −=  

10.7. 
3/23/11

2

3

11

3
xxy −=  

10.8. 
3/23/14

2

3

14

3
xxy −=  
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10.9. 
3/23/17

2

3

17

3
xxy −=  

10.10. 
3/23/26

2

3

26

3
xxy −=  

10.11. 
3/23/35

2

3

35

3
xxy −=  

10.12. 
3/23/38

2

3

38

3
xxy −=  

10.13. 
3/23/17

2

3

17

3
xxy −=  

10.14. 
3/23/29

2

3

29

3
xxy −=  

10.15. 
3/23/20

2

3

20

3
xxy −=  

10.16. 
3/23/32

2

3

32

3
xxy −=  

 

11. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и 

точки перегиба функции 

11.1. 
357 3

5

4

21

1
xxxy −+=  

11.2. 
246 2

4

1

30

1
xxxy −−=  

11.3. 
468

3

2

5

1

28

1
xxxy −−=  

11.4. 
357

2

3

5

2

42

1
xxxy ++−=  
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11.5. 
468

3

1

10

1

56

1
xxxy −−=  

11.6. 
357 3

5

4

21

1
xxxy +−−=  

11.7. 468

3

1

10

1

56

1
xxxy ++−=  

11.8.   
246

2

9

3

2

30

1
xxxy −−=   

11.9. 
468

3

2

5

1

28

1
xxxy ++−=  

11.10. 246 4
2

1

15

1
xxxy −−=  

11.11. 
357 9

5

12

7

1
xxxy +−−=  

11.12. 
468

3

4

5

2

14

1
xxxy −−=  

11.13. 
246

2

9

3

2

30

1
xxxy −−=  

11.14. 246 2
4

1

30

1
xxxy ++−=  

11.15. 246

2

9

3

2

30

1
xxxy ++−=  

11.16. 246 4
2

1

15

1
xxxy −−=

 

12. Провести исследование функции с помощью 

первой производной и построить график 

12.1. ( )( )3 2
32 +−= xxy  

12.2. ( )( )3 2
54 −−= xxy  
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12.3. ( )( )3 2
41 −−= xxy  

12.4. ( )( )3 2
82 −−= xxy  

12.5. ( )( )3 2
32 −−= xxy  

12.6. ( )( )3 2
62 −−= xxy  

12.7. ( )( )3 2
54 −−= xxy  

12.8. ( )( )3 2
42 −−= xxy  

12.9. ( )( )3 2
51 −−= xxy  

12.10. ( )( )3 2
52 +−= xxy  

12.11. ( )( )3 2
72 −−= xxy  

12.12. ( )( )3 2
52 −+= xxy  

12.13. ( )( )3 2
53 −−= xxy  

12.14. ( )( )3 2
82 −−= xxy  

12.15. ( )( )3 2
72 −−= xxy  

12.16. ( )( )3 2
53 −−= xxy

 

13. Найти все асимптоты графика функции 

13.1. 
16

23
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.2.  
1

23
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  
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13.3. 
9

22
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.4. 
4

23
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.5. 
36

27
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.6. 
100

27
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.7. 
1

2
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.8. 
121

24
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.9. 
81

28
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.10. 
4

32
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.11. 
49

25
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.12. 
81

27
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.13. 
64

27
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.14. 
9

22
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  

13.15. 
16

25
2

23

−

+++
=

x

xxx
y  
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13.16. 
25

23
2

23

−

+++
=

x

xxx
y

 

14. Провести исследование функции с помощью 

первой производной и построить график 

14.1.  
49

63

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.2.  
64

16

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.3. 
81

7

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.4. 
25

14
2

2

−

+
=

x

x
y  

14.5. 
36

182

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.6. 
1

2
2

2

−

+
=

x

x
y  

14.7. 
16

4

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.8. 
4

33

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.9. 
9

213
2

2

−

+
=

x

x
y  

14.10. 
1

63

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.11. 
100

25

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.12. 
25

14
2

2

−

+
=

x

x
y  

14.13. 
1

2
2

2

−

+
=

x

x
y  

14.14. 
4

33

2

2

−

+
=

x

x
y  

14.15. 
121

2
2

2

−

+
=

x

x
y  

14.16. 
64

16

2

2

−

+
=

x

x
y  

 

15. Показать равенство смешанных частных 

производных 

15.1. ( ) xyeyxz 4sin −=  

15.2. ( ) xyeyxz 3ctg +=  
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15.3. ( ) yxexyz 22cos +=  

15.4. ( ) xyeyxz 4tg +=  

15.5. ( ) yxexyz 33cos +=  

15.6. ( ) yxexyz 22cos +=  

15.7. ( ) yxexyz 33sin +=  

15.8. ( ) yxexyz 44sin +=  

15.9. . ( ) xyeyxz 6ctg +=  

15.10. ( ) xyeyxz 3cos −=  

15.11. ( ) xyeyxz 5cos −=  

15.12. ( ) xyeyxz 3tg −=  

15.13. ( ) xyeyxz 3ctg +=  

15.14. ( ) xyeyxz 423sin −=  

15.15. ( ) yxexyz 55sin +=  

15.16. ( ) yxexyz 66cos +=
 

16. Исследовать на экстремум 

16.1. ( ) ( )
4 244 4z x y x y= + + − + +  

16.2. . ( ) ( )
4 242 ( 2)z x y x y= + + − − +  

16.3. ( )
4 26 4 24 2z x xy y y= + − − +  

16.4. 
4 4 2 2 2z x y x y xy= + − − −  

16.5. ( ) ( )244 44 −+−−+= yxyxz  
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16.6. ( ) ( ) ( )244
231 −+−−++= yxyxz  

16.7. ( ) ( ) ( )244
615 ++−+++= yxyxz  

16.8. ( ) ( ) yxyxxz 1215131 23
−−−+−=  

16.9. 
3 2 2 22 2 2 4z x xy x y= − + +  

16.10. 
3 23 15 12z x xy x y= + − −  

16.11. 
3 2( 1) 3( 1) 15 12z x x y x y= + + + − −  

16.12. ( )
3 21 3( 1) 12 15 18z y y x x y= − + − − − +  

16.13.  ( ) yxyxxz 121513
23 −−−+=  

16.14.  
3 212 40 4z x xy x y= + − +  

16.15. 
3 23 15 12z x xy x y= + − −  

16.16. ( ) yxyxxz 121513
23 −−++=  

 

КР3 Вариант 0 

1. ( )( ) −+−

+

122

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.  x

dxx
13

5

sin

cos
 

3.  + 2/32/1 xx

dx
 

4.  xdxln  

5.  −

4

0

22 16 dxxx
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6. 

( )
 +

−
/4

0

22 cos4sin

tan54


xx

dxx
 

7. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

2xy = , 
3

2x
y =  и xy 3= . 

8. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг 

оси oy  фигуры, ограниченной графиками функций 

xy −= 16  и 0=y  при 160  x .       

9. Исследовать на сходимость   


=

−

1

3

n

nen                

10. Исследовать на сходимость 


=










+

−

1

2

2

3

n

n

n

n
 

11. Исследовать на абсолютную и условную сходимости 

( )



=














+

−
+

1
3

2

4

1
1ln

n

n

n
n

    

12. Найти интервал сходимости степенного ряда 

( )



=

−

1
4 3

1

n

n

n

x
 

13. Изменить порядок интегрирования в повторном 

интеграле ( ) ( )
−−−−

+

0

4

2

3

0

24

3

0 22

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx  

14. Вычислить двойной интеграл 
D

dxdyyx 32
, 
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







xy

x
D

0

,10
: . 

15. Вычислить двойной интеграл ( )
D

dxdyxyx cos3
, 









20

,10
:

xy

x
D .  

16. Вычислить двойной интеграл 
−−

D

yx dxdyxye 32

, 









0

,0
:

y

x
D . 

17. Теоретический вопрос 

 
КР3 Теоретические вопросы  

1. Определение неопределенного интеграла. Его 

свойства  

2. Таблица неопределенных интегралов. 

3. Определение дифференциала функции одной 

переменной. Таблица дифференциалов. 

4. Подведение функции под знак дифференциала. 

Таблица подведения под знак дифференциала. 

5. Теорема интегрирования по частям. 

6. Определение простейших рациональных дробей. 

7. Формула Ньютона-Лейбница. Свойства 

определенного интеграла.  

8. Определение несобственного интеграла.  

9. Сходящиеся и расходящиеся несобственные 

интегралы. 

10. Предельный признак сравнения несобственных 

интегралов. 

11. Определение сходящихся и расходящихся числовых 

рядов. 
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12. Предельный признак сравнения 

знакоположительных числовых рядов. 

13. Интегральный признак сходимости 

знакоположительных числовых рядов. 

14. Признак Даламбера сходимости 

знакоположительных числовых рядов. 

15. Признак Коши сходимости знакоположительных 

числовых рядов. 

16. Признак Лейбница сходимости знакочередующихся 

числовых рядов. 

17. Определение условно сходящегося 

знакочередующегося числового ряда. 

18. Определение абсолютно сходящегося 

знакочередующегося числового ряда. 

19. Определение степенного ряда.  

20. Признак Даламбера сходимости степенного ряда. 

КР3 Подготовка  

Подведение функции под знак дифференциала 

( ) ( )( )xFddxxf = ,  где  

( )
( )xf

dx

xdF
=  

Таблица подведения под знак дифференциала 

 

1. ( )2
2

2

1

2
xd

x
dxdx =








=  

2.   ( )xd
x

dx
ln=  

3.  ( )xx eddxe =  

4. ( )xdxdx cossin −=  

5. ( )xdxdx sincos =  

6. ( )xd
x

dx
tan

cos2
=   

7. ( )xd
x

dx
cot

sin2
−=  

8. ( )xd
x

dx
arctan

1 2
=

+
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9. ( )xd
x

dx
arcsin

1 2
=

−

 

 

Свойства неопределенного интеграла 

 

1. ( )( ) ( )dxxfdxxfd =  

2. ( )( ) ( ) CxFxFd +=  
3. 

( ) ( )( )

( ) ( )




=

dxxgdxxf

dxxgxf

 

4. ( ) ( ) = dxxfkdxxkf

5. Если ( ) ( ) CxFdxxf += , то 

( ) ( ) 0,
1

++=+ aCbaxF
a

dxbaxf  

Таблица неопределенных интегралов 

 

1. Cxdx +=  

2. C
x

dxx +
+

=
+

 1

1






, 

1−  

3.  Cx
x

dx
+= ln  

4. Cxxdx +−= cossin  

5. Cxxdx += sincos  

6. Cedxe xx +=  

7. 




+

+
=

+ Cx

Cx

x

dx

arccot-

arctan

1 2  

8. 




+−

+
=

−
 Cx

Cx

x

dx

arccos

arcsin

1 2
 

9. Cx
x

dx
+= tan

cos2  

10. Cx
x

dx
+−= cot

sin2

 

Пример 1.1. Вычислить интеграл  +− 672 xx

dx
 



 

74 
 

Метод: разложение подинтегральной дроби на 

простейшие  

( )( )
=

−−
=

+− 16

1

67

1
2 xxxx

 

( ) ( )
( )( )

=
−−

−+−
=

−
+

− 16

61

16 xx

xBxA

x

B

x

A
 

( ) ( )
( )( )

=
−−

−−++

16

60

xx

BAxBAx
 







−−=

+=

BAx

BAx

61:

0:

0

1

 + 

B51 −=                   5/1−=B  

Из (1): 5/1=−= BA  

1

5/1

6

5/1

67

1
2 −

−
−

=
+− xxxx

 

----------------------------------------------------------------- 

( ) ( ) Cxx

x

dx

x

dx
dx

xxxx

dx

+−−−

=
−

−
−

=








−
−

−
=

+− 

1ln
5

1
6ln

5

1

15

1

65

1

1

5/1

6

5/1

672

 

ДЗ  ++ 892 xx

dx
 

Пример 1.2. Вычислить интеграл ( )( ) −+−

+

122

)1(
2

2

xxx

dxx
     

Метод: разложение подинтегральной функции на 

простейшие дроби 
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( )( ) ( )
( )( )

=
−+−

+−+−+

122

221
2

2

xxx

xxCxBAx

( ) ( ) ( )
( )( )

=
−+−

+−+−+−++

122

22
2

02

xxx

CBxCBAxCAx
 









+−=

−+−=

+=

CBx

CBAx

CAx

21:

20:

1:

0

1

2

 +     

C=2  

Из (1): 11 −=−= CA  

Из (3): 312 =−= CB    

( )( )

1

2

22

3

122122

1

2

22

2

−
+

+−

+−

=
−

+
+−

+
=

−+−

+

xxx

x

x

C

xx

BAx

xxx

x

 

---------------------------------------------------------------------- 

( )
( )( )

=
−+−

+
 122

1
2

2

xxx

dxx
 

( ) ( ) ( )
=

−
+

+−
+

+−
−  1

2
22

3
22 22 x

dx

xx

dx

xx

xdx
 

( ) ( ) ( )
=

−
+

+−
+

+−
−  1

2
11

3
11

22
x

dx

x

dx

x

xdx
 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

=
−

−
+

+−

−
+

+−

−+−
−  1

1
2

11

1
3

11

111
22

x

xd

x

xd

x

xdx
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

=
−

−
+

+−

−

+
+−

−
−

+−

−−
−





1

1
2

11

1
3

11

1

11

11

2

22

x

xd

x

xd

x

xd

x

xdx

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )=−+
+−

−
+

+−

−−
−  1ln2

11

1
2

11

11
22

x
x

xd

x

xdx
 

( )

( )
( ) ( )=−+−+

+−













 −

−  1ln21arctan2
11

2

1

2

2

xx
x

x
d

  

( )
( )

( ) ( )=−+−+
+−

−
−  1ln21arctan2

11

1

2

1
2

2

xx
x

xd
 

( )( )
( )

( ) ( )=−+−+
+−

+−
−  1ln21arctan2

11

11

2

1
2

2

xx
x

xd
 

( )( ) ( ) ( ) Cxxx +−+−++−− 1ln21arctan211ln
2

1 2

ДЗ ( )( ) −++

+

752

)1(
2

2

xxx

dxx
;  ( )( ) −+−

+

554

)1(
2

2

xxx

dxx
;   

( )( ) −++

+

13178

)1(
2

2

xxx

dxx
. 

Пример 2.1. Вычислить интеграл  x

dxx
10

8

cos

sin
 

Метод интегрирования: подведение под знак 

дифференциала  
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( ) =








===  xd
x

dx

xx

dxx

x

dxx
tan

coscoscos

sin

cos

sin
228

8

10

8

 

( ) Cxxdx +=
98 tan

9

1
tantan  

ДЗ  x

dxx
12

10

sin

cos
 

Пример 2.2. Вычислить интеграл  x

dxx
13

5

sin

cos
 

Метод интегрирования: подведение под знак 

дифференциала  

( ) 
( ) ( )

====

==





x

xdx
xdxdx

x

dxxx

x

dxx

13

22

13

4

13

5

sin

sincos
sincos

sin

coscos

sin

cos

 

 
( ) ( )

=
+−

=
−

==  13

42

13

22 211
sin

t

dttt

t

dtt
tx  

=+−  91113
2

t

dt

t

dt

t

dt
 

=+− 
−−− dttdttdtt 91113 2  

=
+−

+
+−

−
+−

+−+−+−

19111
2

113

19111113 ttt
 

C
xxx
+−+−

81012 sin

1

8

1

sin

1

5

1

sin

1

12

1
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ДЗ  x

dxx
9

5

cos

sin
,     x

dxx
8

5

sin

cos
 

Пример 3.1. Вычислить интеграл  + 2/32/1 xx

dx
  

Метод интегрирования: подведение под знак 

дифференциала  

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( ) Cx
x

xd

x

xd

x

xd

xx

dx

xx

dx

+=
+

=
+

=
+

=
+

=
+





2/1

22/1

2/12/1

2/1

2/12/32/1

arctan2
1

2
1

2

1

2

1

 

ДЗ  + 3/43/2 xx

dx
 ;  + 4/54/3 xx

dx
 

Пример 3.2. Вычислить интеграл  + xx

dx
10/1   

Метод интегрирования: подведение под знак 

дифференциала  

( ) ( )
=

+










=
+

=
+  10/9

10/9

10/910/110/1 1

9

10

1 x

xd

xx

dx

xx

dx
 

( )
( )

( ) Cx
x

xd
++=

+

+
 1ln

9

10

1

1

9

10 10/9

10/9

10/9

 

ДЗ  + xx

dx
11/1  

Пример 4.1. Вычислить интеграл  dxxe x3

 

Метод интегрирования: по частям  
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
=−=−=  dxee

x
VdUUVdxex xx

dV

x

U

333

3

1

3



 

Cee
x

Cee
x xxxx +−=+− 3333

9

1

33

1

3

1

3
 

U=x dU=dx 

dxedV x3=
 

( ) xx

xx

exde

dxedxeVdV

33

33

3

1
3

3

1

3

3

=

====




 

 

Пример 4.2. Вычислить  xdxarctan  

Метод интегрирования: по частям  


=

+
−=−=  21

arctanarctan
x

xdx
xxVdUUVdxx

dVU
 

=
+










−  2

2

1

2
arctan

x

x
d

xx  

xU arctan=  

 21 x

dx
dU

+
=  

dxdV =  

 
xVdV ==  

( ) ( )
=

+

+
−=

+
−  2

2

2

2

1

1

2

1
arctan

12

1
arctan

x

xd
xx

x

xd
xx  

( ) Cxxx ++− 1ln
2

1
arctan 2

 

ДЗ  xdxx ln2
,  x

dxx
2sin
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Пример 5. Вычислить интеграл  −

4

0

22 16 dxxx  

Метод интегрирования: замена переменной  

Замена: tx sin4=  →   tdtdx cos4= ,   

ttx cos4sin161616 22 =−=−     

Нижний предел интегрирования:  

0=x  →  0
4

0
arcsin =








=t  

Верхний предел интегрирования:  

4=x  →  
2

1arcsin
4

4
arcsin


==








=t  

( )( ) ==− 
2/

0

2

4

0

22 cos4cos4sin1616



dttttdxxx

( )( ) = 
2/

0

22 cossin464



dttt  

ttt 2sin
2

1
cossin = ,   ttt 2sin

4

1
cossin 222 =  

( )
( )

2

4cos1
2sin2 t
t

−
=  

=
−

= 
2/

0

2/

0

2

2

4cos1
4162sin4*16



dt
t

dtt  

( ) =−
2/

0

4cos132



dtt
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( ) =−=− 
2/

0

2/

0

2/

0

2/

0

44cos8324cos3232






tdttdttdt

( ) 
 

160sin2sin8164sin8
2

32
2/

0
=−−=− t  

ДЗ  −

3

0

29 dxx ;   −

5

0

22 25 dxxx  

Пример 6.1. Вычислить интеграл 

( )
 +

−
/4

0

22 cos4sin

tan54


xx

dxx
 

Метод интегрирования: подведение под знак 

дифференциала 

( ) ( )
=









+

−
=

+

−

/4

0

2

2
2

/4

0

22

4
cos

sin
cos

tan54

cos4sin

tan54


x

x
x

dxx

xx

dxx

 

( ) ( )
( )

 ===
+

−
 tx

x

xdx
tan

4tan

tantan54
/4

0

2



 

Нижний предел интегрирования   

0=x  →  00tan ==t  

Верхний предел интегрирования   

 
4


=x

 →  
1

4
tan =








=


t

 

( )
( ) ( ) ( )

=
















==

+
−

+
=

+

−
 24

5
4

4
4

54 21

0

2

1

0

2

1

0

2

t
dtdt

t

tdt

t

dt

t

dtt
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( )
( )
( )

=
+

+
−

+

















=
+










−

+








1

0

2

21

0

2

1

0

2

2

1

0

2
4

4

2

5

1
2

2
2

4

2
5

1
2

4

4

t

td

t

t
d

t

t
d

t

dt
 

( )
4

5
ln

2

5

2

1
arctan24ln

2

5

2
arctan2

1

0

2

1

0

−







=+−








t

t
 

ДЗ  

( )
 +

+
arctg3

0

22 cos9sin

tg4

xx

dxx
 

Пример 6.2. Вычислить интеграл ( ) +

arctg3

4/
2sin5tg3


xx

dx
 

Метод интегрирования: подведение под знак 

дифференциала  

( ) ( )
=

+
=

+ 
arctg3

4/

arctg3

4/
cossin5tg32

1

2sin5tg3


xxx

dx

xx

dx
 

( )
( )

 ===
+ tx

xx

xd
tan

tan5tan3

tan

2

1
arctg3

4/

( )
( )

=
+

arctg3

4/
tan5tan3

tan

2

1


xx

xd
 

----------------------------------------------------------------- 

Нижний предел интегрирования   

4


=x

 →  
1

4
tan =








=


t

 

Верхний предел интегрирования  

 3arctan=x   →  ( ) 33arctantan ==t  
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------------------------------------------------------------ 

( )

( )
=



























+

=
+

простейшиенамРазваливае

дробьаярациональнправильная

tt
функцияльнаяподинтегра

tt

dt
.

53

1

532

1
3

1

 

----------------------------------------------------------------- 

( )
( )

( )
( )

( )tt

BtBAt

tt

tBAt

t

B

t

A

tt 53

53

53

53

5353

1 01

+

++
=

+

++
=+

+
=

+
 







=

+=

Bt

BAt

51:

30:

0

1

     

Из второго: 
5

1
=B .  Из первого: 

5

3
3 −=−= BA  

( ) tttt

5/1

53

5/3

53

1
+

+

−
=

+
 

--------------------------------------------------------- 

( )

=+
+

−

=







+

+

−
=

+




3

1

3

1

3

1

3

1

10

1

5310

3

5/1

53

5/3

2

1

532

1

t

dt

t

dt

dt
tttt

dt

 

( )
( ) =++−=+

+

+
− 

3

1

3

1

3

1

3

1

ln
10

1
53ln

10

1

10

1

53

53

10

1
tt

t

dt

t

td

 

( ) ( ) 







=−+−−

14

15
ln

10

1
1ln3ln

10

1
5ln14ln

10

1
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ДЗ  ( ) +

arctg6

4/
2sin7tg


xx

dx
; ( ) +

arctg9

4/
2sin10tg


xx

dx
 

Пример 7. Найти площадь фигуры, ограниченной 

кривыми 
2xy = , 

3

2x
y =  и xy 3= . 

 

xx 32 =   →   




=

=

3

0

x

x
,          x

x
3

3

2

=    →   




=

=

9

0

x

x
 

=−+=







−+








−= 

9

3

3
9

3

2
3

0

39

3

23

0

2
2

33

1

2
3

33

2

3
3

3

xxx
dx

x
xdx

x
xS  

( ) ( ) 3678108639
9

1
39

2

3
27

9

2 3322 =−+=−−−+  

ДЗ Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми: 1) 

4xy = , 
27

4x
y =  и xy 64= ;  

2) 
2xy = , 

2

2x
y =  и xy 2= ;  

3) 
3xy = , 

9

3x
y =  и xy 9= . 
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Пример 8. Найти объемы тел, образованного при 

вращении вокруг осей ox  и oy  фигуры, ограниченной 

графиками функций xy −= 16  и 0=y  при 160  x . 

1. Вращение вокруг оси ox . 

( )=

b

a

x dxxfV 2  

( ) ( ) =







−=−=−= 

16

0

216

0

16

0
2

161616
x

xdxxdxxVx 

 

 108168
2

16

2

16
16

22
2 ===








−=  

2. Вращение вокруг оси oy . 

( )=

b

a

y dxxxfV 2  

=−= 
16

0

162 dxxxVy   

( ) ( ) ( ) =−−=−− 
0

4

22

0

4

2 1642162 dtttdtttt   

Замена: tx =−16  →  
216 tx =−  →

216 tx −=   

tdtdx 2−=  

Нижний предел интегрирования  

  0=x  →  416 =−= xt  

Верхний предел интегрирования  

   16=x  →  016 =−= xt  
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( ) =
















−−−=








−−=−−  5

4

3

4
1604

53
164164

53
0

4

530

4

42 
tt

dttt  

0
15

42

5

1

3

1
4

5

4

3

4
4

5

4

3

4
164

6
6

5553




=







−=








−=








−   

ДЗ Найти объем тела, образованного при вращении вокруг 

оси oy  фигуры, ограниченной графиками функций 

xy −= 25  и 0=y  при 250  x .      

Пример 9. Исследовать на сходимость 


=

−

1

3

n

nen  

Признак Даламбера: 
n

n ena −= 3
, 

( ) ( )13

1 1 +−

+ += n

n ena  

( ) ( )

=
+

=
−

+−

→

+

→ n

n

n
n

n

n en

en

a

a
3

13

1 1
limlim

сходится
en

n

e n
1

11
lim

1
3

=






 +

→
 

ДЗ  


=

−
1

32

n

nen      

Пример 10. Исследовать на сходимость 


=










+

−

1

2

2

3

n

n

n

n
 

Признак Коши: 

 

( )
=









+

−+

















=







+

==








+

−
=









+

−
=

=
→

→



→→→

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n

n

n

e

eчисластруктура

n

n

n

n
a

2

52
1

1

:

1
2

3

2

3

lim
lim

limlimlim

2



 
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=























+

−
+=









+

−
+

+

−

−

+

→→

2

5

5

2

2

5
1

2

5
1 limlim

n

n
n

n

n

n nn

=
















экспонентыпоказателев

пределукпереходимиместамименяем

экспонентыипределаоперацию

 

сходитсяe
n

n

n
1

2

5
limexp 5 =









+

− −

→
 

ДЗ  


=










+

+

1

2

4

5

n

n

n

n
,  



=










−

−

1

2

5

6

n

n

n

n
 

Пример 11. Исследовать на абсолютную и условную 

сходимость числовой ряд  

( )



=














+

−
+

1
3

2

4

1
1ln

n

n

n
n . 

Используем предельный признак сравнения: 

 найдем упрощенный числовой ряд, эквивалентный 

исходному ряду в смысле сходимости 

( ) ( )
nn

n

n

n

n
1

4

1
1ln

13

2 −
⎯⎯→⎯















+

−
+

  

( ) ( )



=



=

−
















+

−
+

11
3

2 1

4

1
1ln

n

n

n

n

nn
n  

1. Исследование упрощенного знакочередующегося ряда 

( )



=

−

1

1

n

n

n
  

на абсолютную сходимость. 

Составим ряд из модулей членов знакочередующегося 
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ряда 
( )




=



=

=
−

11

11

nn

n

nn
 

Используем интегральный признак сходимости: 

данному знакоположительному числовому ряду поставим 

в соответствии 

 несобственный интеграл 




=


11

1

x

dx

nn

. 

Это частный случай эталонного несобственного интеграла 











=

1
1

1

сходится

расходится

x

dx




  

В нашем случае 1=  и несобственный интеграл 

расходится. 

и знакоположительный числовой ряд расходится. 

Следовательно, абсолютной сходимости у исходного 

числового ряда нет. 

Но отсутствие абсолютной сходимости оставляет 

возможность  

условной сходимости 

2. Исследование на условную сходимость (признак 

Лейбница) 

( )
( )



=



=

−=
−

11

1
1

n

n

n

n

n

a
n

    0
1
=

n
an  

2.1. Исследование на монотонность:  

( ) ( )
0

1

1

1

11

1

1
1 

+

−
=

+

−−
=−

+
=−+

nnnn

nn

nn
aa nn   

 na  убывающая 

2.2. 0
1

limlim ==
→→ n

a
n

n
n

. 

Оба пункта Лейбница выполнены.  

Следовательно исходный ряд сходится условно 
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ДЗ ( )


=









−−

1
4

1
cos11

n

n

n
; 

( )



=














+

−
+

1 2

1
1ln

n

n

n
; 

( )


=













−−

1

1

11
n

nn
e . 

Пример 12. Исследовать степенной ряд 
( )




=

−

0
4/3

1

n

n

n

x
 

на сходимость на всей действительной оси 

1. Cоставляем ряд из модулей членов исходного 

степенного ряда  




=

−

0
4/3

1

n

n

n

x
,                     

Признак Даламбера для знакоположительного 

степенного ряда: 

  

( )
=

−

+

−

=
−

−

+

→

+

+

→

4/3

4/3

1

1

1

1

1

1

1

1
limlim

n

x

n

x

xC

xC
n

n

n
n

n

n

n

n
 

( )
=

+
−

→
4/3

4/3

1
1 lim

n

n
x

n
 

1
1

1

4/3

lim −=








+
−

→

x
n

n
x

n

 

1.1. 11 −x  →  111 −− x  сходится абсолютно при 

20  x  

1.2. 11 −x    




−−

−

11

11

x

x
  расходится при 









0

2

x

x
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2. Исследование на сходимость в точках 2=x  и 0=x  

2.1. 2=x : 
( )




=

−

0
4/3

1

n

n

n

x
  →  

( )



=



=

=
−

0
4/3

0
4/3

112

nn

n

nn
    

знакоположительный числовой ряд 

Интегральный признак: 


=


1

4/3
1

4/3

1

x

dx

nn

. 

Это частный случай эталонного несобственного 

интеграла 











=

1
1

1

сходится

расходится

x

dx




  

В нашем случае 1
4

3
=  и несобственный 

интеграл расходится. 

Следовательно и знакоположительный числовой ряд 

расходится. 

Значит исходный степенной ряд при 2=x  

расходится. 

2.2. 0=x :  
( )




=

−

0
4/3

1

n

n

n

x
  →  

( )



=

−

0
4/3

1

n

n

n
 

знакочередующийся числовой ряд 

а) Исследование упрощенного знакочередующегося 

ряда 
( )




=

−

0
4/3

1

n

n

n
 на абсолютную сходимость.  

сходится  

абсолютно расходится 

ходится 

утаяmaxn 

? 

0 

расходится 

ходится 

утаяmaxn 2 x 

? 
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Составим ряд из модулей членов 

знакочередующегося ряда     
( )




=



=

=
−

1
4/3

1
4/3

11

nn

n

nn
 

Используем интегральный признак сходимости: 

данному знакоположительному числовому ряду 

поставим в соответствие несобственный интеграл 




=


1

4/3
1

4/3

1

x

dx

nn

. 

Это частный случай эталонного несобственного интеграл 











=

1
1

1

сходится

расходится

x

dx




  

В нашем случае 14/3 =  и несобственный 

интеграл расходится.  

Следовательно и знакоположительный числовой ряд 

расходится. 

Следовательно, абсолютной сходимости у исходного 

числового ряда нет. 

Но отсутствие абсолютной сходимости оставляет 

возможность условной сходимости 

б) Исследование на условную сходимость (признак 

Лейбница) 

( )
( )



=



=

−=
−

11
4/3

1
1

n

n

n

n

n

a
n

    0
1

4/3
=

n
an  

2.1. Исследование на монотонность:  

( )
( )
( )

0
1

11

1

1
4/34/3

4/34/3

4/34/31 
+

+−
=−

+
=−+

nn

nn

nn
aa nn   

    na  убывающая. 

2.2. 0
1

4/3limlim ==
→→ n

a
n

n
n

. 

Оба пункта Лейбница выполнены. 

Следовательно исходный ряд сходится условно при 

0=x  
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ДЗ 
( )




=

−

1

2

n

n

n

x
; 

( )



=

−

1
5 2

4

n

n

n

x
 

Пример 13. Изменить порядок интегрирования в 

повторном интеграле  

( ) ( )
−−−−

+

0

4

2

3

0

24

3

0 22

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx
. 

 

   

y

0
x

y1=-(4-x2)1/2 

y2=0 
 

3 2

1−

y

0
x

1−

y1=(4-x2)1/2-2 

y2=0 
3

сходится  

абсолютно 
расходится 

ходится 

утаяmaxn 

сходится условно Расх 

0 

расх 

ходи

тся 

утая

maxn 

2 x 
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( ) ( ) =+ 
−−−−

0

4

2

3

0

24

3

0 22

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx

 

( )
−

−−−

2

2

4

4

0

1

,

y

yy

dxyxfdy
 

ДЗ. Изменить порядок интегрирования в повторном 

интеграле  

1)
( ) ( )

−−−

+

0

2

2

1

01

0 2

,,

yy

dxyxfdydyyxfdy
;  

2) 
( ) ( )

−

−−

−

+

22

0

0

1

2

0

1

2

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx
. 

y
0

x

3 2

x2=(4-y2)1/2 

 

1−

х1=(-y2-4y)1/2 
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Пример 14. Вычислить двойной интеграл 
D

dxdyyx 32
 

по области 








20

,10
:

xy

x
D . 

 

=













== 

2
2

0

41

0

2

0

3

1

0

232

4

xx

D

y
dxxdyydxxdxdyyx

44

1

114

1

4

1

4

1

0

111

0

10
81

0

2 ===









x
dxx

x
dxx  

ДЗ Вычислить 
D

dxdyyx 23
, 









xy

x
D

0

,10
: , 

Вычислить  
D

dxdyyx3
, 









40

,10
:

xy

x
D . 

Пример 15. Вычислить двойной интеграл 

( )
D

dxdyxyx cos3
 по 









20

,10
:

xy

x
D . 

0 x

1

y=x2 

y=0 
 

1

y
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( ) ( ) == 

2

0

1

0

33 coscos

x

D

dyxydxxdxdyxyx  

( ) ( ) ( ) =




=

=

=
2

2

0

1

0

2

0

1

0

2 sincos
xy

y

x

xydxxxydxydxx  

( )

( ) ( )==








==−=




1

0

33

1

0

3
3

1

0

32

1

0

32

sin
3

1

3
sin

sin0sinsin

xdx
x

dx

dxxxdxxx

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )11cos
3

1
0cos1cos

3

1

cos
3

1
sin

3

1 1

0

3

1

0

10

1

0

33

−−=−−

=−==  xdxxxdx

 

ДЗ Вычислить двойной интеграл по 








40

,10
:

xy

x
D : 

( )
D

dxdyxyx cos5
; ( )

D

dxdyxyx sin5
. 

0 x

1

y=x2 

y=0 
 

1

y
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Пример 16. Вычислить 
−−

D

yx dxdyxye 32

 по области 









0

,0
:

y

x
D . 

yx

yx

D

yx IIdyeydxexdxdyxye =




























= 



−



−−−

0

3

0

232
 

( ) ( )  ===

=



==






−



−



−

txxdex

dxexdxexI

x

xx

x

222
4

1

22

22

0

2

0

2

0

2

 

( ) =







−=








=  →

−

→



−

A
A

A

A

t

A

t VdUUVdtetdtet
0

0

00

lim
4

1
lim

4

1

4

1
 

U=t dU=dt 

dtedV t−=
 ( ) tt

tt

etde

dtedxeVdV

−−

−−

−=−−

=
−

−
===



 1

1

 

( ) ( ) =







−−− 

−−

→

A

t
A

t

A
dtete

0
0

lim
4

1
 

=







+− 

−

→→

A

t

AAA
dte

e

A

0

lim
4

1
lim

4

1
 

---------------------------------------------------------------------- 

Вычисление предела 
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( )

( )
0

1
limlim

lim

==




=








=











=

→→

→

AAAA

AA

ee

A

ностьнеопределе

каяЛопиталевс

e

A

 

-------------------------------------------------------- 

( ) ( ) =







−−=









−

−
=










−

→

−

→

−

→

A

t

A

A

t

A

A

t

A
tdedtedte

000

lim
4

1

1

1
lim

4

1
lim

4

1

( )
4

1
1

1
lim

4

1
1lim

4

1
lim

4

1

0
=








−−=−−=





−

→

−

→

−

→ AA

A

A

A
t

A e
ee  

=



== 



−



−

0

2

0

2

33

33
dxexdxexI xx

y  

( ) ( )  ===


− txxdex x 333
9

1

0

3

 

=







= 

−

→



−

A

t

A

t dtetdtet
00

lim
9

1

9

1
 

( ) =







− →

A
A

A
VdUUV

0

0
lim

9

1
 

U=

t 

dU=dt 

dtedV t−=
 

( ) tttt etdedtedxeVdV −−−− −=−−=
−

−
===  1

1
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( ) ( )

=







+−

=







−−−





−

→→

−−

→

A

t

AAA

A

t
A

t

A

dte
e

A

dtete

0

0
0

lim
4

1
lim

9

1

lim
9

1

 

----------------------------------------------------------------------- 

Вычисление предела 

=








=











=

→ ностьнеопределе

каяЛопиталевс

e

A
AA

lim
 

( )

( )
0

1
limlim ==





→→ AAAA ee

A

 

------------------------------------------------------------------ 

( ) ( ) =







−−=









−

−
=










−

→

−

→

−

→

A

t

A

A

t

A

A

t

A
tdedtedte

000

lim
9

1

1

1
lim

9

1
lim

9

1
 

( )
9

1
1

1
lim

9

1
1lim

9

1
lim

9

1

0
=








−−=−−=





−

→

−

→

−

→ AA

A

A

A
t

A e
ee

36

1

9

1

4

132 ===
−−

yx

D

yx IIdxdyxye  

ДЗ Вычислить интеграл  по области 








0

,0
:

y

x
D : 

1) 
−−

D

yx dxdyxye 35
; 2) 

−−

D

yx dxdyxye 24
 

КР3 Банк задач  

1. Вычислить интеграл 

 

1.1.  +− 232 xx

dx
 1.2.  +− 342 xx

dx
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1.3.  +− 452 xx

dx
 

1.4.  +− 562 xx

dx
 

1.5.  +− 672 xx

dx
 

1.6.  +− 782 xx

dx
 

1.7.  +− 892 xx

dx
 

1.8.  ++ 232 xx

dx
 

1.9.  ++ 342 xx

dx
 

1.10.  ++ 452 xx

dx
 

1.11.  ++ 562 xx

dx
 

1.12.  ++ 672 xx

dx
 

1.13.  ++ 782 xx

dx
 

1.14.  ++ 892 xx

dx
 

1.15.  ++ 9102 xx

dx
 

1.16.  ++ 10112 xx

dx

 

2. Вычислить интеграл 

 

2.1. ( )( ) −+−

+

154

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.2. ( )( ) −++

+

122

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.3. ( )( ) −++

+

154

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.4.  ( )( ) −+−

+

354

)1(
2

2

xxx

dxx
  

2.5. ( )( ) −++

+

322

)2(
2

2

xxx

dxx
 

2.6. ( )( ) −+−

+

1178

)5(
2

2

xxx

dxx
 

2.7. ( )( ) −++

+

2106

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.8. ( )( ) +++

+

222

)2(
2

2

xxx

dxx

 

2.9. ( )( ) ++−

++

122

)1(
2

2

xxx

dxxx
 

2.10. ( )( ) −+−

+

254

)1(
2

2

xxx

dxx
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2.11. ( )( ) −++

+

222

)2(
2

2

xxx

dxx
 

2.12. ( )( ) −++

+

154

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.13. 
( )( ) −+−

+

2178

)5(
2

2

xxx

dxx
 

2.14. ( )( ) −+−

+

1106

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.15. 
( )( ) −+−

+

12610

)1(
2

2

xxx

dxx
 

2.16. ( )( ) −++

+

2178

)5(
2

2

xxx

dxx

 

 

3. Вычислить интеграл 

 

3.1.  x

dxx
7

5

sin

cos
 

3.2.  x

dxx
9

5

sin

cos
 

3.3.  x

dxx
8

5

cos

sin
 

3.4.  x

dxx
9

5

cos

sin
 

3.5.  x

dxx
10

5

sin

cos
 

3.6.  x

dxx
11

5

sin

cos
 

3.7.  x

dxx
12

5

sin

cos
 

3.8.  x

dxx
12

5

cos

sin
 

3.9.  x

dxx
13

5

cos

sin
 

3.10.  x

dxx
10

5

cos

sin
 

3.11.  x

dxx
13

7

sin

cos
 

3.12.  x

dxx
10

7

sin

cos
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3.13.  x

dxx
14

7

sin

cos
 

3.14.  x

dxx
16

7

cos

sin
 

3.15.  x

dxx
18

7

cos

sin
 

3.16.  x

dxx
20

7

cos

sin

 

4. Вычислить интеграл  

 

4.1. 
x

dxx

sin

cos
 

4.2. 
x

dxxcos
 

4.3. 
− 235 x

dxx
 

4.4. 
x

dxx

cos

sin
 

4.5.  xe

dxx
sin

cos
 

4.6.  +12x

x

e

dxe
 

4.7. 
x

dxe x

 

4.8. 
+

x

dxx 1ln
 

4.9. 
− xx

dx

4
 

4.10.  xx

dx
3ln

 

4.11. 
− 2

2

1

arcsin

x

dxx
 

4.12. 
xx

dx

3ln
 

4.13. 

( )
 xx

dxx

ln

lnln2

 

4.14.  + 8

3

1 x

dxx
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4.15.  x

dx
4

2

cos

sin
 4.16. 

− 41 x

dxx

 

5. Вычислить интеграл 

 

5.1.  xdxx sin   

5.2.  dxxex
 

5.3.  x

dxx
2cos

 

5.4.  xdxarctan  

5.5.  xdxx ln  

5.6.  xdxx 2tan  

5.7.  xdxln  

5.8.  x

dxx
2sin

 

5.9.  xdxarcsin  

5.10.  xdxx ln2
 

5.11.  dxxx 2cot  

5.12.  xdxxcos  

5.13.  xdxxarctan  

5.14.  xdxarccos  

5.15.  2

ln

x

dxx
 

5.16.  xdxx ln4

 

 

 

6. Вычислить интеграл 

 

6.1.  −

2

0

24 dxx  6.2.  −

4

0

216 dxx
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6.3.  −

5

0

22 25 dxxx  

6.4.  −

6

0

22 36 dxxx  

6.5.  −

6

0

236 dxx  

6.6.  −

7

0

249 dxx  

6.7.  −

3

0

22 9 dxxx
 

6.8.  −

3

0

29 dxx  

6.9.  −

8

0

264 dxx
 

6.10.  −

1

0

22 1 dxxx  

6.11.   −

5

0

225 dxx  

6.12.  −

1

0

21 dxx  

6.13.  −

9

0

281 dxx  

6.14.  −

4

0

22 16 dxxx  

6.15.  −

8

0

22 64 dxxx  

6.16.  −

7

0

22 49 dxxx  

 

7. Вычислить интеграл 

 

7.1.  + 3/43/2 xx

dx
 

7.2.  + 4/54/3 xx

dx
 

7.3.  + 5/65/4 xx

dx
 

7.4.  + 6/76/5 xx

dx
 

7.5.  + 7/87/6 xx

dx
 

7.6.  + 8/98/7 xx

dx
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7.7.  + 9/109/8 xx

dx
 

7.8.  + 10/1110/9 xx

dx
 

7.9.  + 11/1211/10 xx

dx
 

7.10.  + 12/1312/11 xx

dx
 

7.11.  + 13/1413/12 xx

dx
 

7.12.  + 14/1514/13 xx

dx
 

7.13.  + 15/1615/14 xx

dx
 

7.14.  + 16/1716/15 xx

dx
 

7.15.  + 17/1817/16 xx

dx
 

7.16.  + 18/1918/17 xx

dx
 

 

8. Вычислить интеграл 

 

8.1.  + xx

dx
2/1  

8.2.  + xx

dx
3/1  

8.3.  + xx

dx
4/1  

8.4.  + xx

dx
5/1  

8.5.  + xx

dx
6/1  

8.6.  + xx

dx
7/1  

8.7.  + xx

dx
8/1  

8.8.  + xx

dx
9/1  

8.9.  + xx

dx
10/1  

8.10.  + xx

dx
11/1  

8.11.  + xx

dx
12/1  

8.12.  + xx

dx
13/1  

8.13.  + xx

dx
14/1  

8.14.  + xx

dx
15/1  
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8.15.  + xx

dx
16/1  8.16.  + xx

dx
4/1  

 

9. Вычислить интеграл 

9.1. 
( )

 +

+
arctg5

0

22 cos25sin

tg2

xx

dxx
 

9.2. 

( )
 +

+
arctg8

0

22 cos64sin

tg4

xx

dxx
 

9.3. 
( )( )

 +

+
1/3arctg

0

22 cossin9

tg8

xx

dxx
 

9.4. 
( )( )

 +

+
1/2arctg

0

22 cossin4

tg4

xx

dxx
 

9.5. 
( )( )

 +

+
1/4arctg

0

22 cossin16

tg12

xx

dxx
 

9.6. 
( )

 +

+
arctg3

0

22 cos9sin

tg4

xx

dxx
 

9.7. 
( )

 +

+
arctg6

0

22 cos36sin

tg12

xx

dxx
 

9.8. 

( )
 +

+
arctg7

0

22 cos49sin

tg4

xx

dxx
 

9.9. 

( )
 +

+
arctg9

0

22 cos81sin

tg5

xx

dxx
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9.10. 

( )
 +

+
arctg10

0

22 cos100sin

tg5

xx

dxx
 

9.11. 

( )
 +

+
arctg11

0

22 cos121sin

tg5

xx

dxx
 

9.12. 

( )
 +

+
arctg12

0

22 cos144sin

tg5

xx

dxx
 

9.13. 

( )( )

 +

+
1/5arctg

0

22 cossin25

tg6

xx

dxx
 

9.14. 

( )( )

 +

+
1/6arctg

0

22 cossin36

tg7

xx

dxx
   

9.15. 

( )( )

 +

+
1/7arctg

0

22 cossin49

tg8

xx

dxx
 

9.16. 
( )

 +

+
arctg4

0

22 cos16sin

tg5

xx

dxx
 

 

 

 

 

 

10. Вычислить интеграл 

10.1. ( ) +

arctg2

4/
2sin3tg


xx

dx
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10.2. ( ) +

arctg3

4/
2sin4tg


xx

dx
 

10.3. ( ) +

arctg4

4/
2sin5tg


xx

dx
 

10.4. ( ) +

arctg5

4/
2sin6tg


xx

dx
 

10.5. ( ) +

arctg6

4/
2sin7tg


xx

dx
 

10.6. ( ) +

arctg7

4/
2sin8tg


xx

dx
 

10.7. ( ) +

arctg8

4/
2sin9tg


xx

dx
 

10.8. ( ) +

arctg10

4/
2sin11tg


xx

dx
 

10.9. ( ) +

arctg11

4/
2sin12tg


xx

dx
 

10.10. ( ) +

arctg12

4/
2sin13tg


xx

dx
 

10.11. ( ) +

arctg13

4/
2sin14tg


xx

dx
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10.12. ( ) +

arctg14

4/
2sin15tg


xx

dx
 

10.13. ( ) +

arctg15

4/
2sin16tg


xx

dx
 

10.14. 
( ) +

arctg16

4/
2sin17tg


xx

dx
 

10.15. ( ) +

arctg17

4/
2sin18tg


xx

dx
 

10.16. ( ) +

arctg18

4/
2sin19tg


xx

dx
 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

11.1. 
2xy = , 

3

2x
y =  и xy 3= . 

11.2. 
2xy = , 

4

2x
y =  и xy 4=  

11.3. 
3xy = , 

9

3x
y =  и xy 4=  

11.4. 
4xy = , 

27

4x
y =  и xy 64= . 

11.5. 982 +−= xxy  и 1+= xy . 

11.6. 
4xy = , 

8

4x
y =  и xy 8= . 
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11.7. 
3xy = , 

25

3x
y =  и xy 9= . 

11.8. 
2xy = , 

16

2x
y =  и xy 16=  

11.9. 
4xy = , 

27

4x
y =  и xy 27= . 

11.10. 
4xy = , 

27

4x
y =  и xy 64=  

11.11. 
3xy = , 

16`

3x
y =  и xy 9=  

11.12. 
3xy = , 

16

3x
y =  и xy 16=  

11.13. .
4xy = , 

8

4x
y =  и xy 8= . 

11.14.  
4xy = , 

8

4x
y =  и xy 27= . 

11.15. 
4xy = , 

27

4x
y =  и xy 8=  

11.16. 
4xy = , 

27

4x
y =  и xy 27=  

 

12. Найти объемы тел, образованных при вращении 

вокруг осей ox  и oy  фигуры, ограниченной 

графиками функций 

12.1. xy −= 36  и 0=y  при 360  x . 

12.2. xy −= 49  и 0=y  при 490  x  
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12.3. xy −= 64  и 0=y  при 640  x  

12.4. xy −= 81  и 0=y  при 810  x .        

12.5. xy −= 121  и 0=y  при 1210  x  

12.6. xy −= 100  и 0=y  при 1000  x  

12.7. xy −= 196  и 0=y  при 1960  x .       

12.8.  xy −= 144  и 0=y  при 1440  x .      

12.9. xy −= 4  и 0=y  при 40  x .    

12.10. xy −= 16  и 0=y  при 160  x .  

12.11. xy −= 256  и 0=y  при 2560  x . 

12.12.  xy −= 9  и 0=y  при 90  x .  

12.13. xy −= 25  и 0=y  при 250  x .    

12.14. xy −= 225  и 0=y  при 150  x . 

12.15. xy −= 36  и 0=y  при 360  x .    

12.16. xy −= 121  и 0=y  при 1210  x

 

13. Исследовать на сходимость 

 

13.1. 


=

−
1

33

n

nen  

13.2. 


=

−
1

34

n

nen  

13.3. 


=

−
1

37

n

nen  

13.4.  


=

−
1

35

n

nen  

13.5.  


=

−
1

36

n

nen   

13.6.  


=

−
1

311

n

nen   

13.7. 


=

−
1

312

n

nen  

13.8.  


=

−
1

38

n

nen  

13.9. 


=

−
1

314

n

nen  
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13.10. 


=

−
1

37

n

nen  

13.11. 


=

−
1

39

n

nen  

13.12. 


=

−
1

38

n

nen  

13.13.   


=

−
1

310

n

nen  

13.14. 


=

−
1

315

n

nen  

13.15. 


=

−
1

316

n

nen  

13.16.   


=

−
1

315

n

nen  

 

 

14. Исследовать на сходимость 

 

14.1. 


=










+

+

1

2

1

2

n

n

n

n
  

14.2. 


=










−

−

1

2

1

2

n

n

n

n
 

14.3. 


=










+

+

1

2

2

3

n

n

n

n
 

14.4. 


=










−

−

1

2

5

6

n

n

n

n
 

14.5. 


=










+

+

1

2

6

7

n

n

n

n
 

14.6. 


=










−

−

1

2

3

4

n

n

n

n
 

14.7. 


=










+

+

1

2

7

8

n

n

n

n
 

14.8. 


=










+

+

1

2

5

6

n

n

n

n
  

14.9. 


=










−

−

1

2

2

3

n

n

n

n
 

14.10. 


=










−

−

1

2

8

9

n

n

n

n
 

14.11. 


=










−

−

1

2

7

8

n

n

n

n
 

14.12. 


=










+

+

1

2

3

4

n

n

n

n
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14.13. 


=










+

+

1

2

4

5

n

n

n

n
 

14.14. 


=










−

−

1

2

4

5

n

n

n

n
 

14.15. 


=










+

+

1

2

8

9

n

n

n

n
 

14.16. 


=










−

−

1

2

9

10

n

n

n

n
 

 

15. Исследовать на абсолютную и условную 

сходимости 

15.1. ( )


=








−−

1
3

1
cos11

n

n

n
 

15.2.  
( )




=














+

−
+

1
4 4

1
1ln

n

n

n
 

15.3. 
( )




=














+

−
+

1
7 2

1
1ln

n

n

n
 

15.4.     
( )




= +

−

1
5 2

1
sin

n

n

n
  

15.5.  
( )




=














+

−
+

1
6 4

1
1ln

n

n

n
 

15.6. ( )


=








−−

1
8

1
cos11

n

n

n
 

15.7. 
( )




=














+

−
+

1 2

1
1ln

n

n

n
 

15.8. ( )


=









−−

1
6

1
cos11

n

n

n
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15.9. ( )


=








−−

1
10

1
cos11

n

n

n
 

15.10. ( )


=








−−

1
11

1
cos11

n

n

n
 

15.11. ( )


=









−−

1
6

1
cos11

n

n

n
 

15.12. ( )


=









−−

1
3

1
cos11

n

n

n
 

15.13. ( )


=









−−

1
8

1
cos11

n

n

n
 

15.14. 
( )




=














+

−
+

1
9 4

1
1ln

n

n

n
 

15.15. 
( )




=














+

−
+

1
8 2

1
1ln

n

n

n
 

15.16. 
( )




=














+

−
+

1
10 6

1
1ln

n

n

n

 

16. Найти интервал сходимости степенного ряда 

 

16.1. 
( )




=

−

1

2

n

n

n

x
 

16.2. ( )


=

−
1

3
n

n
xn  

16.3. 
( )




=

−

1
5 2

4

n

n

n

x
 

16.4.  
( )




=

+

1
5 4

1

n

n

n

x
 

16.5. ( )


=

+
1

6 4
n

n
xn  

16.6. 
( )




=

+

1
7 6

5

n

n

n

x
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16.7. 
( )




=

−

1
5 3

5

n

n

n

x
 

16.8. ( )


=

+
1

5 3 1
n

n
xn  

16.9. 
( )




=

+

1
4 3

2

n

n

n

x
 

16.10. 
( )




=

+

1
8 7

6

n

n

n

x
 

16.11. ( )


=

−
1

7 5 6
n

n
xn  

16.12. 
( )




=

+

1
4 3

2

n

n

n

x
 

16.13. ( )


=

+
1

5 3 1
n

n
xn  

16.14. 
( )




=

+

1
5 4

3

n

n

n

x
 

16.15. 
( )




=

−

1
9 8

6

n

n

n

x
 

16.16. 
( )




=

+

1
7 6

5

n

n

n

x
 

 

17. Изменить порядок интегрирования в повторном 

интеграле 

17.1. ( ) ( )
−−−−

+

0

4

2

3

0

24

3

0 22

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

17.2. ( ) ( )
−−−

+

0

2

2

1

01

0 2

,,

yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.3. ( ) ( )
−−−−−

−

−

+

0

24

0

3

0

4

3

2 22

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx  

17.4. ( ) ( )
−−−−

−

−

+

00

1

0

2

1

2

,,
2 yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.5. ( ) ( )
−−−

+

22 4

0

2

3

42

0

3

0

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx  
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17.6. ( ) ( )
−

−−

−

+

22

0

0

1

2

0

1

2

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx  

17.7. ( ) ( )
−

+

22

0

2

10

1

0

,,

yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.8. ( ) ( )
−−−

−

−

+

00

1

0

2

1

2

,,
2 yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.9. ( ) ( ) +

yy

dxyxfdydxyxfdy

cos

0

2/

4/

sin

0

4/

0

,,







 

17.10. ( ) ( )
−

+

22

0

2

10

1

0

,,

yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.11. ( ) ( )
−

−−

−

+

22

0

0

1

2

0

1

2

,,

xx

dyyxfdxdyyxfdx  

17.12. ( ) ( )
−

+

25

0

5

1

2

0

1

0

,,

yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.13. ( ) ( )
−−−

−

−

+

0

2

0

2

0

5

2

5

,,
2 yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.14. ( ) ( )
−−−

+

0

2

2

1

01

0 2

,,

yy

dxyxfdydxyxfdy  

17.15. ( ) ( )
−

−

+−

−

+

yy

dxyxfdydxyxfdy
0

0

1

2

0

1

2

,,  
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17.16. ( ) ( )
−−−

+

0

4

2

1

0

3

1

0 2

,,

yy

dxyxfdydxyxfdy  

 

18. Вычислить двойной интеграл 

 

18.1. 
D

dxdyyx 32
,









xy

x
D

0

,10
: .  

18.2. 
D

dxdyyx 23
, 









xy

x
D

0

,10
:   

18.3. 
D

dxdyyx 72
, 









30

,10
:

xy

x
D  

18.4. 
D

dxdyyx 43
, 









40

,10
:

xy

x
D . 

18.5. 
D

ydxdyx3
, 









30

,10
:

xy

x
D  

18.6. 
D

dxdyyx 32
, 









xy

x
D

0

,10
:  

18.7. 
D

dxdyyx 54
, 









30

,10
:

xy

x
D . 

18.8. 
D

dxdyyx 54
, 









30

,10
:

xy

x
D  

18.9. ( ) +
D

dxdyyx 23

, 








3

,10
:

xyx

x
D  

18.10. ( ) +
D

dxdyyx3
, 









20

,10
:

xy

x
D  
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18.11.  
D

dxdyyx3
, 







20

,10
: xy

x
D

 

18.12. ( ) +
D

dxdyyx 32

, 








3

,10
:

xyx

x
D . 

18.13. 
D

dxdyyx 34
, 









50

,10
:

xy

x
D   

18.14.  ( ) +
D

dxdyyx 45
, 









20

,10
:

xy

x
D . 

18.15. ( ) +
D

dxdyyx 42
, 









30

,10
:

xy

x
D . 

18.16. 
D

dxdyyx 76
, 









40

,10
:

xy

x
D  

 

19. Вычислить двойной интеграл 

19.1. ( )
D

dxdyxyx cos3
, 









20

,10
:

xy

x
D  

19.2. ( )
D

dxdyxyx sin3
, 









20

,10
:

xy

x
D  

19.3. ( )
D

dxdyxyx cos4
, 









30

,10
:

xy

x
D  

19.4. ( )
D

dxdyxyx cos6
, 









50

,10
:

xy

x
D . 

19.5. ( )
D

dxdyxyx sin7
, 









60

,10
:

xy

x
D  

19.6. ( )
D

dxdyxyx sin8
, 









70

,10
:

xy

x
D  
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19.7. ( )
D

dxdyxyx sin9
, 









80

,10
:

xy

x
D  

19.8. ( )
D

dxdyxyx sin10

, 








90

,10
:

xy

x
D  

19.9. ( )
D

dxdyxyx sin11
, 









100

,10
:

xy

x
D  

19.10.  ( )
D

dxdyxyx sin5
, 









40

,10
:

xy

x
D  

19.11. ( )
D

dxdyxyx sin6
, 









50

,10
:

xy

x
D  

19.12. ( )
D

dxdyxyx cos7
, 









60

,10
:

xy

x
D  

19.13. ( )
D

dxdyxyx cos8
, 









70

,10
:

xy

x
D  

19.14. ( )
D

dxdyxyx cos9
, 









80

,10
:

xy

x
D  

19.15. ( )
D

dxdyxyx cos10
, 









90

,10
:

xy

x
D  

19.16. ( )
D

dxdyxyx cos11
, 









100

,10
:

xy

x
D    

 

20. Вычислить двойной интеграл по области 








0

,0
:

y

x
D  

 

20.1. 
−−

D

yx dxdyxye 62
 20.2. 

−−

D

yx dxdyxye 73
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20.3.  
−−

D

yx dxdyxye 84
  

20.4. 
−−

D

yx dxdyxye 54
 

20.5. 
−−

D

yx dxdyxye 43
 

20.6. 
−−

D

yx dxdyxye 35
 

20.7. 
−−

D

yx dxdyxye 24
 

20.8.  
−−

D

yx dxdyxye 53
 

20.9. 
−−

D

yx dxdyxye 65
 

20.10. 
−−

D

yx dxdyxye 36
 

20.11. 
−−

D

yx dxdyxye 76
 

20.12. 
−−

D

yx dxdyxye 52
 

20.13. 
−−

D

yx dxdyxye 43
 

20.14. 
−−

D

yx dxdyxye 98

 

20.15. 
−−

D

yx dxdyxye 45
 

20.16. 
−−

D

yx dxdyxye 87

 

КР4 Вариант 0   

1. Найти общее решение уравнения 

( ) 0arccos1 22

=+− dyydxyxex
 

2. Найти общее решение уравнения x
x

y
y 11

9
=+ . 

3. Найти общее решение уравнения 

x

y
xyyx cot=− . 

4. Найти общее решение уравнения 

( ) 0
1

1
ln

2

4 =







+

+
++ dyx

y
dxyxx  
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5. Найти общее решение уравнения 113 = yx . 

6. Найти частное решение уравнения 
116yy =  при 

( ) ( ) 10,10 == yy . 

7. Найти структуру частного решения неоднородного 

уравнения xeexyyy xx cos34 22 +=+− . 

8. Найти общее решение неоднородного уравнения 

( )1256 +=+− xeyyy x
. 

9. Найти частное решение 










+=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

32

,2

, 

( ) ( ) 10,10 == yx . 

10. Найти частное решение уравнения 

03612 =+− yyy , ( ) ( ) ( ) 10,10,10 === yyy  

11. Найти частное решение уравнения 

x

x
yy

2cos

sin
=+ , ( ) ( ) 10,10 == yy   

12. Найти общее решение уравнения   

0=++ xyyx  

13. Найти общее решение уравнения   

( ) 15
2

=++ yyyxyyx  
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КР4 Подготовка  

Таблица неопределенных интегралов 

 

1. C
x

dxx +
+

=
+

 1

1






, 

1−  

2.  Cx
x

dx
+= ln  

3. Cxxdx +−= cossin  

4. Cxxdx += sincos  

5. Cedxe xx +=  

6. 




+−

+
=

+ Cx

Cx

x

dx

arccot

arctan

1 2
 

7. 




+−

+
=

−
 Cx

Cx

x

dx

arccos

arcsin

1 2
 

8.  Cx
x

dx
+= tan

cos2  

9. Cx
x

dx
+−= cot

sin2

 

Таблица подведения под знак дифференциала 

 

1. 







=

2

2x
dxdx  

2. ( )xdxdx sincos =  

3. ( )xdxdx cossin −=  

4. ( )xd
x

dx
tan

cos2
=  

5. ( )xd
x

dx
cot

sin2
−=

 

6. ( )xx eddxe =  

7. ( )xd
x

dx
ln=  

8. 
( )

( )




−
=

− xd

xd

x

dx

arccos

arcsin

1 2
 

9. 
( )

( )




−
=

+ xd

xd

x

dx

cotarc

arctan

1 2

Пример 1.  Найти общее решение уравнения 

( ) 0arccos1 22

=+− dyydxyxex
. 
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Делим переменные:                
( )

21

arccos2

y

dyy
dxxex

−
−=  

Классификация: с разделяющимися переменными 

Берем неопределенный интеграл  

( )
C

y

dyy
dxxex +

−
−=  21

arccos2

 

Подводим под знак дифференциала:  

( )2
2

2

1

2
xd

x
dxdx =








=    

( )yd
y

dy
arccos

1 2
−=

−
 

( ) ( ) ( ) Cydyxdex +=  arccosarccos
2

1 22

 

общее решение   Cyex += 2arccos
2

1

2

1 2

  

ДЗ ( )dxyydy 21arctan += ; 

( ) ( ) 0lntg =+ dyydxxy ;     

( ) 0coslnsin1 2 =++ xdxyydyx  

Пример 2. Найти общее решение x
x

y
y 11

9
=+ . 

        1-й метод:    Классический  

Классификация: НЛУ 

чнооон yyy +=  
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1. ооy . Общее решение ОЛУ.         0
9

=+
x

y
y  

Делим переменные:    
x

dx

y

dy
9−= . 

Классификация: с разделяющимися переменными. 

Берем неопределенный интеграл от левой и правой 

части   

C
x

dx

y

dy
+−=  9  

Решение в неявном виде:  Cxy +−= ln9ln  

Взяв экспоненту от левой и правой частей, получим  

Cxy ee +−= ln9ln
  

Левая часть: ye y ln
, 

Правая часть: 

9

9lnln9 9

x

C
Cxeee CxCx === −+− −

 

Решение ОЛУ в явном виде                    9x

C
yоо =  

2. чнy . Частное решение НЛУ.          x
x

y
y 11

9
=+    

Метод вариации произвольной постоянной: 

( )
9x

xC
yчн =    НЛУ  x

x

y
y 11

9
=+  

Cxx
dx

dC

dx

dyчн 109 9 −− −=    НЛУ  
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x
x

y
y 11

9
=+  

C
xxdx

dC

dx

dyчн

109

91
−=  

Подставляя в НЛУ, получим для ( )xC : 

x
x

C

x
C

xxdx

dC
11

991
9109
=+−    

Второе и третье слагаемые в левой части 

сокращаются 

x
xdx

dC
11

1
9
=  

Делим переменные:     dxxdC 1011=  

уравнение с разделяющимися переменными. 

011 10 +=  dxxdC  →  ( ) 11xxC =  

Для частного решения НЛУ имеем  

( ) 2

9

11

9
x

x

x

x

xC
yчн ===  

2

9
x

x

C
yyy чнооон +=+=  

2-й метод: Выделение дифференциальных структур 

Умножим уравнение x
x

y
y 11

9
=+  на 

9x  

1089 119 xyxyx =+  

( )= 989 xx  

( ) 1099 11xyxyx =


+  
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Левую часть уравнения сворачиваем в производную 

произведения: 

( ) 109 11xyx =


 или 

( ) 10
9

11x
dx

yxd
=  

( ) dxxyxd 109 11=    ( ) Cdxxyxd += 
109 11  

C
x

yx +=
11

11
11

9

 

Общее решение  9

2

x

C
xy +=  

ДЗ Найти общее решение x
x

y
y 10

8
=+ ; x

x

y
y 7

5
=+  

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

x

y
xyyx cot=−  

Делим на x : 







+=

x

y

x

y
y cot  

Классификация: уравнение с однородной функцией 

правая часть уравнения – однородная функция. 

Метод решения: замена функции ( )
x

y
xU =   

 
dx

dU
xUy += . 

Переходя в исходном уравнении к новой функции,  

получим  ( )UU
dx

dU
xU cot+=+  
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  Уравнение с разделяющимися переменными:  

( )
U

U
U

dx

dU
x

sin

cos
cot =  

Разделяем переменные и берем неопределенный 

интеграл 

C
x

dx

U

UdU
+=  cos

sin
 

Подводим Usin  под знак дифференциала: 

( ) ( )xdxdxdx coscossin −=−=  

( )
Cx

U

Ud
+=−  ln

cos

cos
. 

Интегрируя левую часть, получим общее решение  

( ) CxU +=− lncosln  

Возврат в исходную функцию.  

Общее решение   Cx
x

y
+=








− lncosln  

ДЗ 1) 







+=

x

y

x

y

x

y
y ln ,  

2) 
x

y

x

y

x

y
y arcsin1

2









−+= ;  

3) 
22 yxyyx −+=  

Пример 4. Найти общее решение уравнения: 

( ) 0sinln2 =







+++ dyy

y

x
dxyx  
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Уравнение ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP  

называется уравнением в полных дифференциалах, 

если левая часть есть полный дифференциал 

некоторой функции двух переменных ( ) CyxU =, : 

( ) ( )
0

,,
=




+




= dy

y

yxU
dx

x

yxU
dU       (1) 

   ( ) ( ) 0,, =+= dyyxQdxyxPdU             (2) 

Коэффициенты перед dx  и dy  в (1) и (2) равны: 

y

U
Q

x

U
P




=




= ;  

Из условия равенства смешанных производных получим: 

Необходимые и достаточные условия уравнения  

в полных дифференциалах: 

( ) ( )
x

yxQ

y

yxP




=



 ,,
 

Классификация: 

( )














=










+

=


+

yx

y
y

x

yy

yx

1
sin

1ln2

  

уравнение в полных дифференциалах 

Левая часть исходного уравнения – 

полный дифференциал функции двух переменных 

( )yxU , : ( )
( ) ( )

0
,,

, =



+




= dy

y

yxU
dx

x

yxU
yxdU  

Сопоставляя данную форму с исходным уравнением 
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( ) ( ) 0sinln2, =







+++= dyy

y

x
dxyxyxdU  

Получим для частных производных функции 

( )yxU , : 

( )
( )

( )
( )












+=




+=




2sin
,

1ln2
,

y
y

x

y

yxU

yx
x

yxU

 

Уравнение (1) интегрируем по x :  

( ) ( ) ( )ydxyxyxU ++=  ln2,  

При интегрировании по x  функция ( )y  играет роль 

константы 

( ) ( )yyxxyxU ++= ln, 2
   (2):  

( )
y

y

x

y

yxU
sin

,
+=




 

( )( )
y

y

x

y

yyxx
sin

ln2

+=


++ 
 →   

( )
y

y

x

dy

yd

y

x
sin+=+


   

( )
y

dy

yd
sin=


    ( ) Cyy +−= cos  

Общее решение: ( ) CyyxxyxU =−+= cosln, 2
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ДЗ. Найти общее решение 

0cos
2

=+







−

x

dy
dx

x

y
xx , 

( ) 03
1

1
3arcsin

2
=








−

+
+− dyx

y
dxyx  

Пример 5. Найти общее решение 113 = yx . 

Классификация: уравнение допускает понижение 

порядка: не содержит y . 

1. Замена     py = . 

Для p  получим уравнение первого порядка   

113 =
dx

dp
x  

уравнение с разделяющимися переменными. 

Делим переменные и интегрируем: 

1

13/1 Cdxxdp += 
−

 →  1

13/12

13/12
C

x
p +=  

2. Возвращаемся в исходную функцию и имеем 

уравнение второго порядка  

1

13/12

12

13
Cxy +=                   

Замена:    Ry =  

Для функции R  имеем уравнение первого порядка: 

1

13/12

12

13
Cx

dx

dR
+= . 

Это уравнение с разделяющимися переменными 
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dxCdxxdR 1

13/12

12

13
+=  

21

13/12

12

13
CdxCdxxdR ++=   

21

13/25

13/2512

13
CxC

x
R ++=  

3. Возвращаясь в исходную функцию, получим 

уравнение первого порядка 

21

13/25

25

13

12

13
CxCx

dx

dy
++=   

Уравнение с разделяющимися переменными.  

Делим переменные и берем неопределенный интеграл 

321

13/25

25

13

12

13
CdxCxdxCdxxdy +++=   

Общее решение исходного уравнения:  

32

2

1

13/38

238

13

25

13

12

13
CxC

x
Cxy +++=  

ДЗ   
( ) 1410 = yx ;   16 = yx  

Пример 6. Найти частное решение 
116yy =  при 

( ) ( ) 10,10 == yy . 

Классификация: уравнение, допускающее понижение 

порядка (не содержит в явном виде x ).  

Замена: 

 ( )yzyx = . 

Тогда 
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( ) ( ) ( )
( )yz

dy

ydz

dx

dy

dy

ydz

dx

ydz
yxx ==

 

После замены уравнение примет вид: 

116yz
dy

dz
=

  

уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделив переменные, получим: dyyzdz 116= . 

Взяв интеграл от левой и правой частей полученного 

уравнения, имеем 

 = dyyzdz 116   

 1

122

12
6

2
C

yz
+=    1

12` Cyz +=  

Возврат в исходную функцию  

1

12` Cy
dx

dy
+= . 

Используя начальные условия      ( ) ( ) 10,10 == yy , 

получим  111 C+= . Отсюда Знак + и 01 =C .  

В итоге имеем уравнение 
6y

dx

dy
=   уравнение с 

разделяющимися переменными. 

Разделяем переменные и берем неопределенный 

интеграл  

26
Cdx

y

dy
+=   
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Интегрируя, получим 255

1
Cx

y
+=− . 

В явном виде  
5

25

1

Cx
y

+−
= . 

Определим числовое значение второй произвольной 

константы. 

Используя начальное условие   ( ) 10 =y , 

Получим 
5

20

1
1

C+
=       12 =C . 

Окончательно частное решение дифференциального 

уравнения при заданных начальных условиях имеет 

вид                5 15

1

+−
=

x
y

 

ДЗ. Найти частное решение уравнения при 

( ) ( ) 10,10 == yy : 1) 
32yy = ; 2) 

53yy =   

Пример 7. Найти структуру частного решения 

неоднородного уравнения 

xeexyyy xx cos34 22 +=+− . 

Классификация: НЛУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами и двумя различными спец. правыми 

частями. 

чнооон yyy +=  

1. ооy  - общее решение ОЛУ.                      

2. чнy  - частное решение НЛУ. 

1. ооy . Общее решение ОЛУ. 

034 =+− yyy  
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Метод характеристического уравнения: 
xey =  

0342 =+−        3,1 21 ==   

xx

оо eСeСy 3

21 +=  

2. чнy . Частное решение НЛУ. 

Структура чнy  повторяет структуру правой части 

уравнения 

В правой части НЛУ два слагаемых с различными 

специальными частями  

( ) xexxf 2

1 =   →   ( )1чнy  

( ) xexf x cos2

2 =   →   ( )2чнy  

2.1. ( )1чнy .  НЛУ с ( ) xexxf 2

1 = : 
xexyyy 234 =+−  

xx

оо eСeСy 3

21 +=  

Комплексное число правой части   101 +=+ iiba  

совпадает с одним корнем характеристического уравнения 

211  ==+ iba  

простой резонанс  

( ) ( ) x

чн eCBxAxxy ++= 2

1  

2.2. ( )2чнy . НЛУ с ( ) xexf x cos2

2 = :   

xeyyy x cos34 2=+−  

xx

оо eСeСy 3

21 +=  

Комплексное число правой части  iiba +=+ 2  
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не совпадает с корнями характеристического уравнения   

2,12 +=+ iiba   

 нет резонанса   

 ( ) ( )xExDey x

чн sincos2

2 +=  

( ) ( )

( ) ( )xExDeeeCBxAxx

yyy

xxx

чнчнчн

sincos222

21

++++

=+=

 

ДЗ 
xx exxxeyyy 42sin2410 +=+− ,       

xeexyyy xx cos158 232 +=+− ;  

xx exxeyyy 22cos128 −+=++   

Пример 8. Найти общее решение уравнения 

( )1256 +=+− xeyyy x
 

Классификация: 

НЛУ второго порядка с постоянными коэффициентами  

и со специальной правой частью 

чнооон yyy +=  

1. ооy  - общее решение ОЛУ.                     

2. чнy  - частное решение НЛУ. 

1. ооy .                       056 =+− yyy  

Характеристическое уравнение 

0562 =+−             1,5 21 ==   

Комплексное число правой части  1+ iba  

совпадает с одним корнем характеристического 

уравнения: 121  ==+ iba   

Простой резонанс 
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( ) ( )BxAxeBAxxey xx

чн +=+= 2
 →  НЛУ 

( ) ( )

( )( )BBAxAxe

BAxeBxAxey

x

xx

чн

+++

=+++=

2

2

2

2

 →  НЛУ 

( )( ) ( )

( )( )BABAxAxe

BAAxeBBAxAxey

x

xx

чн

224

222

2

2

++++

=++++++=
→

НЛУ 

( )( )
( )( )

( ) ( )125

26

224

2

2

2

+=+

++++

−++++

xeBxAxe

BBAxAxe

BABAxAxe

xx

x

x

 

( )( )
( )( )

( ) ( )125

26

224

2

2

2

+=+

++++

−++++

xBxAx

BBAxAx

BABAxAx

 

( ) ( ) 22428 0 +=−+− xBAxAx  





=−

=−

242

28

BA

A
 

Из первого уравнения: 
4

1
−=A ,   

Из второго уравнения: 
8

5

2

1

8

1

2

1

2

1
−=−−=−= AB ,    

  ( ) 







−−=+=

8

5

4

1
xxeBAxxey xx

чн  

ДЗ. Найти общее решение неоднородного уравнения  
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1) ( )1278 +=+− xeyyy x
;   

2) ( )121314 +=+− xeyyy x
 

Пример 9. Найти частное решение системы уравнений 










+=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

32

,2

, ( ) ( ) 10,10 == yx  

1. Поиск общего решения      

( )

( )





=

=

t

t

eyty

extx





0

0

 

( )

( )
0

32

12
=

−

−
=




   ( )( ) 0232 =−−−   

0452 =+−     1,4 21 ==   

( ) tt eСeСtx 2

4

1 +=  

( )ty  находим из первого уравнения системы: 

yx
dt

dx
+= 2  

( ) ( )
tttt

tttt

eСeСeСeС

eСeС
dt

d
eСeС

dt

dx
xy

2

4

12

4

1

2

4

12

4

1

422

22

++−−

=+++−=+−=
 

( ) tt eСeСty 2

4

12 −=  

2. Поиск частного решения при ( ) ( ) 10,10 == yx . 

( ) tt eСeСtx 2

4

1 += , 

 ( ) tt eСeСty 2

4

12 −=  
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



−=

+=

21

21

21

1

СС

СС
 

Первое складываем со вторым: 132 С=    
3

2
1 =С  

Из первого:         
3

1

3

2
11 12 =−=−= CС  

Частное решение при заданных начальных условиях  

( ) tt eetx
3

1

3

2 4 += , ( ) tt eety
3

1

3

4 4 −=  

ДЗ. Найти частное решение системы уравнений при 

( ) ( ) 10,10 == yx :  

1) 










+=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

132

,12

; 2) 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

5

,4

;  

3) 










=

+=

x
dt

dy

yx
dt

dx

2

,2

.  

Пример 10. Найти частное решение уравнения 

03612 =+− yyy  при 

( ) ( ) ( ) 10,10,10 === yyy . 

Классификация: ОЛУ третьего порядка с постоянными 

коэффициентами 

332211 yСyСyСyоо ++=  

Метод характеристического уравнения: 
xey =  



 

138 
 

03612 23 =+−     ( ) 036122 =+−     

( ) 06
2
=−  

Корни и линейно независимые решения 

x

x

xey

ey

ey

6

33

6

22

0

11

6

6

10

=→=

=→=

==→=







 

xx

оо xeCeCСyСyСyСy 6

3

6

21332211 ++=++=  

xxx

оо eCxeCeCy 6

3

6

3

6

2 66 ++=  

xxx

оо eCxeCeCy 6

3

6

3

6

2 123636 ++=  

( )

( )

( )







=+=

=+=

=+=

11236:10

16:10

1:10

32

32

21

CCy

CCy

CСy

 

Второе уравнение умножаем на 6 и вычитаем третье 

уравнение: 

56 3 =− С    
6

5
3 −=С  

36

11

6

6

5
1

6

1 3
2 =

+

=
−

=
С

C  

36

25

36

11
11 21 =−=−= CС  

xx

чо xeey 66

6

5

36

11

36

25
−+=  
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ДЗ. Найти частное решение уравнения при 

( ) ( ) ( ) 10,10,10 === yyy :  

1) 03612 =++ yyy ;  2) 096 =+− yyy .  

Пример 11.  Найти решение уравнения 
x

x
yy

2cos

sin
=+  

при ( ) ( ) 10,10 == yy  

Классификация: НЛУ с постоянными 

коэффициентами. 

чнооон yyy +=  

1. ооy  - общее решение ОЛУ             0=+ yy  

2211 yСyСyоо +=  

Метод характеристического уравнения: 

xey =  

012 =+  i=2,1   

1,0 ==  , 

Линейно независимые решения в тригонометрической 

форме: 

Первое линейно независимое 

xxey x sinsin1 = 
,          

Второе линейно независимое 

xxey x coscos2 = 
 

Общее решение ОЛУ   xСxСyоо cossin 21 +=  

2. чнy . Частное решение НЛУ.  

Метод вариации произвольных постоянных величин: 

( ) ( ) xxCxxCyчн cossin 21 +=  
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( )



=+

=+

xfyCyC

yCyC

2211

2211 0
 









=−

=+

x

x
xCxC

xCxC

221

21

cos

sin
sincos

0cossin

 









=−

=+





+

x

x
xCxC

xCxC

x

x

221

21

cos

sin
sincos

0cossin

cos

sin

 

Верхнее уравнение умножаем на xsin  

Нижнее уравнение умножаем на xcos  

Полученное из верхнего уравнения складываем с 

полученным из нижнего уравнения:  

x

x

dx

dC

cos

sin1 =
   x

xdx
dC

cos

sin
1 =  

С разделяющимися переменными:  =
x

xdx
dC

cos

sin
1  

Подводим xsin  под знак дифференциала  

( )xdxdx cossin −=  

и берем неопределенный интеграл от левой и правой 

части   

( )
( )

( )x
x

xd
xC cosln

cos

cos
1 −=−=   

Из верхнего уравнения системы  
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







=−

=+

x

x
xCxC

xCxC

221

21

cos

sin
sincos

0cossin

 

x

x
CC

cos

sin
12
−=

,  x

x
C

cos

sin
1 =  

С разделяющимися переменными:  

dx
x

x
dC

2

2

2
cos

sin
−=

   

 −=
x

xdx
dC

2

2

2
cos

sin
  

( )


−
−=

x

dxx
dC

2

2

2
cos

cos1
 

( )  +−= dx
x

dx
xC

22
cos

 

( ) xxxC +−= tan2  

( ) ( )xxC cosln1 −=  

( ) ( ) xxCxxCyчн cossin 21 +=  

( ) ( ) xxxxxyчн costansincosln +−+−=  

( ) ( ) xxxxx

xCxCyон

costansincosln

cossin 21

+−+

−+=
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( )

( ) xxxx
x

xxx
x

x
xCxCyон

sintancos1
cos

1

coscoslnsin
cos

sin
sincos

2

21

+−−







+−

+−+−=

 

Окончательно: 

( )

xxx
x

xx
x

x
xCxCyон

sincos
cos

1

coscosln
cos

sin
2sincos

2

21

−+−

+−+−=

 

Найдем частное решение при ( ) ( ) 10,10 == yy . 





+−=

=

111

1

1

2

C

C
 

( )

( ) xxx

xxxxy КошиЗадача

costan

sincoslncossin

+−

+−+=
 

ДЗ. Найти общее решение уравнения:  

1) 
x

yy
3sin

1
=+   при 1

2
,1

2
=








=







 
yy ;  

2) 
x

x
yy

2sin

cos
=+  при 1

2
,1

2
=








=







 
yy ;   

3) 
x

x
yy

5

2

cos

sin
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy   

Пример 12. Найти общее решение уравнения   

0=++ xyyx  

          1-й метод:  Классический 

Классификация: уравнение допускает понижение 

порядка: не содержит y . 
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1. Замена   ( )xpy =  

Для p  получим неоднородное линейное уравнение 

(НЛУ) первого порядка  

0=++ xp
dx

dp
x   

1−=+
x

p

dx

dp
 

Классификация: НЛУ 

чнооон yyy +=  

1. ооy  Общее решение ОЛУ.         

0=+
x

p

dx

dp
 

ОЛУ всегда с разделяющимися переменными.  

Делим переменные:   
x

dx

p

dp
−=  

Берем неопределенный интеграл от левой и правой 

части   

1C
x

dx

p

dp
+−=  →  1lnln Cxp +−=  

Взяв экспоненту от левой и правой частей, получим  

1lnln Cxp ee
+−

=   

      Левая часть: pe p ln
,   

Правая часть: x

C
eee

CxCx 1

1
ln

ln 11 ==
+−
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x

C
pоо

1=  

2. чнy  Частное решение НЛУ       1−=+
x

p

dx

dp
   

Метод вариации произвольной постоянной:         

( )
x

xC
pчн

1=    НЛУ  1−=+
x

p

dx

dp
 

2

11 1

x

C

xdx

dC

dx

dpчн −=    НЛУ  1−=+
x

p

dx

dp
 

Подставляя в НЛУ, получим для ( )xC1 : 

1
1

2

1

2

11 −=+−
x

C

x

C

xdx

dC
   

Второе и третье слагаемые в левой части 

сокращаются 

1
11 −=
xdx

dC
  

уравнение с разделяющимися переменными. 

Делим переменные 01 +−=  xdxdC  →  ( )
2

2

1

x
xC −=  

Для частного решения НЛУ имеем   

( )
2

1 x

x

xC
pчн −==  

2

1 x

x

C
ppp чнооон −=+=  

2. Возвращаемся в исходную функцию и имеем 

уравнение первого порядка  
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2

1 x

x

C

dx

dy
−=                   

Это уравнение с разделяющимися переменными 

dx
x

x

dxC

dx

dy
dy

2

1 −==  

21
2

1
Cxdx

x

dx
Cdy +−=   

Общее решение исходного уравнения: 

2

2

1
4

ln C
x

xCy +−=  

2-й метод: Выделение дифференциальных структур 

0=++ xyyx  

Первые два слагаемых левой части свернем в 

производную произведения: 

( ) 0=+

 xyx  

( ) xyx −=

  или     

( )
x

dx

yxd
−=


 

( ) xdxyxd −=   →  ( ) 1Cxdxyxd +−=   

1

2

2
C

x
yx +−=  

x

Cx

dx

dy 1

2
+−=   →  

x

dxC
xdxdy 1

2

1
+−=  

21
2

1
C

x

dx
Cxdxdy ++−=   

21

2

ln
22

1
CxC

x
y ++−=  
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Общее решение              212
ln

4

1
CxC

x
y ++−=  

ДЗ Найти общее решение уравнения: 1) 

134 =+ yxyx ; 2) 167 =+ yxyx . 

Пример 13. Найти общее решение уравнения   

( ) 13
2

=++ yyyxyyx  

2-й метод:   Выделение дифференциальных структур 

В первых двух слагаемых левой части вынесем 

общий множитель: 

( )( ) 13
2

=++ yyyyyx  

Большую круглую скобку в левой части свернем в 

производную произведения 

( ) 13 =+


 yyyyx  

Умножаем уравнение на 
2x : 

( ) 223 3 xyyxyyx =+

  

( )= 323 xx  

( ) ( ) 233 xyyxyyx =


+

  

Левую часть уравнения свернем в производную 

произведения 

( ) 23 xyyx =

  →  1

3
3

3
C

x
yyx +=  →  3

1

3

1

x

C
yy +=  

( )
3

1

2

3

1

2

1

x

C

dx

yd
+=  

уравнение с разделяющимися переменными. 

Делим переменные   
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( )
3

12 2
3

2

x

dxC
dxyd +=  

( ) 231

2 2
3

2
C

x

dx
Cdxyd ++=   

2

3

1

2 2
3

2
CdxxCxy ++= 

−

 

22

12

3

2
C

x

C
xy +−=  

общее решение:  22

1

3

2
C

x

C
xy +−=  

ДЗ Найти общее решение уравнения 

( ) 14
2

=++ yyyxyyx ; 

( ) 17
2

=++ yyyxyyx   

 

КР4 Банк задач  

1. Найти общее решение уравнения 

1.1. ( ) ( ) 0arctg1 2 =++− dyydxye x
  

1.2. 0lntg =+ ydyxdxy  

1.3. ( ) 0coslnsin1 2 =++ xdxyydyx  

1.4.  ( ) ( ) 0arcctg1 2 =++− dyydxye x
  

1.5. ( ) 0arcsin1 2 =+−− dyydxye x
 

1.6. ( ) 0cossinln1 2 =++ ydxydyxx  

1.7. ( ) ( ) 0sin1cosln1 22 =+++ dxyydyxx  
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1.8. ( ) ( ) 0arctg1 22

=++− dyydxyxe x
 

1.9. 0cossin =+− ydyydxe x
 

1.10. ( ) 0cossinln1 2 =++ ydxydyxx  

1.11.  ( ) ( ) 0cos1sinln1 22 =+++ dxyydyxx   

1.12. . ( ) 0arcctg1 222 =++− dyydxye x
 

1.13. 0arccos1 422

=+− dyydxyxex
 

1.14.  ( ) ( ) 011 22 =+++ dyxdxyx   

1.15. ( ) 0arctg1 323 =++− dyydxye x
 

1.16. 0arcsin1 222 =+−− dyydxye x
 

 

2. Найти общее решение уравнения 

 

2.1. x
x

y
y 6

4
=+   

2.2. . x
x

y
y 5

3
=+  

2.3. x
x

y
y 7

5
=+  

2.4. x
x

y
y 4

2
=+  

2.5. . x
x

y
y 17

15
=+  

2.6. x
x

y
y 8

6
=+  

2.7. x
x

y
y 10

8
=+  

2.8. x
x

y
y 16

14
=+  

2.9. . x
x

y
y 12

10
=+  

2.10. x
x

y
y 10

8
=+  

2.11. x
x

y
y 11

9
=+  

2.12. . x
x

y
y 18

16
=+  

2.13. x
x

y
y 13

11
=+  

2.14. x
x

y
y 9

7
=+  
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2.15. . x
x

y
y 19

17
=+  2.16. x

x

y
y 20

18
=+  

 

3. Найти общее решение уравнения 

3.1. 
22 yxyyx −+=  

3.2. 
x

y
xyyx tan=−  

3.3. 
xyxeyyx /−=  

3.4.  
x

y

x

y
y 2cos+=  

3.5.  

2

1 







−+=

x

y

x

y
y  

3.6. 
x

y

x

y
y 2sin+=  

3.7. 


















+

+=

x

y

x

y

x

y
y

2

2

arctan

1

 

3.8.  









+=

x

y
x

y

x

y
y

3ln

 

3.9.  



















=−

x

y

x

y

xyyx

cos

sin2
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3.10.  


















−

+=

x

y

x

y

x

y
y

3

2

arccos

1

  

3.11. 


















−

+=

x

y

x

y

x

y
y

2

2

arcsin

1

 

3.12. 
x

y
xyyx cot=−  

3.13. 

x

y

x

y

x

y
y

arcsin

1

2









−

+=  

3.14. 







+=

x

y

x

y

x

y
y ln  

3.15. 

x

y

x

y

x

y
y

arctan

1

2









+

+=  

3.16. 









+=

x

y
x

y

x

y
y

ln
  

 

4. Найти общее решение уравнения 

4.1. 0sin
2

=+







−

x

dy
dx

x

y
xx .  
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4.2. 0
2

=+







−

x

dy
dx

x

y
xex

 

4.3. 0ln
2

2 =+







−

x

dy
dx

x

y
xx  

4.4. 0
ln

22
=+








−

x

dy
dx

x

y

x

x
 

4.5.  ( ) 0
1

1
ln

2

3 =







+

+
++ dyx

y
dxyxx  

4.6. ( ) 0cotlnarccos =







+++ dyy

y

x
dxyx  

4.7. ( ) 0coslnarctan =







+++ dyy

y

x
dxyxx  

4.8. 0tan
2

2 =+







−

x

dy
dx

x

y
xx  

4.9.  0ln
2

=+







−

x

dy
dx

x

y
xx  

4.10. ( ) 0
1

1
cos

2
=








+

+
++ dyx

y
dxyxx  

4.11. 0arcctg
2

=+







−

x

dy
dx

x

y
x  

4.12.  0ln
2

=−







+

x

dy
dx

x

y
x  

4.13. ( ) 0coslnarcsin =







+++ dyy

y

x
dxyx  

4.14. 0
ln

25
=+








−

x

dy
dx

x

y

x

x
. 
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4.15.  0
cos

1

sin 22
=








++








+ dy

y
xdxy

x

x
 

4.16. 0
1

1

cos 22
=















−
++








+ dy

y
xdxy

x

x
 

 

5. Найти общее решение уравнения 

 

5.1. 1= yx  

5.2.  . 13 = yx   

5.3. 14 = yx  

5.4. 18 = yx  

5.5. 19 = yx  

5.6. 110 = yx  

5.7. 115 = yx  

5.8. 17 = yx  

5.9. 110 = yx  

5.10. 111 = yx  

5.11.  114 = yx  

5.12. 112 = yx  

5.13. 113 = yx  

5.14. 15 = yx  

5.15. 16 = yx  

5.16. 116 = yx     

 

6. Найти частное решение уравнения при 

( ) ( ) 10,10 == yy  

 

6.1. 
137yy =  

6.2.  
232 yy =  

6.3. 
12132 yy =  

6.4. 
452 yy =  

6.5. 
53yy =  

6.6. 
672 yy =  

6.7. 
74yy =  

6.8.  
892 yy =  
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6.9. 
95yy =  

6.10.  
10112 yy =  

6.11.  
116yy =  

6.12. 
14152 yy =  

6.13. 
16172 yy =  

6.14. 
137yy =             

6.15. 
158yy =                

6.16. 
179yy =                

 

 

7. Найти структуру частного решения 

неоднородного уравнения 

7.1. 
xx exxeyyy 226 sin128 +=+−  

7.2. 
xx exxxeyyy 426 sin2410 +=+−  

7.3. xeexyyy xx cos158 532 +=+−  

7.4.  xeexyyy xx cos89 82 +=+−   

7.5. 
xx exxeyyy 226 sin128 +=+−  

7.6. 
xx exxeyyy 226 cos128 −− +=++  

7.7. xeexyyy xx sin67 62 +=+−  

7.8. xeexyyy xx sin34 32 +=+−  

7.9. xeexyyy xx cos78 72 +=+−  

7.10. xeexyyy xx cos56 52 +=+−  

7.11. xeexyyy xx sin65 322 +=+−  

7.12. xeexyyy xx cos34 32 −− +=++  

7.13. xeexyyy xx sin127 432 +=+−  

7.14. 
xx exxeyyy 722 cos149 +=+−  

7.15. xeexyyy xx cos149 722 −− +=++  
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7.16. xeexyyy xx cos107 522 +=+−  

 

8. Найти общее решение неоднородного уравнения 

8.1. ( )178 +=+− xeyyy x
  

8.2. ( )1910 +=+− xeyyy x
 

8.3. ( )11011 +=+− xeyyy x
 

8.4. ( )11112 +=+− xeyyy x
 

8.5. ( )11516 +=+− xeyyy x
 

8.6. ( )11314 +=+− xeyyy x
 

8.7. ( )134 +=+− xeyyy x
 

8.8. ( )156 +=+− xeyyy x
 

8.9. ( )11415 +=+− xeyyy x
 

8.10. ( )145 +=+− xeyyy x
 

8.11. ( )189 +=+− xeyyy x
 

8.12. ( )11213 +=+− xeyyy x
 

8.13. ( )11617 +=+− xeyyy x
 

8.14. ( )156 +=+− xeyyy x
 

8.15. ( )167 +=+− xeyyy x
 

8.16. ( )123 +=+− xeyyy x
 

 

9. Найти частное решение системы при 

( ) ( ) 10,10 == yx  
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9.1. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

4

,5
  

9.2. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

10

,11
 

9.3. .










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

11

,12

 

9.4. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

13

,14

 

9.5. .










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

4

,5
 

9.6. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

3

,4
 

9.7. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

12

,13

 

9.8. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

9

,10

 

9.9. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

7

,8

 

9.10. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

8

,9

 

9.11. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

6

,7

 

9.12. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

5

,6

 

9.13.  










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx
,2

 

9.14. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

14

,15
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9.15.  










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

2

,3

 9.16. 










=

−−=

x
dt

dy

yx
dt

dx

15

,16

 

 

10. Найти частное решение уравнения при 

( ) ( ) ( ) 10,10,10 === yyy  

10.1. 02 =++ yyy  

10.2. 02 =+− yyy  

10.3.  096 =+− yyy  

10.4.  096 =++ yyy  

10.5.  04914 =+− yyy  

10.6.  044 =++ yyy  

10.7.  04914 =++ yyy  

10.8. 06416 =+− yyy  

10.9.  044 =+− yyy  

10.10. 02510 =+− yyy   

10.11. 02510 =++ yyy  

10.12. 03612 =++ yyy  

10.13. 03612 =+− yyy  

10.14. 0168 =++ yyy  

10.15. 0168 =+− yyy  

10.16. 06416 =++ yyy  

 

11. Найти частное решение равнения 

11.1. 
x

x
yy

2sin

cos
=+  при 1

2
,1

2
=








=







 
yy  
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11.2. 
x

yy
cos

1
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy  

11.3. 
x

yy
3sin

1
=+  при 1

2
,1

2
=








=







 
yy   

11.4. 
x

yy
3cos

1
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy   

11.5. 
x

x
yy

sin

cos2

=+  при 1
2

,1
2

=







=







 
yy  

11.6. 
x

x
yy

2cos

sin
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy  

11.7. 
x

x
yy

5

2

cos

sin
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy .  

11.8. xyy 2cos=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy  

11.9. 
x

x
yy

3

2

cos

sin
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy . 

11.10.  
x

yy
sin

1
=+  при 1

2
,1

2
=








=







 
yy   

11.11. 
x

x
yy

3

2

sin

cos
=+  при 1

2
,1

2
=








=







 
yy   

11.12. xyy 2sin=+  при 1
2

,1
2

=







=







 
yy   

11.13. 
x

yy
5cos

1
=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy   

11.14. 
x

x
yy

cos

sin2

=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy  

11.15. xyy 2cos=+  при ( ) ( ) 10,10 == yy  
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11.16. 
x

x
yy

5

2

sin

cos
=+  при 1

2
,1

2
=








=







 
yy  

 

12. Найти общее решение уравнения 

12.1. 145 =+ yxyx  

12.2.  123 =+ yxyx  

12.3. xyyx =+  

12.4. 12 =+ yxyx  

12.5. 167 =+ yxyx  

12.6.    156 =+ yxyx  

12.7.  11415 =+ yxyx  

12.8. 134 =+ yxyx  

12.9. 189 =+ yxyx  

12.10. 11314 =+ yxyx  

12.11. 178 =+ yxyx  

12.12. 11112 =+ yxyx  

12.13. 11213 =+ yxyx  

12.14. 11516 =+ yxyx  

12.15. 1910 =+ yxyx  

12.16. 11011 =+ yxyx   
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13. Найти общее решение уравнения     

13.1. ( ) 12
2

=++ yyyxyyx  

13.2. ( ) 13
2

=++ yyyxyyx  

13.3. ( ) 14
2

=++ yyyxyyx  

13.4. ( ) 15
2

=++ yyyxyyx  

13.5. ( ) 16
2

=++ yyyxyyx  

13.6. ( ) 17
2

=++ yyyxyyx  

13.7. ( ) 18
2

=++ yyyxyyx  

13.8. ( ) 19
2

=++ yyyxyyx  

13.9. ( ) 110
2

=++ yyyxyyx  

13.10. ( ) 111
2

=++ yyyxyyx  

13.11. ( ) 112
2

=++ yyyxyyx  

13.12. ( ) 113
2

=++ yyyxyyx  

13.13. ( ) 114
2

=++ yyyxyyx  

13.14. ( ) 115
2

=++ yyyxyyx  

13.15. ( ) 116
2

=++ yyyxyyx  

13.16. ( ) 117
2

=++ yyyxyyx
 


