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Квази-энергетическая функция
для 3-диффеоморфизмов Морса–Смейла
c неподвижными точками попарно различных индексов

О. В. Починка, Е. А. Таланова

Настоящая работа посвящена оценке снизу числа критических точек функ-
ции Ляпунова для 3-диффеоморфизмов Морса–Смейла с неподвижными точ-
ками попарно различных индексов. Известно, что при наличии единственной
некомпактной гетероклинической кривой несущим многообразием рассматрива-
емых диффеоморфизмов является 3-сфера, а класс топологической сопряжен-
ности такого диффеоморфизма 𝑓 полностью определяется классом эквивалент-
ности (которых бесконечно много) хопфовского узла 𝐿𝑓 – узла в образующем
классе фундаментальной группы многообразия S2 × S1.

Более того, любой хопфовский узел реализуется некоторым диффеоморфиз-
мом рассмотренного класса. Известно, что диффеоморфизмы, определяемые
стандартным хопфовским узлом 𝐿0 = {𝑠}×S1, обладают энергетической функ-
цией – функцией Ляпунова, множество критических точек которой совпада-
ет с цепно рекуррентным множеством. Однако множество критических точек
любой функции Ляпунова диффеоморфизма 𝑓 с нестандартным хопфовским
узлом строго больше цепно рекуррентного множества диффеоморфизма.

В настоящей работе для диффеоморфизмов, определенных обобщенными
узлами Мазура, построена квази-энергетическая функция – функция Ляпунова
с минимальным числом критических точек.
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1. Введение и формулировка результатов. Пусть 𝑀𝑛 – гладкое замкнутое
𝑛-многообразие с метрикой 𝑑 и 𝑓 : 𝑀𝑛 →𝑀𝑛 – диффеоморфизм. Для характеристи-
ки блуждаемости траекторий диффеоморфизма традиционно используется понятие
цепно рекуррентности. 𝜀-Цепью длины 𝑚 ∈ N, соединяющей точку 𝑥 с точкой 𝑦,
диффеоморфизма 𝑓 называется последовательность точек 𝑥 = 𝑥0, . . . , 𝑥𝑚 = 𝑦 такая,
что 𝑑(𝑓(𝑥𝑖−1), 𝑥𝑖) < 𝜀 для 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚.

Исследование выполнено при поддержке гранта РНФ (проект № 22-11-00027), кроме построе-
ния квази-энергетической функции, которое поддержано Лабораторией ДСП, НИУ ВШЭ, грант
правительства РФ (договор № 075-15-2022-1101).
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Точка 𝑥 ∈𝑀𝑛 называется цепно рекуррентной точкой диффеоморфизма 𝑓 , если
для любого 𝜀 > 0 существует 𝑚, зависящее от 𝜀 > 0, и 𝜀-цепь длины 𝑚, соединяю-
щая точку 𝑥 c ней самой. Множество всех цепно рекуррентных точек 𝑓 называется
цепно рекуррентным множеством 𝑓 и обозначается ℛ𝑓 . На цепно рекуррентном
множестве можно ввести отношение эквивалентности следующим правилом: 𝑥 ∼ 𝑦,
если для любого 𝜀 > 0 существуют 𝜀-цепи, соединяющие 𝑥 с 𝑦 и 𝑦 с 𝑥. Тогда
цепно-рекуррентное множество разбивается на классы эквивалентности, называе-
мые цепными компонентами.

Если цепно рекуррентное множество диффеоморфизма 𝑓 конечно, то оно состоит
из периодических точек. Периодическая точка 𝑝 ∈ ℛ𝑓 периода𝑚𝑝 называется гипер-
болической, если все собственные значения матрицы Якоби (𝜕𝑓𝑚𝑝/𝜕𝑥)|𝑝 по модулю
не равны единице. Если все собственные значения по модулю меньше (больше)
единицы, то 𝑝 называют стоковой (источниковой) точкой. Стоковые и источни-
ковые точки называются узловыми. Если гиперболическая периодическая точка не
является узловой, то она называется седловой точкой.

Из гиперболической структуры периодической точки 𝑝 и конечности цепно рекур-
рентного множества следует, что ее устойчивое

𝑊 𝑠
𝑝 =

{︁
𝑥 ∈𝑀𝑛 : lim

𝑘→+∞
𝑑(𝑓𝑘𝑚𝑝(𝑥), 𝑝) = 0

}︁
и неустойчивое

𝑊𝑢
𝑝 =

{︁
𝑥 ∈𝑀𝑛 : lim

𝑘→+∞
𝑑(𝑓−𝑘𝑚𝑝(𝑥), 𝑝) = 0

}︁
многообразия являются гладкими подмногообразиями, диффеоморфными R𝑛−𝜆𝑝 и
R𝜆𝑝 соответственно, где 𝜆𝑝 – число собственных значений матрицы Якоби, по моду-
лю больших единицы (индекс Морса точки 𝑝). Устойчивые и неустойчивые много-
образия называются инвариантными многообразиями. Компонента связности мно-
жества 𝑊𝑢

𝑝 ∖ 𝑝 (соответственно 𝑊 𝑠
𝑝 ∖ 𝑝) называется неустойчивой (соответственно

устойчивой) сепаратрисой точки 𝑝.
Диффеоморфизм 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 называется диффеоморфизмом Морса–Смейла,

если
1) цепно рекуррентное множество ℛ𝑓 состоит из конечного числа гиперболиче-

ских точек;
2) для любых точек 𝑝, 𝑞 ∈ ℛ𝑓 многообразия 𝑊 𝑠

𝑝 и 𝑊𝑢
𝑞 пересекаются трансвер-

сально.
Согласно определению Конли [1] функция Ляпунова для диффеоморфизма Мор-

са–Смейла 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 – это непрерывная функция 𝜙 : 𝑀𝑛 → R, обладающая
следующими свойствами:

∙ 𝜙(𝑓(𝑥)) < 𝜙(𝑥), если 𝑥 /∈ 𝑅𝑓 ;
∙ 𝜙(𝑓(𝑥)) = 𝜙(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝑅𝑓 .

Заметим, что для любого диффеоморфизма Морса–Смейла 𝑓 существует функ-
ция Морса–Ляпунова1 – функция Ляпунова 𝜙 : 𝑀𝑛 → R, являющаяся функцией

1Такая функция может быть построена, в частности, с помощью перехода к надстройке. Имен-
но, пусть ̂︀𝑓 𝑡 – топологический поток на многообразии 𝑀𝑛 × R, заданный формулой ̂︀𝑓 𝑡(𝑥) = 𝑥+ 𝑡.
Определим диффеоморфизм 𝑔 : 𝑀𝑛 × R → 𝑀𝑛 × R формулой 𝑔(𝑥, 𝜏) = (𝑓(𝑥), 𝜏 − 1). Положим
𝐺 = {𝑔𝑘, 𝑘 ∈ Z} и 𝑊 = (𝑀𝑛 × R)/𝐺. Обозначим через 𝑝𝑊 : 𝑀𝑛 × R → 𝑊 естественную проек-
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Морса, имеющей в любой периодической точке 𝑝 ∈ ℛ𝑓 невырожденную критиче-
скую точку индекса 𝜆𝑝 с координатами Морса

(𝑉𝑝, 𝜑𝑝 : 𝑦 ∈ 𝑉𝑝 ↦→ (𝑥1(𝑦), . . . , 𝑥𝑛(𝑦)) ∈ R𝑛

такими, что

𝜑−1
𝑝 (𝑂𝑥1 . . . 𝑥𝜆𝑝

) ⊂𝑊𝑢
𝑝 , 𝜑−1

𝑝 (𝑂𝑥𝜆𝑝+1 . . . 𝑥𝑛) ⊂𝑊 𝑠
𝑝 . (*)

Если при этом функция 𝜙 не имеет критических точек вне ℛ𝑓 , то, следуя [3], мы
называем ее энергетической функцией для диффеоморфизма Морса–Смейла 𝑓 .

Доказательство существования энергетической функции Морса для диффеомор-
физма Морса–Смейла на окружности является несложным упражнением. Пикс-
тон [3] в 1977 г. доказал существование энергетической функции у любого диф-
феоморфизма Морса–Смейла на поверхности. Там же он построил пример диф-
феоморфизма Морса–Смейла на 3-сфере, не обладающего энергетической функ-
цией. Препятствием к существованию энергетической функции у такого диффео-
морфизма является дикое вложение седловых сепаратрис в несущее многообразие
(т.е. замыкание сепаратрисы не является подмногообразием объемлющего простран-
ства). Из результатов работы [4] следует, что на многообразиях любой размерности
𝑛 > 2 существуют диффеоморфизмы Морса–Смейла, не обладающие энергетиче-
ской функцией. В связи с чем в работе [5] для диффеоморфизмов Морса–Смейла 𝑓
введено следующее понятие.

Определение 1. Квази-энергетической функцией для 𝑓 называется функция
Морса–Ляпунова для диффеоморфизма Морса–Смейла 𝑓 , имеющая минимально
возможное число критических точек среди всех функций Морса–Ляпунова для 𝑓 .

Обозначим через 𝜌𝑓 число критических точек квази-энергетической функции
диффеоморфизма Морса–Смейла 𝑓 . Заметим, что введенное число является топо-
логическим инвариантом системы, т.е. если диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛

топологически сопряжены (существует гомеоморфизм ℎ : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 такой, что
ℎ𝑓 = 𝑓 ′ℎ), то 𝜌𝑓 = 𝜌𝑓 ′ .

Настоящая работа посвящена оценке снизу числа 𝜌𝑓 для диффеоморфизмов клас-
са 𝐺, сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса–Смейла 𝑓 : 𝑀3 →𝑀3 со
следующими свойствами (см. рис. 1 и детальное описание диффеоморфизмов клас-
са 𝐺 в п. 2):

∙ неблуждающее множество диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 состоит в точности из
четырех точек 𝜔𝑓 , 𝜎

1
𝑓 , 𝜎

2
𝑓 , 𝛼𝑓 , размерности неустойчивых многообразий (индек-

сы Морса) которых равны 0, 1, 2, 3 соответственно;
∙ множество 𝐻𝑓 =𝑊 𝑠

𝜎1
𝑓
∩𝑊𝑢

𝜎2
𝑓

состоит из единственной некомпактной кривой.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐺. Обозначим через ℓ1𝑓 , ℓ2𝑓 неустойчивые сепаратрисы седловой точ-
ки 𝜎1

𝑓 . Тогда (см., например, [6]) замыкание сепаратрисы cl(ℓ𝑖𝑓 ), 𝑖 = 1, 2, гомеоморф-
но простой замкнутой кривой, которая состоит из этой сепаратрисы и двух точек:
седла 𝜎1

𝑓 и стока 𝜔𝑓 (см. рис. 1).

цию и через 𝑓 𝑡 поток на многообразии 𝑊 , заданный формулой 𝑓 𝑡(𝑥) = 𝑝𝑊 ( ̂︀𝑓 𝑡(𝑝−1
𝑊 (𝑥))). Поток 𝑓 𝑡

называется надстройкой над диффеоморфизмом 𝑓 . По построению цепно рекуррентное множество
потока 𝑓 𝑡 состоит из конечного числа периодических орбит 𝛿𝑖 = 𝑝𝑊 (𝒪𝑖 × R), 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘𝑓}. То
есть надстройка 𝑓 𝑡 является потоком Морса–Смейла. Для таких потоков в работе [2] построена
функция Ляпунова, ограничение которой на 𝑀 является искомой функцией Ляпунова для 𝑓 .
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Рис. 1. Динамика диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺

Пусть x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3, ‖x‖ =
√︀
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 и 𝜈 : R3 → R3 – диффеоморфизм,

заданный формулой 𝜈(x) = x/2. Определим отображение 𝑝 : R3 ∖ 𝑂 → S2 × S1
формулой

𝑝(x) =

(︂
𝑥1
‖x‖

,
𝑥2
‖x‖

,
𝑥3
‖x‖

, log2(‖x‖) (mod 1)

)︂
.

Положим 𝑉𝜔𝑓
= 𝑊 𝑠

𝜔𝑓
∖ 𝜔𝑓 . В силу гиперболичности стока 𝜔𝑓 существует диффео-

морфизм 𝜓𝑓 : 𝑉𝜔𝑓
→ R3 ∖𝑂, который сопрягает диффеоморфизмы 𝑓 и ℎ. Положим

𝑝𝜔𝑓
= 𝑝𝜓𝑓 : 𝑉𝜔𝑓

→ S2 × S1, 𝐿𝑖
𝑓 = 𝑝𝜔𝑓

(ℓ𝑖𝑓 ), 𝑖 = 1, 2.

Согласно [7] множества 𝐿1
𝑓 , 𝐿2

𝑓 являются эквивалентными узлами Хопфа – узлами
в образующем классе фундаментальной группы многообразия S2 × S1. Обозначим
через [𝐿𝑓 ] класс эквивалентности этих узлов. Согласно [7] класс топологической
сопряженности диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 полностью определяется классом эквива-
лентности узла 𝐿𝑓 . Более того, любой хопфовский узел реализуется некоторым
диффеоморфизмом класса 𝐺 (см. предложение 1 ниже).

Напомним, что узлом на многообразии S2 × S1 называется гладкое вложение
𝛾 : S1 → S2 × S1 или образ этого вложения 𝐿 = 𝛾(S1). Узлы 𝐿,𝐿′ называются
эквивалентными, если существует гомеоморфизм

ℎ : S2 × S1 → S2 × S1

такой, что ℎ(𝐿) = 𝐿′.
Любой хопфовский узел 𝐿 ⊂ S2×S1 гладко гомотопен стандартному хопфовскому

узлу 𝐿0 = {𝑠}×S1 (см., например, [8]), но не является изотопным или эквивалентным
ему в общем случае. Мазур [9] построил хопфовский узел 𝐿𝑀 , который мы будем
называть узлом Мазура, неэквивалентный и неизотопный узлу 𝐿0 (см. рис. 2).

Согласно работе [4] диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺 обладает энергетической функцией
Морса тогда и только тогда, когда узел 𝐿𝑓 тривиален (эквивалентен стандарт-
ному узлу). В случае, когда узел 𝐿𝑓 не тривиален, число 𝜌𝑓 критических точек
квази-энергетической функции Морса диффеоморфизма 𝑓 является, очевидно, чет-
ным числом, не меньшим шести:

𝜌𝑓 ⩾ 6.

В работе [10] введено следующее понятие рода узла Хопфа.
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Рис. 2. Неизотопные и неэквивалентные хопфовские узлы 𝐿0 и 𝐿𝑀 : a) стан-
дартный хопфовский узел 𝐿0; b) узел Мазура 𝐿𝑀

Пусть 𝐿 – узел Хопфа и 𝐿 = 𝑝−1(𝐿) – его поднятие в R3 ∖ 𝑂. Замкнутую ориен-
тируемую поверхность Σ ⊂ S2×S1 назовем секущей поверхностью узла 𝐿, если она
имеет единственную точку пересечения с узлом 𝐿. Минимально возможный род 𝑔𝐿
секущей поверхности называется родом узла 𝐿. Секущая поверхность узла 𝐿 рода 𝑔𝐿
называется минимальной.

В настоящей работе мы даем следующую оценку числа 𝜌𝑓 критических точек
квазиэнергетической функции 𝑓 ∈ 𝐺.

Рис. 3. Обобщенный узел Мазура 𝐿𝑛

Теорема 1. Для любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 справедлива следующая оценка:

𝜌𝑓 ⩾ 4 + 2𝑔𝐿𝑓
.
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В работе [11] построено счетное семейство хопфовских узлов 𝐿𝑛 – обобщенных
узлов Мазура (см. рис. 3, а также подробную конструкцию узлов в п. 4), для которых
там же доказано, что они попарно неэквивалентны.

Основным результатом работы является доказательство следующего факта.

Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐺 – диффеоморфизм такой, что [𝐿𝑓 ] = [𝐿𝑛], 𝑛 ∈ N.
Тогда число 𝜌𝑓 критических точек квази-энергетической функции диффеоморфиз-
ма 𝑓 вычисляется по формуле

𝜌𝑓 = 4 + 2𝑛.

2. Конструкция диффеоморфизма класса 𝐺. В настоящем пункте мы реа-
лизуем любой узел Хопфа диффеоморфизмом 𝑓 ∈ 𝐺.

Рис. 4. Поднятие узла Хопфа 𝐿

Пусть 𝐿 ⊂ S2 × S1 – хопфовский узел и 𝑈(𝐿) – его трубчатая окрестность. Тогда
множество 𝐿 = 𝑝−1(𝐿) является 𝜈-инвариантной дугой в R3∖𝑂 и 𝑈(𝐿) = 𝑝−1(𝑈(𝐿)) –
ее 𝜈-инвариантная окрестность, диффеоморфная D2 × R1 (см. рис. 4). Положим

𝐶 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 : 𝑥22 + 𝑥23 ⩽ 4}

и определим поток 𝑔𝑡 : 𝐶 → 𝐶 формулой

𝑔𝑡(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 𝑡, 𝑥2, 𝑥3).
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Тогда существует диффеоморфизм 𝜁 : 𝑈(𝐿) → 𝐶, который сопрягает диффеомор-
физмы 𝜈|𝑈(𝐿) и 𝑔 = 𝑔1|𝐶 . Определим поток 𝜑𝑡 на 𝐶 следующими формулами:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 =

⎧⎨⎩1− 1

9
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 − 4)2, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ⩽ 4,

1, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 > 4,

�̇�2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥2
2

(︂
sin

(︂
𝜋

2
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 − 3)

)︂
− 1

)︂
, 2 < 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ⩽ 4,

−𝑥2, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ⩽ 2,

0, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 > 4,

�̇�3 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝑥3

2

(︂
sin

(︂
𝜋

2
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 − 3)

)︂
− 1

)︂
, 2 < 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ⩽ 4,

𝑥3, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ⩽ 2,

0, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 > 4.

По построению диффеоморфизм 𝜑 = 𝜑1 имеет два неподвижных гиперболических
седла: седло 𝑃1(−1, 0, 0) с индексом Морса 1 и седло 𝑃2(1, 0, 0) с индексом Мор-
са 2 (см. рис. 5). Некомпактная гетероклиническая кривая 𝑊 𝑠

𝑃1
∩ 𝑊𝑢

𝑃2
совпадает

с открытым интервалом
{︀
x ∈ R3 : |𝑥1| < 1, 𝑥2 = 𝑥3 = 0

}︀
. Заметим, что 𝜑 совпадает

с диффеоморфизмом 𝑔 = 𝑔1 вне шара {x ∈ 𝐶 : ‖x‖ ⩽ 4}.

Рис. 5. Траектории потока 𝜑𝑡

Определим диффеоморфизм 𝑓𝐿 : R3 → R3 таким образом, что 𝑓𝐿 совпадает с 𝜈
вне 𝑈(𝐿) и совпадает с 𝜁−1𝜑𝜁 на 𝑈(𝐿). Тогда 𝑓𝐿 имеет в 𝑈(𝐿) две неподвижные
точки: седло 𝜁−1(𝑃1) и седло 𝜁−1(𝑃2).

Обозначим через 𝑁(0, 0, 0, 1) северный полюс сферы S3 = {x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) :

‖x‖ = 1} и через 𝜗 : R3 → (S3 ∖ {𝑁}) – стандартную стереографическую проекцию.
По построению диффеоморфизм 𝑓𝐿 совпадает с 𝜈 в некоторой окрестности точки 𝑂
и бесконечно удаленной точки, следовательно, он индуцирует на S3 диффеоморфизм
Морса–Смейла

𝑓𝐿(s) =

{︃
𝜗(𝑓𝐿(𝜗(s))), s ̸= 𝑁,

𝑁, s = 𝑁.
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Непосредственно из построения следует, что неблуждающее множество диффеомор-
физма 𝑓𝐿 состоит из четырех неподвижных гиперболических точек: стока 𝜔 = 𝑆,
двух седел 𝜎1 = 𝜗(𝜁−1(𝑃1)), 𝜎2 = 𝜗(𝜁−1(𝑃2)) и одного источника 𝛼 = 𝑁 . Постро-
енный диффеоморфизм принадлежит классу 𝐺; назовем такие диффеоморфизмы
модельными (см. рис. 6).

Рис. 6. Диффеоморфизм 𝑓𝐿

Предложение 1 [7]. Выполнены следующие утверждения:
∙ любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺 топологически сопряжен модельному диффео-

морфизму 𝑓𝐿 , где [𝐿] = [𝐿𝑓 ];
∙ модельные диффеоморфизмы 𝑓𝐿 , 𝑓𝐿′ топологически сопряжены тогда и

только тогда, когда [𝐿] = [𝐿′].

3. Оценка числа критических точек квази-энергетической функции
диффеоморфизма 𝑓𝐿 ∈ 𝐺 через род узла 𝐿. В настоящем пункте мы докажем
теорему 1: для любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 справедлива следующая оценка:

𝜌𝑓 ⩾ 4 + 2𝑔𝐿𝑓
.

Доказательство теоремы 1. В силу предложения 1, не уменьшая общности,
можно считать, что 𝑓 совпадает с модельным диффеоморфизмом 𝑓𝐿. Рассмот-
рим произвольную функцию Морса–Ляпунова 𝜙 : S3 → R для диффеоморфизма 𝑓𝐿.
Положим для определенности, что 𝜙(𝜔𝑓 ) = 0, 𝜙(𝜎1

𝑓 ) = 1, 𝜙(𝜎2
𝑓 ) = 2 и 𝜙(𝛼𝑓 ) = 3.

Рассмотрим неустойчивые сепаратрисы ℓ1𝑓 , ℓ2𝑓 точки 𝜎1
𝑓 . Из определения функции

Морса–Ляпунова следует, что функция 𝜙|ℓ𝑖𝑓 , 𝑖 ∈ {1, 2}, монотонно убывает в неко-
торой окрестности седла 𝜎1

𝑓 . Следовательно, существует значение 𝜀1 ∈ (0, 1) такое,
что интервал (1−𝜀1, 1) не содержит критических значений функции 𝜙 и поверхность
𝜙−1(1− 𝜀1) пересекает сепаратрису ℓ𝑖𝑓 в единственной точке, которую обозначим 𝑤𝑖.
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Пусть 𝑄1 – компонента связности множества 𝜙−1([0, 1 − 𝜀1]), содержащая отре-
зок [𝑤1, 𝑤2] замыкания cl(𝑊𝑢

𝜎1
𝑓
) (см. рис. 7). В силу убывания 𝜙 вдоль траекто-

рий диффеоморфизма 𝑓 значения функции 𝜙 на 𝑊 𝑠
𝜎1
𝑓

больше 1 и, следовательно,

многообразие 𝑄1 целиком лежит в многообразии 𝑊 𝑠
𝜔𝑓

, диффеоморфном R3. Пусть
функция 𝜙|𝑄1

имеет 𝑘𝑞, 𝑞 ∈ {0, . . . , 3}, критических точек индекса 𝑞. В силу [12; тео-
рема 6.1] на многообразии 𝑄1 существует правильная функция Морса 𝜓 (значение
функции в критической точке совпадает с индексом этой точки), имеющая 𝑘𝑞 кри-
тических точек индекса 𝑞 и являющаяся константой на 𝜕𝑄1. Таким образом, мно-
гообразие 𝑄1 представляет собой заполненную поверхность ̃︀𝑄1 рода 𝑔1 = 1+ 𝑘1 − 𝑘0
с приклееными к ней ручками индексов 2 и 3. Откуда следует, что род любой
поверхности множества 𝜕𝑄1 не превосходит числа 𝑔1.

Рис. 7. Многообразие 𝑄1

С другой стороны, число критических точек функции 𝜙|𝑄1
не меньше, чем 𝑘0+𝑘1.

При условии, что 𝑘0 ⩾ 1 и 𝑔1 = 1+𝑘1−𝑘0, получаем, что 𝑘0+𝑘1 = 𝑔1+2𝑘0−1 ⩾ 𝑔1+1.
То есть функция 𝜙|𝑄1

имеет не менее 𝑔1 + 1 критических точек.
Обозначим через Σ1 компоненту связности множества 𝜕𝑄1, имеющую непустое

пересечение с сепаратрисой ℓ1𝑓 . Тогда поверхность Σ1 делит многообразие 𝑊 𝑠
𝜔𝑓

на
две части, одна из которых 𝑄1 содержит отрезок [𝑤1, 𝜔𝑓 ] замыкания сепаратрисы
cl(ℓ1𝑓 ) и является ℎ-сжимаемым телом. То есть Σ1 = 𝑝(Σ1) – секущая поверхность
к узлу 𝐿 = 𝑝(ℓ1𝑓 ) и, следовательно,

𝑔1 ⩾ 𝑔𝐿.

Поскольку функция 3 − 𝜙 является функцией Ляпунова для диффеоморфиз-
ма 𝑓−1 и критические точки функций 𝜙 и 𝜙−1 совпадают, то рассуждения, ана-
логичные вышеприведенным, приводят к существованию компоненты связности 𝑄2

множества 𝜙−1[2+ 𝜀2, 3], 𝜀2 > 0, содержащей не менее 𝑔𝐿+1 точек. Откуда следует,
что общее число критических точек функции 𝜙 не меньше, чем

𝑔𝐿 + 1 + 2 + 𝑔𝐿 + 1 ⩾ 4 + 2𝑔𝐿.

4. Конструкция обобщенного узла Мазура 𝐿𝑛. Рассмотрим множество

𝐾0 =

{︂
x ∈ R3 :

1

2
⩽ ‖x‖ < 1

}︂
,
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замыкание которого 𝐾 = cl𝐾0 является фундаментальной областью диффеомор-
физма 𝜈|R3∖𝑂 с границей

S2 =
{︀
x ∈ R3 : ‖x‖ = 1

}︀
, 𝜈(S2).

Выберем на окружности

S1 =
{︀
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 : 𝑥21 + 𝑥22 = 1, 𝑥3 = 0

}︀
попарно различные точки 𝛼1, . . . , 𝛼2𝑛+1, пронумерованные в порядке их появле-
ния на окружности при движении по часовой стрелке (см. рис. 8). Пусть 𝑎𝑖, 𝑖 ∈
{1, . . . , 2𝑛}, – дуга окружности S1, ограниченная точками 𝛼𝑖, 𝛼𝑖+1 и не содержа-
щая в своей внутренности точек множества {𝛼1, . . . , 𝛼2𝑛+1}. Пусть 𝐵,𝐴𝑖 ⊂ 𝐾,
𝑖 ∈ {1, . . . , 2𝑛} – попарно непересекающиеся гладкие дуги такие, что:

1) граничными точками 𝐵 являются 𝛼2𝑛+1, 𝜈(𝛼1); граничными точками 𝐴2𝑗−1

являются 𝛼2𝑗−1, 𝛼2𝑗 ; граничными точками 𝐴2𝑗 являются 𝜈(𝛼2𝑗), 𝜈(𝛼2𝑗+1) для
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, а дуга cl(𝜈(𝐴1) ∪𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝜈(𝐴2𝑛−1) ∪𝐴2𝑛 ∪𝐵) гладкая;

2) замкнутые кривые 𝑐2𝑗−1 = cl(𝑎2𝑗−1 ∪ 𝐴2𝑗−1), 𝑐2𝑗 = cl(𝜈(𝑎2𝑗) ∪ 𝐴2𝑗) ограничи-
вают в 𝐾 2-диски 𝑑2𝑗−1, 𝑑2𝑗 , трансверсальным пересечением которых явля-
ется дуга 𝑙𝑗 с граничными точками 𝑏2𝑗−1 = 𝑑2𝑗−1 ∩ 𝐴2𝑗 , 𝑏2𝑗 = 𝑑2𝑗 ∩ 𝐴2𝑗−1,
и 𝐾 ∖ (𝐵 ∪

⋃︀2𝑛
𝑖=1 𝑑𝑖) гомеоморфен 𝐷𝑛 × [0, 1], где 𝐷𝑛 – открытый 2-диск с 𝑛

дырками.
Положим

𝐿𝑛 =
⋃︁
𝑘∈Z

𝜈𝑘(𝐵 ∪𝐴1 ∪ · · · ∪𝐴2𝑛), 𝐿𝑛 = 𝑝(𝐿𝑛).

Рис. 8. Построение узла 𝐿𝑛
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5. Построение квази-энергетической функции для диффеоморфизма
𝑓𝐿𝑛

∈ 𝐺 с хопфовским узлом 𝐿𝑛. В настоящем пункте мы доказываем теорему 2.
Пусть 𝑓 ∈ 𝐺 – диффеоморфизм такой, что [𝐿𝑓 ] = [𝐿𝑛], 𝑛 ∈ N. Тогда число 𝜌𝑓
критических точек квази-энергетической функции диффеоморфизма 𝑓 вычисляется
по формуле

𝜌𝑓 = 4 + 2𝑛.

Рис. 9. Ручечное тело 𝑄Σ ∪ 𝑇𝜎1
𝑓

Доказательство теоремы 2. В силу предложения 1, не уменьшая общности,
можно считать, что 𝑓 совпадает с модельным диффеоморфизмом 𝑓𝐿𝑛

. Тогда не-
блуждающее множество ℛ𝑓 состоит из четырех точек: стока 𝜔𝑓 , источника 𝛼𝑓 и
седел 𝜎1

𝑓 , 𝜎2
𝑓 . В силу [10; лемма 3] род 𝑔𝐿𝑛 узла 𝐿𝑛 равен 𝑛. Тогда в 𝑆2×S1 существует
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поверхность Σ рода 𝑛, имеющая с узлом 𝐿𝑛 единственную точку пересечения. Пусть
компонента связности Σ прообраза 𝑝−1(Σ) ограничивает ручечное тело 𝑄Σ того же
рода (см. рис. 9). Построим для диффеоморфизма 𝑓 функцию Морса–Ляпунова
с числом критических точек 4 + 2𝑛.

Построение квази-энергетической функции мы будем делать аналогично постро-
ению энергетической функции, проведенному в работе [5].

Шаг 1. Выберем энергетическую функцию 𝜙𝑝 : 𝑈𝑝 → R в окрестности каждой
неподвижной точки 𝑝 диффеоморфизма 𝑓 так, что 𝜙𝑝(𝑝) = dim𝑊𝑢

𝑝 . Пусть 𝐵𝜔𝑓
,

𝐵𝛼𝑓
– 3-шары, являющиеся множествами уровня функций 𝜙𝜔𝑓

, 𝜙𝛼𝑓
соответственно

такие, что 𝐵𝜔𝑓
⊂ int𝑄Σ. Выберем трубчатую окрестность 𝑇𝜎1

𝑓
дуги 𝑊𝑢

𝜎1
𝑓
∖ 𝑄Σ так,

что ручечное тело 𝑄Σ ∪ 𝑇𝜎1
𝑓

рода 𝑛 + 1 является 𝑓 -сжимаемым и его пересечение
с 𝑊 𝑠

𝜎1
𝑓

является двумерным диском; обозначим его через 𝑑𝑠 (см. рис. 9).

Обозначим через 𝑃+ сглаживание этого тела путем добавления малого внешнего
воротника.

Шаг 2. Диски 𝑑𝑠, 𝑑1, . . . , 𝑑2𝑛−1 разрезают ручечное тело 𝑃+ до 3-шара (см. рис. 9).
Обозначим через 𝐵Σ 𝑓 -сжимаемое сглаживание этого шара путем удаления внут-
реннего воротника. Согласно [5; лемма 4.2] функция 𝜙𝜔𝑓

продолжаетcя на шар 𝐵Σ

энергетической функцией, имеющей на нем единственную критическую точку 𝜔𝑓

индекса Морса 0. Поскольку 𝑓(𝑄Σ) ⊂ int𝐵Σ, то построенная функция убывает
вдоль траекторий диффеоморфизма 𝑓 . Согласно [5; п. 4.3] и результатам классиче-
ской теории Морса (см., например, [13]) функция 𝜙𝜔 продолжаетcя на множество 𝑃+

энергетической функцией, имеющей на нем 𝑛+ 1 критическую точку индекса Мор-
са 1, по одной на каждом диске 𝑑𝑠, 𝑑1, . . . , 𝑑2𝑛−1 и точку 𝜔𝑓 индекса Морса 0.

Шаг 3. Из определения узла 𝐿𝑛 следует, что 𝑃− = S3 ∖ int𝑃+ – 𝑓−1-сжимаемое
ручечное тело рода 𝑛 + 1 и его пересечение с 𝑊𝑢

𝜎2
𝑓

является двумерным диском;

обозначим его 𝑑𝑢. Кроме того, диски 𝑑𝑢, 𝑑2, . . . , 𝑑2𝑛 разрезают ручечное тело 𝑃−

до 3-шара (см. рис. 9). Аргументы, аналогичные приведенным в п. 2, позволяют
продолжить функцию 𝜙𝜔𝑓

на множество 𝑃− так, что она имеет на нем 𝑛+1 крити-
ческую точку индекса Морса 2, по одной на каждом диске 𝑑𝑢, 𝑑2, . . . , 𝑑2𝑛 и точку 𝛼𝑓

индекса Морса 3.
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