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подмножеств динамических систем
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Аннотация. Хорошо известно, что фрактальное множество не является подмногообра-
зием объемлющего пространства. Однако фракталы возникают как инвариантные под-
множества, даже в бесконечно гладких динамических системах; размерность Минков-
ского служит в этом случае характеристикой сложности такого множества. Например, в
момент потери устойчивости состоянием равновесия при бифуркции Андронова-Хопфа
замыкание неособой траектории является параметрически заданной кривой фракталь-
ного типа. В настоящей работе вычислена фрактальная размерность таких кривых.
Кроме того, исследовано двухпараметрическое семейство функций, размерность Мин-
ковского графиков которых варьируется в промежутке от 1 до 2. Полученный резуль-
тат позволяет реализовать регулярную динамическую систему, замыкание двумерного
устойчивого многообразия изолированной гиперболической точки которой может иметь
размерность Минковского больше 2. Вычисление размерности графика основано на раз-
биении отрезка аргумента, его задающего, на две части. Размерность одной части гра-
фика при этом возможно оценить сверху с помощью непосредственного вычисления
длины соответствующей кривой. Размерность другой оценивается сверху через пло-
щадь прямоугольника, в которой она лежит. Оценка размерности Минковского снизу
основана на вычислении мощности ε-различимого множества точек графика.
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Abstract. It is well known that a fractal set is not a submanifold of the ambient space.
However, fractals arise as invariant subsets even in infinitely smooth conditions and the
Minkowski dimension serves in this case as a characteristic of complexity of this scale.
For example, when the equilibrium state during the Andronov-Hopf bifurcation losses its
stability, the closure of the non-singular trajectory is a parametrically defined curve of the
fractal type. In this work the fractal dimension of such curves is calculated. In addition,
special two-parameter family of functions is studied such that Minkowski dimension of their
graphs varies from 1 to 2. The obtained result allows us to implement a regular dynamic
system with an isolated hyperbolic point such that the closure of two-dimensional stable
manifold of this point may have Minkowski dimension greater than 2. To calculate the graph
dimension, the segment of the argument defining the graph is split into two parts. The
dimension of the first part of the graph can be estimated from above by direct calculation
of the corresponding curve’s length. The upper estimation of the other part’s dimension is
provided by means of the area of rectangle containing this curve. The lower estimation of
the Minkowski dimension is based on calculating the cardinality of ε-distinguishable set of
graph points.
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1. Введение

Топологическая размерность – это наиболее привычная всем величина, которая
апеллирует к нашим представлениям о линии, поверхности, объемном теле. Однако,
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она нечувствительна к гладкости множества, “не чувствует” извилистости линии, ше-
роховатости поверхности, пористости объемного тела. Более “чувствительный” подход
определяется посредством покрытий и приводит к понятию размерности Минковского
для точных определений).

Напомним определение размерности Минковского (см., например, [1]).
Для любого множества C будем обозначать через card(C) мощность множества

C.
Пусть Rm = {x = (x1, . . . , xm) : x1, . . . , xm ∈ R} – евклидово пространство с метри-

кой

d(x, y) =

√

√

√

√

m
∑

k=1

(xk − yk)2.

Пусть X ⊂ Rm. Диаметром множества X называется величина

diam(X) = sup {d(x, y) : x, y ∈ X}

Множество X называется ε-различимым (ε > 0), если d(x, y) > ε для любых x, y ∈
X .

Покрытие U = {Uj}j∈J множества X называется ε-покрытием, если diam(Uj) 6 ε
для любого j ∈ J .

Везде далее речь пойдет об ограниченном множестве E ⊂ Rm. Для любого такого
множества E и любого ε > 0 корректно определены числа

N(E, ε) = min {card(U) : U – ε-покрытие множества E} , (1.1)

M(E, ε) = max {card(A) : A ⊂ E − ε-различимо} , (1.2)

и имеет место следущее неравенство

N(E, ε) 6 M(E, ε) 6 N
(

E,
ε

2

)

. (1.3)

Верхней (нижней) размерностью Минковского множества E называют верхний (ниж-
ний) передел:

dimM (E) = lim
ε→+0

lnN(E, ε)

ln(1/ε)

(

dimM (E) = lim
ε→+0

lnN(E, ε)

ln(1/ε)

)

. (1.4)

Когда верхний и нижний пределы совпадают, то предел

dimM (E) = lim
ε→+0

lnN(E, ε)

ln(1/ε)
(1.5)

называется размерностью Минковского.
Множества, для которых размерность Минковского строго больше топологической

размерности, называются фрактальными множествами или фракталами.
Размерность Минковского n-мерного подмногообразия совпадает с его топологиче-

ской размерностью n. Таким образом, фрактальное множество не является подмногооб-
разием объемлющего пространства. Однако, фракталы возникают, как инвариантные
подмножества, даже в бесконечно гладких динамических системах и размерность Мин-
ковского служит в этом случае характеристикой сложности такого множества. На сего-
дняшний день хорошо известно появление фрактального инвариантного подмножества
у непрерывной динамической системы в момент бифуркации.
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Одна из самых известных бифуркаций двумерных систем на плоскости – это бифур-
кация Андронова-Хопфа [2], [3], [4]. Устойчивое состояние равновесия (0, 0) с чисто мни-
мыми комплексно сопряженными собственными значениями становится неустойчивым
и потеря устойчивости сопровождается рождением устойчивого предельного цикла, к
которому стремятся все траектории, кроме самой особой точки (см. Рис. 1.1).

Рис. 1.1. Бифуркация Андронова-Хопфа

Fig 1.1. Andronov-Hopf bifurcation

В момент потери устойчивости замыкание неособой траектории является парамет-
рически заданной фрактальной кривой [5] следующего вида.

Рассмотрим параметрически заданную кривую φ(t) = φa(t), t ∈ [0, 1], для любого
параметра a ∈ (0, 1) определенную формулой

φ(t) =

{

(

ta cos
(

2π
t

)

, ta sin
(

2π
t

))

, 0 < t 6 1;

(0, 0), t = 0.
(1.6)

Обозначим через
Γφ = {φ(t) ∈ R

2, t ∈ [0, 1]}
график кривой φ(t). Вычисление размерности Минковского графика Γφ представлено
во втором параграфе.

На рисунке 1.2 изображен фазовый портрет потока в R3. Гиперболическая седловая
точка σ рассматриваемого потока имеет двумерное устойчивое многообразие, которое
трансверсально пересекает плоскость z = 1 по кривой, заданной непрерывной функцией
f = fa,b : [0, 1] → [0, 1], для положительных параметров a, b определенную формулой

f(x) =

{

xa sin(x−b), 0 < x 6 1;

0, x = 0.
(1.7)

Обозначим через
Γf = {(x, f(x)) ∈ R

2, x ∈ [0, 1]}
график функции f .

Вычисление размерности Минковского графика Γf функции f(x) представлено в
третьем параграфе.
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Рис. 1.2. Фазовый портрет потока в R
3.

Fig 1.2. Phase portrait of the flow in R
3

Полученный результат позволяет реализовать регулярную динамическую систему,
замыкание двумерного устойчивого многообразия изолированной гиперболической точ-
ки которой может иметь размерность Минковского больше 2.

Заметим, что приведенные примеры систем с фрактальной размерностью инвари-
антных подмножеств, не являются структурно устойчивыми. На сегодняшний день
широко известны примеры структурно устойчивых систем с дико вложенными инва-
риантными инвариантными подмножествами (см., например, [6], [7]). Однако, топо-
логическая размерность таких подмножеств во всех известных случаях совпадает с
размерностью Минковского.

2. Вычисление размерности Минковского графика Γφ

Л е м м а 2.1. Для любого γ ∈ (R \ 0) существует rγ > 0 такое, что для всех
x > rγ выполняется следующее неравенство:

|γ|
2
xγ−1 < |(x+ 1)γ − xγ | < 3|γ|

2
xγ−1. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

(x+ 1)γ − xγ = xγ

((

1 +
1

x

)γ

− 1

)

= xγ−1 (γ + α(x)) ,

где lim
x→+∞

α(x) = 0, то существует rγ > 0 такое, что

|α(x)| < |γ|
2
, ∀x > rγ .
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Так как
||γ| − |α(x)|| < |γ + α(x)| < |γ|+ |α(x)|,

то
|γ|
2

< |γ + α(x)| < 3|γ|
2

, ∀x > rγ .

Таким образом,
|γ|
2
xγ−1 < |(x+ 1)γ − xγ | < 3|γ|

2
xγ−1, ∀x > rγ .

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Т е о р е м а 2.1. Размерность Минковского графика Γφ кривой φ(t) = φa(t)
вида (1.6) равна (см. Рис. 2.1)

dimM (Γφ) =
2

a+ 1
. (2.2)

x

y

Рис. 2.1. График кривой φ(t) с параметром a = 1
2
, dimM (Γφ) =

4
3
.

Fig 2.1. Graph of the curve φ(t) with the parameter a = 1
2
, dimM (Γφ) =

4
3

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем ε > 0. Непосредственно проверяется, что
кривая φ(t) пересекает ось абсцисс при значениях параметра tk = 1

k в точках (xk, 0),
где

xk = k−a, k ∈ N. (2.3)

В силу леммы 2.1, для всех k, начиная с некоторого, справедливо неравенство

c1k
−a−1

6 xk − xk+1 6 c2k
−a−1
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(здесь и всюду ниже ci — некоторые положительные величины, зависящие от a, но не
зависящие от k и ε).

Так как последовательность k−a−1 монотонно убывает и lim
k→∞

k−a−1 = 0, то найдётся

kε ∈ N такое, что (kε + 1)−a−1 6 ε 6 k−a−1
ε . Откуда

c3ε
−

1
a+1 6 kε 6 c4ε

−
1

a+1 (2.4)

и, в силу (2.3),
c5ε

a
a+1 6 xkε

6 c6ε
a

a+1 (2.5)

Обозначим через Sε график кривой φ(t) на отрезке t ∈
[

1
kε
, 1
]

и через l(Sε) – его

длину. Тогда,

l(Sε) =

1
∫

1
kε

√

(x′

t)
2 + (y′t)

2dt =

1
∫

1
kε

ta−2
√

a2t2 + 4π2dt.

Из условия t 6 1 получим, что

l(Sε) 6
√

a2 + 4π2

1
∫

1
kε

ta−2dt =

√
a2 + 4π2

1− a

(

ka−1
ε − 1

)

.

Откуда, в силу неравенства (2.4),

l(Sε) 6 c7ε
a−1
a+1

и, следовательно,

N(Sε, ε) 6
l(Sε)

ε
6 c7ε

a−1
a+1−1 = c7ε

−
2

a+1 . (2.6)

Положим Σε = Γφ\Sε. Тогда график Σε лежит в квадрате [−kaε , k
a
ε ]×[−kaε , k

a
ε ], площадь

которого равна 4k−2a
ε . В силу неравенства (2.4), получаем, что

4k−2a
ε 6 c8ε

2a
a+1

и, следовательно

N(Σε, ε) 6 c8
ε

2a
a+1

ε2
= c8ε

−
2

a+1 . (2.7)

Из неравенств (2.6), (2.7) следует, что

N(Γφ, ε) 6 c9ε
−

2
a+1 . (2.8)

Из формулы (1.3) следует, что

N(Γφ, ε) > M(Γφ, 2ε) > M(Sε, 2ε).

Покажем, что M(Sε, 2ε) > c10ε
−

2
a+1 , тогда из формулы (1.5) будет следовать, что

dimM (Γφ) =
2

a+1 .
Действительно, обозначим через Sk график кривой φ(t) на отрезке

∆k = [tk, tk+1] , k ∈ N
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и через l(Sk) – длину дуги этой кривой. Непосредственно проверяется, что l(Sk) не
меньше длины окружности с центром в начале координат радиуса xk+1. Откуда следует,
что

M(Sk, 2ε) >
πxk+1

ε
. (2.9)

По построению Sε – график кривой φ(t) на отрезке [tkε
, 1] и этот отрезок содержит все

отрезки ∆k, k = 1, . . . , kε. Тогда M(Sε, 2ε) >
πkεxkε

ε , откуда, в силу неравенств (2.4),

(2.5), M(Sε, 2ε) > c10ε
−

2
a+1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Вычисление размерности Минковского графика Γf

Т е о р е м а 3.1. Размерность Минковского графика Γf функции f(x) = fa,b(x)
(1.7) равна (см. Рис. 3.1, 3.2)

dimM (Γf ) = 2− a+ 1

b+ 1
, a < b; (3.1)

dimM (Γf ) = 1, a > b. (3.2)

x

y

Рис. 3.1. График функции f(x) с параметрами a = 12
5
, b = 2, dimM (Γf ) = 1

Fig 3.1. Graph of the function f(x) with parameters a = 12
5
, b = 2, dimM (Γf ) = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что функция f(x) является гладкой, когда
a > b+ 1 и, следовательно (см. например, [8]), dimM (Γf ) = 1 в этом случае.

Рассмотрим случай a 6 b+ 1.
Положим d = b+ 1− a. Тогда d > 0 и для x ∈ (0, 1]

f ′(x) = x−d
(

axb sin(x−b)− b cos(x−b)
)

.
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x

y

Рис. 3.2. График функции f(x) с параметрами a = 1
2
, b = 1, dimM (Γf ) = 1, 25

Fig 3.2. Graph of the function f(x) with parameters a = 1
2
, b = 1,

dimM (Γf ) = 1, 25

Откуда
0 6 |f ′(x)| 6 x−d (a+ b) .

Поскольку 1 6 x−2d, то

1 6
√

1 + (f ′(x))2 6 x−d
√

1 + (a+ b)2. (3.3)

Обозначим через l(Γf) длину графика Γf . По определению

l(Γf) = lim
δ→+0

1
∫

δ

√

1 + (f ′(x))2dx.

В силу неравенства (3.3), для 0 6 d 6 1 величина l(Γf ) конечна. Откуда

1

ε
6 N(Γf , ε) 6

l(Γf)

ε

и, следовательно,

1 6
lnN(Γf , ε)

ln (1/ε)
6

ln (l(Γf )/ε)

ln (1/ε)
.

Тогда из формулы (1.5) следует, что dimM (Γf ) = 1.
Далее рассмотрим случай d > 1.
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Зафиксируем ε > 0. Непосредственно проверяется, что график функции f(x) пере-
секает ось абсцис в точках x0 = 0 и

xk = (πk)−
1
b , k ∈ N. (3.4)

Поскольку

xk − xk+1 = (π)−
1
b

(

k−
1
b − (k + 1)−

1
b

)

,

то, в силу леммы 2.1, для всех k, начиная с некоторого, справедливо неравенство

c1k
−

b+1
b 6 xk − xk+1 6 c2k

−
b+1
b

(здесь и всюду ниже ci – некоторые положительные величины, зависящие от a и b,

но не зависящие от k и ε). Поскольку последовательность k−
b+1
b монотонно убывает и

lim
k→∞

k−
b+1
b = 0, то найдётся kε ∈ N такоe, что xkε+1 6 ε 6 xkε

. Откуда

c3ε
−

b
b+1 6 kε 6 c4ε

−
b

b+1 (3.5)

и, в силу (3.4),

c5ε
1

b+1 6 xkε
6 c6ε

1
b+1 (3.6)

Обозначим через Γε график функции f на отрезке [xkε
, 1] и через l(Γε) его длину.

Тогда, в силу неравенства (3.3),

l(Γε) 6
√

1 + (a+ b)2

1
∫

xkε

x−ddx =

√

1 + (a+ b)2

d− 1

(

(xkε
)1−d − 1

)

.

Откуда, в силу формулы (3.6), справедливо неравенство

l(Γε) 6 c7ε
a−b
b+1

и, следовательно,

N(Γε, ε) 6
l(Γε)

ε
6 c7ε

a−b
b+1 −1 = c7ε

a+1
b+1 −2. (3.7)

ПоложимGε = Γf\Γε. Тогда график Gε лежит в прямоугольнике [0, xkε
]×[−xa

kε
, xa

kε
],

площадь которого равна 2xa+1
kε

. В силу формулы (3.6), справедливо неравенство

2xa+1
kε

6 c8ε
a+1
b+1

и, следовательно,

N(Gε, ε) 6
2xa+1

kε

ε2
6 c8ε

a+1
b+1 −2. (3.8)

Из неравенств (3.7), (3.8) следует, что

N(Γf , ε) 6 c9ε
a+1
b+1 −2. (3.9)

Из формулы (1.3) следует, что

N(Γf , ε) > M(Γf , 2ε) > M(Γε, 2ε).
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Покажем, что M(Γε, 2ε) > c10ε
a+1
b+1 −2, тогда из формулы (1.5) будет следовать, что

dimM (Γf ) = 2− a+1
b+1 .

Действительно, обозначим через Γk график функции f(x) на отрезке

∆k = [xk+1, xk] , k ∈ N.

Непосредственно проверяется, что на отрезке ∆k функция |f | достигает наибольшего

значения в точке
(

πk
2

)−
1
b и оно равно

(

πk
2

)−
a
b . Откуда следует, что

M(Γk, 2ε) >

(

πk
2

)−
a
b

ε
.

По построению Γε – график функции f на отрезке [xkε
, 1] и этот отрезок содержит

все отрезки ∆k, k = 1, . . . , kε. Тогда M(Γε, 2ε) >
kε( πkε

2 )
−

a
b

ε , откуда, в силу неравенства

(3.5), M(Γε, 2ε) > c10ε
a+1
b+1 −2.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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