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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛЕЙ БИНАРНОГО ВЫБОРА 

С УЧЕТОМ ИЗМЕНЕНИЙ В СЛУЧАЙНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ 

 

Задача оценки параметров последовательности независимых бинар-

ных наблюдаемых случайных величин с учетом изменений в случайный мо-

мент времени решалась во многих работах. Например, в [1-3] рассматрива-

лись модели, в которых наблюдается последовательность независимых слу-

чайных величин 𝑦1
𝑇 ≡ {𝑦1,  𝑦2,  … , 𝑦𝑇}, в которой 𝑦𝑖  распределены по Бер-

нулли, то есть принимают значения 0 и 1 с вероятностями 

𝑃(𝑦𝑘 = 1) = {
𝜃0, 𝑘 < 𝜏
𝜃1, 𝑘 ≥ 𝜏

 ,  (𝑘 = 1,  2,  . . .   ,  𝑇),                   (1) 

где 𝜃0, 𝜃1 и 𝜏 – оцениваемые параметры, 𝑃(𝑦𝑡 = 0) = 1 − 𝑃(𝑦𝑡 = 1). В [1] 

для получения оценок параметров использовался метод максимального 

правдоподобия, в [2] оценки вычислялись с помощью байесовского анализа, 

в [3] была предложена статистика типа кумулятивных сумм, которая ис-

пользовалась для оценивания вероятности гипотезы отсутствия изменений 

и оценивалось значение момента 𝜏.  

В настоящей работе рассматриваются модели бинарных регрессий с 

учетом изменений параметров в случайный момент времени, которые обоб-

щают модель (1), поскольку предполагают, что вероятности состояний би-

нарного наблюдаемого процесса 𝑦1
𝑇 ≡ {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑇} могут зависеть от 

регрессоров. Пусть наблюдаемая переменная 𝑦𝑘 принимает бинарные значе-

ния 0 или 1 в зависимости от того, больше или меньше нуля ненаблюдаемая 

(латентная) переменная 𝑦𝑘
∗: 

𝑦𝑘 = {
1, 𝑦𝑘

∗ ≥ 0

0, 𝑦𝑘
∗ < 0

,     (𝑘 = 1,  2, . . .   ,  𝑇).                      (2) 

Скрытая переменная 𝑦𝑘
∗ описывается моделью линейной регрессии со 

скачкообразным изменением параметров в случайный момент времени 𝜏: 

𝑦𝑘
∗ = {

𝛽0𝑥𝑘 + 𝑢𝑘, 𝑘 < 𝜏;
𝛽1𝑥𝑘 + 𝑢𝑘, 𝑘 ≥ 𝜏;

  (𝑘 = 1,  2, . . .   ,  𝑇).               (3) 

Здесь 𝑥𝑘 – вектор регрессоров, 𝛽0 и 𝛽1 – параметры модели, 𝑢𝑘 – слу-

чайная ошибка. Предполагается, что 𝑢𝑘 – независимые случайные величины 

с нулевым средним значением и единичной дисперсией c распределением 

𝐹(𝑢). Из (2), (3) следует, что 

𝑃(𝑦𝑘 = 1) = 𝑃(𝑦𝑘
∗ ≥ 0) = {

1 − 𝐹(−𝛽0𝑥𝑘), 𝑘 < 𝜏

1 − 𝐹(−𝛽1𝑥𝑘), 𝑘 ≥ 𝜏
 ,  (𝑘 = 1,  2, . . .   ,  𝑇).    (4) 
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Если случайные ошибки 𝑢𝑘 имеют симметричное относительно нуля 

распределение, то 𝐹(𝑢) = 1 − 𝐹(−𝑢), поэтому в этом случае из (4) получим  

𝑃(𝑦𝑘 = 1) = {
𝐹(𝛽0𝑥𝑘), 𝑘 < 𝜏

𝐹(𝛽1𝑥𝑘), 𝑘 ≥ 𝜏
 ,  (𝑘 = 1,  2,  . . .   ,  𝑇).              (5) 

В частном случае, если 𝑥𝑘 = 1 и параметры модели 𝛽0 и 𝛽1 также ска-

лярные величины, то выражение (5) принимает вид (1), считая, что 𝜃0 = 𝐹(𝛽0) 

и 𝜃1 = 𝐹(𝛽1). 

К настоящему времени по проблеме обнаружения скачкообразных из-

менений свойств случайных процессов и оценке их параметров опублико-

вано большое число работ (см., например, монографии [4-6], обзоры и биб-

лиографии [7-9]), но вопросы оценки параметров и апостериорных вероят-

ностей момента появления скачка в моделях бинарного выбора исследованы 

недостаточно. При этом модели бинарного выбора широко используются в 

экономике, медицине, биологии, физике и других науках.  

В настоящей работе для оценивания параметров моделей бинарного 

выбора со скачкообразными изменениями в случайный момент времени 

предлагается алгоритм, основанный на использовании моделей марковских 

случайных последовательностей и априорной вероятности момента появле-

ния скачка на интервале наблюдения. В отличие от известных методов ис-

следуемый алгоритм позволяет находить не только оценку момента скачко-

образного изменения параметров, а целиком апостериорное распределение 

вероятности момента появления скачка, которое содержит более полную 

информацию и может быть полезным при анализе качества оценивания. 

Будем считать, что 𝛽0, 𝛽1 и 𝜏 взаимонезависимы и заданы априорные 

вероятности 𝑃𝜏(𝜏) дискретных целочисленных значений случайного мо-

мента скачка 𝜏 ≥ 1. Задача состоит в том, чтобы по реализациям наблюде-

ний 𝑦1
𝑇 и регрессоров 𝑥1

𝑇найти оценки параметров 𝛽0, 𝛽1 и момента скачка 𝜏. 

Для решения поставленной задачи применим вариант EM алгоритма [10]. 

Если параметр 𝜏 заранее известен, то весь интервал наблюдения можно раз-

бить на участки, соответствующие значениям 𝑘 < 𝜏 (отсутствия скачка к мо-

менту 𝑘) и 𝑘 ≥ 𝜏 (появления скачка к моменту 𝑘).  

Для интервала времени 1 ≤ 𝑘 < 𝜏, применяя формулу Байеса, можно 

записать выражения для рекуррентного вычисления функции правдоподо-

бия 𝑙0(𝛽0; 𝜏 − 1) ≡ 𝑃(𝑦1
𝜏−1, 𝑥1

𝜏−1|𝛽0) вектора параметров 𝛽0 при всех значе-

ниях параметра 𝜏 из интервала 1 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇. Аналогично для интервала вре-

мени 𝜏 ≤ 𝑘 ≤ 𝑇, применяя формулу Байеса, можно записать выражения для 

рекуррентного вычисления апостериорной плотности вероятности 

𝑙1(𝛽1; 𝜏, 𝑇) ≡ 𝑃(𝑦𝜏
𝑇 , 𝑥𝜏

𝑇|𝛽1) вектора параметров 𝛽1 при 1 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇. С другой 

стороны, если векторы параметров 𝛽0 и 𝛽1 заранее известны, то можно запи-

сать выражения для рекуррентного вычисления апостериорной вероятности 

𝑊𝜏(𝜏; 𝛽0, 𝛽1, 𝑇) ≡ 𝑃(𝜏|𝑦1
𝑇 , 𝑥1

𝑇 , 𝛽0, 𝛽1) момента скачка 𝜏, используя свойство 

марковости процесса 𝑥𝑘и формулу Байеса.  
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В соответствии с EM алгоритмом вместо точных значений параметров 

модели 𝜃0, 𝜃1 и 𝜏, которые в реальности не известны, в формулы для 

𝑙0(𝛽0; 𝜏 − 1) и 𝑙1(𝛽1; 𝜏, 𝑇) подставляем оценки 𝜏̂, а в уравнения для 

𝑊𝜏(𝜏; 𝛽0, 𝛽1, 𝑇) оценки 𝛽̂0, 𝛽̂1. Можно организовать чередование вычисле-

ний оценок параметров в рассматриваемой задаче следующим образом. На 

первом шаге при некотором начальном значении оценки момента появления 

𝜏̂(0) из 𝑙0(𝛽0; 𝜏̂
(0) − 1) и 

( )( )0

1 1
ˆ; ,l T  𝑊1(𝜃1;  𝜏̂

(0), 𝑇) находим оценки для па-

раметров 𝛽̂0
(0)

 и 𝛽̂1
(0)

 в соответствии с критерием максимального правдопо-

добия для модели бинарного выбора (логит или пробит модели в зависимо-

сти от функции распределения шумов 𝑢𝑘 в уравнении (3)). Далее при фик-

сированных значениях параметров 𝛽̂0
(0)

 и 𝛽̂1
(0)

 вычисляется оценка момента 

скачка 𝜏̂(1), оптимальная, например, по критерию максимума апостериор-

ной вероятности 𝑊𝜏 (𝜏; 𝛽̂0
(0)

, 𝛽̂1
(0)

, 𝑇). Используя 𝜏̂(1), с помощью 

𝑙0(𝛽0; 𝜏̂
(1) − 1) и 𝑙1(𝛽1; 𝜏̂

(1), 𝑇) находим оценки для параметров 𝛽̂0
(1)

 и 𝛽̂1
(1)

, 

которые затем используются для оценивания на втором шаге 𝜏̂(2), и т. д. В 

итоге вычисления производятся в количестве 𝑀 итераций в соответствии со 

схемой: 

𝜏̂(𝑖−1) ⇒ 𝛽̂0
(𝑖−1)

,  𝛽̂1
(𝑖−1)

 ⇒  𝜏̂(𝑖)  ⇒   𝛽̂0
(𝑖)

,  𝛽̂1
(𝑖)

,   (𝑖 = 1,2,… ,𝑀). 

Можно ожидать, что в результате достаточно большого количества 

итераций 𝑀 оценки параметров будут сходится к значениям близким к ис-

тинным. 

Проверка работоспособности полученного алгоритма проводилась с 

помощью компьютерного моделирования ряда тестовых примеров. Генери-

ровались реализации скрытой переменной 𝑦𝑘
∗ в виде регрессии со скачкооб-

разными изменениями параметров: 

𝑦𝑘
∗ = {

𝛼0 + 𝛾0𝑧𝑘 + 𝑢𝑘, 𝑘 < 𝜏;
𝛼1 + 𝛾1𝑧𝑘 + 𝑢𝑘 , 𝑘 ≥ 𝜏;

  (𝑘 = 1,  2, . . .  ,  𝑇).           (6) 

и реализации бинарной переменной 𝑦1
𝑇 ≡ {𝑦1, 𝑦2,  … , 𝑦𝑇} с помощью урав-

нения (2). Здесь 𝛼0, 𝛾0,𝛼1, 𝛾1 и 𝜏 – оцениваемые параметры модели; 𝑢𝑘 – не-

зависимые гауссовские случайные величины с нулевым средним значением 

и единичной дисперсией: 𝑢𝑘~𝑖𝑖𝑑𝑁(0,1). Процесс 𝑧𝑘 задавался в виде белого 

гауссовского шума с нулевым средним значением и единичной дисперсией: 

𝑧𝑘~𝑖𝑖𝑑𝑁(0,1). Отметим, что модель (6) принимает вид регрессии (3), если 

ввести обозначения для вектор-строк параметров 𝛽0 = (𝛼0, 𝛾0), 𝛽1 = (𝛼1, 𝛾1) 
и вектор-столбца регрессоров 𝑥𝑘 = (1, 𝑧𝑘)

′, где ′– знак транспонирования. 

По реализации наблюдений с помощью полученного алгоритма вырабаты-

вались оценки параметров 𝛽̂0 = (𝛼̂0, 𝛾̂0), 𝛽̂1 = (𝛼̂1, 𝛾̂1) и 𝜏̂. Априорная 
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вероятность момента появления скачка 𝜏 задавалась равномерной на интер-

вале времени [1, 𝑇]: 

𝑃𝜏(𝜏) = {
0, 𝜏 < 0,   𝜏 > 𝑇 ;
1

𝑇
, 𝜏 = 1,  2, … ,  𝑇.

 

Начальное значение оценки момента появления скачка 𝜏̂(0) подбира-

лось для каждой наблюдаемой реализации, исходя из критерия минимиза-

ции доли неправильной классификации для модели бинарного выбора. Про-

водилось 𝑀 = 10 итераций в схеме EM алгоритма для сходимости оценок 

параметров. 

Моделирование позволило сделать выводы, что точность оценивания 

параметров модели с помощью исследуемого алгоритма зависит от того, как 

сильно различаются значения параметров в разных режимах работы, от 

уровня шумов в рассматриваемой модели, от числа наблюдений и других 

факторов. Приведем результаты моделирования для конкретных значений 

параметров в модели (6): 𝛼0 = 0, 𝛾0 = 𝑑, 𝛼1 = 𝑑, 𝛾1 = 2𝑑; 𝑇 = 1000. Для 

вычисления оценок момента скачка 𝜏̂ использовался критерий максимума 

апостериорной вероятности: 

𝜏̂ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥
𝜏

𝑊𝜏(𝜏; 𝛽̂0, 𝛽̂1, 𝑇). 

Кроме того, с помощью 𝑊𝜏(𝜏; 𝛽̂0, 𝛽̂1, 𝑇) вычислялась также апостериор-

ная дисперсия момента появления скачка 𝐷𝜏(𝑇; 𝛽̂0, 𝛽̂1). На рис. 1, 2 пред-

ставлены графики соответственно средних значений смещений вырабаты-

ваемой оценки 𝛥 = 𝜏̂ − 𝜏0 и апостериорных среднеквадратичных отклоне-

ний 𝛿 = √𝐷𝜏(𝑇; 𝛽̂0, 𝛽̂1) в зависимости от истинного момента появления 

скачка 𝜏0 при различных величинах параметра 𝑑, изменяющихся от 0,1 до 

100. Для иллюстрации на рис. 3 представлен график апостериорных вероят-

ностей 𝑊(𝜏) = 𝑊𝜏(𝜏; 𝛽̂0, 𝛽̂1, 𝑇), вырабатываемых алгоритмом для исследуемой 

модели при 𝛼0 = 0, 𝑑 = 1, 𝛾0 = 1, 𝛼1 = 1, 𝛾1 = 2, 𝜏0 = 400. Верхняя черта 

при вычислении 𝛥, 𝛿 и апостериорных вероятностей 𝑊(𝜏) означает усредне-

ние, которое проводилось с помощью генерации и обработки 100 независи-

мых реализаций в модели (2), (6). 
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Рис.1. Зависимость смещения оценки 𝛥 от истинного момента появления 

скачка 𝜏0. 1: 𝑑 = 0,1; 2: 𝑑 = 0,2; 3: 𝑑 = 1; 4: 𝑑 = 10; 5: 𝑑 = 100 

 

Рис.2. Зависимость среднеквадратичного отклонения 𝛿 от момента  

появления скачка 𝜏0. 1: 𝑑 = 0,1; 2: 𝑑 = 0,2; 3: 𝑑 = 1; 4: 𝑑 = 10; 5: 𝑑 = 100 

 

-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

0 200 400 600 800 1000

τ0

1
2

3

4

5
Δ

0

20

40

60

80

100

120

140

160

0 200 400 600 800 1000

4

3

2

1

5

τ0

δ



662 

 

 

Рис.3. График зависимости апостериорной вероятности 𝑊(𝜏) 

от 𝜏 при 𝛼0 = 0, 𝛾0 = 1, 𝛼1 = 1, 𝛾1 = 2, 𝜏0 = 400 

 

Как видно из рис. 1, 2 при увеличении параметра 𝑑, то есть при увели-

чении соотношения сигнал/шум в рассматриваемой модели смещение 

оценки 𝛥 и среднеквадратичное отклонение 𝛿 стремятся к нулю, что свиде-

тельствует об асимптотической несмещенности и состоятельности выраба-

тываемых оценок момента появления скачка 𝜏. Но, если истинный момент 

появления скачка 𝜏0 расположен слишком близко к началу или к концу ин-

тервала наблюдения [1, 𝑇], то точность оценивания снижается, так как ста-

новится недостаточно данных для оценивания параметров модели. 

Проведенное компьютерное моделирование ряда тестовых примеров 

подтверждает работоспособность предлагаемого алгоритма оценки пара-

метров моделей бинарных регрессий с учетом изменений параметров в слу-

чайный момент времени. Точность оценивания зависит от отношения сиг-

нал/шум в конкретных рассматриваемых задачах. При этом исследуемый 

алгоритм позволяет находить не только оценки, а целиком апостериорные 

распределения вероятности моментов появления скачков 𝜏, которые содер-

жат более полную информацию о случайных величинах 𝜏 и могут быть по-

лезными при анализе качества оценивания. 
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