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Диффеоморфизмы Морса–Смейла
с неблуждающими точками попарно различных

индексов Морса на 3-многообразиях

О. В. Починка, Е. А. Таланова
В настоящей работе мы рассматриваем класс G сохраняющих ориента-

цию диффеоморфизмов Морса–Смейла f , заданных на замкнутом 3-мно-
гообразии M3, неблуждающее множество которых состоит из четырех
неподвижных точек с попарно различными индексами Морса. Из резуль-
татов работ С. Смейла и К. Мейера следует, что все градиентно-подобные
потоки с аналогичными свойствами имеют энергетическую функцию Мор-
са с четырьмя критическими точками попарно различных индексов
Морса. Это означает, что несущее многообразие M3 для этих потоков
допускает разложение Хегора рода 1, и, следовательно, оно гомеоморфно
линзовому пространству Lp,q. Несмотря на простую структуру неблуж-
дающего множества диффеоморфизмов в классе G, существуют диффео-
морфизмы с дико вложенными сепаратрисами. Согласно результатам
В. З. Гринеса, Ф. Лауденбаха, О. В. Починки такие диффеоморфизмы не
обладают энергетической функцией, и вопрос о топологии их несущего
многообразия остается открытым. Согласно результатам В. З. Гринеса,
Е.В. Жужомы и В.С. Медведева M3 гомеоморфно линзовому простран-
ству Lp,q в случае локально плоского вложения замыканий одномерных
сепаратрис диффеоморфизма f ∈ G. Более того, блуждающее множество
диффеоморфизма f содержит по меньшей мере p некомпактных гетеро-
клинических кривых. В настоящей работе аналогичный результат полу-
чен для произвольных диффеоморфизмов класса G. На каждом линзо-
вом пространстве Lp,q построены диффеоморфизмы из класса G с диким
вложением одномерных сепаратрис. Такие примеры ранее были извест-
ны только на 3-сфере. Также установлено, что топологическая сопря-
женность диффеоморфизмов класса G с единственной некомпактной гете-
роклинической кривой полностью определяется эквивалентностью узлов
Хопфа, являющихся проекциями одномерных седловых сепаратрис в про-
странство орбит бассейна стока. Более того, любой узел Хопфа L реа-
лизуется таким диффеоморфизмом. В этом смысле полученный резуль-
тат подобен классификации диффеоморфизмов Д. Пикстона, полученной
Х. Бонатти и В. З. Гринесом.
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Введение

Важный класс структурно устойчивых динамических систем составляют
системы Морса–Смейла, существенной особенностью которых является нали-
чие тесной взаимосвязи между динамическими свойствами систем и топологией
несущих многообразий. Системы Морса–Смейла были введены в пионерской
работе C. Смейла [64]. Уже в ней были доказаны неравенства Морса, свя-
зывающие числа Бетти несущего многообразия с количеством периодических
орбит и их индексами Морса. Примечательно, что такие динамические систе-
мы проявляют разнообразные топологические эффекты, связанные с теорией
узлов и зацеплений. Изучение таких типов динамических систем весьма инте-
ресно в свете того, что системы Морса–Смейла моделируют многочисленные
регулярные процессы в естествознании, а также когнитивные и эмоциональные
функции мозга [1].

Остановимся более подробно на современном состоянии исследований в обла-
сти, связанной с системами Морса–Смейла, заданными на ориентируемых мно-
гообразиях (см. также [22] и [28]). В 1937 г. А.А. Андронов и Л.С. Понтрягин [3]
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ввели понятие грубой системы в ограниченной части плоскости и установили
критерий грубости такой системы. Оказалось, что эти системы имеют гипер-
болическое неблуждающее множество и не имеют связок (траекторий, иду-
щих из седла в седло), более того, они плотны в пространстве всех потоков
на плоскости. Этот результат был обобщен М. Пейшото [47], [48] на произ-
вольные замкнутые поверхности с заменой понятия грубости понятием струк-
турной устойчивости (равносильность этих понятий для потоков на плоскости
была им установлена там же). В начале шестидесятых годов прошлого века
С. Смейл [64], подобно А. А. Андронову и Л. С. Понтрягину, ввел в рассмотре-
ние класс динамических систем с конечным неблуждающим гиперболическим
множеством, чьи инвариантные многообразия пересекаются трансверсально,
и доказал, что числа неблуждающих орбит разных индексов удовлетворяют со-
отношениям, подобным неравенствам Морса, после чего такие системы, так же
как и их дискретные аналоги, были названы системами Морса–Смейла. Позже
С. Смейлом и Дж. Палисом [45], [46] была доказана структурная устойчивость
динамических систем (потоков и каскадов) Морса–Смейла.

Несмотря на тривиальность неблуждающего множества, топологическая
классификация таких систем еще очень далека от своего завершения. Потоки
Морса–Смейла исчерпывающе классифицированы с точностью до топологиче-
ской эквивалентности на поверхностях (в работах Е.А. Леонтович, А. Г. Майе-
ра [36], [37], М. Пейшото [49], А. А. Ошемкова и В. В. Шарко [44]). Перечислим
известные результаты, связанные с топологической классификацией различ-
ных классов потоков Морса–Смейла на многообразиях размерности 3 и выше.
Дж. Флейтас [16] получена топологическая классификация полярных потоков
(потоков Морса–Смейла, неблуждающее множество которых содержит в точ-
ности две узловые точки и произвольное число седловых периодических то-
чек) на трехмерных многообразиях. Я. Л. Уманским [65] получена топологиче-
ская классификация потоков Морса–Смейла с конечным числом гетероклини-
ческих траекторий на трехмерных многообразиях. А.О. Пришляк [60] получил
полную классификацию трехмерных градиентно-подобных потоков (потоков
Морса–Смейла без периодических траекторий). С. Ю. Пилюгиным [50] полу-
чена топологическая классификация потоков Морса–Смейла без гетероклини-
ческих пересечений на сфере размерности, не меньшей 3. Классификационные
результаты для некоторых классов многомерных градиентно-подобных пото-
ков получены в работах В. З. Гринеса, Е. Я. Гуревич, Е. В. Жужомы, О.В. По-
чинки [20], [31], [22], [18], [34], [19]. В работах О. В. Починки и Д. Д. Шубина
получена классификация трехмерных неособых потоков с малым числом пери-
одических орбит [63], [53], [54].

Диффеоморфизмы Морса–Смейла на поверхностях, в отличие от потоков,
допускают траектории, идущие из седла в седло, – гетероклинические траек-
тории. Такие двоякоасимптотические движения сильно усложняют динамику.
Классификация диффеоморфизмов Морса–Смейла на поверхностях была по-
лучена Х. Бонатти и Р. Ланжевеном [15] как часть классификации структур-
но устойчивых диффеоморфизмов с нульмерными базисными множествами.
Ими доказано, что каждому диффеоморфизму Смейла соответствует конеч-
ный комбинаторный объект, представляющий собой набор геометрических ти-
пов марковских разбиений. Однако диффеоморфизмы Морса–Смейла не были
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выделены для отдельного рассмотрения, в связи с чем для них такая класси-
фикация оказалась неоправданно трудоемкой. При отсутствии гетероклиниче-
ских точек диффеоморфизм Морса–Смейла называется градиентно-подобным,
и для таких диффеоморфизмов различные полные топологические инвариан-
ты были найдены в работах А.Н. Безденежных, В. З. Гринеса, С. Х. Капка-
евой, О. В. Починки [4]–[6], [24]. В работах В. З. Гринеса, Т. М. Митряковой,
А. И. Морозова, О. В. Починки [17], [41], [38] получена полная топологическая
классификация поверхностных диффеоморфизмов Морса–Смейла с конечным
числом гетероклинических орбит.

Трудности перехода от двумерных многообразий к многообразиям высшей
размерности связаны не только с наличием гетероклинических орбит (откры-
тых еще А. Пуанкаре), но и с возможностью дикого вложения сепаратрис
седловых периодических точек (т. е. замыкание сепаратрисы не является под-
многообразием объемлющего пространства). Наличие у 3-диффеоморфизмов
Морса–Смейла диких сепаратрис обусловлено в первую очередь тем, что в об-
щем случае они не включаются даже в топологический поток [21]. Первый при-
мер такого диффеоморфизма на трехмерной сфере построил Д. Пикстон [51].
В. З. Гринес и Х. Бонатти доказали, что имеется счетное множество несопря-
женных диффеоморфизмов Морса–Смейла 3-сферы с четырьмя неподвижны-
ми точками с одним и тем же графом Пейшото. Работа Х. Бонатти, В. З. Гри-
неса, О.В. Починки [14], в которой была получена полная топологическая
классификация диффеоморфизмов Морса–Смейла на произвольных замкну-
тых 3-многообразиях, завершила большую серию работ Х. Бонатти, В. З. Гри-
неса, Е.Я. Гуревич, Е. В. Жужомы, Ф. Лауденбаха, В.С. Медведева, Э. Пеку,
О. В. Починки, приближающих решение этой проблемы [23], [22], [7]–[14], [27],
[52], [25], [30].

В том случае, когда размерность несущего многообразия диффеоморфизма
равна 3, гетероклиническое множество может быть непустым дизъюнктным
объединением кривых. При изучении детерминированных процессов, описыва-
емых системами Морса–Смейла, особую роль играют некомпактные гетерокли-
нические кривые, которые в случае потока являются траекториями, а в слу-
чае диффеоморфизма – кривыми, инвариантными для некоторой его степе-
ни. С конца двадцатого века и по настоящее время в серии работ Е. Приста
и Т. Форбса [58], [59] уделено большое внимание проблеме описания топологии
магнитного поля в короне Солнца, важную роль в котором играют так назы-
ваемые сепараторы. Математической моделью сепараторов являются как раз
гетероклинические траектории и кривые, а вопрос об их существовании являет-
ся одной из принципиальных проблем магнитной гидродинамики. Х. Бонатти,
В. З. Гринес и В. С. Медведев [10] в 2002 г. получили эффективное достаточное
условие существования гетероклинических траекторий и кривых, которое им,
совместно с Е. В. Жужомой, Т. В. Медведевым и О.В. Починкой [26], удалось
применить для выявления сепараторов в магнитном поле короны Солнца.

В частности, из результатов, полученных в [9], следует, что 3-многообразие
допускает диффеоморфизм Морса–Смейла без гетероклинических кривых то-
гда и только тогда, когда оно гомеоморфно связной сумме конечного числа
копий S2× S1, явно выражающегося через число седловых и узловых периоди-
ческих орбит диффеоморфизма. В. З. Гринесом, Е. В. Жужомой и В. С. Мед-
ведевым [29] доказано, что в случае локально плоского (не дикого) вложения
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одномерных сепаратрис седловых точек несущее многообразие градиентно-по-
добного 3-диффеоморфизма допускает разложение Хегора, род которого од-
нозначно выражается через число седловых и узловых периодических орбит
диффеоморфизма. Существует ли подобная связь в случае дикого вложения
сепаратрис – вопрос, открытый на сегодняшний день.

В настоящей работе рассмотрен класс G градиентно-подобных диффеомор-
физмов f , заданных на ориентируемых замкнутых связных многообразиях M3

и имеющих неблуждающие точки попарно различных индексов. Из опреде-
ления класса следует, что неблуждающее множество диффеоморфизма f ∈ G
состоит в точности из четырех точек ωf , σ1

f , σ2
f , αf с индексами Морса 0, 1, 2, 3

соответственно. Первые примеры таких диффеоморфизмов были построены
в работе Е.В. Круглова и Е. А. Талановой [35]. Любой диффеоморфизм f ∈ G
имеет в точности две седловые точки σ1

f и σ2
f индексов Морса 1 и 2 соответствен-

но, пересечение двумерных многообразий которых образует гетероклиническое
множество

Hf = W s
σ1

f
∩W u

σ2
f
.

Из результатов, полученных в работе [29], следует, что в случае локаль-
но плоского вложения одномерных сепаратрис несущее многообразие диффео-
морфизма f ∈ G гомеоморфно линзовому пространству Lp,q. При этом множе-
ство Hf содержит не менее p некомпактных гетероклинических кривых. Вер-
но и обратное утверждение о существовании на любом линзовом пространстве
диффеоморфизма из класса G с локально плоско вложенными одномерными
сепаратрисами. Основной целью настоящей работы является доказательство
существования в рассматриваемом классе диффеоморфизмов с дикими сепа-
ратрисами, описание топологии несущего многообразия для таких диффео-
морфизмов, а также нахождение топологических инвариантов и построение
квазиэнергетических функций некоторых подклассов диффеоморфизмов мно-
жества G.

Для любого диффеоморфизма f ∈ G введем понятие гетероклинического ин-
декса If следующим образом. Если множество Hf не содержит некомпактных
кривых, то положим If = 0. В противном случае обозначим через H̃f подмно-
жество, состоящее из некомпактных кривых. Так как любая кривая γ ⊂ H̃f

содержит вместе с любой точкой x ∈ γ точку f(x), будем считать кривую γ
ориентированной в направлении от x к f(x). Также зафиксируем ориентацию
на многообразиях W s

σ1
и W u

σ2
. Для некомпактной гетероклинической кривой γ

обозначим через
vγ = (v⃗1

γ , v⃗
2
γ , v⃗

3
γ)

тройку векторов с началом в точке x ∈ γ таких, что v⃗1
γ – вектор нормали

к W s
σ1

, v⃗2
γ – вектор нормали к W u

σ2
и v⃗3

γ – касательный вектор к ориентирован-
ной кривой γ. Назовем vγ репером некомпактной гетероклинической кривой γ.
Очевидно, что ориентация (положительная или отрицательная) репера vγ не
зависит от выбора точки x на γ. Положим Iγ = +1 (Iγ = −1) в случае поло-
жительной (отрицательной) ориентации. Число

If =
∣∣∣∣ ∑
γ⊂H̃f

Iγ

∣∣∣∣
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назовем гетероклиническим индексом диффеоморфизма f . Для целого числа
p > 0 обозначим через Gp ⊂ G подмножество диффеоморфизмов f ∈ G таких,
что If = p.

Аналогичным образом определяется репер компактной гетероклинической
кривой γ, ограничивающей диск dγ ⊂ W s

σ1
f
, содержащий седло σ1

f . При этом
кривая γ ориентирована так, что при движении вдоль нее диск dγ остается
слева.

Для диффеоморфизма f ∈ Gp, p > 0, множество Hf назовем ориентируе-
мым, если оно состоит только из некомпактных кривых, и реперы всех кривых
в Hf имеют одинаковую ориентацию. Для диффеоморфизма f ∈ G0 множе-
ство Hf назовем ориентируемым, если оно либо пусто, либо состоит только из
компактных кривых, ограничивающих диски на W s

σ1
f
, содержащие седло σ1

f ,
и реперы всех кривых в Hf имеют одинаковую ориентацию. Обозначим через
G+

p ⊂ Gp, p > 0, подмножество диффеоморфизмов f ∈ Gp с ориентируемым
множеством Hf .

Следующий доказанный в работе факт является ключом к описанию топо-
логии многообразий, допускающих диффеоморфизмы класса G:

1) для любого диффеоморфизма f : M3 → M3 из класса Gp, p > 0, суще-
ствует изотопный ему диффеоморфизм f+ ∈ G+

p .
Полный топологический инвариант, полученный в [14] для 3-диффеомор-

физмов Морса–Смейла, состоит из замкнутого связного ориентируемого про-
стого 3-многообразия и двух вложенных в него трансверсально пересекающихся
ламинаций, состоящих из торов и бутылок Клейна. В работе [13] выделены все
допустимые инварианты, и по каждому из них реализован диффеоморфизм
Морса–Смейла. Однако отсутствие классификации простых 3-многообразий
и вложенных в них ламинаций не всегда позволяет реализовывать диффеомор-
физмы с заданными свойствами. В некоторых частных случаях инварианты
зачастую находятся более естественным образом. Так, для диффеоморфиз-
мов, имеющих в точности одну седловую точку (диффеоморфизмов Пиксто-
на), в работе [7] установлено, что их топологическая сопряженность полностью
определяется эквивалентностью узлов Хопфа (узлов L ⊂ S2× S1, принадлежа-
щих гомотопическому классу стандартного узла L0 = {s} × S1), являющихся
проекциями одномерных неустойчивых седловых сепаратрис в соответствую-
щее каждому диффеоморфизму пространство орбит бассейна стока. Среди
хопфовских узлов различают тривиальные (эквивалентные стандартному уз-
лу) и нетривиальные. Из результатов П. М. Ахметьева и О. В. Починки [2]
следует, что существует счетное число попарно не эквивалентных (объемлюще
не гомеоморфных) нетривиальных хопфовских узлов. В силу [51], [7] любой
узел Хопфа может быть реализован диффеоморфизмом Пикстона на 3-сфере.

В настоящей работе аналогичный результат получен для диффеоморфизмов
класса G+

1 :
2) класс топологической сопряженности диффеоморфизма f ∈ G+

1 пол-
ностью определяется классом узла Хопфа, являющегося проекцией од-
номерной сепаратрисы в пространство орбит бассейна стока; более то-
го, любой узел Хопфа L может быть реализован диффеоморфизмом
fL ∈ G+

1 , для которого класс эквивалентности узла L является полным
топологическим инвариантом.
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Одним из основных результатов результатов работы является доказатель-
ство следующего факта:

3) несущее многообразие любого диффеоморфизма f ∈ Gp, p > 0, гомео-
морфно линзовому пространству Lp,q.

Также в работе дано конструктивное доказательство следующего утвержде-
ния:

4) каждое линзовое пространство Lp,q допускает диффеоморфизм f из
класса Gp с дико вложенными одномерными сепаратрисами.

Заметим, что все ранее известные примеры диффеоморфизмов рассматрива-
емого класса с дико вложенными одномерными сепаратрисами строились толь-
ко на трехмерной сфере.

1. Необходимые сведения и факты

1.1. Сведения из топологии. Для любого подмножества X топологиче-
ского пространства Y будем обозначать через iX : X → Y отображение вклю-
чения. Для любого непрерывного отображения φ : X → Y из топологическо-
го пространства X в топологическое пространство Y будем обозначать через
φ∗ : π1(X) → π1(Y ) индуцированный им гомоморфизм.
Cr-вложением (r > 0) многообразия X в многообразие Y называется отоб-

ражение f : X → Y такое, что f : X → f(X) есть Cr-диффеоморфизм. C0-вло-
жение называют также топологическим вложением.

Топологическое вложение λ : X → Y m-многообразия X в n-многообразие Y
(m 6 n) называется локально плоским в точке λ(x), x ∈ X, если точка λ(x)
принадлежит такой карте (U,ψ) многообразия Y , что либо ψ(U ∩ λ(X)) = Rm,
где Rm ⊂ Rn – множество точек, у которых последние n−m координат равны
нулю, либо ψ(U ∩ λ(X)) = Rm

+ , где Rm
+ ⊂ Rm – множество точек, у кото-

рых последняя координата неотрицательна. Вложение λ называется локально
плоским, а многообразие X – локально плоско вложенным, если λ является ло-
кально плоским в каждой точке λ(x), x ∈ X. В противном случае вложение λ
называется диким, а многообразие X – дико вложенным. Любая точка λ(x),
в которой отображение λ не является локально плоским, называется точкой
дикости.

Пусть
Dn =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

n∑
i=1

x2
i 6 1

}
– стандартный n-диск (шар), D0 = {0} и

Sn−1 =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n∑

i=1

x2
i = 1

}
– стандартная (n− 1)-сфера, S−1 = ∅.

Предложение 1.1 [10; лемма 2.1]. Пусть λ : S2 → M3 – топологическое
вложение, которое является гладким всюду, кроме одной точки x0 = λ(s0),
s0 ∈ S2 , и пусть Σ = λ(S2), y0 ∈ Σ \ {x0} – фиксированная точка, а V –
фиксированная окрестность сферы Σ. Тогда существует гладкий 3-шар B ,
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содержащийся в V и такой, что x0 ∈ B и ∂B трансверсально пересекает Σ
по единственной кривой, разделяющей в Σ точки x0 и y0 .

Топологически вложенная в n-многообразие X (n − 1)-сфера Sn−1 называ-
ется цилиндрической или цилиндрически вложенной, если существует тополо-
гическое вложение e : Sn−1 × [−1, 1] → X такое, что e(Sn−1 × {0}) = Sn−1.
n-многообразие X называется неприводимым, если любая (n− 1)-сфера, ци-

линдрически вложенная в X, ограничивает в нем n-шар.
3-многообразие X называется простым, если оно либо неприводимо, либо

гомеоморфно S2 × S1.
Топологически вложенная в 3-многообразие X поверхность F называется

собственно вложенной, если ∂X∩F = ∂F . Собственно вложенная в X поверх-
ность F называется сжимаемой в X в одном из следующих двух случаев:

1) существуют нестягиваемая простая замкнутая кривая c ⊂ intF и вложен-
ный 2-диск D ⊂ intX такие, что D ∩ F = ∂D = c;

2) существует 3-шар B ⊂ intX такой, что F = ∂B.
Поверхность F называется несжимаемой в X, если она не является сжима-

емой в X.

Предложение 1.2 [7; теорема 4]. Пусть T – двумерный тор, гладко вло-
женный в многообразие S2×S1 так, что iT∗(π1(T )) ̸= 0. Тогда T ограничивает
в S2 × S1 заполненный тор.

Предложение 1.3 [7; лемма 3.1]. Пусть S – двумерная сфера, цилиндриче-
ски вложенная в многообразие S2×S1 . Тогда S либо ограничивает там 3-шар,
либо объемлюще изотопна сфере S2 × {s0}, s0 ∈ S1 .

Предложение 1.4 [43; упражнение 6]. Любой двусторонний сжимаемый
тор T в неприводимом 3-многообразии X либо ограничивает там заполненный
тор, либо содержится в 3-шаре.

Предложение 1.5 [32; гл. 4, разд. 5, следствие 1]. Никакое n-мерное мно-
гообразие не может быть разбито подмножеством размерности 6 n− 2.

Напомним, что узлом на многообразии Mn называется гладкое вложение
γ : S1 → Mn или образ этого вложения L = γ(S1). Узлы L и L′ называются
эквивалентными, если существует гомеоморфизм h : Mn → Mn такой, что
h(L) = L′. Через [L] будем обозначать класс эквивалентности узла L.

Предложение 1.6 [42]. Если узлы L,L′ ⊂ Mn , n 6 3, эквивалентны, то
существует диффеоморфизм h : Mn →Mn такой, что h(L) = L′ .

Узлы γ и γ′ называются (гладко) гомотопными, если существует (гладкое)
непрерывное отображение Γ: S1 × [0, 1] →Mn такое, что

Γ(s, 0) = γ(s) и Γ(s, 1) = γ′(s) для любого s ∈ S1.

Если при этом Γ|S1×{t} – вложение для любого t ∈ [0, 1], то узлы называются
(гладко) изотопными.



ДИФФЕОМОРФИЗМЫ МОРСА–СМЕЙЛА 143

Рис. 1. Неизотопные и неэквивалентные хопфовские узлы L0 и LM:
(a) стандартный хопфовский узел L0; (b) узел Мазура LM.

Узел L ⊂ S2 × S1 называется узлом Хопфа, если гомоморфизм iL∗, ин-
дуцированный включением iL : L → S2 × S1, является изоморфизмом групп
π1(L) ∼= π1(S2 × S1) ∼= Z.

Любой хопфовский узел гладко гомотопен стандартному хопфовскому узлу
L0 = {x} × S1 (см., например, [33]), но не является изотопным или эквива-
лентным ему в общем случае. Б. Мазур [39] построил хопфовский узел LM,
неэквивалентный и неизотопный узлу L0 (см. рис. 1).

Рис. 2. Обобщенный узел Мазура Ln.

В работе [2] построено счетное семейство хопфовских узлов Ln (см. рис. 2),
для которых там же доказано, что они попарно неэквивалентны.
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Напомним, что линзовое пространство определяется как склейка двух за-
полненных торов посредством гомеоморфизма их границ и обозначается Lp,q,
p, q ∈ Z, где ⟨p, q⟩ – гомотопический тип образа меридиана относительно скле-
ивающего гомеоморфизма. Некоторые известные 3-многообразия в действи-
тельности являются линзовыми пространствами, например трехмерная сфера
S3 = L1,0, многообразие S2 × S1 = L0,1, проективное пространство RP 3 = L1,2.

1.2. Диффеоморфизмы Морса–Смейла. Пусть Mn – гладкое замкну-
тое ориентируемое n-многообразие с метрикой d, и пусть f : Mn → Mn – со-
храняющий ориентацию диффеоморфизм. Для характеристики блуждаемо-
сти траекторий диффеоморфизма традиционно используется понятие цепной
рекуррентности. Напомним сначала следующее определение: ε-цепью длины
m ∈ N диффеоморфизма f , соединяющей точку x с точкой y, называется по-
следовательность точек x = x0, . . . , xm = y такая, что d(f(xi−1), xi) < ε для
1 6 i 6 m.

Точка x ∈Mn называется цепно рекуррентной точкой диффеоморфизма f ,
если для любого ε > 0 существуют m, зависящее от ε > 0, и ε-цепь длины m,
соединяющая точку x c ней самой. Множество всех цепно рекуррентных то-
чек f называется цепно рекуррентным множеством f и обозначается Rf .
На цепно рекуррентном множестве можно ввести отношение эквивалентности
следующим правилом: x ∼ y, если для любого ε > 0 существуют ε-цепи, со-
единяющие x с y и y с x. Тогда цепно рекуррентное множество разбивается на
классы эквивалентности, называемые цепными компонентами.

Если цепно рекуррентное множество диффеоморфизма f конечно, то оно
состоит из периодических точек. Периодическая точка p ∈ Rf периода mp

называется гиперболической, если все собственные значения матрицы Якоби(
∂fmp

∂x

)∣∣∣∣
p

по модулю не равны единице. Если все собственные значения по мо-

дулю меньше (или больше) единицы, то p называют стоковой (соответственно
источниковой) точкой. Стоковые и источниковые точки называются узловы-
ми. Если гиперболическая периодическая точка не является узловой, то она
называется седловой точкой.

Из гиперболической структуры периодической точки p и конечности цепно
рекуррентного множества следует, что ее устойчивое многообразие

W s
p =

{
x ∈Mn : lim

k→+∞
d(fkmp(x), p) = 0

}
и неустойчивое многообразие

W u
p =

{
x ∈Mn : lim

k→+∞
d(f−kmp(x), p) = 0

}
являются гладкими подмногообразиями, диффеоморфными Rn−qp и Rqp соот-
ветственно, где qp – число собственных значений матрицы Якоби, по модулю
больших единицы (индекс Морса точки p). Устойчивые и неустойчивые мно-
гообразия называются инвариантными многообразиями. Компонента связно-
сти множества W u

p \ p (или W s
p \ p) называется неустойчивой (соответственно

устойчивой) сепаратрисой точки p.
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Диффеоморфизм f : Mn →Mn называется диффеоморфизмом Морса–Смей-
ла, если выполнены следующие условия:

1) цепно рекуррентное множество Rf состоит из конечного числа гипербо-
лических точек;

2) многообразия W s
p и W u

q пересекаются трансверсально для любых точек
p, q ∈ Rf .

Обозначим через MS(Mn) множество сохраняющих ориентацию диффео-
морфизмов Морса–Смейла, заданных на ориентируемом n-многообразии Mn.
Заметим, что в силу гиперболичности цепно рекуррентное множество любо-
го диффеоморфизма Морса–Смейла совпадает с его неблуждающим множе-
ством Ωf . Напомним, что точка x ∈ Mn называется блуждающей точкой
диффеоморфизма f : Mn → Mn, если она обладает окрестностью Ux ⊂ Mn

такой, что
fk(Ux) ∩ Ux = ∅ для любого k ̸= 0.

Дополнение до множества блуждающих точек называется неблуждающим
множеством диффеоморфизма f .

Для множества P ⊂ Ωf обозначим

W u
P =

⋃
p∈P

W u
p , W s

P =
⋃
p∈P

W s
p .

Компактное f -инвариантное множество A ⊂ Mn называется аттрактором
диффеоморфизма f , если оно имеет компактную окрестность UA такую, что

f(UA) ⊂ intUA и A =
⋂
k>0

fk(UA).

Окрестность UA при этом называется захватывающей или изолирующей. Ре-
пеллер определяется как аттрактор для f−1.

В случае, когда p – гиперболическая периодическая точка диффеоморфизма
f ∈ MS(Mn), мы будем использовать следующие обозначения:

• mp – период точки p;
• νp – тип ориентации точки p, т. е. νp = +1 (или −1), если отображе-

ние fmp
∣∣
Wu

p
сохраняет (соответственно меняет) ориентацию;

• qp – индекс Морса;
• Op – орбита точки p;
• ℓup – неустойчивая сепаратриса точки p.

Предложение 1.7 [25; теорема 2.1.1]. Пусть f ∈ MS(Mn). Тогда:
1) Mn =

⋃
p∈Rf

W u
p ;

2)W u
p является гладким подмногообразием многообразия Mn , диффеоморф-

ным Rqp для любой периодической точки p ∈ Rf ;
3) cl(ℓup)\(ℓup∪p) =

⋃
r∈Rf :ℓup∩W s

r ̸=∅
W u

r для любой неустойчивой сепаратрисы ℓup

периодической точки p ∈ Rf .

Переходом к отображению f−1 доказывается аналогичное предложение для
устойчивых многообразий.
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Если σ1, σ2 – различные седловые периодические точки диффеоморфизма
f ∈ MS(Mn), для которых W s

σ1
∩W u

σ2
̸= ∅, то пересечение W s

σ1
∩W u

σ2
назы-

вается гетероклиническим пересечением. При этом нульмерные компоненты
линейной связности гетероклинического пересечения называются гетероклини-
ческими точками, одномерные – гетероклиническими кривыми, а компоненты
большей размерности называются гетероклиническими многообразиями.

Диффеоморфизм f ∈ MS(Mn) называется градиентно-подобным, если из
условия W s

σ1
∩W u

σ2
̸= ∅ для различных точек σ1, σ2 ∈ Rf следует неравенство

dimW u
σ1

< dimW u
σ2

(что эквивалентно отсутствию гетероклинических точек
у диффеоморфизма f).

Предложение 1.8 [25; предложение 2.1.3]. Если сепаратриса ℓup седловой
точки p диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) не участвует в гетероклиническом
пересечении, то существует единственная стоковая точка ω такая, что

cl(ℓup) = p ∪ ℓup ∪ ω.

При этом cl(ℓup) гомеоморфно отрезку, если qp = 1, и гомеоморфно сфере Sqp ,
если qp > 1.

Положим Ŵ u
p = (W u

p \ p)/fmp и обозначим через p
Ŵu

p
: W u

p \ p → Ŵ u
p есте-

ственную проекцию.

Предложение 1.9 [25; теорема 2.1.3]. Проекция p
Ŵu

p
является накрытием,

которое индуцирует структуру гладкого qp-многообразия на пространстве
орбит Ŵ u

p . При этом:
• для qp = 1, νp = −1 пространство Ŵ u

p гомеоморфно окружности;

• для qp = 1, νp = +1 пространство Ŵ u
p гомеоморфно паре окружностей;

• для qp = 2, νp = −1 пространство Ŵ u
p гомеоморфно бутылке Клейна;

• для qp = 2, νp = +1 пространство Ŵ u
p гомеоморфно двумерному тору;

• для qp > 3, νp = −1 пространство Ŵ u
p гомеоморфно обобщенной бутыл-

ке Клейна Sqp−1 ×̃ S1 ;
• для qp > 3, νp = +1 пространство Ŵ u

p гомеоморфно Sqp−1 × S1 .

Пусть f ∈ MS(Mn). Обозначим Ωi
f периодические точки диффеоморфизма f

индекса Морса i. Разобьем множество Ω1
f ∪ Ω2

f ∪ · · · ∪ Ωn−1
f на два непересека-

ющиеся подмножества ΣA и ΣR такие, что множества

A = Ω0
f ∪W u

ΣA
, R = Ωn

f ∪W s
ΣR

замкнуты и инвариантны. По построению множества A, R содержат все перио-
дические точки диффеоморфизма f . Наибольшую размерность неустойчивого
(соответственно устойчивого) многообразия периодических точек из A (соот-
ветственно R) будем называть размерностью A (соответственно R).

Предложение 1.10 [30; теорема 1]. Пусть f ∈ MS(Mn). Тогда множе-
ство A является аттрактором, а множество R – репеллером диффеомор-
физма f . Более того, если размерность аттрактора A (или репеллера R) не
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превосходит n− 2, то репеллер R (соответственно аттрактор A) является
связным.

Следуя [30], будем называть A и R дуальной парой аттрактор-репеллер
диффеоморфизма Морса–Смейла f ∈ MS(Mn), а множество V = Mn \ (A ∪R)
характеристическим множеством. Обозначим через

V̂ = V/f

множество орбит действия группы F = {fk, k ∈ Z} на многообразии V – ха-
рактеристическое пространство, которое совпадает с множеством орбит диф-
феоморфизма f на V . Пусть

pV̂ : V → V̂

– естественная проекция, ставящая в соответствие точке x ∈ V ее орбиту в силу
диффеоморфизма f и наделяющая множество V̂ фактортопологией.

Предложение 1.11 [30; теорема 2]. Для любой дуальной пары аттрактор-
репеллер (A,R) сохраняющего ориентацию диффеоморфизма Морса–Смейла
f ∈ MS(Mn) справедливы следующие утверждения:

1) характеристическое пространство V̂ является замкнутым гладким
ориентируемым n-многообразием, каждая компонента связности которого
либо неприводима, либо гомеоморфна Sn−1 × S1 ;

2) проекция pV̂ : V → V̂ является накрытием;
3) отображение ηV̂ , ставящее в соответствие каждому гомотопическому

классу [ĉ] петель ĉ ⊂ V̂ , замкнутых в точке x̂, целое число n такое, что под-
нятие петли ĉ на V соединяет некоторую точку x ∈ p−1

V̂
(x̂) с точкой fn(x),

является гомоморфизмом на фундаментальной группе каждой компоненты
связности пространства V̂ ;

4) если размерность аттрактора A и репеллера R не превосходит n−2, то
множества V и V̂ связны, и отображение ηV̂ : π1(V̂ ) → Z – эпиморфизм.

Подмногообразие X̂ ⊂ V̂ будем называть ηV̂ -существенным, если

ηV̂ (iX̂∗(π1(X̂))) ̸= {0}.

Пусть UA – захватывающая окрестность аттрактора A диффеоморфизма
Морса–Смейла f : Mn → Mn, и R – репеллер, дуальный к аттрактору A. По-
ложим

FA = UA \ f(UA),

тогда cl(FA) – фундаментальная область ограничения диффеоморфизма f

на V . Положим V̂A = cl(FA)/f , тогда V̂A – гладкое замкнутое n-многообразие,
полученное из cl(FA) отождествлением границ в силу диффеоморфизма f .
Обозначим через pA : cl(FA) → V̂A естественную проекцию.

Рассмотрим семействоEf ∈Diff(Mn) таких диффеоморфизмов, чтоRf ′= Rf

для любого диффеоморфизма f ′ ∈ Ef , и диффеоморфизм f ′ совпадает с диф-
феоморфизмом f на UA и в некоторой окрестности репеллера R.

Для любого диффеоморфизма f ′ ∈ Ef положим

l̂sf ′ = pA(W s
ΣA

∩ FA) и l̂uf ′ = pA(W u
ΣR
∩ FA).
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Предложение 1.12 [62; лемма 1]. Пусть ĥ : V̂A → V̂A – изотопный тож-
дественному диффеоморфизм. Тогда существует гладкая дуга ϕt ⊂ Ef такая,
что

ϕ0 = f, ϕ1 = f ′ и l̂uf ′ = ĥ(l̂uf ), l̂sf ′ = l̂sf .

1.3. Классификация 3-диффеоморфизмов Морса–Смейла. Пусть
f ∈ MS(M3). Положим

Af = W u
Ω0

f∪Ω1
f
, Rf = W s

Ω2
f∪Ω3

f
, Vf = M3 \ (Af ∪Rf ).

В силу предложения 1.11 множество Af (или Rf ) является связным аттрак-
тором (соответственно репеллером), топологическая размерность которого не
превосходит 1, множество Vf есть связное 3-многообразие и

Vf = W s
Af∩Ωf

\Af = W u
Rf∩Ωf

\Rf .

Более того, характеристическое пространство V̂f = Vf/f есть связное замкну-
тое ориентируемое 3-многообразие, и естественная проекция pf : Vf → V̂f ин-
дуцирует эпиморфизм ηf : π1(V̂f ) → Z, приписывающий каждому гомотопиче-
скому классу [c] ∈ π1(V̂f ) замкнутой кривой c ⊂ V̂f целое число n такое, что
поднятие кривой c на Vf соединяет некоторую точку x ∈ Vf с точкой fn(x).
Положим

L̂s
f = pf (W s

Ω1
f
\Af ), L̂u

f = pf (W u
Ω2

f
\Rf ).

Набор Sf = (V̂f , ηf
, L̂s

f , L̂
u
f ) называют схемой диффеоморфизма f ∈ MS(M3).

Предложение 1.13 [14; теорема 1]. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ MS(M3) то-
пологически сопряжены тогда и только тогда, когда их схемы эквивалентны,
т.е. существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ такой, что

(a) ηf = η
f′ ϕ̂∗ ;

(b) ϕ̂(L̂s
f ) = L̂s

f ′ , ϕ̂(L̂u
f ) = L̂u

f ′ .

Для решения проблемы реализации необходимо выделить множество всех
абстрактных схем, допускающих реализацию (т. е. построение диффеоморфиз-
ма Морса–Смейла, схема которого эквивалентна выбранной абстрактной схе-
ме).

Пусть V̂ – простое гладкое 3-многообразие, чья фундаментальная группа
допускает эпиморфизм η : π1(V̂ ) → Z, и пусть ℓ̂ ⊂ V̂ есть η-существенный
гладкий тор, а Nℓ̂ ⊂ V̂ – его трубчатая окрестность. Пусть Ŷ = D2 × S1

и µ̂ – меридиан заполненного тора Ŷ (замкнутая кривая, стягиваемая на Ŷ

и не стягиваемая на ∂Ŷ ), а ζℓ : ∂Ŷ × S0 → ∂Nℓ̂ – диффеоморфизм такой, что
η(ζℓ(µ̂× S0)) = 0. Говорят, что пространство

V̂ℓ̂ = (V̂ \ intNℓ̂) ∪ζℓ
(Ŷ × S0)

получено из многообразия V̂ перестройкой вдоль тора ℓ̂.
Структура гладкого замкнутого 3-многообразия на множестве V̂ℓ̂ индуциру-

ется естественной проекцией pℓ̂ : (V̂ \ intNℓ̂)⊔ (Ŷ × S0) → V̂ℓ̂. Поскольку любой
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гомеоморфизм границы заполненного тора, переводящий меридиан в мериди-
ан, продолжается на заполненный тор [61], то описанная перестройка коррект-
но определена, т. е. не зависит (с точностью до гомеоморфизма) от выбора
трубчатой окрестности Nℓ̂ и гомеоморфизма ζℓ.

Аналогично определяется перестройка многообразия V̂ вдоль η-существен-
ной гладкой бутылки Клейна ℓ̂ ⊂ V̂ , состоящая в приклейке заполненного
тора Ŷ к краю многообразия V̂ \ intNℓ̂. Также операция перестройки обобща-
ется на множество L̂ ⊂ V̂ , являющееся дизъюнктным объединением гладких
η-существенных торов и бутылок Клейна; многообразие, полученное в резуль-
тате такой перестройки, будем обозначать через VL̂.

В силу предложений 1.9 и 1.11 для градиентно-подобного диффеоморфизма
f ∈ MS(M3) каждая компонента связности ℓ̂s (или ℓ̂u) множества L̂s

f (соот-
ветственно L̂u

f ) является либо тором, либо бутылкой Клейна, ηf -существенно
вложенными в многообразие V̂f .

Схема любого градиентно-подобного диффеоморфизма f ∈ MS(M3) являет-
ся абстрактной схемой в смысле следующего определения.

Набор S = (V̂ , η, L̂s, L̂u) называется абстрактной схемой, если:
(a) V̂ есть простое многообразие, чья фундаментальная группа допускает

эпиморфизм η : π1(V̂ ) → Z;
(b) множества L̂s, L̂u ⊂ V̂ являются трансверсально пересекающимися дизъ-

юнктными объединениями гладких η-существенных торов и бутылок Клейна;
(c) каждая компонента связности многообразий V̂L̂s , V̂L̂u гомеоморфна мно-

гообразию S2 × S1.

Предложение 1.14 [13; теорема 1]. Для любой абстрактной схемы S =
(V̂ , η, L̂s, L̂u) существует градиентно-подобный диффеоморфизм f ∈ MS(M3),
схема Sf которого эквивалентна схеме S .

1.4. Топология 3-многообразий, допускающих диффеоморфизмы
Морса–Смейла с заданной структурой неблуждающего множества.
Пусть f ∈ MS(M3). Положим

gf =
rf − lf + 2

2
,

где rf – число седловых и lf – число узловых периодических точек диффеомор-
физма f . Согласно [25] число gf является целым неотрицательным для любого
диффеоморфизма f ∈ MS(M3).

Пусть f ∈ MS(M3) – градиентно-подобный диффеоморфизм. Согласно пред-
ложению 1.8 замыкание cl(ℓuσ) любой одномерной неустойчивой сепаратрисы ℓuσ
седловой точки σ диффеоморфизма f гомеоморфно отрезку, который состо-
ит из этой сепаратрисы и двух точек: σ и некоторого стока ω. Пусть Lω –
объединение неустойчивых одномерных сепаратрис седловых точек, которые
содержат ω в своих замыканиях. Поскольку по предложению 1.9 многообра-
зие W s

ω гомеоморфно R3 и множество Lω ∪ ω является объединением простых
дуг с единственной общей точкой ω, то (по аналогии с пучком дуг в R3) мно-
жество Lω ∪ ω называется пучком одномерных неустойчивых сепаратрис.
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Рис. 3. Дикий пучок сепаратрис, в котором каждая сепаратриса ручная.

Согласно [29] пучок сепаратрис Lω ∪ω называется ручным, если существует
гомеоморфизм ψω : W s

ω → R3 такой, что ψω(Lω ∪ ω) – пучок лучей в R3 с нача-
лом в точке O(0, 0, 0). В противном случае пучок сепаратрис называется диким
(см. рис. 3).

Если α – источник диффеоморфизма f , то аналогично определяется ручной
(дикий) пучок Lα одномерных устойчивых сепаратрис.

Предложение 1.15 [10; теорема 1]. Пусть f ∈ MS(M3) – диффеоморфизм
Морса–Смейла без гетероклинических кривых. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) если gf = 0, то M3 есть 3-сфера;
2) если gf > 0, то M3 есть связная сумма gf копий S2 × S1 .
Обратно, для любых неотрицательных целых чисел r и l таких, что число

g = (r−l+2)/2 является целым и неотрицательным, существует диффеомор-
физм f ∈ MS(M3) без гетероклинических кривых, обладающий следующими
свойствами:

(a) M3 – это 3-сфера, если g = 0, и M3 – это связная сумма g копий S2×S1 ,
если g > 0;

(b) неблуждающее множество диффеоморфизма f состоит из r седловых
и l узловых точек.

2. Динамика диффеоморфизмов класса G

В настоящем разделе мы устанавливаем некоторые динамические свойства
диффеоморфизма f : M3 →M3 из класса G.

Напомним, что класс G состоит из диффеоморфизмов f ∈ MS(M3), имею-
щих в точности четыре неблуждающие точки ωf , σ1

f , σ2
f , αf с индексами Морса

0, 1, 2, 3 соответственно.
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Рис. 4. Фазовый портрет диффеоморфизма f ∈ G с множеством Hf ,
состоящим из компактных и некомпактных гетероклинических кривых.

Рис. 5. Фазовый портрет диффеоморфизма f ∈ G с множеством Hf ,
состоящим из некомпактных гетероклинических кривых.

В силу отсутствия гетероклинических точек у диффеоморфизма f одномер-
ные седловые многообразия содержат в своих замыканиях единственную узло-
вую точку (см. предложение 1.8). А именно,

cl(W u
σ1

f
) = W u

σ1
f
∪ ωf , cl(W s

σ2
f
) = W s

σ2
f
∪ αf .
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Рис. 6. Фазовый портрет диффеоморфизма f ∈ G с пустым множе-
ством Hf .

При этом в силу предложения 1.9 множества Af = cl(W u
σ1

f
) и Rf = cl(W s

σ2
f
)

являются попарно непересекающимися топологически вложенными окружно-
стями (см. рис. 4), возможно дикими в узловых точках (см. рис. 5).

Положим
Hf = W s

σ1
f
∩W u

σ2
f
.

Если множество Hf непусто, то в силу предложения 1.7 справедливы равенства

cl(W s
σ1

f
) = W s

σ1
f
∪Rf , cl(W u

σ2
f
) = W u

σ2
f
∪Af .

В противном случае согласно предложению 1.8 множества

cl(W s
σ1

f
) = W s

σ1
f
∪ αf , cl(W u

σ2
f
) = W u

σ2
f
∪ ωf

являются топологически вложенными непересекающимися двумерными сфера-
ми (см. рис. 6).

2.1. Согласованная система окрестностей. Для t ∈ (0, 1] положим

N t
1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1(x
2
2 + x2

3) 6 t},
N t

2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x2
1 + x2

2)x
2
3 6 t}

и для i ∈ {1, 2} положим Ni = N 1
i .

Определим в окрестности N1 пару трансверсальных слоений Fu
1 , F s

1 следу-
ющим образом:

Fu
1 =

⋃
(c2,c3)∈Ox2x3

{(x1, x2, x3) ∈ N1 : (x2, x3) = (c2, c3)},

F s
1 =

⋃
c1∈Ox1

{(x1, x2, x3) ∈ N1 : x1 = c1}.
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Определим в окрестности N2 пару трансверсальных слоений Fu
2 , F s

2 следу-
ющим образом:

Fu
2 =

⋃
c3∈Ox3

{(x1, x2, x3) ∈ N2 : x3 = c3},

F s
2 =

⋃
(c1,c2)∈Ox1x2

{(x1, x2, x3) ∈ N2 : (x1, x2) = (c1, c2)}.

Определим диффеоморфизмы νi : R3 → R3, i ∈ {1, 2}, формулами

ν1(x1, x2, x3) =
(

2x1,
x2

2
,
x3

2

)
, ν2 = ν−1

1 .

Заметим, что для i ∈ {1, 2} множество N t
i является инвариантным относитель-

но диффеоморфизма νi, который переводит слои слоения Fu
i (или F s

i ) в слои
этого же слоения.

В силу [14] седловая точка σi
f диффеоморфизма f ∈ G обладает линеаризу-

ющей окрестностью N i
f , оснащенной гомеоморфизмом µi : N i

f → Ni, который
сопрягает диффеоморфизм f

∣∣
Ni

f

c диффеоморфизмом νi

∣∣
Ni

и является диф-

феоморфизмом на N i
f \ (W s

σi
f
∪ W u

σi
f
). Слоения Fu

i , F s
i индуцируют (посред-

ством гомеоморфизма µ−1
i ) f -инвариантные слоения F u

i , F s
i на линеаризую-

щей окрестности N i
f . Для любой точки x ∈ N i

f будем обозначать через F u
i,x

(или F s
i,x) единственный слой слоения F u

i (соответственно F s
i ), проходящий че-

рез точку x.
Если множество Hf пусто, то набор Nf непересекающихся линеаризующих

окрестностей N1
f , N2

f седловых точек диффеоморфизма f назовем согласован-
ной cистемой окрестностей, а слоения F s

i , F u
i (i = 1, 2) назовем согласован-

ными.
Если Hf ̸= ∅, то выберем f -инвариантную трубчатую окрестность NHf

⊂M3

кривых множества Hf , оснащенную f -инвариантным C1,1-слоением F , состоя-
щим из двумерных дисков, трансверсальных к Hf . Для любой точки x ∈ NHf

будем обозначать через Fx единственный слой слоения F , проходящий через
эту точку.

Назовем объединение Nf линеаризующих окрестностей N1
f и N2

f седловых
точек диффеоморфизма f согласованной cистемой окрестностей, а слоения
F s

i , F u
i (i = 1, 2) согласованными, если для любой точки x ∈ (N1

f ∩ N2
f ∩ NHf

)
и слоя Fx слоения F , проходящего через точку x, выполняются следующие
условия (см. рис. 7):

F s
1,x ∩ Fx = F s

2,x ∩ (N1
f ∩NHf

), F u
2,x ∩ Fx = F u

1,x ∩ (N2
f ∩NHf

).

Предложение 2.1 [14; теорема 1]. Для любого диффеоморфизма f ∈ G су-
ществует согласованная система окрестностей.
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Рис. 7. Согласованная система окрестностей.

2.2. Пространства блуждающих орбит. Рассмотрим пространства

Vωf
= W s

ωf
\ ωf и V̂ωf

= Vωf
/f.

Обозначим через pωf
: Vωf

→ V̂ωf
естественную проекцию. Положим (см. рис. 8)

Âf = pωf
(Af \ σ1

f ).

Предложение 2.2 [25; теорема 2.1.3]. Для любого диффеоморфизма f ∈ G
справедливо следующее:

1) пространство V̂ωf
диффеоморфно многообразию S2 × S1 ;

2) проекция pωf
является накрытием;

3) множество Âf состоит из пары непересекающихся узлов L1
f ⊔ L2

f в V̂ωf

таких, что отображение

iLi
f∗ : π1(Li

f ) → π1(V̂ωf
), i ∈ {1, 2},

является изоморфизмом.

Рис. 8. Факторпространство V̂ωf .



ДИФФЕОМОРФИЗМЫ МОРСА–СМЕЙЛА 155

Предложение 2.3 [25; лемма 4.4]. Множество pωf
(N1

f ) является дизъ-
юнктным объединением двух заполненных торов NL1

f
,NL2

f
, являющихся труб-

чатыми окрестностями узлов L1
f , L2

f соответственно. Если хотя бы одно
из множеств V̂ωf

\ intNL1
f

и V̂ωf
\ intNL2

f
не гомеоморфно заполненному тору,

то многообразие W u
σ1

f
дико вложено в несущее многообразие M3 .

Рис. 9. Факторпространство V̂f .

В силу предложения 1.10 множества Af и Rf являются дуальными аттрак-
тором и репеллером соответственно для диффеоморфизма f . Положим

Vf = M3 \ (Af ∪Rf ).

В силу предложения 1.11 пространство орбит V̂f = Vf/f является гладким
замкнутым ориентируемым 3-многообразием, а естественная проекция pf :
Vf → V̂f является накрытием и индуцирует эпиморфизм

ηf : π1(V̂f ) → Z,

ставящий в соответствие элементу [ĉ] ∈ π1(V̂f ) число n ∈ Z такое, что любое
поднятие элемента ĉ соединяет точку x ∈ Vf с точкой fn(x). Положим (см.
рис. 9)

T s
f = pf (W s

σ1
f
\ σ1

f ), T u
f = pf (W u

σ2
f
\ σ2

f ), Cf = pf (Hf ).

В силу предложений 1.9 и 1.11 множества T s
f и T u

f являются гладко вложенными
в V̂f двумерными торами такими, что

ηf (iT s
f∗(π1(T s

f ))) = ηf (iTu
f ∗(π1(T u

f ))) ∼= Z.
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Основным результатом раздела является следующая лемма.

Лемма 2.1 [62; лемма 2]. Для любого диффеоморфизма f ∈ G справедливо
следующее:

1) множество V̂f является связным неприводимым замкнутым 3-много-
образием, и торы T s

f , T u
f являются несжимаемыми в нем;

2) множество Cf состоит из конечного числа узлов c, при этом ηf ([c]) = 0
тогда и только тогда, когда узел c ⊂ Cf является проекцией компактной
гетероклинической кривой;

3) любой узел c ⊂ Cf такой, что ηf ([c]) = 0, является стягиваемым (либо
не стягиваемым) одновременно на обоих торах T s

f и T u
f (см. рис. 10).

Рис. 10. Варианты расположения узлов в V̂f : (а) узлы, стягиваемые
на обоих торах; (b) нестягиваемые узлы.

Доказательство. Докажем последовательно все утверждения леммы.
1) В силу предложений 1.10 и 1.11 многообразие V̂f является связным, за-

мкнутым, простым 3-многообразием. Так как тор T s
f является ηf -существен-

ным в V̂f , то он не лежит в 3-шаре. Покажем от противного, что тор T s
f не

ограничивает заполненный тор в V̂f . Отсюда в силу предложения 1.2 будет
следовать, что многообразие V̂f не гомеоморфно S2 × S1 и, значит, является
неприводимым, а в силу предложения 1.4 тор T s

f является несжимаемым в V̂f .
Если предположить, что тор T s

f ограничивает в V̂f заполненный тор, то
V̂f \ T s

f состоит из двух компонент связности. С другой стороны, в силу пред-
ложения 1.7

M3 = W s
ωf
∪W s

σ1
f
∪W s

σ2
f
∪W s

αf
.

Тогда Vf \W s
σ1

f
= W s

ωf
\Af , и, следовательно, многообразия V̂f \ T s

f и V̂ωf
\ Âf

гомеоморфны. Поскольку одномерное подмногообразие не делит многообразие
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размерности 3 (см. предложение 1.5), то множество V̂ωf
\ Âf является связным

(см. рис. 8). Получили противоречие с тем, что связное многообразие гомео-
морфно не связному.

2) Непосредственно из определения эпиморфизма ηf следует, что равенство
ηf ([c]) = 0 выполнено тогда и только тогда, когда c ⊂ Cf – проекция компакт-
ной гетероклинической кривой.

3) Предположим, что некоторый узел c ⊂ Cf стягиваем на торе T u
f и является

существенным на торе T s
f . Тогда по определению тор T s

f является сжимаемым
в V̂f , что противоречит доказанному пункту 1).

Лемма доказана.

Обозначим через C0
f подмножество Cf , состоящее из стягиваемых на то-

рах T u
f и T s

f кривых. Назовем кривые множества H0
f = p−1

f (C0
f ) несуществен-

ными; оставшиеся гетероклинические кривые будем называть существенными.

3. Тривиализация динамики диффеоморфизмов класса G

Напомним, что для любого диффеоморфизма f ∈ G мы ввели понятие ге-
тероклинического индекса If следующим образом. Если множество Hf не со-
держит некомпактных кривых, то полагаем If = 0. В противном случае обо-
значим через H̃f подмножество, состоящее из некомпактных кривых. Так как
любая кривая γ ⊂ H̃f содержит вместе с любой точкой x ∈ γ точку f(x), бу-
дем считать кривую γ ориентированной в направлении от x к f(x). Также
зафиксируем ориентацию на многообразиях W s

σ1
и W u

σ2
. Для некомпактной

гетероклинической кривой γ обозначим через

vγ = (v⃗1
γ , v⃗

2
γ , v⃗

3
γ)

тройку векторов с началом в точке x ∈ γ таких, что
• v⃗1

γ – вектор нормали к W s
σ1

,
• v⃗2

γ – вектор нормали к W u
σ2

,
• v⃗3

γ – касательный вектор к ориентированной кривой γ.
Назовем vγ репером некомпактной гетероклинической кривой γ (см. рис. 11).

Рис. 11. Репер некомпактной гетероклинической кривой.
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Рис. 12. Диффеоморфизм f ∈ G+
1 .

Очевидно, что ориентация (правая или левая) репера vγ не зависит от вы-
бора точки x на γ. Положим Iγ = +1 (Iγ = −1) в случае положительной (от-

рицательной) ориентации. Число If =
∣∣∣∣ ∑

γ⊂H̃f

Iγ

∣∣∣∣ назовем гетероклиническим

индексом диффеоморфизма f .
Для целого числа p > 0 обозначим через Gp ⊂ G подмножество диффео-

морфизмов f ∈ G таких, что If = p. Например, на рис. 6 изображен фазовый
портрет диффеоморфизма из класса G0, а на рис. 12 – фазовый портрет диф-
феоморфизма из класса G1.

Заметим, что любая существенная компактная гетероклиническая кривая
γ ⊂ Hf ограничивает диск dγ ⊂W s

σ1
f
, содержащий седло σ1

f . Будем считать лю-
бую такую кривую ориентированной так, что при движении вдоль нее диск dγ

остается слева. Тогда для кривой γ, аналогично случаю некомпактной кривой,
определяется ее репер vγ .

Рис. 13. Диффеоморфизм f ∈ G1 с неориентируемым множеством Hf ,
состоящим из трех некомпактных кривых.

Множество Hf назовем ориентируемым, если оно состоит только из суще-
ственных гетероклинических кривых, все реперы которых имеют одинаковую
ориентацию. В противном случае множество Hf назовем неориентируемым
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Рис. 14. Диффеоморфизм f ∈ G+
0 с ориентируемым множеством Hf ,

состоящим из бесконечного множества компактных кривых.

(см. рис. 13). Обозначим через G+
p ⊂ Gp, p > 0, подмножество диффеоморфиз-

мов f ∈ Gp с ориентируемым множеством Hf (см. рис. 12).
Таким образом, у любого диффеоморфизма f ∈ G+

p множество Hf или пу-
сто, или состоит либо только из некомпактных, либо только из компактных
гетероклинических кривых (см. рис. 14).

Основным результатом настоящего раздела является доказательство следу-
ющей теоремы.

Теорема 1 [55; теорема 1]. Для любого диффеоморфизма f : M3 → M3 из
класса Gp , p > 0, существует изотопный ему диффеоморфизм f+ ∈ G+

p .

Доказательство теоремы будет следовать непосредственно из лемм 3.1, 3.2,
доказываемых ниже.

3.1. Сценарий исчезновения несущественных гетероклинических
кривых. Обозначим через G̃p ⊂ Gp подкласс диффеоморфизмов f , для кото-
рых множество H0

f пусто.
Основным результатом настоящего пункта является доказательство следу-

ющего факта.

Лемма 3.1 [62; теорема 1]. Для любого диффеоморфизма f : M3 → M3 из
класса Gp существует дуга в множестве Diff(M3), соединяющая диффеомор-
физм f с некоторым диффеоморфизмом f̃ ∈ G̃p .

Доказательство. Пусть f ∈ Gp. Если H0
f = ∅, то лемма доказана. В про-

тивном случае в силу леммы 2.1 для любого узла c ⊂ C0
f существует един-

ственный диск ds
c такой, что ds

c ⊂ T s
f , c = ∂ds

c; аналогичный диск du
c ⊂ T u

f узел
c = ∂du

c ограничивает на торе T u
f (см. рис. 15, (a)).

Среди кривых множества C0
f выберем крайнюю кривую c, т. е. такую, что

int ds
c ∩ C0

f = ∅.
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Рис. 15. Построение 3-шара bc.

Поскольку ds
c ∩ du

c = c, то множество ds
c ∪ du

c является цилиндрически вложен-
ной в многообразие V̂f двумерной сферой. В силу леммы 2.1 многообразие V̂f

неприводимо, и, следовательно, эта сфера ограничивает в нем единственный
трехмерный шар bc. Обозначим через T u

f,c двумерный тор, полученный сгла-
живанием тора (T u

f \ du
c ) ∪ ds

c (см. рис. 15, (b)). Тогда существует изотопный
тождественному диффеоморфизм ĥ : V̂f → V̂f такой, что ĥ(T u

f ) = T u
f,c. По

предложению 1.12 существует дуга ζt ⊂ Ef такая, что

ζ0 = f и T u
ζ1

= T u
f,c, T s

ζ1
= T s

f .

Повторяя этот процесс для каждой крайней кривой, мы получаем требуемый
диффеоморфизм f̃ ∈ G̃p. Лемма доказана.

3.2. Сценарий исчезновения неориентируемых гетероклинических
кривых. Основным результатом настоящего пункта является доказательство
следующего факта.

Лемма 3.2 [55; теорема 1]. Для любого диффеоморфизма f : M3 → M3 из
класса G̃p существует дуга в множестве Diff(M3), соединяющая диффеомор-
физм f с некоторым диффеоморфизмом f+ ∈ G+

p .

Доказательство. Пусть f ∈ G̃p.
Если множество Hf пусто или ориентируемо, то лемма доказана. В против-

ном случае Cf состоит из нестягиваемых попарно гомотопных друг другу на
каждом из торов T s

f , T u
f узлов (см., например, [61]), и среди них есть узлы c+

и c− с репером, ориентированным положительно и отрицательно соответствен-
но (см. рис. 16, 17).

Покажем, что число кривых в множествеHf можно уменьшить как минимум
на два.
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Рис. 16. Проекции некомпактных гетероклинических кривых с репе-
рами разной ориентации в пространство V̂f .

Рис. 17. Проекции компактных гетероклинических кривых с реперами
разной ориентации в пространство V̂f .

Для этого положим

Yf = pωf
(W u

σ2
f
∩ Vωf

) и N̂1
f = pωf

(N1
f ∩ Vωf

).

Тогда множество N̂1
f является дизъюнктным объединением двух заполненных

торов NL1
f
, NL2

f
, являющихся трубчатыми окрестностями узлов Хопфа L1

f , L2
f

соответственно. При этом множество Yf \ int N̂1
f состоит из конечного чис-

ла колец, границы которых лежат на торах T 1
f = ∂NL1

f
, T 2

f = ∂NL2
f
. В си-

лу неориентируемости множества Hf существует компонента связности Ku
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Рис. 18. Проекции инвариантных седловых многообразий в простран-
ство V̂ωf , соответствующие рис. 16.

Рис. 19. Проекции инвариантных седловых многообразий в простран-
ство V̂ωf , соответствующие рис. 17.

множества Yf \ int N̂1
f , имеющая граничные окружности на одной и той же

компоненте связности множества ∂N̂1
f (для определенности будем считать, что

на T 1
f ). Тогда окружности ∂Ku делят тор T 1

f на два кольца, каждое из кото-
рых Ks образует в объединении с кольцом Ku двумерный тор TKu . Покажем,
что Ks можно выбрать так, что тор TKu ограничивает заполненный тор QKu ,
внутренность которого не пересекает N̂1

f в V̂ωf
(см. рис. 18, 19).

Поскольку тор T 1
f гомотопически нетривиален в V̂ωf

, то кольцо Ku можно
выбрать так, что тор TKu также гомотопически нетривиален. В силу предло-
жения 1.2 тор TKu ограничивает заполненный тор QKu в V̂ωf

. Если NL1
f
⊂ QKu ,

то по построению cl(QKu) \ NL1
f

– также заполненный тор, ограниченный то-
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ром, построенным по второму кольцу Ks. Поэтому везде далее мы полагаем,
что QKu ∩ N̂L1

f
= Ks.

Таким образом, с каждым кольцом Ku связан тор TKu , ограничивающий
заполненный тор QKu в V̂ωf

. Поскольку в силу предложения 1.4 любой тор,
гомотопически нетривиально вложенный в заполненный тор, ограничивает там
единственный заполненный тор, то среди всех таких заполненных торов QKu

существует такой QKu
0
, чья внутренность не пересекается с кольцами Ku. То-

гда внутренность тора QKu
0

не пересекается с торами N̂1
f и QKu

0
∩ Yf = Ku

0 .
Обозначим через Ks

0 вторую половину тора TKu
0
.

Положим
NT s

f
= pf (N1

f ∩ Vf ), NTu
f

= pf (N2
f ∩ Vf ).

Обозначим через Ku
0 компоненту связности множества T u

f \ Cf такую, что
pf (p−1

ωf
(Ku

0 )) ⊂ Ku
0 , и через Ks

0 компоненту связности множества T s
f \Cf такую,

что кольца pf (p−1
ωf

(Ks
0)), Ks

0 лежат в одной и той же компоненте связности N s
0

множества NT s
f
\ T u

f . Обозначим через K′s0 компоненту связности множества
∂NT s

f
∩N s

0, отличную от pf (p−1
ωf

(Ks
0)). Положим

K′u0 = Ku
0 ∪ (cl(N s

0) ∩ T u
f ).

По построению ∂Ks
0 = ∂Ku

0 = c+ ⊔ c−, где c+ ⊂ Cf и c− ⊂ Cf – нестягивае-
мые кривые с положительно и отрицательно ориентированным репером соот-
ветственно. Кроме того, тор T0 = Ku

0 ∪ Ks
0 ограничивает заполненный тор Q0

в V̂f , внутренность которого не пересекается с множеством T u
f ∪ T s

f . Обозна-
чим через T ′uf двумерный тор, полученный сглаживанием тора (T u

f \K′u0 )∪K′s0 .
Поскольку тор T ′0 = K′u0 ∪K′s0 ограничивает заполненный тор Q′0 в V̂f , внутрен-
ность которого не пересекается с тором T u

f , то существует изотопный тожде-
ственному диффеоморфизм ĥ : V̂f → V̂f такой, что ĥ(T u

f ) = T ′uf . Тогда в силу
предложения 1.12 существует дуга ζt ⊂ Ef такая, что

ζ0 = f, ζ1 = f ′ и T u
f ′ = T ′uf , T s

f ′ = T s
f .

Таким образом, диффеоморфизм f ′ ∈ G задан на том же многообразии M3,
что и диффеоморфизм f , но имеет на две гетероклинические кривые меньше.
Продолжая этот процесс, мы построим дугу, соединяющую диффеоморфизм f

с некоторым диффеоморфизмом f+ ∈ G+
p . Лемма доказана.

4. Узел Хопфа как полный инвариант диффеоморфизмов
класса G+

1 . Топологическая классификация
диффеоморфизмов класса G+

1

В настоящем разделе приводится полная топологическая классификация
диффеоморфизмов класса G+

1 , включая реализацию.
Пусть f ∈ G+

1 . Обозначим через ℓ1f , ℓ2f неустойчивые сепаратрисы точки σ1
f .

В силу предложения 1.8 замыкание cl(ℓif ) (i = 1, 2) одномерной неустойчивой
сепаратрисы точки σ1

f гомеоморфно простой компактной дуге и состоит из
этой сепаратрисы и двух точек: точки σ1

f и стока ωf (см. рис. 12). Согласно
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предложению 1.7 пространство орбит бассейна стока V̂ωf
диффеоморфно мно-

гообразию S2 × S1 (везде далее мы будем отождествлять эти многообразия),
и подмножество Li

f = pωf
(ℓif ), i = 1, 2, является узлом Хопфа в нем.

4.1. Эквивалентность узлов L1
f , L

2
f .

Лемма 4.1 [57; лемма 1.1]. Для любого диффеоморфизма f ∈G+
1 узлы L1

f ,L2
f

являются изотопными.

Рис. 20. Возможные варианты проекции Yf двумерного неустойчивого
седлового многообразия.

Доказательство. Положим (см. рис. 20)

Yf = pωf
(W u

σ2
f
∩ Vωf

).

Согласно предложению 1.9 пространство орбит (W u
σ2

f
\ σ2

f )/f гомеоморфно
двумерному тору, и пространство орбит Hf/f гомеоморфно окружности, яв-
ляющейся нетривиальным узлом на торе (W u

σ2
f
\ σ2

f )/f . Так как

W u
σ2

f
∩ Vωf

= W u
σ2

f
\ (Hf ∪ σ2

f ),

то множество Yf гомеоморфно двумерному кольцу; при этом гомоморфизм iYf∗,
индуцированный включением iYf

: Yf → S2×S1, является изоморфизмом групп

π1(Yf ) ∼= π1(S2 × S1) ∼= Z.

Поскольку N1
f ∩ Vωf

= N1
f \W s

σ1
f
, то множество

N̂1
f = pωf

(N1
f )

является дизъюнктным объединением двух заполненных торов, являющихся
трубчатыми окрестностями узлов L1

f , L2
f : N̂1

f = NL1
f
⊔ NL2

f
. Положим (см.

рис. 21)
T i

f = ∂NLi
f
, Si

f = T i
f ∩ Yf .
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Рис. 21. Трубчатые окрестности узлов L1
f , L2

f .

Поскольку множество Hf = W s
σ1

f
∩W u

σ2
f

состоит из единственной некомпактной

f -инвариантной кривой, то множество ∂N1
f ∩W u

σ2
f

состоит из двух некомпакт-

ных f -инвариантных кривых, проекцией которых в многообразие V̂ωf
∼= S2×S1

являются узлы S1
f ⊔ S2

f . Отсюда следует, что S1
f , S2

f – изотопные хопфовские
узлы.

Таким образом, узлы Si
f , Li

f являются образующими заполненного тора NLi
f
.

Тогда они ограничивают в нем двумерное кольцо и, следовательно, являются
изотопными. Лемма доказана.

4.2. Класс эквивалентности узла Хопфа как полный инвариант то-
пологической сопряженности в классе G. Из леммы 4.1 и теоремы То-
ма о продолжении изотопии (см., например, [40]) следует, что хопфовские уз-
лы L1

f , L2
f эквивалентны. Обозначим через Lf = [L1

f ] = [L2
f ] класс эквивалент-

ности этих узлов.

Теорема 2 [57; теорема 1.1]. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G+
1 топологически

сопряжены тогда и только тогда, когда Lf = Lf ′ .

Доказательство. (⇒) Пусть диффеоморфизмы

f : M3 →M3, f ′ : M ′3 →M ′3, f, f ′ ∈ G+
1 ,

топологически сопряжены посредством некоторого гомеоморфизма h : M3 →
M ′3. Поскольку h переводит инвариантные многообразия неподвижных точек
диффеоморфизма f в инвариантные многообразия диффеоморфизма f ′ с со-
хранением устойчивости, то

h(W s
ωf

) = W s
ωf′
, h(ℓif ) = ℓif ′ .

Так как hf = f ′h, то гомеоморфизм h определяет гомеоморфизм ĥ : V̂ωf
→ V̂ωf′

формулой
ĥ = pωf

hp−1
ωf
.
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Рис. 22. Проекция согласованных окрестностей.

Откуда вытекает, что ĥ(Li
f ) = Li

f ′ и, следовательно, хопфовские узлы Li
f , Li

f ′

эквивалентны.
(⇐) Пусть Lf = Lf ′ . По шагам построим гомеоморфизм h : M3 → M ′3,

сопрягающий диффеоморфизмы f и f ′. Для этого мы будем использовать
обозначения леммы 4.1 и п. 2.1, которые будем снабжать штрихом в случае
диффеоморфизма f ′. Положим (см. рис. 22)

N̂2
f = pωf

(N2
f ∩ Vωf

), N̂f = N̂1
f ∪ N̂2

f .

Шаг 1: построим гомеоморфизм ĥ1 : V̂ωf
→ V̂ωf′ такой, что ĥ1(N̂f ) = N̂f ′ .

Выберем нестягиваемый узел Lf на кольце Yf \N̂1
f и нестягиваемый узел Lf ′ на

кольце Yf ′ \ N̂1
f ′ . Из леммы 4.1 следует, что [Lf ] = Lf и [Lf ′ ] = Lf ′ . Посколь-

ку Lf = Lf ′ , то по теореме Тома существует гомеоморфизм ĥ0 : V̂ωf
→ V̂ωf′

такой, что ĥ0(Lf ) = Lf ′ . В силу предложения 1.6 этот гомеоморфизм можно
считать диффеоморфизмом. Поскольку кольца Yf , Yf ′ являются гладкими, то
также, не уменьшая общности, можно считать, что ĥ0(Yf ) ⊂ Yf ′ в некоторой
окрестности узла Lf .

Пусть
Ñf = ĥ−1

0 (N̂f ′), Ñ1
f = ĥ−1

0 (N̂1
f ′), Ỹf = ĥ−1

0 (Yf ′),

и Jf ⊂ V̂f – гладкое двумерное кольцо, трансверсальное N̂f и Ñf и такое,
что Ĵf = Jf ∩ N̂f , J̃f = Jf ∩ Ñf – двумерные кольца, принадлежащие N̂f \ N̂1

f ,
Ñf \Ñ1

f и содержащие узел Lf в своей внутренности (см. рис. 23). Из леммы 4.1
следует, что N̂f , Ñf – трубчатые окрестности узла Lf . Выберем трубчатые
окрестности W , U , Ũ узла Lf так, что

W ⊂ int(N̂f ∩ Ñf ), N̂f ⊂ intU, Ñf ⊂ int Ũ

и каждая из них пересекает Jf по двумерному кольцу. Поскольку множества

N̂f \ intW, U \ int N̂f , Ñf \ intW, Ũ \ int Ñf
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Рис. 23. Трубчатые окрестности узла Lf .

гомеоморфны T2 × [0, 1], то существуют гомеоморфизм

ψ̂ : V̂ωf
→ V̂ωf

,

тождественный на W и вне U и такой, что

ψ̂(N̂f ) = W, ψ̂(Ĵf ) = Ĵf ,

и гомеоморфизм
ψ̃ : V̂ωf

→ V̂ωf
,

тождественный на W и вне Ũ и такой, что

ψ̃(Ñf ) = W, ψ̃(J̃f ) = J̃f .

Тогда искомый гомеоморфизм ĥ1 имеет вид

ĥ1 = ĥ0ψ̃
−1ψ̂.

Шаг 2: построим гомеоморфизм ĥ2 : V̂ωf
→ V̂ωf′ , совпадающий с ĥ1 вне N̂f

и такой, что ĥ(Yf ) = Yf ′ . Для этого напомним, что линеаризующая окрест-
ность N1

f оснащена гомеоморфизмом

µ1 : N1
f → N1,

где
N t

1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1(x

2
2 + x2

3) < t}, t ∈ (0, 1],

и
N1 = N 1

1 ,

причем гомеоморфизм µ1 сопрягает диффеоморфизм f
∣∣
N1

f

с диффеоморфиз-

мом ν1
∣∣
N1

, заданным формулой ν1(x1, x2, x3) = (2x1, x2/2, x3/2). Аналогичные
обозначения со штрихом введем для диффеоморфизма f ′.
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Рис. 24. Построение гомеоморфизма ξ.

Положим H = µ1(Hf ) и H ′ = µ′1(Hf ′). Тогда H, H ′ являются ν1-инвари-
антными кривыми на плоскости Ox2x3. Поэтому существует гомеоморфизм
ξs : Ox2x3 → Ox2x3, коммутирующий с ν1

∣∣
Ox2x3

и такой, что ξs(H) = H ′ (см.,
например, [25]). Определим гомеоморфизм ξ : R3 → R3 формулой (см. рис. 24)

ξ(x1, x2, x3) = (x1, ξs(x2, x3)).

Выберем τ ∈ (0, 1) так, что ξ(N τ
1 ) ⊂ intN1. Положим

Nτ
1 = µ1(N τ

1 ) и ξ1 = (µ′1)
−1ξµ1

∣∣
Nτ

1
.

Из определения согласованной системы окрестностей следует, что

ξ1(Nτ
1 ∩W u

σ2
f
) ⊂W u

σ2
f′
.

Положим

N̂τ
1 = pωf

(Nτ
1 ), ξ̂1 = pωf′ ξ1p

−1
ωf

∣∣
N̂τ

1
и N̂ ′τ

1 = ξ̂1(N̂τ
1 ).

Тогда множества K = Yf \ int N̂τ , K ′ = Yf ′ \ int N̂ ′τ
1 гомеоморфны двумерным

кольцам. Выберем трубчатые окрестности

NK ⊂ (int N̂2
f \ int N̂τ

1 ), NK′ ⊂ (int N̂2
f ′ \ int N̂ ′τ

1 )

колец K, K ′ так, что пересечение NK с каждой компонентой связности множе-
ства ∂N̂τ

1 является двумерным кольцом и

ξ̂1(NK ∩ ∂N̂τ
1 ) = NK′ ∩ ∂N̂ ′τ

1 .
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Рис. 25. Построение гомеоморфизма ξ̂.

Положим N̂τ = N̂τ
1 ∪NK и N̂ ′τ = N̂ ′τ

1 ∪NK′ (см. рис. 25). Тогда гомеоморфизм ξ̂1
продолжается до гомеоморфизма ξ̂ : N̂τ → N̂ ′τ такого, что ξ̂(Yf ) = Yf ′ .

По построению гомеоморфизм ψ̂1 = ĥ−1
1 ξ̂ обладает свойством ψ̂1(N̂τ ) ⊂

int N̂f и гомеоморфизм ψ̂1

∣∣
∂N̂τ гомотопен тождественному отображению. По-

скольку множества N̂f \ int N̂τ и N̂f \ int ψ̂1(N̂τ ) гомеоморфны T2× [0, 1], то го-
меоморфизм ψ̂1 продолжается до гомеоморфизма ψ̂1 : V̂ωf

→ V̂ωf
, тождествен-

ного вне N̂f . Тогда искомый гомеоморфизм ĥ2 имеет вид

ĥ2 = ĥ1ψ̂1.

Шаг 3: построим искомый гомеоморфизм h. Из построения гомеоморфиз-
ма ĥ2 следует, что существует его поднятие h2 : Vωf

→ Vωf′ , сопрягающее диф-
феоморфизмы f

∣∣
Vωf

, f ′
∣∣
Vω

f′
и продолжающееся гомеоморфизмом ξ1 на W s

σ1
f
.

Таким образом, мы построили сопрягающий гомеоморфизм всюду, кроме за-
мыканий одномерных многообразий седловых точек. В силу предложения 1.13
такой гомеоморфизм продолжается до искомого гомеоморфизма h. Теорема 2
доказана.

Таким образом, класс эквивалентности Lf хопфовского узла является пол-
ным топологическим инвариантом для диффеоморфизма f ∈ G+

1 . Более того,
имеет место следующая теорема реализации.

4.3. Реализация диффеоморфизмов класса G+
1 узлами Хопфа.

Теорема 3 [57; теорема 1.2]. Для любого класса эквивалентности L хоп-
фовских узлов в S2 × S1 существует диффеоморфизм f ∈ G+

1 такой, что
Lf = L.
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Рис. 26. Поднятие узла Хопфа L.

Доказательство. Напомним, что

x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ∥x∥ =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

и ν : R3 → R3 – диффеоморфизм, заданный формулой ν(x) = x/2. Проекцию
p : R3 \O → S2 × S1 мы определили формулой

p(x) =
(

x
∥x∥

, log2 ∥x∥ (mod 1)
)
.

Реализуем любой узел Хопфа диффеоморфизмом f ∈ G+
1 .

Пусть L ⊂ S2 × S1 – хопфовский узел и U(L) – его трубчатая окрест-
ность. Тогда множество L = p−1(L) является ν-инвариантной дугой в R3 \ O,
и U(L) = p−1(U(L)) – ее ν-инвариантная окрестность, диффеоморфная D2×R1

(см. рис. 26). Положим

C = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
2 + x2

3 6 4}

и определим поток gt : C → C формулой

gt(x1, x2, x3) = (x1 + t, x2, x3).
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Тогда существует диффеоморфизм ζ : U(L) → C, который сопрягает диффео-
морфизмы ν

∣∣
U(L)

и g = g1
∣∣
C

. Определим поток φt на C следующими форму-
лами:

ẋ1 =

1− 1
9
(x2

1 + x2
2 + x2

3 − 4)2, x2
1 + x2

2 + x2
3 6 4,

1, x2
1 + x2

2 + x2
3 > 4;

ẋ2 =


x2

2

(
sin

(
π

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3 − 3)
)
− 1

)
, 2 < x2

1 + x2
2 + x2

3 6 4,

−x2, x2
1 + x2

2 + x2
3 6 2,

0, x2
1 + x2

2 + x2
3 > 4;

ẋ3 =


−x3

2

(
sin

(
π

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3 − 3)
)
− 1

)
, 2 < x2

1 + x2
2 + x2

3 6 4,

x3, x2
1 + x2

2 + x2
3 6 2,

0, x2
1 + x2

2 + x2
3 > 4.

По построению диффеоморфизм φ = φ1 имеет два неподвижных гиперболиче-
ских седла: седло P1(−1, 0, 0) с индексом Морса 1 и седло P2(1, 0, 0) с индексом
Морса 2 (см. рис. 27). Некомпактная гетероклиническая кривая W s

P1
∩ W u

P2

совпадает с открытым интервалом {x ∈ R3 : |x1| < 1, x2 = x3 = 0}. Заметим,
что φ совпадает с диффеоморфизмом g = g1 вне шара {x ∈ C : ∥x∥ 6 4}.

Рис. 27. Траектории потока φt.

Определим диффеоморфизм fL : R3 → R3 таким образом, что fL совпадает
с ν вне U(L) и совпадает с ζ−1φζ на U(L). Тогда fL имеет в U(L) две непо-
движные точки: седло ζ−1(P1) и седло ζ−1(P2).

Пусть N(0, 0, 0, 1) – это северный полюс сферы S3 = {x = (x1, x2, x3, x4) :
∥x∥ = 1} и ϑ : R3 → (S3 \ {N}) – стандартная стереографическая проекция. По
построению диффеоморфизм fL совпадает с ν в некоторой окрестности точ-
ки O и в некоторой окрестности бесконечно удаленной точки, следовательно,
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он индуцирует на S3 диффеоморфизм Морса–Смейла

fL(s) =

{
ϑ(fL(ϑ(s))), s ̸= N ;
N, s = N.

Непосредственно из построения следует, что неблуждающее множество диф-
феоморфизма fL состоит из четырех неподвижных гиперболических точек:
стока ω = S, двух седел σ1 = ϑ(ζ−1(P1)), σ2 = ϑ(ζ−1(P2)) и одного источ-
ника α = N . Построенный диффеоморфизм принадлежит классу G+

1 ; назовем
такие диффеоморфизмы модельными (см. рис. 28). Теорема доказана.

Рис. 28. Диффеоморфизм fL.

Непосредственно из теорем 2 и 3 следует, что объемлющим многообразием
для диффеоморфизмов класса G+

1 является 3-сфера S3.

5. Топология многообразий,
допускающих диффеоморфизмы класса G

5.1. Линзовое пространство как несущее многообразие для диф-
феоморфизмов класса G. В настоящем пункте мы докажем следующую
теорему.

Теорема 4 [56; теорема 1]. Несущее многообразие любого диффеоморфизма
f ∈ Gp , p > 0, гомеоморфно линзовому пространству Lp,q .

Доказательство. В силу леммы 3.2, не уменьшая общности, будем предпо-
лагать, что f ∈ G+

p , т. е. множество Hf гетероклинических кривых диффеомор-
физма f ориентируемо, и гетероклинический индекс равен p > 0. Рассмотрим
отдельно следующие случаи: 1) p = 0; 2) p > 0.
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1) В случае p = 0 множество Hf либо пусто, либо состоит только из компакт-
ных кривых, ограничивающих диски на W s

σ1
f
, содержащие седло σ1

f , и реперы
всех кривых в Hf имеют одинаковую ориентацию (см. рис. 14). Если множе-
ство Hf пусто, то в силу предложения 1.15 несущее многообразие гомеоморфно
S2 × S1 = L0,1 (см. рис. 6).

Везде далее будем использовать обозначения, введенные при доказательстве
леммы 3.1. Если множество Hf не пусто, то каждая компонента связности Ku

множества Yf \ int N̂1
f является гладким двумерным кольцом, имеющим одну

граничную компоненту на торе T 1
f , а другую – на торе T 2

f , и эти окружности
являются меридианами заполненных торов NL1

f
и NL2

f
соответственно. Обо-

значим через d1 ⊂ NL1
f

и d2 ⊂ NL2
f

двумерные диски, ограниченные этими
меридианами и имеющие в точности по одной точке пересечения с узлами L1

f

и L2
f соответственно (см. рис. 29). Тогда множество S = Ku ∪ d1 ∪ d2 является

двумерной сферой, цилиндрически вложенной в многообразие V̂ωf
. Поскольку

сфера S имеет единственную точку пересечения с каждым из узлов L1
f , L2

f ,
то в силу предложения 1.3 она объемлюще изотопна сфере S2 × {s0}, s0 ∈ S1.
Выберем сферу S̃, близкую к сфере S, объемлюще изотопную сфере S2 ×{s0},
s0 ∈ S1, так, что пересечение S̃ ∩NLi

f
, i = 1, 2, является двумерным диском d̃i,

имеющим единственную точку пересечения с узлом Li
f , и (S̃∩Yf ) ⊂ int(d̃1⊔ d̃2).

Рис. 29. Сфера S.

Тогда сфера S, являющаяся компонентой связности множества p−1
ωf

(S̃), огра-
ничивает 3-шар B ⊂ W s

ωf
, содержащий ωf в своей внутренности. При этом

пересечение S ∩ W u
σ2

f
принадлежит дизъюнктному объединению двух дисков

∆1 ⊂ p−1
ωf

(d̃1) и ∆2 ⊂ p−1
ωf

(d̃2) (см. рис. 30). Положим I = W u
σ1

f
\ intB. Из

свойств согласованной системы окрестностей и ориентируемости гетероклини-
ческих кривых следует, что существует трубчатая окрестность NI дуги I такая,
что пересечение ∂NI ∩W u

σ2
f

состоит из единственной замкнутой кривой µ2. То-
гда множество Q1 = B ∪ NI гомеоморфно заполненному тору, и кривая µ2

является его меридианом.
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Рис. 30. Построение шара B.

Поскольку кривая µ2 гомотопна наW u
σ2

f
\σ2

f гетероклиническим кривым диф-

феоморфизма f , то она ограничивает диск δ2, содержащий седло σ2
f . Выберем

трубчатую окрестность Nδ2 ⊂ M3 \ intQ1 диска δ2 так, что Nδ2 ∩W u
σ2

f
= δ2,

и Nδ2 ∩ ∂Q1 – кольцо на торе ∂Q1, являющееся трубчатой окрестностью кри-
вой µ2. Поскольку кривая µ2 существенна на торе ∂Q1, то множество Sα =
∂(Q1 ∪ Nδ2) гомеоморфно 2-сфере. По построению сфера Sα не пересекает-
ся с неустойчивыми многообразиями седловых точек и, следовательно, в силу
предложения 1.7 лежит в W u

α , где ограничивает 3-шар Bα.
Таким образом, множество Q2 = M3 \ intQ1 устроено так, что, разрезая

его по диску δ2, получаем 3-шар. Это означает, что Q2 – заполненный тор,
кривая µ2 является его меридианом, а M3 = Q1 ∪Q2 – линзовое пространство
L0,1

∼= S2 × S1 (см. рис. 14).
2) В случае p > 0 в силу ориентируемости множества Hf каждая компонен-

та Ku связности множества Yf \ int N̂1
f является двумерным кольцом, имеющим

граничные окружности на разных торах множества ∂N̂1
f , причем эти окруж-

ности являются узлами Хопфа. Тогда каждая компонента связности границы
множества N̂f является двумерным тором, гомотопически нетривиально вло-
женным в S2 × S1 (см. рис. 31). Согласно предложению 1.2 каждый такой
тор ограничивает в V̂ωf

заполненный тор, откуда следует, что N̂f принадле-
жит внутренности заполненного тора Ĵ ⊂ V̂ωf

. Положим J = pω−1
f

(Ĵ).

Поскольку J является f -инвариантным заполненным цилиндром, граница
которого не пересекается с инвариантными многообразиями седловых точек, то
в силу предложения 1.7 имеем ∂J ⊂W u

αf
. Выберем 2-диск d ⊂W u

αf
\αf так, что

∂d ⊂ ∂J и ∂d делит ∂J на две компоненты связности. Выберем точку y0 ∈ int d.
Обозначим через Sωf

замыкание компоненты связности множества ∂J \ ∂d, со-
держащее ωf . По построению Sωf

является 2-сферой, гладкой всюду, кроме,
возможно, точки ωf . Согласно предложению 1.1 существует гладкий 3-шар
B ⊂ M3 такой, что ωf ∈ intB и ∂B трансверсально пересекает Sωf

по един-
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Рис. 31. Множество N̂f .

ственной кривой, разделяющей в Sωf
точки ωf и y0. Не уменьшая общности,

будем считать, что ∂B пересекает цилиндр J по диску ∆, трансверсально пе-
ресекающему N1

f по двум дискам и N2
f \ intN1

f по p дискам (см. рис. 32).

Рис. 32. Построение шара B.

Положим I = W u
σ1

f
\ intB. Из свойств согласованной системы окрестностей

и ориентируемости гетероклинических кривых следует, что существует труб-
чатая окрестность NI дуги I такая, что NI ∩ ∆ ⊂ N1

f ∩ ∆, W s
σ1

f
пересекается

с Q1 = B∪NI по одному 2-диску, граница µ1 которого пересекается с W u
σ2

f
в точ-

ности в p точках, и пересечение ∂NI ∩W u
σ2

f
состоит в точности из p кривых. По

построению множество Q1 гомеоморфно заполненному тору, и

W u
σ2

f
∩ ∂Q1 = W u

σ2
f
∩ (∆ ∪ ∂NI).
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Поскольку

cl(W u
σ2

f
) \W u

σ2
f

= cl(W u
σ1

f
) ⊂ intQ1,

то W u
σ2

f
∩ ∂Q1 состоит из замкнутых кривых. Так как пересечение диска W u

σ2
f

с тором ∂Q1 ориентировано, то оно состоит из единственной кривой µ2 (см.
рис. 33).

Рис. 33. Кривые µ1 и µ2.

Поскольку кривая µ2 пересекает все гетероклинические кривые диффеомор-
физма f ориентируемым образом, то она ограничивает диск δ2, содержащий
седло σ2

f . Рассуждая аналогично случаю p = 0, получим, что M3 = Q1 ∪Q2 –
линзовое пространство Lp,q, где ⟨p, q⟩ – гомотопический тип кривой µ2 на то-
ре ∂Q1. Теорема доказана.

5.2. Построение диффеоморфизмов с дико вложенными сепара-
трисами на каждом линзовом пространстве. В настоящем пункте мы
конструктивно докажем следующий результат.

Теорема 5 [56; теорема 2]. На любом линзовом пространстве Lp,q суще-
ствует диффеоморфизм f ∈ G c дико вложенными одномерными седловыми
сепаратрисами.

5.2.1. Построение на линзе L0,1
∼= S2×S1. Пусть L1, L2 ⊂ S2×S1 – два непе-

ресекающихся узла Хопфа: стандартный узел и узел Мазура соответственно.
Пусть NL1 , NL2 – их попарно непересекающиеся трубчатые окрестности. Вы-
берем на торе Ti = ∂NLi , i = 1, 2, образующие λi, µi так, что параллель λi – это
узел Хопфа, а µi – это меридиан заполненного тора NLi . Пусть ÑL1 ⊃ NL1 –
также трубчатая окрестность узла L1, не пересекающаяся с NL2 , и T̃ = ∂ÑL1

(см. рис. 34).
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Рис. 34. Построение диффеоморфизма f ∈ G0 с дико вложенными
сепаратрисами.

Обозначим через V̂ многообразие, полученное из S2 × S1 \ int(NL1 ∪ NL2)
отождествлением граничных торов посредством диффеоморфизма, переводя-
щего меридиан µ1 в меридиан µ2. Пусть

q : S2 × S1 \ int(NL1 ∪NL2) → V̂

– естественная проекция. Положим L̂s = q(T̃ ) и L̂u = q(T2). Заметим, что
фундаментальная группа π1(V̂ ) допускает эпиморфизм η : π1(V̂ ) → Z, ста-
вящий в соответствие гомотопическому классу замкнутой кривой в V̂ чис-
ло ее оборотов вокруг образующей q(λ1). При этом торы L̂s и L̂u являются
η-существенными. Положим

S = (V̂ , η, L̂s, L̂u).

По построению многообразие V̂L̂s гомеоморфно исходному многообразию
S2 × S1. Поскольку тор T̃ ограничивает в S2 × S1 два заполненных тора, то
многообразие V̂L̂u также гомеоморфно многообразию S2 × S1.

Таким образом, схема S является абстрактной схемой. В силу предложе-
ния 1.14 схема S реализуется некоторым градиентно-подобным диффеомор-
физмом f ∈ MS(M3) таким, что схемы Sf и S эквивалентны. Поскольку мно-
жества L̂s, L̂u, V̂L̂s , V̂L̂u связны, то диффеоморфизм f имеет в точности четыре
неблуждающие точки попарно различных индексов Морса, т. е. f ∈ G. Так как
торы L̂s и L̂u не пересекаются, то множество Hf пусто. Согласно теореме 4
несущее многообразие диффеоморфизма f гомеоморфно линзовому простран-
ству L0,1

∼= S2×S1. Согласно предложению 2.3 многообразиеW u
σ1

f
дико вложено

в несущее многообразие.

5.2.2. Построение на линзе Lp,q, p ̸= 0. Пусть p ̸= 0, и пусть q ̸= 0 взаимно
просто с p. На трехмерном торе

T3 = S1 × S1 × S1 = {(ei2πx, ei2πy, ei2πz) : x, y, z ∈ R}
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зададим образующие

a = S1 × {ei2π0} × {ei2π0}, b = {ei2π0} × S1 × {ei2π0},
c = {ei2π0} × {ei2π0} × S1.

Зададим двумерные торы T̃ s, T̃ u ⊂ T3 следующим образом:

T̃ s = {(ei2πx, ei2πy, ei2πz) : z = 0}, T̃ u =
{

(ei2πx, ei2πy, ei2πz) : z =
p

q
y

}
.

Выберем трубчатые окрестности NT̃ s , NT̃u этих торов. По построению замыка-
ние каждой компоненты связности множества T3 \ (NT̃ s ∪NT̃u) является запол-
ненным тором с образующей, гомотопной узлу a. Выберем одну такую компо-
ненту W и обозначим через µW меридиан заполненного тора W (см. рис. 35).

Рис. 35. Построение диффеоморфизма f ∈ G2 с дико вложенными
сепаратрисами.

Пусть L ⊂ S2 × S1 – узел Мазура, NL – его трубчатая окрестность с мери-
дианом µNL

и ζ : ∂NL → ∂W – диффеоморфизм, переводящий меридиан µNL

в меридиан µW . Положим

V̂ = (T3 \ intW ) ∪ζ (S2 × S1 \ intNL).

Обозначим через

q : (T3 \ intW ) ⊔ (S2 × S1 \ intNL) → V̂

естественную проекцию. Положим L̂s = q(T̃ s) и L̂u = q(T̃ u). Заметим, что
фундаментальная группа π1(V̂ ) допускает эпиморфизм η : π1(V̂ ) → Z, ста-
вящий в соответствие гомотопическому классу замкнутой кривой в V̂ чис-
ло ее оборотов вокруг образующей q(a). При этом торы L̂s, L̂u являются
η-нетривиальными. Положим

S = (V̂ , η, L̂s, L̂u).
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Проверим допустимость абстрактной схемы, показав, что многообразие V̂L̂s

гомеоморфно многообразию S2×S1 (для многообразия V̂L̂u доказательство ана-
логичное).

По построению многообразие T3 \ intNT̃ s гомеоморфно T2× [0, 1]. Приклеив
заполненный тор к каждой компоненте связности этого многообразия так, что
меридиан заполненного тора склеивается с кривой, гомотопной образующей b,
получим многообразие S2 × S1. При этом полученное многообразие является
склейкой по границе двух заполненных торов W и S2×S1 \ intW . Тогда много-
образие V̂L̂s получается склейкой многообразий S2 × S1 \ intW , S2 × S1 \ intNL

по границе в силу диффеоморфизма, переводящего меридиан µNL
в мериди-

ан µW . Поскольку S2 × S1 \ intW – заполненный тор, то V̂L̂s гомеоморфно
многообразию S2 × S1.

Таким образом, схема S является абстрактной схемой. В силу предложе-
ния 1.14 схема S реализуется некоторым градиентно-подобным диффеомор-
физмом f ∈ MS(M3) таким, что схемы Sf и S эквивалентны. Поскольку мно-
жества L̂s, L̂u, V̂L̂s , V̂L̂u связны, то диффеоморфизм f имеет в точности четыре
неблуждающие точки попарно различных индексов Морса, т. е. f ∈ G. Так как
торы L̂s, L̂u пересекаются ориентируемым образом вдоль p η-существенных
кривых, то множество Hf ориентируемо и состоит из p некомпактных гете-
роклинических кривых. Согласно теореме 4 несущее многообразие диффео-
морфизма f гомеоморфно линзовому пространству Lp,q. Согласно предложе-
нию 2.3 многообразие W u

σ1
f

дико вложено в несущее многообразие.
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[15] C. Bonatti, R. Langevin, Difféomorphismes de Smale des surfaces, With the collabo-
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