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Àëãåáðà è àíàëèçÒîì 32 (2020), �1ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ ÑÂßÇÍÛÕ ��ÓÏÏ ËÈ© Ì. Â. ÌÅÙÅ�ßÊÎÂÑòàòüÿ ïîñâÿùåíà êëàññè�èêàöèè âåùåñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ ëè-íåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé íåêîììóòàòèâíûõ ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïïËè G, âñå ìîðñîâñêèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ èìåþò ìèíèìàëü-íî âîçìîæíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, äîïóñêàåìûõ òîïîëîãèåé ãðóï-ïû G. �1. ÂâåäåíèåÎñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â íåêîòîðîé êëàññè�èêàöèè âå-ùåñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ íåêîììó-òàòèâíûõ ãðóïï Ëè G ïî òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâàì èõ ìàòðè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ íà îñíîâå äè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, ñâÿçàííîãîñ ðàññìîòðåíèåì óïðóãèõ ïîãðóæåíèé çàìêíóòûõ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãî-îáðàçèé. Çàäà÷à îá óïðóãèõ ïîãðóæåíèÿõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé â åâ-êëèäîâû ïðîñòðàíñòâà âîñõîäèò ê ðàáîòàì ×æåíÿ è Ëàøî�à [1℄, Í. Êåé-ïåðà [2℄ è êîòîðàÿ çàòåì èçó÷àëàñü â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò [3, 4, 5℄.Íàïîìíèì, ÷òî ïîãðóæåíèå f : M → R
N â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R

Níàçûâàåòñÿ óïðóãèì (taut) ïîãðóæåíèåì, åñëè âñå ìîðñîâñêèå �óíêöèèâûñîòû hv(x) = 〈v, f(x)〉, ãäå v ∈ R
N , x ∈ M è 〈 · , · 〉 � åâêëèäîâî ïðîèç-âåäåíèå, ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè Ìîðñà, ó êîòîðûõ ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî-÷åê ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëàì Ìîðñà µk(M),

k = 0, 1, . . . ,m = dimM ìíîãîîáðàçèÿ M . Â ñèëó èçâåñòíûõ â òîïîëîãèèíåðàâåíñòâ Ìîðñà ìåæäó ÷èñëàìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê �óíêöèé Ìîðñà è÷èñëàìè Áåòòè βk(M,F ) ìíîãîîáðàçèÿ M îòíîñèòåëüíî ïîëÿ êîý��èöè-åíòîâ F ê óïðóãèì ïîãðóæåíèÿì ïðèíàäëåæàò ïîãðóæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõÊëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîåïðåäñòàâëåíèå, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, �óíêöèÿ Ìîðñà, óïðóãèå ïîãðóæåíèÿ ãëàäêèõìíîãîîáðàçèé.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà �åñ-ïóáëèêè Ìîðäîâèÿ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà �18-41-130004.40



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ... 41÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëàì Áåòòè ìíîãî-îáðàçèÿ M . Èç íåðàâåíñòâ Ìîðñà âûòåêàåò, ÷òî, åñëè ÷èñëà êðèòè÷åñêèõòî÷åê ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ ìîðñîâñêèõ �óíêöèé âûñîòû íåêîòîðîãî ïîãðó-æåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿM ðàâíû åãî ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëàì Áåòòè îòíîñè-òåëüíî ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, òî ãîìîëîãèè M íå èìåþò êðó÷åíèÿ.Ôóíêöèè Ìîðñà ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åêâîçíèêàþò íå òîëüêî â çàäà÷å îá óïðóãèõ ïîãðóæåíèÿõ. Íåòðèâèàëüíûåïðèìåðû îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ òàêèìè �óíêöèÿìè Ìîðñà èññëåäî-âàëè �. Áîòò è �. Ñàìåëüñîí â ðàáîòå [7℄ ñðåäè îðáèò ïðåäñòàâëåíèé èçî-òðîïèè ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, ñðåäè îð-áèò ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè.Âëîæåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ îðáèò ÿâëÿþòñÿ îñîáî èíòåðåñíûìè ïðèìåðà-ìè óïðóãèõ ïîãðóæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè.Çàäà÷à ïîëíîé êëàññè�èêàöèè òåõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå äî-ïóñêàþò óïðóãèå ïîãðóæåíèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîêà íå ðåøåíà. �ÿäòîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé ê ñóùåñòâîâàíèþ óïðóãèõ ïîãðóæåíèé êîì-ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé áûë íàéäåí �. Òîðáåðãñîíîì (ñì. [8℄).Âçàèìîñâÿçÿì òåîðèè Ìîðñà ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì ïîñâÿùåíà ðàáîòà À. Ï. Âåñåëîâà è È. À. Äûííèêîâà [6℄, ãäå ñâîé-ñòâî óïðóãîñòè ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ êîìïàêò-íûõ ãðóïï O(n), U(n) è Sp(n) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà è ïîñòðîåíèÿèíòåãðèðóåìûõ ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ íà íèõ.Äðóãèì èñòî÷íèêîì ìèíèìàëüíûõ �óíêöèé Ìîðñà ñëóæèò ãåîìåòðèÿêîìïàêòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ ãàìèëüòîíîâûì äåéñòâèåìêîìïàêòíûõ òîðîâ è òåîðèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Âàæíàÿ òåîðåìà Àòüè�Ñòåðíáåðãà��èéåìèíà î âûïóêëîñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ ãà-ìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ òîðà ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî ìîðñîâ-ñêèå êîìïîíåíòû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè �óíê-öèÿìè Ìîðñà áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íå÷åòíûõ èíäåêñîâ íà êîìïàêòíîìñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (ñì. [9℄).Â ðàáîòå [10℄ �. Òîðáåðãñîí è Ê. �îðîäñêè êëàññè�èöèðîâàëè óïðóãèåëèíåéíûå âåùåñòâåííûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíûõ ñâÿç-íûõ ãðóïï Ëè G, îïðåäåëÿÿ èõ êàê ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, âñå îðáè-òû êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè ïîäìíî-ãîîáðàçèÿìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â òåðìèíàõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ òà-êèõ ïðåäñòàâëåíèé ñâîéñòâî óïðóãîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûêàê �óíêöèè íà ñàìîé ãðóïïå G îêàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè �óíêöèÿ-ìè Ìîðñà�Áîòòà, êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðûõ îáðàçóþò íåâûðîæäåííûåïîäìíîãîîáðàçèÿ íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè. Ê ðàññìîòðåííûì ðàíåå �. Áîò-òîì è �. Ñàìåëüñîíîì ïðåäñòàâëåíèÿì èçîòðîïèè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ



42 Ì. Â. ÌÅÙÅ�ßÊÎÂýòà êëàññè�èêàöèÿ äîáàâèëà åùå òîëüêî òðè íîâûõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñðå-äè âñåõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîò êëàññ �óíê-öèé Ìîðñà�Áîòòà íà ãðóïïîâîì ìíîãîîáðàçèè ïàðàìåòðèçóåòñÿ ìàòðèöà-ìè ðàíãà 1 è èìååò áîëüøóþ êîðàçìåðíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îêîëî 15 ëåò íàçàä Â. È. Àðíîëüä èíèöèèðîâàë ïðî-ãðàììó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè íåêîòîðûõ êëàññîâ ñïåöèàëüíûõ�óíêöèé êàê îáîáùåííûé àíàëîã 16-îé ïðîáëåìû �èëüáåðòà [11, 12℄. Îò-ìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá àíàëèçå äè��åðåíöèàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâçàäàâàåìûõ íåêîòîðûìè îáùèìè �îðìóëàìè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåïðè-âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñòàâèëñÿ åùå ðàíåå Ä. Ï. Æåëîáåíêî â åãî êíèãåïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè [13℄ è âîñõîäèò ê êëàññè-÷åñêîé ðàáîòå Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà [14℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñëåäóÿ îïèñàííîìó âûøå äè��åðåíöèàëüíî-ãåî-ìåòðè÷åñêîìó ïîäõîäó, áóäóò íàéäåíû âñå òå ëèíåéíûå âåùåñòâåííûå íå-ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ρ : G → Aut(Rn)íåêîììóòàòèâíûõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè, äëÿ êîòîðûõ ïîäìíî-ãîîáðàçèå ρ(G) óïðóãî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

End(Rn). Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðîå îòëè÷èå ýòîé �îðìóëèðîâêè îò îïðå-äåëåíèÿ ðàáîòû [10℄, ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ óïðóãèìèïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû G. Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå.Òåîðåìà. Ñòàíäàðòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï
SO(n), U(n) è Sp(n) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè óïðóãèìè ëèíåéíûìè âå-ùåñòâåííûìè íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ âå-ùåñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ ëîêàëüíî òî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçíûõêîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè.Àíîíñ ýòîãî ðåçóëüòàòà áûë ñäåëàí â òåçèñàõ äîêëàäà íà ÷åòâåðòîéøêîëå-êîí�åðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èí-âàðèàíòîâ¿ [16℄.Â ðàáîòå Ê. �îðîäñêè [17℄ áûëî îòìå÷åíî, ÷òî, åñëè ïðèâîäèìîå âåùå-ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè óïðóãîå, òî è êàæ-äàÿ åãî íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ñàìà ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì ïðåäñòàâëåíèåì.Íî ïðÿìàÿ ñóììà óïðóãèõ íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé íåâñåãäà îêàçûâàåòñÿ óïðóãèì ïðåäñòàâëåíèåì. Íåêîòîðûå ïðèìåðû â ñâÿçèñ ýòèì â ñëó÷àå àáåëåâûõ ãðóïï òàêæå áûëè óêàçàíû â [17℄. Ïîýòîìó äà-ëåå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ïðåä-ñòàâëåíèé óêàçàííûõ ãðóïï.



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ... 43Òåì íå ìåíåå, ïîñêîëüêó ñâîéñòâî óïðóãîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ �îðìóëè-ðóåòñÿ â òåðìèíàõ ìîðñîâñêèõ ñâîéñòâ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà ìàòðè÷-íûõ ýëåìåíòîâ M(ρ), íåòðóäíî óêàçàòü íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè óïðóãèõïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé.Ïðåäëîæåíèå 1. 1) Åñëè ρ : G → Aut(V ) � óïðóãîå íåïðèâîäèìîå âåùå-ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G, òî n-êðàòíàÿïðÿìàÿ ñóììà nρ òàêæå ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì ïðåäñòàâëåíèåì G.2) Åñëè ρj : Gj → Aut(Vj), j = 1, 2 � äâà óïðóãèõ íåïðèâîäèìûõ âå-ùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè Gj , òî ïðåä-ñòàâëåíèå
ρ : G1 ×G2 → Aut(V1 ⊕ V2),êîòîðîå çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(g1, g2)(v1, v2) = (ρ1(g1)v1, ρ2(g2)v2),ãäå v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì âåùåñòâåííûì ïðèâîäèìûì ïðåä-ñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè G1 ×G2.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 1) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
M(ρ) = M(nρ).×òî êàñàåòñÿ óòâåðæäåíèÿ 2), òî

M(ρ) = M(ρ1)⊕M(ρ2)â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé C∞(G1 ×G2), à
M(ρj) ⊂ C∞(Gj) ⊂ C∞(G1 ×G2), j = 1, 2.Îòñþäà ñëåäóþò ñâîéñòâà óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèâîäèìûõ ïðåä-ñòàâëåíèé. ßñíî, ÷òî ãðóïïà G1×G2 óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé Ëè,åñëè ãðóïïû G1 è G2 áûëè ïðîñòûìè ãðóïïàìè Ëè. �Èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî ó îñòàëüíûõ âåùåñòâåííûõ íåïðè-âîäèìûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ïîëóïðîñòûõãðóïï Ëè, âêëþ÷àÿ îñîáûå ïðîñòûå ãðóïïû Ëè, ÷èñëà Ìîðñà ïðîñòðàíñòâìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âñåãäà áîëüøå ÷èñåë Ìîðñà èëè ÷èñåë Áåòòè ñîîò-âåòñòâóþùèõ ãðóïïîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ôàêòè÷åñêè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåê-òðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆, îòâå÷àþùåãî ðèìàíîâîé ìåòðèêåÊàðòàíà�Êèëëèíãà íà êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïå Ëè G, â òåîðåìå âûäå-ëåíû òå êîìïàêòíûå ñâÿçíûå ãðóïïû Ëè è èõ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëå-íèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ìîðñîâñêèì ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðàËàïëàñà ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.Îöåíêè èëè íàõîæäåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ìîðñà ïðîñòðàíñòâìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äðóãèõ âåùåñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé



44 Ì. Â. ÌÅÙÅ�ßÊÎÂâ òåðìèíàõ êàðòàíîâñêîé òåîðèè ñòàðøèõ âåñîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-ëåíèé è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñâÿçíûõ ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõãðóïï Ëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûå øàãè â ðàìêàõ ïðîãðàììû òî-ïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè �óíêöèé Ìîðñà èíèöèèðîâàííîé Â. È. Àð-íîëüäîì.Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ïî ñóùåñòâó â ïðèâîäèìîì äàëåå äîêàçàòåëüñòâåíàøåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî òàê íàçûâàåìîåñâîéñòâî 0-óïðóãîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû. Èìåííî, äîñòàòî÷íî ïîòðå-áîâàòü, ÷òîáû ìîðñîâñêèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êàê �óíêöèè íà ãðóïïåèìåëè åäèíñòâåííóþ òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà. ßñíî,÷òî ñâîéñòâî 0-óïðóãîñòè (0-taut) ïîãðóæåíèÿ f : M → R
N ðàâíîñèëüíîòîìó, ÷òî ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïðîñòðàíñòâà R

N äåëèò ïîäìíîãîîáðàçèå
f(M) íà íå áîëåå ÷åì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Òàêîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿñâîåîáðàçíûì ñëàáûì àíàëîãîì ñâîéñòâà âûïóêëîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Âñëó÷àå ãðóïïîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ρ(G) ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà End(Rn)îíî òàêæå òåñíî ñâÿçàíî ñ íîäàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííûõ �óíêöèéîïåðàòîðîâ Ëàïëàñà. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî, êàê èçâåñòíî, âûïóêëàÿîáîëî÷êà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(n) èëè óíèòàðíîé ãðóïïû U(n) ÿâëÿ-åòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì êîíå÷íîìåðíîé îïåðàòîðíîé íîðìû, ïðè÷åì ñàìàãðóïïà O(n) èëè U(n) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êðàéíèõ òî÷åê øàðà.�2. Ïðåäâàðèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìûÑâîéñòâî óïðóãîñòè ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷-íûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï O(n), U(n) è Sp(n) áûëî ïðåäïîëîæåíî Í. Êåé-ïåðîì è âïåðâûå äîêàçàíî â ðàáîòå Óèëñîíà [3℄. Çàòåì â ñâÿçè ñ çàäà÷åéïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ íà ãðóïïàõ Ëè ýòî ñâîé-ñòâî áûëî íåçàâèñèìî äîêàçàíî â ðàáîòå [6℄.×òîáû äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î âå-ùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè è ïðîñòðàí-ñòâàõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè è ïóñòü C∞(G) � ïðîñòðàí-ñòâî ãëàäêèõ âåùåñòâåííî-çíà÷íûõ �óíêöèé íà íåé, ñíàáæåííîå ëèíåéíûìäåéñòâèåì G ïî ïðàâèëó

g · ϕ(x) = ϕ(x · g−1),ãäå g, x ∈ G è ϕ ∈ C∞(G). Ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò ñòàíäàðòíîå L2-ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà C∞(G), âîçíèêàþùåå èç áèèíâàðèàíòíîé ìåðûÕààðà íà G.



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ... 45Êàæäîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : G → Aut(V ) íà âåùåñòâåííîìâåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V îðòîãîíàëüíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî G-èí-âàðèàíòíîãî åâêëèäîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïîýòîìó âåðíî âêëþ-÷åíèå ρ(G) ⊂ O(V ) â îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó O(V ). Ïóñòü End(V ) ïðî-ñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V . Èç öåïî÷êè âëî-æåíèé ρ(G) ⊂ O(V ) ⊂ End(V ) ÿñíî, ÷òî ïîäãðóïïà ρ(G) åñòü ïîäìíîãîîá-ðàçèå ïðîñòðàíñòâà End(V ), ñíàáæåííîãî åâêëèäîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèç-âåäåíèåì 〈A,B〉 = Tr(AB∗), ãäå Tr � ñëåä îïåðàòîðà è B∗ � ñîïðÿæåííûéîïåðàòîð ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó B ∈ End(V ). Íàçîâåì ïîäìíîãîîáðàçèå
ρ(G) ⊂ End(V ) îáúåìíûì, åñëè îíî íå ëåæèò íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòèïðîñòðàíñòâà End(V ). Ôóíêöèè fA(g) = Tr(Aρ(g)), ãäå A ∈ End(V ) è g ∈ Gñóòü �óíêöèè âûñîòû íà ïîäìíîãîîáðàçèè ρ(G), ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-ñòâó C∞(G) è íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(ρ) ⊂ C∞(G) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ fA ïðåäñòàâëåíèÿ ρ. Êàê G-ïðîñòðàíñòâî îíî åñòü ïîäïðåäñòàâ-ëåíèå ëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G íà C∞(G).Óäîáíî, ïîëîæèâ k = R,C,H, îáîçíà÷èòü êëàññè÷åñêèå êîìïàêòíûåìàòðè÷íûå ãðóïïû êàê U(n, k). Óíèòàðíàÿ ãðóïïà ìàòðèö U(n, k), ãäå
k = R,C,H, äåéñòâóåò ëèíåéíî íà R

n, Cn ∼= R
2n èëè íà H

n ∼= R
4n ñîîò-âåòñòâåííî, ñîõðàíÿÿ (ýðìèòîâî) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà C

n èëè H
nè ¾óâàæàÿ¿ êîìïëåêñíóþ èëè êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó íà íèõ. Â ýòèõïðèìåðàõ èìååì: M(ρ) ∼= R

n2 äëÿ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, M(ρ) ∼=

C
n2 ∼= R

2n2 äëÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, M(ρ) ∼= H
n2 ∼= R

4n2 äëÿ òåëàêâàòåðíèîíîâ H. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âëîæåíèÿ
U(n, k) ⊂ Mat(n, k) ∼= M(ρ)ÿâëÿþòñÿ îáúåìíûìè. Ýòè ïðèìåðû ñóòü ïðèìåðû íåïðèâîäèìûõ âåùå-ñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííîãî, êîìïëåêñíîãî è êâàòåðíèîííîãîòèïîâ ñîîòâåòñòâåííî.×òîáû äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ óò-âåðæäåíèé î ñâîéñòâàõ íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé êîì-ïàêòíûõ ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè G.Ïðåäëîæåíèå 2. Ëþáîå âåùåñòâåííîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ρêîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç òðåõ òèïîâ:À) âåùåñòâåííûé òèï, ãäå ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

M(ρ) ⊂ C∞(G) è dimR M(ρ) = d2ρ, dρ � âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ïðåä-ñòàâëåíèÿ ρ;Á) êîìïëåêñíûé òèï, ãäå M(ρ) ⊂ C∞(G) è dimR M(ρ) = 1

2
d2ρ, dρ �âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρ;



46 Ì. Â. ÌÅÙÅ�ßÊÎÂÂ) êâàòåðíèîííûé òèï, ãäå M(ρ) ⊂ C∞(G) è dimR M(ρ) = 1

4
d2ρ, dρ �âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρ.Â ñëó÷àÿõ Á) è Â) âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ ρ êðàòíà 2 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.Èçâåñòíîå íàì èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååòñÿ â êíè-ãå Àäàìñà [16℄.Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîãðóæåíèå ρ(G) ⊂ M(ρ) êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïûËè G â ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ M(ρ) âåùåñòâåííîãî íåïðè-âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ðåàëèçóåò ρ(G) êàê îáúåìíîå ïîäìíîãîîáðàçèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3 îïèðàåòñÿ íà èçâåñò-íûé â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé �àêò, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî íåíóëåâûå ìàò-ðè÷íûå ýëåìåíòû èç M(ρ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðàËàïëàñà ∆ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà G, ïðèíàäëåæàùèìèîòëè÷íûì îò íóëÿ òî÷êàì ñïåêòðà îïåðàòîðà ∆. Ïîñòîÿííûå ìàòðè÷íûåýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ∆. Â ñèëóýòîãî ïîãðóæåíèå áóäåò îáúåìíûì. Èòàê, ëþáîå âåùåñòâåííîå íåïðèâîäè-ìîå ïðåäñòàâëåíèå ρ ðàçìåðíîñòè d çàäàåò íåïðèâîäèìóþ ëèíåéíóþ êîì-ïàêòíóþ ïîäãðóïïó ρ(G) îáúåìíî ðàñïîëîæåííóþ ëèáî â R

d2 , ëèáî â R
2d2 ,ëèáî â R

4d2 â çàâèñèìîñòè îò òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ. �Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàò âåñüìà ñóùåñòâåííû ñëåäóþ-ùàÿ òåîðåìà Êåéïåðà�Êåëëè (ñì. [2, 4℄) è å¼ ñëåäñòâèå.Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü f : M → R
N 0-óïðóãîå è îáúåìíîå ïîãðóæåíèåñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíî-æåñòâî U ⊂ M òàêîå, ÷òî α : TmM × TmM → NmM åñòü îòîáðàæåíèåíà íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî NmM ïîãðóæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå m ∈ U .Çäåñü α � âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîãðóæåíèÿ â òî÷êå m è TmM �êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå m ìíîãîîáðàçèÿ M .Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êåé-ïåðà N 6 1

2
m(m+ 3), m = dimM.Ýòà îöåíêà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà óïðóãîãî ïîãðóæåíèÿ ñóùåñòâåí-íà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ðàáîòû. ×òîáû å¼ ïðè-ìåíèòü íàì ïîòðåáóåòñÿÏðåäëîæåíèå 5. Âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà α âëîæåíèé

U(n, k) ⊂ Mat(n, k)çàäàåòñÿ íà àëãåáðå Ëè u(n, k) ãðóïïû U(n, k) �îðìóëîé α(X,X) = X2,
X ∈ u(n, k) è îïðåäåëÿåò áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
u(n, k)× u(n, k) íà íîðìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî u(n, k)⊥.



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ... 47Óêàçàííàÿ â ïðåäëîæåíèè 5 �îðìóëà äëÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìûåñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû g(t) = exp(tX)ñóòü ãåîäåçè÷åñêèå áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà U(n, k), èíäó-öèðîâàííîé âëîæåíèåì U(n, k) ⊂ Mat(n, k). Êðîìå òîãî, õîðîøî èçâåñòíîèç òåîðèè ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî âñå êîìïàêòíûå ïîäãðóïïûêëàññè÷åñêèõ êîìïàêòíûõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ êàê ðèìàíîâû ìíî-ãîîîáðàçèÿ èõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.Àëãåáðà Ëè u(n, k) ãðóïïû U(n, k) ñîñòîèò èç ìàòðèö X ñ ýëåìåíòàìèèç ïîëÿ k, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ X∗ = −X. Çäåñü
X∗ = X

T
,à ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå èëè êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå. Íîð-ìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî u(n, k)⊥ ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó u(n, k) ñîñòî-èò èç âñåõ ìàòðèö Y ∈ Mat(n, k) òàêèõ, ÷òî Y ∗ = Y . Ñþðúåêòèâíîñòüîòîáðàæåíèÿ α ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëåíèåì ñ ìàòðè-öàìè, íî îíà òàêæå åñòü ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 4 è óïðóãîñòè ñòàíäàðò-íûõ ïðåäñòàâëåíèé êëàññè÷åñêèõ êîìïàêòíûõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï, óñòàíîâ-ëåííîé Óèëñîíîì, à òàêæå À. Ï. Âåñåëîâûì è È. À. Äûííèêîâûì.Óñëîâèå 0-óïðóãîñòè ëîêàëüíî òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : G → Aut(Rn)âëå÷åò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ρ, ïðåâðàùàÿ åãî â òî÷íîå ïðåäñòàâ-ëåíèå.Ïðåäëîæåíèå 6. Ëîêàëüíî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : G → Aut(Rn) êîì-ïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì 0-óïðóãîñòè, ÿâ-ëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèåîêàçàëîñü íå òî÷íûì è ïóñòü g0 îòëè÷íûé îò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ýëåìåíòÿäðà ρ. �àññìîòðèì ìîðñîâñêèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò fA(g) = Tr(Aρ(g)), ãäå

A ∈ End(Rn) è g ∈ G. Ïóñòü g1 � òî÷êà åäèíñòâåííîãî ìàêñèìóìà �óíê-öèè fA íà ãðóïïå G. Ïîñêîëüêó ëåâûå ñäâèãè Lg � äè��åîìîð�èçìû ãðóï-ïû G íà ñåáÿ, òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò fB(g) = Tr(Bρ(g)), ãäå B = Aρ(g1),áóäåò ìîðñîâñêèì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì, èìåþùèì íà ãðóïïå G ìàêñè-ìóìû â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ e è g0. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ÿäðî óïðóãîãîïðåäñòàâëåíèÿ òðèâèàëüíî. �Îáðàòèìñÿ òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìûäàííîé ðàáîòû. Ïóñòü ρ : G → U(n, k) � òî÷íîå 0-óïðóãîå âåùåñòâåííîåíåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà êîìïàêòíîé ñâÿçíîéãðóïïû Ëè G è n � ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íàä òåëîì k. Äè��åðåí-öèàë dρ : G → u(n, k) ïðåäñòàâëåíèÿ ρ åñòü òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðûËè G ãðóïïû G. Åãî îáðàç dρ(G) åñòü ìàòðè÷íàÿ ïîäàëãåáðà Ëè àëãåáðû



48 Ì. Â. ÌÅÙÅ�ßÊÎÂËè u(n, k). Â ñèëó ïîëíîé ãåîäåçè÷íîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ρ(G) â ãðóï-ïå U(n, k), âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîäãðóïïû ρ(G) îòíîñèòåëüíî å¼âëîæåíèÿ â Mat(n, k) ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì âû÷èñëåííîé â ïðåäëî-æåíèè 5 �îðìû α íà ïîäàëãåáðó Ëè dρ(G). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íîðìàëü-íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ê ïîäàëãåáðå dρ(G) â Mat(n, k) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå ïðÿìîé ñóììû ïðîñòðàíñòâà u(n, k)⊥ è îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ
dρ(G)⊥ ê ïîäàëãåáðå Ëè dρ(G) âíóòðè àëãåáðû Ëè u(n, k). Îòñþäà ÿñíî,÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå α : dρ(G) × dρ(G) → u(n, k)⊥ ⊕ dρ(G)⊥ íå áó-äåò ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, åñëè ïðîñòðàíñòâî dρ(G)⊥ íåòðèâèàëü-íî. Ñêàçàííîå, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4, îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρÿâëÿåòñÿ 0-óïðóãèì, òî ïîäàëãåáðà Ëè dρ(G) ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîéËè u(n, k). Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(G) = U(n, k). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîîñíîâíîé òåîðåìû. �3. Çàêëþ÷åíèåÄîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, íàïðèìåð, ÷òî âñå òî÷íûå íåïðèâîäè-ìûå âåùåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòûõ îñîáûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè
G2, F4, E6, E7, E8 íå ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè âëîæåíèÿìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âû-÷èñëåíèå ÷èñåë Ìîðñà ìîðñîâñêèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåïðèâîäèìûõâåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé äè��åðåíöèàëüíî�òîïîëîãè÷åñêîé çàäà÷åé, îæèäà-þùåé ñâîåãî ðåøåíèÿ è òåñíî ñâÿçàííîé ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìèñîáñòâåííûõ �óíêöèé áèèíâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.Â ðàáîòå [8℄ �. Òîðáåðãñîí ïîëó÷èë äîâîëüíî ñèëüíûå íåîáõîäèìûå óñëî-âèÿ íà ãîìîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà óïðóãèõ ïîäìíîãîîáðàçèé åâêëèäîâûõïðîñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ çàìêíóòûõ ìíî-ãîîáðàçèé ñ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé, èçîìîð�íîé öèêëè÷åñêîé ãðóï-ïå Zn ïðè n > 2. Ïîñêîëüêó öåíòðû ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè SU(n)è E6 ñóòü ñîîòâåòñòâåííî Zn è Z3, òî ïðèñîåäèíåííûå ãðóïïû SU(n)/Znè E6/Z3 íå äîïóñêàþò óïðóãèõ âëîæåíèé â åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, à,ñëåäîâàòåëüíî, è óïðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé.Îòìåòèì, ÷òî �. Òîðáåðãñîí è Ê. �îðîäñêè â ðàáîòàõ [10, 17℄ îïðåäå-ëÿþò óïðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè êàê ëèíåéíûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ, âñå îðáèòû, êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìèïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíè äîêàçàëè, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ â ñìûñëå òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñóòü ëèáî èçâåñòíûå ïîëÿðíûåïðåäñòàâëåíèÿ, ëèáî òðè ÿâíî îïèñàííûõ èçîëèðîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèÿ.×òî êàñàåòñÿ ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, òî Ê. �îðîäñêè â [17℄ îïèñàëíåêîòîðûé êëàññ óïðóãèõ ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Îïðåäåëåíèå óïðó-ãîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èñïîëüçîâàííîå â äàííîé ðàáîòå, èìåëî â êà÷åñòâå



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ... 49ñâîåé ìîòèâàöèè âîïðîñ î òîì, êîãäà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, âêëþ÷àÿ è õà-ðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé, ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè Ìîðñà íà ãðóïïîâîì ìíîãî-îáðàçèè. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âåùåñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-íèé ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ÿâëÿþòñÿñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ãðóïïå. Ñîãëàñíî òåî-ðåìå Êóðàíòà î íîäàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðîâËàïëàñà íà ïðîèçâîëüíûõ çàìêíóòûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ÷èñëîêîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó íóëåé ñîáñòâåííîé �óíê-öèè, îòâå÷àþùåé çàäàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk, k = 0, 1, . . . , íåïðåâîñõîäèò íîìåðà k. Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Êóðàíòà ÿñíî, ÷òî 0-óïðóãèåïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè ïðèâîäÿò ê ñîáñòâåííûì�óíêöèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ãðóïïàõ U(n, k) ñ ïåðâûì îòëè÷íûì îòíóëÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Íî ñâîéñòâî 0-óïðóãîñòè ïîãðóæåíèé íàêëà-äûâàåò íà �óíêöèè âûñîòû ïîãðóæåíèÿ áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ, ÷åì íî-äàëüíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, äàâàåìûå òåîðåìîé Êóðàíòà. Íàóïîìÿíóòûõ âûøå îñîáûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ G íîäàëüíîå ñâîéñòâî âûïîë-íÿåòñÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ïåðâîìóîòëè÷íîìó îò íóëÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Òåì íå ìåíåå, â ñèëó îñíîâíî-ãî ðåçóëüòàòà äàííîé ðàáîòû, ñðåäè ìîðñîâñêèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ fAñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû, ÷òî íåêîòîðûå èõ ãèïåðïëîñêîñòè íåíóëåâî-ãî óðîâíÿ ðàçäåëÿþò ïîäìíîãîîáðàçèå ρ(G) íà áîëåå ÷åì äâå êîìïîíåíòûñâÿçíîñòè.Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî âíå êëàññà óïðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé èç 0-óïðóãîñòèïîãðóæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ñâîéñòâî óïðóãîñòè ýòîãî æå ïîãðó-æåíèÿ. Í. Êåéïåð óêàçàë ñëåäóþùèé ïðèìåð 0-óïðóãîãî âëîæåíèÿ òðåõ-ìåðíîé ñ�åðû, íå ÿâëÿþùåãîñÿ óïðóãèì âëîæåíèåì â R
4: óðàâíåíèå
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(u2 + v2) + y2 + [z − (u2 + v2)]2 = 1îïðåäåëÿåò íåâûïóêëóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â R

4, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì
0-óïðóãîñòè. Íàëè÷èå ó íåå ñâîéñòâà óïðóãîñòè âëîæåíèÿ, ñîãëàñíî ðàáîòå×æåíÿ è Ëàøî�à [1℄, äåëàëî áû å¼ âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.×òî êàñàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ òåõ ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ óïðóãèõ âåùåñòâåííûõ íåïðèâîäèìûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé,íå ÿâëÿþùèõñÿ �óíêöèÿìè Ìîðñà, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ò. Îçàâû [18℄, âñå�óíêöèè âûñîòû óïðóãèõ ïîãðóæåíèé îêàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Ìîðñà�Áîòòà ñ íåâûðîæäåííûìè êðèòè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, êîòîðûå òàê-æå óïðóãî âëîæåíû. Õàðàêòåðû óïðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ òàêèìè�óíêöèÿìè è â ðàáîòå À. Ï. Âåñåëîâà è È. À. Äûííèêîâà [6℄ ýòè ñâîéñòâàõàðàêòåðîâ ïðèìåíÿþòñÿ ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ êî-íå÷íîìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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