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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время интегрированное управление портфелями активов и обязательств (asset-
liability management, ALM) относится к классу лучших международных практик. Прежде всего это 
касается пенсионных фондов и страховых компаний, но также затрагивает и других финансовых 
посредников, имеющих портфели средне- и долгосрочных обязательств, таких как коммерческие 
и инвестиционные банки, и управляющих частным капиталом. Стратегии и техники в ALM разно-
образны (см., например, классификацию (Leibowitz, 1986; Van der Meer, Smink, 1993)) и нацелены 
на контроль спектра рисков, но главным среди них всегда остается процентный риск 2.

Неопределенность движения процентных ставок является главной сложностью при управле-
нии портфелями, находящимися «по разные стороны баланса» и состоящими из чувствительных 
к движению процентных ставок инструментов, а асимметричность изменения их стоимостей после 

1 Авторы благодарны рецензенту первого варианта статьи за ценные замечания, позволившие улучшить текст.
2 Здесь и далее по тексту под процентным риском (interest rate risk) мы будем понимать отрицательный эффект от движе-
ния процентных ставок в любом направлении. При конкретизации направления движения понятие процентного риска 
сужается либо до ценового риска (price risk), либо до риска реинвестирования (reinvestment risk).

Аннотация. Одной из центральных задач в управлении портфелем активов с фиксированной 
доходностью является иммунизация, т. е. контроль изменения стоимости портфеля при коле-
баниях процентных ставок с учетом аналогичной зависимости портфеля обязательств. В мно-
гочисленных исследованиях были предложены различные модели иммунизации для обязатель-
ства c единичным платежом и/или при предположении определенного вида сдвигов кривой 
спот-ставок. В настоящей работе впервые предложено решение проблемы иммунизации порт-
феля облигаций для множественных платежей по обязательствам и сдвигов кривой доходности 
произвольной структуры. Введенная Навалкой и Чемберсом, мера риска M-Absolute обобща-
ется на случай потока множественных платежей по обязательствам. В качестве меры близо-
сти потоков платежей используется известная в машинном обучении метрика Earth Mover’s 
Distance (EMD), или расстояние Монжа–Канторовича–Вассерштейна. Доказана оценка типа 
Фонга–Васичека —  процентный риск портфеля ограничен произведением двух факторов, один 
из которых будет EMD-расстоянием между активами и обязательствами (т. е. зависит только от 
структуры портфеля), а другой —  sup-норма функции шока ставок —  зависит только от изме-
нения кривой бескупонной доходности. Доказана неулучшаемость оценки. Получен явный вид 
и алгоритм расчета оптимального иммунизирующего портфеля. Практическая применимость 
метода продемонстрирована на примере иммунизации портфеля облигаций федерального зай- 
ма при структуре потока обязательств типа аннуитета.
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реализации процентного риска —  крайне нежелательным следствием. Классическая теория им-
мунизации, выдвинутая Фрэнком Редингтоном в 1952 г., явилась первым ответом на эти вызовы.

Заметим, что классическую модель стали использовать на практике весьма оперативно в Вели-
кобритании, где была опубликована работа Фрэнка Редингтона (Vanderhoof, 1972). Вместе с тем ос-
мысление того, что природа неопределенности движения процентных ставок очень далека от упро-
щенной схемы аддитивного шока форвардных ставок в классической модели, запустило процесс эво-
люции научных взглядов на то, какой должна быть правильная иммунизация, длящийся до сих пор. 
Были предложены многочисленные подходы к оценке и контролю процентного риска. Но только 
их часть и только для иммунизации единичного 3 платежа подходит для практического применения. 
Остальные подходы скорее интеллектуально привлекательны для научного сообщества. Но если для 
обязательств с единичным платежом утверждение, что иммунизация является мощным инструмен-
том обращения с процентным риском в портфельном управлении, все-таки справедливо, то для слу-
чая множественных платежей утверждение остается только в области абстракции.

А между тем множественные выплаты генерируют и портфели пенсионных планов, и портфе-
ли страховых полисов (когда в страховые полисы заложены аннуитетные компенсации). Для та-
ких портфелей, в отличие от портфелей обязательств с единичной выплатой, и по сей день не су-
ществует иммунизирующих механизмов. Потребность в них диктуется жесткими регуляторными 
ограничениями для пенсионных фондов и страховых компаний в отношении финансовой устой-
чивости их бизнес-модели.

Поскольку модели иммунизации денежного потока с единичной выплатой не работают для по-
тока множественных выплат, хеджирование, как правило, осуществляется на базе решения задачи 
линейного программирования в рамках альтернативной для иммунизации концепции балансиров-
ки по платежам (cash flow matching). Модели балансировки по платежам также относятся к ALM 
и примечательно, что они применялись до появления классической иммунизации.

Новое развитие модели балансировки по платежам получили в 1990-е годы в работах 
(Rosenbloom, Shiu, 1990; Ford, 1991, 1993). Однако эти модели все же являются инструментом ad 
hoc. Не будучи порождением финансовой науки, они не имеют достаточного теоретического фун-
дамента, уязвимы в отношении обосновывающих критериев, а решением задачи линейного про-
граммирования может стать неестественный и неэффективный портфель. Как статичная модель, 
предполагающая изначальное равенство двух денежных потоков, балансировка по платежам об-
ходится дорого и может не иметь решения без большого числа коротких позиций. Как динами-
ческая модель, ситуативно выравнивающая два денежных потока, она уязвима ввиду ошибочных 
прогнозов будущих ставок по займам и депозитам, а фактическая реализация стратегии в части 
заимствования денежных средств может приводить к нарушению внутренних установок по нормам 
ликвидности. Задачей же ALM для пенсионных фондов и страховых компаний является форми-
рование стратегического портфеля, обеспечивающего бесперебойное функционирование. Этого 
можно добиться дальнейшим прогрессом в моделировании иммунизации.

В настоящей работе предложена модель иммунизации потока множественных платежей с ми-
нимизацией меры разброса, опирающаяся на теоретические результаты в (Fong, Vasicek, 1984; 
Nawalkha, Chambers, 1996; Balbas, Ibanez, 1998). В этих работах был предложен и формализован 
подход, в рамках которого остаточный процентный риск, неустранимый посредством наложения 
ограничений дюрацией Фишера–Вейла, оценивается количественно и подлежит минимизации. 
В свое время понимание того, что дюрация Фишера–Вейла неэффективна при непараллельных 
сдвигах спотовой кривой, породило многочисленные попытки получить улучшенные метрики, при 
применении которых действенность иммунизирующего механизма не могла бы быть существенно 
скомпрометирована ошибочными прогнозами движения процентных ставок.

В моделях иммунизации с мерой разброса в (Fong, Vasicek, 1984; Balbas, Ibanez, 1998) предла-
гается оставить за дюрацией Фишера–Вейла хеджирующую от параллельных сдвигов спотовой 
кривой функцию и сосредоточиться на проблеме минимизации остаточного процентного риска, 
а в (Nawalkha, Chambers, 1996) —  полностью свести задачу иммунизации к минимизации остаточ-
ного процентного риска. Последнее объясняется тем, что в вышеперечисленных работах, в отли-
чие от работ в рамках других подходов к моделированию правильной иммунизации, допущения 

3 В контексте настоящей работы прилагательное «единичный» понимается как однократный.
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о шоке форвардных ставок минимально рестриктивные, что существенно усиливает иммунизи-
рующий потенциал модели и делает соблюдение дюрации Фишера–Вейла излишним условием.

В (Fong, Vasicek, 1984; Nawalkha, Chambers, 1996; Balbas, Ibanez, 1998) выводится неравенство, 
в котором один компонент показывает максимально допустимое возмущение спотовой кривой, 
а второй —  чувствительность портфеля, генерирующего единичную выплату, к такому возмуще-
нию, называемую мерой разброса. Формальное представление меры разброса —  важный шаг в мо-
делировании иммунизации. Мы развиваем теоретический результат (Nawalkha, Chambers, 1996) 
и предлагаем модель иммунизации с мерой разброса, подходящую для хеджирования потока как 
с единичным, так и с множественными платежами при сохранении минимально рестриктивных 
допущений о шоке форвардных ставок.

Главная трудность метода состоит в том, что мера разброса M-Absolute, полученная в (Nawalkha, 
Chambers, 1996), не может быть обобщена напрямую. Для такого обобщения требуется другая 
конструкция. Подходящей конструкцией является метрика Монжа–Канторовича–Вассерштей-
на. Данное понятие было введено Гаспаром Монжем еще в 1781 г. (Monge, 1781), а затем много-
кратно, под различными названиями и с различными вариациями, открывалось заново, изучалось 
и применялось в теории меры, теории транспортных задач, методах распознавания образов и т.д. 4 
Метрика Монжа–Канторовича–Вассерштейна —  количественная мера близости многомерных 
объектов (изображений, гистограмм, персистентных диаграмм и т. п.) —  широко и результативно 
применяется в современных приложениях искусственного интеллекта и методах машинного обу-
чения (Panaretos, Zemel, 2019; Torres et al., 2021). В настоящей работе для ее обозначения будет ис-
пользован краткий термин «EMD-расстояние» (earth mover’s distance).

В настоящей работе впервые предложено решение проблемы иммунизации портфеля облигаций 
для случая множественных платежей по обязательствам и сдвигов кривой доходности произвольной 
структуры. Ключевым новым результатом работы является оценка типа Фонга–Васичека —  вели-
чина процентного риска, т. е. отклонение в отрицательную сторону стоимости портфеля активов от 
приведенной стоимости потока обязательств, вызванное изменением ставок спот, ограничено про-
изведением двух сомножителей, один из которых представляет EMD-расстояние между потоками ак-
тивов и обязательств и зависит только от структуры портфеля, а другой —  sup-норма функции шока 
ставок —  зависит только от изменения кривой бескупонной доходности. Такая оценка неулучшаема 
в классе функций изменений ставок произвольной формы (без предположений гладкости). Для ре-
ализующего ее, т. е. оптимального, портфеля получена его структура и способ расчета.

Конструирование меры разброса и оптимального иммунизирующего портфеля для случая мно-
жественных платежей дополняется апробацией на реальных данных. Показано, что иммунизация 
с минимизацией EMD-расстояния является готовым руководством к действию для практиков. При 
этом, имея психологически-комфортный прескриптивный характер, предлагаемое нами решение 
выгодно отличается от хеджирования потока множественных платежей в моделях балансировки 
по платежам, поскольку совмещает необременительность прикладного применения со строгим 
теоретическим обоснованием.

Структура работы следующая. В разд. 2 описана логика возникновения моделей иммунизации 
с минимизацией меры разброса и представлены теоретические результаты данного направления. 
В разд. 3 получено основное неравенство для оценки процентного риска через меру близости по-
токов платежей по активам и обязательствам произвольной структуры. В разд. 4 показана неулуч-
шаемость данной оценки, поставлена задача оптимальной иммунизации и приведен алгоритм ее 
решения. В разд. 5 проведена апробация конструкции на реальных данных. В заключении сфор-
мулированы выводы и открытые вопросы.

2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ: КРАТКАЯ ИСТОРИЯ ВОПРОСА  
И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Идея хеджирования потока выплат потоком поступлений по критерию срочности получила за-
вершенное оформление в работе Фрэнка Редингтона (Redington, 1952). Он ввел термин «иммуни-
зация» (immunization), с тех пор прочно закрепившийся в профессиональной лексике. В класси-
ческой теории иммунизации Редингтона выдвигаются два необходимых и достаточных условия.

4 С историей вопроса можно ознакомиться в (Богачев, Колесников, 2012).
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Условия Редингтона.
1. Для портфелей активов и обязательств двух равенств одновременно соблюдаются их настоя-

щие стоимости и их дюрации 5.
2. Разброс взвешенных сроков по поступлениям должен превышать таковой по выплатам.
Допущения, принятые в классической теории иммунизации. В классической теории формулирует-

ся ряд допущений, при этом основной траекторией дальнейшего развития теории стало ослабле-
ние следующих допущений:

1) спотовая кривая является плоской,
2) возмущение спотовой кривой описывается параллельным сдвигом,
3) возмущение спотовой кривой незначительное.
Заметим, что в классической теории допускаются множественные платежи по обязательствам, 

однако в полной мере предметно развить данное направление не удалось.
В ранних работах, в которых впервые ослабляются первое и второе допущения (Fisher, Weil, 

1971; Bierwag, Khang, 1977; Khang, 1979), изменения форвардных ставок описываются шоком ад-
дитивного, мультипликативного и затухающего по срочности воздействия посредством введения 
соответствующих констант. Как следствие —  изменения форвардных ставок функционально зави-
симы и абсолютно коррелированы. Уже в (Ingersoll, Skelton, Weil, 1978) было продемонстрировано, 
что подобные установки моделирования неопределенности движения процентных ставок приводят 
к логическому парадоксу. Это связано с тем, что сформированные в подобных установках иммуни-
зированные портфели несовместимы с принципом отсутствия арбитражных возможностей и их су-
ществование в условиях общего рыночного равновесия неминуемо означает движение процентных 
ставок, отличное от первоначально прогнозируемого. После этого теория иммунизации получила 
новое осмысление и с 1980-х годов демонстрирует разветвленность, характеризуемую тем, какое 
именно обращение с базовыми установками лежит в основе изменений.

Моделирование иммунизации с минимизацией меры разброса является ключевой в контек-
сте настоящей работы ветвью развития теории иммунизации. В общих чертах, это —  поддержание 
(а потом отталкивание от) зонтичной идеи о том, что при невозможности совершенно корректной 
идентификации качества и числа диффузионных процессов в моделировании неопределенности 
движения процентных ставок лучшим выходом будет принять неизбежность остаточного процент-
ного риска 6 (появляющегося после устранения процентного риска посредством балансировки по 
дюрациям), его формализовать и минимизировать. Для того чтобы задача оптимизации дала не-
зависимое решение, работающее при разнообразных возмущениях спотовой кривой, в моделиро-
вании неопределенности устанавливаются минимальные допущения.

Впервые такой иммунизирующий механизм представлен в (Fong, Vasicek, 1984). Авторы пока-
зали, что падение конечной стоимости портфеля активов вследствие изменения процентных ста-
вок имеет нижнюю границу, существование которой не обусловлено типом возмущения спотовой 
кривой. Для аддитивного шока форвардных ставок �i t� � теорема Фонга–Васичека утверждает:

     �V V KMH H/ , ,� �0 5 2   (1)

               M
V

a t H
k

n

t kk

2

0 1

21
� �� �

�
� ,  (2)

где V0, VH  —  стоимости портфеля активов в момент времени 0 и H  соответственно; tk —  момент 
времени денежного поступления в портфель (k n=1,..., ); atk

 —  настоящая стоимость денежного по-
ступления At в портфель; K  —  верхняя граница изменения наклона по всей временной структуре 
вплоть до срока T . Неравенство (1) показывает, что неблагоприятное изменение конечной стоимо-
сти портфеля активов ограничено снизу произведением двух величин, первая из которых, �� �0 5, K , 
зависит только от шока форвардных ставок, вторая (M 2) —  только от структуры активов.

5 Фрэнк Редингтон не использовал термина «дюрация» (duration), введенного Фредериком Маколеем, о работе которого 
он просто не знал. В современном изложении с использованием термина «дюрация» теория иммунизации впервые поя-
вилась в работах (Fisher, Weil, 1971; Vanderhoof, 1972; Weil, 1973).
6 По-английски данный риск именуется stochastic process risk (либо просто process risk), или immunization risk.
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Поскольку в (1) только структура активов является подконтрольным свойством, она будет пере-
менной выбора в задаче минимизации последствий несовершенной иммунизации посредством ба-
лансировки по дюрациям, которые количественно выражены целевой функцией M 2, с наложением 
ограничений по первому допущению Редингтона. В соответствии с (2), M 2 —  взвешенное среднее 
квадратов расстояний между моментами времени денежных поступлений и горизонтом инвести-
рования. Примерная структура активов, соответствующая решению задачи минимизации, —  так 
называемый залповый портфель (bullet portfolio).

В работах (Shiu, 1987, 1990) обобщены результаты (Fong, Vasicek, 1984) и уточнены ограничения, 
при которых результат (Fong, Vasicek, 1984) справедлив. В (Montrucchio, Peccati, 1991) общие выво-
ды (Shiu, 1987) обобщаются далее, включая случай, когда функция, описывающая шок форвард-
ных ставок, может быть недифференцируемой и скачкообразной. Также дано уточнение для ос-
новного неравенства в (Fong, Vasicek, 1984). В (Bierwag, Fooladi, Roberts, 1993) показано, что M 2 
эффективно минимизирует остаточный процентный риск только для узкого класса стохастических 
процессов, а портфель с минимальным значением M 2 против ожиданий не всегда будет залповым.

В (Nawalkha, Chambers, 1997; Nawalkha, Soto, Zhang, 2003) авторы развивают меру M 2 до Q-ком-
понентной структуры —  M-вектора —  через разложение изменения прироста одной денежной еди-
ницы в ряд Тейлора порядка Q +1. При Q = 2 M-вектор сводится к M 2. Если Q > 2, то, по утверж-
дению (Nawalkha, Chambers, 1997), можно добиться почти совершенной иммунизации, так как 
увеличение элементов в M-векторе позволяет лучше учитывать отдаленность моментов времени 
денежных поступлений от горизонта инвестирования H  и позволяет отразить более тонкие нюан-
сы возмущения спотовой кривой.

Мера M 2  является квадратичной мерой разброса денежных поступлений относительно гори-
зонта инвестирования. В (Balbas, Ibanez, 1998; Balbas, Ibanez, Lopez, 2002) была введена схожая 
мера линейного разброса. Так же, как и в (Fong, Vasicek, 1984), у авторов вводится параметр, опре-
деляющий наихудший (в рамках разумных и реалистичных предположений) сценарий изменения 
спотовой кривой.

В моделях (Fong, Vasicek, 1984; Shiu, 1987, 1990; Balbas, Ibanez, 1998), равно как и в их обоб-
щениях, соблюдается правило: среди всех портфелей, выполняющих первое условие Редингтона, 
выбирается один с наименьшим значением меры разброса. Также имеется схожая характеристи-
ка: аддитивность шока форвардных ставок с допущением произвольной структуры по срочности. 
Поэтому такие модели иммунизируют:

– как в случае незначительных, так и в случае значительных возмущений спотовой кривой 
и ослабляют допущение;

– от разнообразия проявлений процентного риска, например от скручивания и раскручивания 
(twist) спотовой кривой.

Наконец, в (Nawalkha, Chambers, 1996) выдвигается модель иммунизации, которая сохраняет вы-
шеперечисленные преимущества, но отличается более гибкой постановкой задачи оптимизации. 
В модели снимается ограничение на точное соблюдение первого условия Редингтона и подбирается 
мера разброса, которая возьмет на себя функцию минимизации не остаточного, а совокупного про-
центного риска. Если кроме предположения, что шок форвардных ставок является ограниченной 
функцией, не делается других предпосылок относительно возмущения спотовой кривой, то нет не-
обходимости в жестком разграничении иммунизирующих функций между дюрацией, использование 
которой направлено на устранение неблагоприятных последствий параллельных сдвигов, и мерой 
разброса, минимизация которой устраняет остаточный процентный риск. Поддержка этой идеи ис-
ходит, в том числе, и из того что в условиях неполноты рынка портфель с требуемой дюрацией мож-
но и не сформировать. Основное неравенство в (Nawalkha, Chambers, 1996) имеет вид:

      �V V K MH H
A/ ,� � 3   (3)

где

                 M
V

a t HA

k

n

t kk
� �

�
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,  (4)

        K K K K i t K t3 1 2 1 2 0� � � � � � � � �max , , .�   (5)

Мера разброса M-Absolute ( M A ) представлена в (4); это —  взвешенное среднее абсолютное рас-
стояние между моментом времени поступления денег и горизонтом инвестирования. Мера, 
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характеризующая возмущение спотовой кривой, дана в (5). Это максимальное отклонение 
форвардной кривой в большую или меньшую сторону. Как и прежде, минимизации подлежит ком-
понент, который можно контролировать дизайном портфеля активов. Авторы (Nawalkha, Chambers, 
1996) заявляют, что только в гипотетическом случае незначительного параллельного сдвига спото-
вой кривой иммунизация по дюрации Фишера–Вейла сработает лучше. Во всех реалистичных 
случаях иммунизация мерой M-Absolute окажется эффективнее.

На случай множественных платежей меры разброса распространены не были, если не считать 
условный пример в (Fabozzi, Fong, 1985), где с весьма ограничивающим предположением, что шок 
форвардных ставок является линейной функцией от срочности, получено приближенное выраже-
ние для изменения стоимости портфеля, содержащее неточности.

В теории иммунизации известно несколько работ, в которых прорабатывается вопрос мно-
жественных платежей. В (Bierwag, Kaufman, Toevs, 1983) дано решение как для совместимых, так 
и для несовместимых с общим экономическим равновесием предпосылок относительно возмуще-
ния спотовой кривой. В первом случае первое условие Редингтона является необходимым и до-
статочным, во втором случае —  только необходимым, а достаточность достигается выполнением 
второго условия Редингтона в таком виде, что формируются два портфеля активов, для которых 
сроки первой и последней выплаты по портфелю обязательств будут верхней и нижней границей 
дюрации соответственно. В (Shiu, 1988) проблема рассматривается для общего случая: если воз-
мущения спотовой кривой описываются выпуклой функцией, то разбивка на портфели активов 
выполняется так, чтобы каждая выплата по портфелю обязательств была иммунизирована отдель-
но, —  что является необходимым и достаточным условием. Результаты (Shiu, 1988) были развиты 
и обобщены в (Shiu, 1990; Hürlimann, 2002). Отметим, что ни одна из вышеперечисленных работ 
не имеет прикладного характера и, по-видимому, даже приближенно не может рассматриваться 
как руководство к действию для практиков.

С точки зрения практического применения интересна работа (Theobald, Yallup, 2009), в которой 
предложена модель иммунизации на основе обобщения первого условия Редингтона на m+1 мо-
ментов иммунизации, где дюрация будет частным случаем при m =1. Отметим, что здесь неизбеж-
на проблема выбора (trade-off), не имеющая места в модели иммунизации, выдвинутой в настоя-
щей работе: повышение точности посредством увеличения слагаемых высшего порядка в ряде Ма-
клорена усложняет работу оптимизационного механизма. Похожий подход используется в (De La 
Peña, 2021; Бешенов, Лапшин, 2019).

С начала 1990-х годов, когда отставание в разработках иммунизирующих механизмов для мно-
жественных платежей в сравнении с таковыми для единовременного платежа становится особенно 
явным, появляются работы об управлении портфелями активов и обязательств с фокусом на тех-
нике балансировки по платежам (Rosenbloom, Shiu, 1990; Ford, 1991, 1993). К настоящему времени 
возникающая здесь задача оптимизации сильно усложнилась технически. В публикациях предла-
гается применение стохастического линейного (Dutta et al., 2019) и нелинейного (Kopa, Rusý, 2021) 
программирования с симуляциями Монте-Карло для оценки риска неплатежей (Bayliss et al., 2020). 
Однако, как разъяснено во введении, техника балансировки по платежам будет скорее вынуж-
денной альтернативой и, ввиду слабой концептуальности и собственных погрешностей, не делает 
менее актуальными поиски полноценного иммунизирующего механизма на случай, когда по обя-
зательствам совершаются множественные платежи.

3. ОСНОВНОЕ НЕРАВЕНСТВО

Основное неравенство (см. формулу (12)) есть результат ослабления допущения о единичном пла-
теже по обязательствам, которое, не будучи заявленным Редингтоном, тем не менее, стало неизмен-
ным условием моделирования иммунизации. В остальном мы ослабляем допущения 1)–3) так же, 
как это сделано в работах, в которых иммунизация моделируется с минимизацией меры разброса.

Пусть имеются потоки платежей по портфелю активов и обязательств —  { }Atk
 и { }Ltk

 соответ-
ственно, где k N� �1, ,  —  моменты времени наступления платежей. Не нарушая общности, можно 
считать, что моменты времени синхронизированы, полагая недостающие платежи равными нулю. 
Короткие позиции не допускаются, т. е. { }Atk

≥ 0.
Введем необходимые обозначения. Пусть i t( ) и ∆i t( ) —  форвардная ставка на момент вре-

мени t  по состоянию на настоящий момент и шок форвардной ставки соответственно; 
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W i dt

t
� � � �� ��exp � �

0
 —  дисконтная функция; VA,0 и VL,0 —  настоящая стоимость портфелей активов 

и обязательств соответственно;
         V A WA tt t
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, ,0 1
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��   (6)
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∆VA,0 и ∆VL,0 —  изменение настоящей стоимости вследствие шока форвардной для портфелей ак-
тивов и обязательств соответственно,
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∆i  —  величина шока форвардной ставки в норме равномерной сходимости, � �i i tN� � � ��� ��sup , , .� � 0
|| || sup , [ , ].� �i i tN� � � �� � 0

Считаем (как принято в таких случаях), что активы куплены на привлеченные средства, т. е. 
V VA L, ,0 0=  7. Исследуем расхождение в стоимости портфелей активов и обязательств, которое может 
произойти вследствие шока форвардной ставки. Предварительно рассмотрим ситуацию единичной 
выплаты по обязательствам LH, приходящейся на момент времени t H= . Тогда

� �V V i dL L
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Учитывая равенство V VA L, ,0 0=  и (6), имеем
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Выражение в скобках в (8) можно представить как

             exp exp exp exp
0 0 0

t H H

H

t
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Для первого сомножителя в правой части (9) справедливо неравенство exp{ ( ) } exp{ || ||}.
0

H
i t d H i� � �� ��   

Здесь || ||∆i  —  по своему смыслу малая величина, так что все выражение имеет порядок единицы 8 
и может быть оценено как exp{ }H i� � �1 �, ε —  малая величина. Для второго сомножителя в (9), учи-
тывая, что ex x� �1 , справедливо неравенство

exp .� � �� �� � � � � � � �� �H

t
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t
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Переходя к относительным изменениям, окончательно получаем
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Поскольку, по определению, V A WA t tt t

tN

,0 1
�

�� , величины A W Vt t A/ ,0 являются весами отдельных 
поступлений в денежном потоке по активам (как веса в стандартной формуле дюрации). Оценка (10) 
аналогична основному результату в (Nawalkha, Chambers, 1996), см. (1)–(3), с той лишь разницей, что 
там стоимости денежных потоков и их изменений вследствие шока форвардных ставок приводятся 
к моменту времени t H= , в то время как в (10) они приведены к моменту времени t = 0, поэтому воз-
никает множитель ( )1� � . Действовать именно так естественно, поскольку в настоящей работе у рас-
сматриваемого произвольного потока выплат по обязательствам нет одного выделенного срока H. 
Кроме того, дисконтирование к настоящему моменту, а не к какому-либо моменту времени в буду-
щем, соответствует общепринятой финансовой практике.

7 В различных прикладных областях условия типа нормировки часто не соответствуют сути задачи, в связи с чем в ряде 
работ рассматриваются так называемые несбалансированные транспортные задачи и вводятся расстояния между мерами, 
не удовлетворяющие условиям нормированности и даже знакоопределенности (Chizat, 2018; Gangbo et al., 2019).
8 Например, при горизонте H = 20 лет и контролируемом изменении процентных ставок ∆i = ±25 базисных пунктов, 
eH∆i ≈ 1,0513.
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Обратимся к общему случаю произвольного потока выплат. Предположим, что для каждого пла-
тежа Lh из { } , ,Lh h t tN� �1

 для портфеля обязательств указаны (пока каким-либо произвольным образом, 
но далее возникнет задача оптимизации) финансирующие его платежи Ath из { } , , ,Ath t h t tN� �1

, представ-
ляющие собой части платежей At. В совокупности { }Ath  образуют транспортный план. Тогда имеем:
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Повторяя конструкцию для случая единичной выплаты LH  в (10) и соответственно применяя (10) 
для каждого Lh, после суммирования имеем
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Таким образом, процентный риск в абсолютном выражении ограничен произведением двух 
(не считая множителя ( )1� � ) величин, из которых одна ( A W h tth tt t

t

h t

t NN �
�� ��

11
) зависит от денежных 

потоков по портфелям активов и обязательств и спотовой кривой, наблюдаемой сейчас, и не за-
висит от возможных возмущений спотовой кривой в будущем; вторая ( ∆i ) представляет величину 
изменения форвардных ставок в смысле максимум-нормы в пространстве функций.

Далее, введем величины a A W Vth th t A= / .,0  Очевидно, что a t h Nth � � �0 1, , , ,  и что 
h t

tha�� �1. Тогда 
величина � t thh th t Ah t t Aa A W V A W V� � � � �� � / /, ,0 0 —  вес (с учетом дисконтирования) платежа t в порт-
феле активов. Величина �h tht th t At h h La a W V L W V� � � � �� � / /, ,0 0  (учтено равенство V VA L, ,0 0= ) —  вес 
(с учетом дисконтирования) платежа h в портфеле обязательств.

Понимая { }ath  как вероятностную меру, видим, что ее частные распределения совпадают с отно-
сительными распределениями платежей, соответственно, по активам и обязательствам, а каждое 
отдельное ath представляет собой, в дисконтированном и нормированном виде, часть платежа t по 
активам, направляемую на финансирование платежа h по обязательствам. Делим (11) на VA,0 и по-
лучаем основное неравенство
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Выражение
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в правой части (12) в точности представляет собой функционал, фигурирующий в определении 
метрики Монжа–Канторовича–Вассерштейна, или EMD-расстояния. Расстояние EMD есть ми-
нимум такого функционала, взятый по всевозможным транспортным планам { }ath .

Данная мера близости потоков платежей по портфелям активов и обязательств в отличие от мер 
разброса, представленных в обзоре литературы, имеет прямой финансовый смысл. Стоимость пе-
ремещения одной денежной единицы (без учета временной стоимости) на один год варьирует от 
50 до 100% величины банковского спреда в зависимости от типа участника долгового рынка. Тогда 
EMD-расстояние дает информацию о стоимости всей операции приведения в соответствие акти-
вов и обязательств при условии, что она выполняется оптимальным образом.

4. ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ

В реальной ситуации управления задан поток платежей по обязательствам { },Lt  а поток { }At  со-
ставлен из промежуточных и конечных платежей по портфелю активов. Оптимальная иммуниза-
ция состоит в получении способа формирования портфеля активов, гарантирующего наилучшую 
оценку снизу в левой части (12). Понимая, вслед за (Nawalkha, Chambers, 1996), малость изменения 
форвардных ставок в смысле sup-нормы, ввиду (12), следует найти EMD-расстояние между пото-
ками { }At  и { }Lt . Чтобы схема приводила к результату (12), необходимо решить следующие задачи.

Получить в замкнутом виде выражение для EMD-расстояния между { }At  и { }Lt  для последующей 
оптимизации по { }At . В противном случае две вложенные задачи численной оптимизации будут 
представлять техническую трудность.
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Одновременно (для заданных { }At  и { }Lt ) находить оптимальный транспортный план { }ath .
Доказать неулучшаемость оценки (12). В противном случае оптимизироваться будет не целевой 

показатель, а некоторый функционал, про который известно только, что он мажорирует целевой.
Решить задачу минимизации EMD-расстояния между { }At  и { }Lt , что даст искомый оптималь-

ный портфель. Минимизация проводится по всевозможным потокам { }At , порождаемым раз-
личными портфелями из имеющегося набора инструментов. Одновременно будет найден опти-
мальный план { }ath , который также позволит выявить остаточные несоответствия между активами 
и обязательствами, т. е. то, что не может быть устранено оптимизацией. Детали таких несоответ-
ствий могут быть использованы для достижения (если потребуется) совершенного хеджа (напри-
мер, через заключение соглашений о форвардной ставке (FRA)).

4.1. Вычисление EMD‑расстояния
Почти готовый ответ содержится в (Валландер, 1973): для вероятностных мер P  и Q на прямой

        EMD P Q F x G x dx, ,� � � � � � � �
��

�

�   (13)

где F x G x� � � �,  —  функции распределения мер P, Q.
Необходимо лишь конкретизировать (13) для случая дискретных мер так, чтобы результат мож-

но было легко вычислить. В рассматриваемой задаче меры задаются величинами � t thh
a� � �� �� , 

�h tht
a� � �� �� . Рассмотрим соответствующие функции распределения: F t

t� � � �� ���
, G h

t� � � �� ���
. 

Функции F  и G —  ступенчатые (кусочно-постоянные), монотонно неубывающие, непрерывные спра-
ва, определены на 0� ���,  так, что F G0 0 0� � � � � �  и F G��� � � ��� � �1.

Предложение 1. EMD F t G t t tt h
k

N

k k k k� �� � � ��� �� � � � � � � �� �
�

�

��, .
1

1

1

Доказательство получается прямым применением (13) к случаю мер, сосредоточенных на ко-
нечном множестве точек { }tk .

4.2. Оптимальный транспортный план
Структура { } , , ,ath t h N� �1  ясна из конструкции п. 4.1. Полуось времени [ , )0 ∞  разбивается на чере-

дующиеся промежутки, где F t G t( ) ( )<  и где F t G t( ) ( )> . (Случай F t G t( ) ( )=  можно отнести к любому 
из предыдущих.) При F t G t( ) ( )<  (поступления по активам запаздывают по отношению к выпла-
там по обязательствам) текущие выплаты нужно финансировать из будущих поступлений. При 
F t G t( ) ( )>  —  текущие поступления используются для финансирования будущих выплат.

Приведем точное описание конструкции. Пусть �k k kF t F t� � �( ) ( )1  —  платеж —  в дисконтиро-
ванном и нормированном виде —  из { }At . В общем случае для некоторых r q,  будет

G t F t G t G t G t F t G tr k r k q k q� � �� � � � � � � � ��� � � ��� � � � � � � � �1 1 1 .

При другом относительном расположении 
F tk( ) и G tk( ) некоторые узлы могут отсутствовать.

Предложение 2. В транспортном плане, реа-
лизующем EMD t h[ { }]{ },� � , из платежа γk денеж-
ная сумма a G t F tk r r k, ( ) ( )� � �1  идет на финанси-
рование (оставшейся части) выплаты λ r, a G t G tk r r r, ( ) ( )� �� �1 1

a G t G tk r r r, ( ) ( )� �� �1 1  —  на финансирование выплаты  
� r�1, … a G t G tk k k k, ( ) ( )� � �1  взаимно погаша-
ется с (одновременной ей) выплатой λk , … 
a G t G tk q q q, ( ) ( )� � �1  идет на финансирование (буду-
щей) выплаты λq, a F t G tk q k q, ( ) ( )� � �1  —  на финан-
сирование части (будущей) выплаты �q�1. Осталь-
ные ak j,  равны нулю.

Как указано выше, все денежные суммы 
представлены в дисконтированном и нормиро-
ванном виде (рис. 1). Рис. 1. Оптимальный транспортный план 

для условного примера иммунизации потока 
из двух выплат потоком из трех поступлений
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4.3. Неулучшаемость оценки
На содержательном уровне неулучшаемость оценки (12) ясна заранее, поскольку оптималь-

ный транспортный план —  как при фиксированных { }At , { }Lt  (п. 4.1, 4.2), так и при оптимизации 
верхнего уровня по { }At  (см. п. 4.4), —  не должен содержать встречных денежных потоков. Строго, 
в предложенной конструкции это можно показать следующим образом.

Зададим шок форвардной ставки ∆i так, что при F t G t( ) ( )<  (недостаточный баланс) положим 
�i � �, δ —  малое положительное число; при F t G t( ) ( )>  (избыточный баланс) положим �i � ��; при 
F t G t( ) ( )=  —  можно применить любой вариант из двух или положить �i � 0. Если шок рассматри-
вается в классе непрерывных функций, можно добиться этого, исправив ∆i в малых окрестностях 
узлов, так что это мало изменит значения интегралов. В итоге оценка (12) будет выполняться со 
сколь угодно малой наперед заданной погрешностью.

4.4. Минимизация EMD‑расстояния
Решение задачи оптимальной иммунизации сведено к задаче оптимизации по целевой функ-

ции min { }, .[ { }]
A t t

t

EMD A L
� �

 Переменной выбора будут веса в структуре активов. Для решения может 
быть применен какой-либо стандартный метод численной оптимизации (см. разд. 5). В результате 
будут получены оптимальный портфель, оптимальный поток платежей { } { },{ }[ ]*A EMD A Lt

A
t t

t

�
� �

argmin  
и оптимальный (верхнего уровня) транспортный план { },

*at h .

5. АПРОБАЦИЯ НА РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ

В стандартном предположении о детерминированных денежных потоках портфель составляется 
из облигаций с минимальной вероятностью дефолта, с фиксированными купонными выплатами, 
без опции отзыва, не индексируемыми на темпы инфляции.

Для демонстрационного расчета взяты данные торгов облигаций федерального займа (ОФЗ) на Мо-
сковской бирже (МБ) за 27.07.2022. Для дисконтирования использовалась спотовая кривая, рассчитанная 
по методике МБ, со значениями динамических параметров на ту же дату, взятыми с сайта МБ 9, а в каче-
стве набора облигаций для составления портфеля —  ОФЗ ПД 26220, 26227, 26224, 26218 и 26240 со срока-
ми погашения в 2022, 2024, 2029, 2031 и 2036 г. Данные выпуски выбраны из числа наиболее ликвидных 
(что проверялось в том числе малостью корректирующих поправок) и используемых в спотовой кривой. 
Графики купонных выплат и погашений взяты с сайта эмитента —  Министерства финансов России 10. 
В качестве потока обязательств, для примера, был взят 10-летний аннуитет с первым платежом 27.02.2023. 
Чтобы дополнительно продемонстрировать простоту и доступность предлагаемого метода, расчеты 
умышленно были выполнены в обычном табличном процессоре с модулем оптимизации (MS Excel), 
а не в какой-либо среде программирования. При этом время сходимости итераций градиентного спу-
ска и точность вычислений оказались вполне удовлетворительными для практического использования. 

Предварительно для проверки метода в качестве 
пробных потоков обязательств задавались портфе-
ли из выбранных облигаций с различными соотно-
шениями долей. Всякий раз метод успешно и точ-
но воспроизводил эти доли в своем оптимальном 
иммунизированном портфеле.

В итоге решением задачи оптимизации являет-
ся портфель, состоящий из ОФЗ 26227; 26224; 26218 
в долях 0,28; 0,33; 0,39 соответственно. EMD-рас-
стояние между портфелем и аннуитетом равно 0,62 
по формуле (12). Для сравнения, для отдельных об-
лигаций из списка такие расстояния равны соот-
ветственно 4,43; 3,03; 1,62; 1,75 и 3,69, т. е. мы на-
блюдаем очевидное улучшение. Потоки платежей 
по обязательствам и оптимальному иммунизиро-
ванному портфелю представлены на рис. 2.

9 https://www.moex.com/ru/marketdata/indices/state/g-curve
10 https://minfin.gov.ru/ru/perfomance/public_debt/internal/release

Рис. 2. Поток платежей по обязательствам 
и оптимальному иммунизированному портфелю
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Заметим, что иммунизация с минимизацией EMD-расстояния не приводит к абсолютно без-
рисковому портфелю, это же относится к любому иммунизирующему механизму, предложенному 
когда-либо.

Современный взгляд на неопределенность на финансовых рынках таков, что хеджирование 
процентного риска следует понимать не как равенство конечных стоимостей ex ante и ex post в духе 
классической теории Редингтона, а как нахождение приемлемой верхней границы для убытков. 
При этом иммунизация потока множественных платежей с минимизацией меры разброса может 
дать даже более защищенный портфель, чем такая же иммунизация единичного платежа: активы 
будут структурированы равномернее, чем в залповом портфеле, структура которого является оп-
тимальной при иммунизации единичного платежа, и как следствие, могут представлять меньший 
идиосинкратический риск.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Финансовые посредники, управляющие портфелями чувствительных к движению процент-
ных ставок инструментов «по обе стороны баланса» (пенсионные фонды, страховые компании, 
управляющие частным капиталом), регулярно сталкиваются с проблемой выравнивания денежных 
потоков по активам и обязательствам в условиях непрерывно меняющихся процентных ставок. 
Управление процентным риском является неотъемлемым компонентом их рутинной практики. 
В процессе своей эволюции теория иммунизации предложила ряд идейных инноваций в управле-
нии процентными рисками, однако все они касаются только частного случая хеджирования еди-
ничного платежа. Ввиду отсутствия в рамках теории иммунизации решений для потока множест- 
венных платежей, ориентированных на практику, финансовые институты вынуждены прибегать 
к хеджирующим механизмам ad hoc, к примеру, —  к балансировке по платежам (cash flow matching).

В статье предложен новый иммунизирующий механизм, универсальный в плане хеджирова-
ния потока как с единичным, так и с множественными платежами при самых общих предполо-
жениях относительно возмущения спотовой кривой. В основе данного механизма лежит сложив-
шаяся в научной литературе (Fong, Vasicek, 1984; Nawalkha, Chambers, 1996; Balbas, Ibanez, 1998) 
концепция минимизации меры разброса, характеризующей чувствительность портфеля активов 
к возмущению спотовой кривой. В отличие от вышеперечисленных работ предложенная в насто-
ящей работе мера разброса —  EMD-расстояние —  применима для оценки разброса по отношению 
к множественным моментам времени. Базовая конструкция —  расстояние Монжа–Канторови-
ча–Вассерштейна —  успешно применяется в теории меры, теории транспортных задач, методах 
распознавания образов и т. д., но впервые рассматривается как инструментарий интегрированного 
управления портфелями активов и обязательств.

Для оптимизации структуры активов поставлены и решены такие задачи, как выражение 
EMD-расстояния в замкнутом виде, доказательство неулучшаемости оценки верхней границы 
убытков, нахождение оптимального транспортного плана. Действенность иммунизирующего ме-
ханизма проиллюстрирована на числовой симуляции с привлечением реальных данных. Для де-
монстрации технической простоты метода задача оптимизации была решена в табличном процес-
соре MS Excel. Представляется, что, обладая как четкой теоретической трактовкой, так и высоким 
потенциалом практической реализуемости, модель иммунизации с минимизацией EMD-расстоя-
ния на сегодняшний день является оптимальным решением проблемы хеджирования потока мно-
жественных платежей.

При этом настоящая работа раскрывает потенциал дальнейшего совершенствования иммунизи-
рующих механизмов, которого можно было бы добиться, рассмотрев снятие ряда ограничений, —  
таких как равенство настоящих стоимостей портфелей активов и обязательств, т. е. постановка 
несбалансированной транспортной задачи и запрет на короткие позиции.
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Abstract. Immunization, a control tool for interest rate dependent changes in the value of an asset 
portfolio given a similar dependency for a target liability portfolio, is central to portfolio management. 
A vast body of academic literature describes various immunization models either for the case of a single 
liability payout or assuming a specific change in the yield curve, or both. This paper is the first to 
propose an immunization solution for the case of multiple liability payouts assuming arbitrary changes 
in the yield curve. For the case of multiple liability payouts, we generalize M-Absolute, which is a risk 
measure proposed by Nawalkha и Chambers (1996), and estimate the proximity of payment streams 
with EMD (the Wasserstein distance) which is a well-known tool in machine learning. In line with 
Fong and Vasicek (1984), it is shown that portfolio’s interest rate risk is constrained to a product of 
two factors with one factor, EMD between asset and liability streams, being only dependent on the 
portfolio structure and the other factor, the sup-norm of the function of interest rate shocks, being solely 
determined by changes in the yield curve. We also show the unimprovability of the estimate and obtain, 
in an explicit form, a computational procedure for the optimal immunizing portfolio. The results are 
practically applicable as exemplified by the immunization of an annuity-type security with a portfolio 
of government bonds.
Keywords: ALM, immunization, interest rate risk, dispersion measure, Wasserstein distance, Monge–
Kantorovich–Rubinstein metric, EMD.
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