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УДК 517.938

Возмущения негиперболических алгебраических
автоморфизмов двумерного тора

В. З. Гринес , Д. И. Минц, Е. Е. Чилина

Все негиперболические автоморфизмы двумерного тора не являются струк-
турно устойчивыми отображениями, и предсказать динамику сколь угодно их
малых возмущений, вообще говоря, невозможно. В настоящей работе для пред-
ставителя каждого класса алгебраической сопряженности непериодических не-
гиперболических отображений построено однопараметрическое семейство диф-
феоморфизмов, содержащее исходное отображение при нулевом значении пара-
метра и состоящее из диффеоморфизмов Морса–Смейла при всех значениях
параметра, не равных нулю. Согласно результатам В. З. Гринеса и А. Н. Безде-
нежных диффеоморфизм Морса–Смейла замкнутой ориентируемой поверхно-
сти, индуцирующий в фундаментальной группе непериодическое действие, об-
ладает непустым гетероклиническим множеством. Доказано, что диффеомор-
физмы построенных семейств при всех значениях параметра, не равных нулю,
обладают непустым ориентируемым гетероклиническим множеством, число ор-
бит которого определяется возмущаемым автоморфизмом.
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1. Введение и формулировка результатов

Пусть 𝑀𝑛 – гладкое замкнутое (компактное без края) связное ориентируемое
𝑛-многообразие, 𝑛 ⩾ 1, и 𝑓 – гомеоморфизм (диффеоморфизм) на 𝑀𝑛. Через Ω𝑓

обозначим неблуждающее множество диффеоморфизма 𝑓 . Если 𝑝 ∈ Ω𝑓 является
периодической гиперболической точкой диффеоморфизма 𝑓 , то обозначим устойчи-
вое и неустойчивое многообразия точки 𝑝 через 𝑊 s

𝑝 и 𝑊 u
𝑝 соответственно.

Напомним, что диффеоморфизм 𝑓 называется диффеоморфизмом Морса–Смейла,
если множество Ω𝑓 конечно и гиперболично и многообразия 𝑊 s

𝑝 , 𝑊 u
𝑞 пересекаются

трансверсально для любых периодических точек 𝑝, 𝑞 ∈ Ω𝑓 .

Публикация подготовлена в ходе проведения исследования (№ 21-04-004) в рамках Програм-
мы “Научный фонд Национального исследовательского университета “Высшая школа экономики”
(НИУ ВШЭ)” в 2021–2022 гг., кроме п. 2, который выполнен при поддержке Лаборатории динами-
ческих систем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования РФ
соглашение № 075-15-2022-1101.
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Если 𝑝, 𝑞 – различные периодические седловые точки диффеоморфизма 𝑓 , для
которых𝑊 s

𝑞∩𝑊 u
𝑝 ̸= ∅, то пересечение𝑊 s

𝑞∩𝑊 u
𝑝 называется гетероклиническим. При

этом в случае dim𝑊 s
𝑞 ∩𝑊 u

𝑝 = 0 пересечение 𝑊 s
𝑞 ∩𝑊 u

𝑝 является счетным множеством
и каждая точка этого множества называется гетероклинической точкой, а орбита
гетероклинической точки называется гетероклинической орбитой.

Назовем гетероклиническим множеством диффеоморфизма 𝑓 множество всех
его гетероклинических точек. Согласно работе [1] если диффеоморфизм Морса–
Смейла замкнутой ориентируемой поверхности индуцирует непериодический авто-
морфизм фундаментальной группы, то его блуждающее множество содержит непу-
стое множество гетероклинических орбит. В работе [2] в классах диффеоморфизмов
двумерного тора, которые действуют непериодически и негиперболически в фунда-
ментальной группе, построены примеры в виде диффеоморфизмов Морса–Смейла
с ориентируемым гетероклиническим пересечением.

Пусть 𝑛 = 2, 𝑓 : 𝑀2 → 𝑀2 – диффеоморфизм Морса–Смейла и 𝑝 – его седловая
периодическая точка. Обозначим через 𝑊 𝜈,𝑖

𝑝 , 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝜈 ∈ {𝑢, 𝑠}, компоненту
связности множества 𝑊 𝜈

𝑝 ∖ {𝑝}.
Гетероклиническое множество диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀2 →𝑀2 называется ориен-

тируемым (согласно [3] и [4; п. 1.2]), если для каждой пары седловых периодических
точек 𝑝, 𝑞 и любых 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}, для которых 𝑊 u,𝑗

𝑝 ∩𝑊 s,𝑖
𝑞 ̸= ∅, индекс пересечения

кривых 𝑊 u,𝑗
𝑝 и 𝑊 s,𝑖

𝑞 один и тот же в любой точке 𝑧 ∈𝑊 u,𝑗
𝑝 ∩𝑊 s,𝑖

𝑞 .
Представим двумерный тор T2 как факторгруппу группы R2 по целочислен-

ной решетке Z2 : T2 = R2/Z2 с естественной проекцией 𝑝2 : R2 → T2 и обозначим
через [𝑧]𝑝2

смежный класс группы R2 по группе Z2, содержащий точку 𝑧 ∈ R2.
Пусть

𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︂
∈ GL(2,Z),

т.е. 𝐴 – целочисленная квадратная матрица второго порядка и det𝐴 = ±1. Тогда
отображение ̂︀𝐴 : T2 → T2, заданное формулой

̂︀𝐴([(𝑥, 𝑦)]𝑝2
) = [(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦, 𝑐𝑥+ 𝑑𝑦)]𝑝2

,

является алгебраическим автоморфизмом двумерного тора.
Согласно [5] алгебраический автоморфизм ̂︀𝐴 называется гиперболическим, если

собственные значения матрицы 𝐴 ∈ GL(2,Z) не равны по модулю единице. В про-
тивном случае автоморфизм ̂︀𝐴 будем называть негиперболическим.

Согласно [6; лемма 3] и [7; разделы 2 и 3] каждый класс сопряженности негипер-
болических алгебраических автоморфизмов двумерного тора посредством алгебра-
ического автоморфизма задается в точности одной из следующих матриц:

𝐴1(𝑚) =

(︂
1 𝑚

0 1

)︂
, 𝐴2(𝑚) =

(︂
−1 𝑚

0 −1

)︂
, 𝑚 ∈ {0, 1, 2, . . . },

𝐴3 =

(︂
1 0

0 −1

)︂
, 𝐴4 =

(︂
1 1

0 −1

)︂
,

𝐴5 =

(︂
0 1

−1 0

)︂
, 𝐴6 =

(︂
0 1

−1 −1

)︂
, 𝐴7 =

(︂
0 −1

1 1

)︂
.
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Напомним, что отличный от тождественного гомеоморфизм 𝑓 замкнутой ориен-
тируемой поверхности 𝑀2 называется периодическим, если существует 𝑛 ∈ N такое,
что 𝑓𝑛 = id. Наименьшее из таких 𝑛 называется периодом 𝑓 .

Матрица 𝐴1(0) индуцирует тождественное отображение двумерного тора. Матри-
цы 𝐴2(0), 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6, 𝐴7 индуцируют периодические автоморфизмы двумерного
тора, а матрицы 𝐴1(𝑚) и 𝐴2(𝑚) при 𝑚 ̸= 0 индуцируют непериодические автомор-
физмы двумерного тора.

Хорошо известно (см. [8; теорема 1]), что гиперболические алгебраические авто-
морфизмы двумерного тора являются структурно устойчивыми отображениями.
Негиперболические автоморфизмы двумерного тора не являются структурно устой-
чивыми отображениями, поэтому представляет интерес изучение возмущений таких
автоморфизмов.

Рассмотрим однопараметрические семейства 𝑀𝜀 и 𝐿𝜀 диффеоморфизмов двумер-
ного тора такие, что при 𝜀 = 0 они являются тождественными отображениями, а
при 𝜀 ∈ (−1, 0)∪ (0, 1) являются сдвигами на единицу времени потоков с гиперболи-
ческими состояниями равновесия, фазовые портреты которых в фундаментальной
области действия группы Z2 на R2 при 𝜀 ∈ (−1, 0) представлены на рис. 1, 2. При
𝜀 ∈ (0, 1) их фазовые портреты получаются из представленных на рис. 1, 2 обраще-
нием времени в обратную сторону. Построение таких семейств описано в п. 2.2.

Рис. 1. Семейство 𝑀𝜀.

Введем однопараметрические семейства диффеоморфизмов следующими форму-
лами:

ℳ𝜀,𝐴 =𝑀𝜀 ∘ ̂︀𝐴, ℒ𝜀,𝐴 = 𝐿𝜀 ∘ ̂︀𝐴,
где ̂︀𝐴 – автоморфизм двумерного тора, индуцированный матрицей 𝐴 ∈ GL(2,Z).

Теорема 1. Для любого 𝜀 ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) верны следующие утверждения:
1) при 𝑚 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N, диффеоморфизмы ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) и ℳ𝜀,𝐴2(𝑚) являются диффео-

морфизмами Морса–Смейла с ориентируемым гетероклиническим множе-
ством, состоящим из 𝑚 гетероклинических орбит;

2) при 𝑚 = 2𝑙 − 1, 𝑙 ∈ N, диффеоморфизмы ℒ𝜀,𝐴1(𝑚) и ℒ𝜀,𝐴2(𝑚) являются диф-
феоморфизмами Морса–Смейла с ориентируемым гетероклиническим мно-
жеством, состоящим из 4𝑚 гетероклинических орбит;
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Рис. 2. Семейство 𝐿𝜀.

3) любая периодическая точка каждого диффеоморфизма из пунктов 1) и 2)
является периодической точкой того же периода относительно возмущае-
мого алгебраического автоморфизма.

2. Вспомогательные сведения и результаты

Пусть 𝑓 – диффеоморфизм многообразия 𝑀𝑛 и 𝑝 – его гиперболическая периоди-
ческая точка. Обозначим через 𝑊 s

𝑝,loc (соответственно 𝑊 u
𝑝,loc) локальное устойчивое

(соответственно неустойчивое) многообразие точки 𝑝, которое представляет собой
некоторую открытую окрестность точки 𝑝 во внутренней метрике многообразия 𝑊 s

𝑝

(соответственно 𝑊 u
𝑝 ).

Пусть 𝑋, 𝑌 – подмногообразия 𝑍, трансверсально пересекающиеся в точке 𝑧, и
dim𝑍 = dim𝑋 + dim𝑌 . Если 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ориентированы в точке 𝑧 ∈ (𝑋 ∩ 𝑌 ), то
индекс пересечения подмногообразий 𝑋 и 𝑌 в этой точке определяется следующим
образом. Пусть 𝜏1, 𝜏2 – ориентирующие касательные реперы (наборы векторов)
к 𝑋, 𝑌 , соответственно, в точке 𝑧. Индекс в точке 𝑧 равен +1, если репер 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2)

является ориентирующим для 𝑍 в точке 𝑧, и равен −1 в противном случае.
Пусть 𝑋 – накрывающее пространство для 𝑋 и 𝑝 : 𝑋 → 𝑋 – его накрытие. Груп-

пой скольжений накрытия 𝑝 : 𝑋 → 𝑋 называется группа всех гомеоморфизмов
ℎ : 𝑋 → 𝑋, для которых 𝑝∘ℎ = 𝑝 (см., например, [9; определение 10.63]). Множества
𝑋1 ⊂ 𝑋 и 𝑋2 ⊂ 𝑋 называются конгруэнтными, если существует гомеоморфизм ℎ

из группы скольжений накрытия 𝑝 : 𝑋 → 𝑋 такой, что ℎ(𝑋1) = 𝑋2.
Группа скольжений накрытия 𝑝2 : R2 → T2 состоит из гомеоморфизмов вида

ℎ𝑎,𝑏(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ Z. Обозначим ее через 𝐺𝑝2
.

Пусть 𝑎 ∈ [0, 1). Обозначим через S1𝑥=𝑎 (соответственно S1𝑦=𝑎) окружность на
двумерном торе T2, которая является образом относительно естественной проекции
𝑝2 : R2 → T2 прямой 𝑥 = 𝑎+ 𝑘 (соответственно 𝑦 = 𝑎+ 𝑘), где 𝑘 ∈ Z.

2.1. Динамика непериодических негиперболических автоморфизмов.
Автоморфизмы ̂︀𝐴1(𝑚) и ̂︀𝐴2(𝑚) при 𝑚 ̸= 0 не являются периодическими отображе-
ниями. Каждая окружность S1𝑦=𝛾 , 𝛾 ∈ [0, 1), является инвариантной относительно
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действия ̂︀𝐴1(𝑚). Ограничение отображения ̂︀𝐴1(𝑚) на каждую окружность S1𝑦=𝛾 дей-
ствует как поворот на некоторый угол 𝜃𝛾 . Инвариантными относительно действия
отображения ̂︀𝐴2(𝑚) являются окружности S1𝑦=0, S1𝑦=1/2 и объединения окружно-
стей S1𝑦=𝛾 ∪ S1𝑦=1−𝛾 , 𝛾 ∈ (0, 1/2). Ограничение второй степени отображения ̂︀𝐴2(𝑚)

на каждую окружность S1𝑦=𝛾 действует как поворот на некоторый угол 𝜃𝛾 .

2.2. Построение семейств 𝑀𝜀 и 𝐿𝜀. Зададим функцию ℎ𝜀(𝑧) : R → R, при-
надлежащую классу гладкости 𝐶1, по следующему правилу:

ℎ𝜀(𝑧) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘 +

1

𝜋
arctg

(︂
1− 𝜀

1 + 𝜀
𝑡𝑔(𝜋𝑧)

)︂
, 𝑧 ∈

(︂
𝑘 − 1

2
, 𝑘 +

1

2

)︂
,

𝑘 +
1

2
, 𝑧 = 𝑘 +

1

2
,

𝑘 ∈ Z,

где1 𝜀 ∈ (−1, 1).
При 𝜀 = 0 функция ℎ𝜀(𝑧) имеет вид ℎ𝜀(𝑧) = 𝑧. При 𝜀 ∈ (−1, 0) и 𝜀 ∈ (0, 1) график

функции ℎ𝜀(𝑧) изображен на рис. 3 и рис. 4 соответственно.

Рис. 3. Функция ℎ𝜀(𝑧) при 𝜀 ∈ (−1, 0).

Рис. 4. Функция ℎ𝜀(𝑧) при 𝜀 ∈ (0, 1).

1В точках 𝑧 ∈ (𝑘− 1/2, 𝑘+ 1/2), 𝑘 ∈ Z, дифференцируемость функции следует из дифференци-
руемости функций tg(𝜋𝑧) и arctg(𝑧); в точках вида 𝑘 + 1/2, 𝑘 ∈ Z, дифференцируемость функции
следует из равенства левой и правой производной функции в этих точках.
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Так как функция ℎ𝜀(𝑧) удовлетворяет условию ℎ𝜀(𝑧+𝑘) = ℎ𝜀(𝑧)+𝑘, 𝑘 ∈ Z, то она
индуцирует диффеоморфизмы окружности 𝜙𝜀 : S1 → S1 и 𝜓𝜀 : S1 → S1, зависящие
от параметра 𝜀 ∈ (−1, 1) и заданные формулами

𝜙𝜀([𝑧]𝑝1) = [ℎ𝜀(𝑧)]𝑝1 , 𝜓𝜀([𝑧]𝑝1) =

[︂
1

2
ℎ𝜀(2𝑧)

]︂
𝑝1

.

Отметим, что в работе [10] функция 𝜙𝜀 использовалась для построения возмущений
гиперболических алгебраических автоморфизмов.

При 𝜀 = 0 отображения 𝜙𝜀 и 𝜓𝜀 являются тождественными.
При 𝜀 ∈ (−1, 0) (соответственно 𝜀 ∈ (0, 1)) непосредственно проверяется, что

неблуждающее множество диффеоморфизма 𝜙𝜀 гиперболично и состоит из стока
𝜔 = 𝑝1(1/2) (соответственно 𝜔 = 𝑝1(0)) и источника 𝛼 = 𝑝1(0) (соответственно 𝛼 =

𝑝1(1/2)), и 𝜙𝜀 – градиентно-подобный диффеоморфизм, фазовый портрет которого
изображен на рис. 5.

Аналогично, при 𝜀 ∈ (−1, 0) (соответственно 𝜀 ∈ (0, 1)) неблуждающее множе-
ство диффеоморфизма 𝜓𝜀 гиперболично и состоит из двух стоков: 𝜔1 = 𝑝1(1/4)

и 𝜔2 = 𝑝1(3/4) (соответственно 𝜔1 = 𝑝1(0) и 𝜔2 = 𝑝1(1/2)), и двух источников:
𝛼1 = 𝑝1(0) и 𝛼2 = 𝑝1(1/2) (соответственно 𝛼1 = 𝑝1(1/4) и 𝛼2 = 𝑝1(3/4)), и 𝜓𝜀 –
градиентно-подобный диффеоморфизм, фазовый портрет которого изображен на
рис. 6.

Рис. 5. Диффеоморфизм 𝜙𝜀 при 𝜀 ̸= 0.

Рис. 6. Диффеоморфизм 𝜓𝜀 при 𝜀 ̸= 0.

Определим диффеоморфизмы двумерного тора 𝑀𝜀 и 𝐿𝜀 как прямые произведе-
ния: 𝑀𝜀 = 𝜙𝜀 × 𝜙𝜀, 𝐿𝜀 = 𝜓𝜀 × 𝜙𝜀.

При 𝜀 = 0 отображения 𝑀𝜀 и 𝐿𝜀 являются тождественными. При 𝜀 ∈ (−1, 0)

(соответственно 𝜀 ∈ (0, 1)) диффеоморфизм 𝑀𝜀 по построению является градиент-
но-подобным диффеоморфизмом, неблуждающее множество Ω𝑀𝜀 которого состоит
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из источника 𝛼 = 𝑝2(0, 0) (соответственно 𝛼 = 𝑝2(1/2, 1/2)), стока 𝜔 = 𝑝2(1/2, 1/2)

(соответственно 𝜔 = 𝑝2(0, 0)) и двух седел: 𝜎1 = 𝑝2(0, 1/2) и 𝜎2 = 𝑝2(1/2, 0). Ана-
логично, при 𝜀 ∈ (−1, 0) (соответственно 𝜀 ∈ (0, 1)) диффеоморфизм 𝐿𝜀 является
градиентно-подобным диффеоморфизмом, неблуждающее множество Ω𝐿𝜀 которого
состоит из следующих элементов:

двух источников: 𝛼1 = 𝑝2(0, 0) и 𝛼2 = 𝑝2(1/2, 0) (соответственно 𝛼1 = 𝑝2(1/4, 1/2)

и 𝛼2 = 𝑝2(3/4, 1/2));
двух стоков: 𝜔1 = 𝑝2(1/4, 1/2) и 𝜔2 = 𝑝2(3/4, 1/2) (соответственно 𝜔1 = 𝑝2(0, 0) и

𝜔2 = 𝑝2(1/2, 0));
четырех седел: 𝜎1 = 𝑝2(1/4, 0), 𝜎2 = 𝑝2(3/4, 0), 𝜎3 = 𝑝2(0, 1/2) и 𝜎4 = 𝑝2(1/2, 1/2).

3. Доказательство теоремы 1

Непосредственно проверяется, что при 𝜀 ∈ (−1, 0) отображения ℎ𝜀(𝑧) и ℎ−1
𝜀 (𝑧)

переводят в себя любой интервал вида (𝑘/2, (𝑘 + 1/2), 𝑘 ∈ N, и являются на нем
сохраняющими ориентацию гомеоморфизмами.

Далее эти свойства понадобятся в ходе доказательства теоремы.
Докажем утверждения теоремы 1 для диффеоморфизмов семейства ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) при

𝑚 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N, и 𝜀 ∈ (−1, 0). Утверждения теоремы 1 для диффеоморфизмов
семейства ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) при 𝑚 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N, и 𝜀 ∈ (0, 1), а также для диффеоморфизмов
семейств ℳ𝜀,𝐴2(𝑚) при 𝑚 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N, и 𝜀 ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), ℒ𝜀,𝐴1(𝑚) и ℒ𝜀,𝐴2(𝑚) при
𝑚 = 2𝑙 − 1, 𝑙 ∈ N, и 𝜀 ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) доказываются аналогично.

Везде далее, где не оговорено противное, будем полагать 𝑚 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N, и 𝜀 ∈
(−1, 0).

Разобьем доказательство на три основных этапа, первый из которых разобьем
еще на два шага.

Этап 1. Докажем, что диффеоморфизм ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) является диффеоморфизмом
Морса–Смейла. Для этого сначала докажем, что его неблуждающее множество
конечно и гиперболично, а затем, что инвариантные многообразия его седловых
точек пересекаются трансверсально.

Шаг 1.1. Докажем, что неблуждающее множество Ωℳ𝜀,𝐴1(𝑚)
диффеоморфизма

ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) конечно и гиперболично. Отображение ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) представимо в виде

ℳ𝜀,𝐴1(𝑚)([(𝑥, 𝑦)]𝑝2
) = [(ℎ𝜀(𝑥+𝑚𝑦), ℎ𝜀(𝑦))]𝑝2

= 𝜙([𝑥+𝑚𝑦]𝑝1
)× 𝜙([𝑦]𝑝1

).

Так как вторая компонента прямого произведения 𝜙([𝑥 +𝑚𝑦]𝑝1) × 𝜙([𝑦]𝑝1) явля-
ется отображением 𝜙 и неблуждающее множество диффеоморфизма 𝜙 состоит из
гиперболического источника 𝑝1(0) и гиперболического стока 𝑝1(1/2), то неблужда-
ющие точки диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) находятся на окружностях S1𝑦=0 и S1𝑦=1/2.
Ограничение отображения ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) на эти окружности действует как диффеомор-
физм 𝑀𝜀. Поэтому неблуждающее множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) совпа-
дает с неблуждающим множеством диффеоморфизма 𝑀𝜀. Вычисление матрицы
Якоби отображения ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) показывает, что неблуждающее множество Ωℳ𝜀,𝐴1(𝑚)

состоит из гиперболического источника 𝛼 = 𝑝2(0, 0), гиперболического стока 𝜔 =

𝑝2(1/2, 1/2) и двух гиперболических седел: 𝜎1 = 𝑝2(0, 1/2) и 𝜎2 = 𝑝2(1/2, 0). Шаг 1.1
закончен.



236 В. З. ГРИНЕС , Д.И. МИНЦ, Е.Е. ЧИЛИНА

Шаг 1.2. Докажем, что инвариантные многообразия седловых точек диффео-
морфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) пересекаются трансверсально. Для 𝑛 ∈ N введем следующие
последовательности: {︃

𝑥𝑛 = ℎ𝜀(𝑥𝑛−1),

𝑦𝑛 = ℎ𝜀(𝑦𝑛−1)

– последовательность точек орбиты отображения 𝑀𝜀 : R2 → R2, которое является
накрывающим для диффеоморфизма 𝑀𝜀;{︃

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 +𝑚𝑦𝑛−1,

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1

– последовательность точек орбиты отображения 𝐴1(𝑚) : R2 → R2, которое является
накрывающим для автоморфизма ̂︀𝐴1(𝑚);{︃

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 +𝑚𝑦𝑛−1 −
𝑚

2
,

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1

– последовательность точек орбиты отображения 𝐴
*
1(𝑚) : R2 → R2, которое также

является накрывающим для автоморфизма ̂︀𝐴1(𝑚).
Рассмотрим накрывающие для диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) отображения

ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) : R2 → R2, ℳ*
𝜀,𝐴1(𝑚) : R2 → R2,

заданные формулами

ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) =𝑀𝜀 ∘𝐴
*
1(𝑚), ℳ*

𝜀,𝐴1(𝑚) =𝑀𝜀 ∘𝐴1(𝑚).

Точка 𝜎1 с координатами (0, 1/2) является неподвижной седловой точкой диффео-
морфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚), а точка 𝜎2 с координатами (1/2, 0) является неподвижной сед-
ловой точкой диффеоморфизма ℳ*

𝜀,𝐴1(𝑚). Далее под 𝑊 s
𝜎1

будем понимать устой-
чивое многообразие точки 𝜎1 относительно диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚), а под 𝑊 u

𝜎2

будем понимать неустойчивое многообразие точки 𝜎2 относительно диффеоморфиз-
ма ℳ*

𝜀,𝐴1(𝑚).
Рассмотрим точку 𝜎1. В точке 𝜎1 собственные значения матрицы Якоби отобра-

жения ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) равны

𝜆1 =
1− 𝜀

1 + 𝜀
, 𝜆2 =

1 + 𝜀

1− 𝜀
, где |𝜆1| > 1, |𝜆2| < 1.

Непосредственно проверяется, что касательная к многообразию 𝑊 s
𝜎1,loc

в точке 𝜎1

задается функцией

𝑦 =
4𝜀

𝑚(1− 𝜀)2
𝑥+

1

2
.

При рассматриваемых значениях 𝜀 ∈ (−1, 0) тангенс угла наклона касательной
в точке 𝜎1 принимает отрицательные значения.

Отображение ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) ∈ 𝐶1, следовательно, по теореме Адамара–Перрона (см.,
например, [5; теорема 6.2.8]) локальное устойчивое многообразие 𝑊 s

𝜎1,loc
седловой
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точки 𝜎1 является гладкой кривой класса 𝐶1. Из определения гладкой кривой и
отрицательности тангенса угла наклона касательной к кривой 𝑊 s

𝜎1,loc
в точке 𝜎1

следует, что кривая 𝑊 s
𝜎1,loc

в координатах 𝑥𝑂𝑦 является графиком некоторой глад-
кой, строго убывающей функции (см. рис. 7).

Рис. 7. Устойчивое многообразие 𝑊 s
𝜎1,loc

точки 𝜎1.

Рассмотрим отображение ℳ−1

𝜀,𝐴1(𝑚), которое является обратным к ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) и

задано формулой ℳ−1

𝜀,𝐴1(𝑚) = 𝐴
*
1(𝑚)−1 ∘𝑀−1

𝜀 .
Для 𝑛 ∈ N введем следующие последовательности:{︃

𝑥𝑛 = ℎ−1
𝜀 (𝑥𝑛−1),

𝑦𝑛 = ℎ−1
𝜀 (𝑦𝑛−1)

– последовательность точек орбиты отображения 𝑀
−1

𝜀 ;{︃
𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 −𝑚𝑦𝑛−1 +

𝑚

2
,

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1

– последовательность точек орбиты отображения 𝐴
*
1(𝑚)−1.

При этом {︃
𝑥𝑛 = ℎ−1

𝜀 (𝑥𝑛−1)−𝑚ℎ−1
𝜀 (𝑦𝑛−1) +

𝑚

2
,

𝑦𝑛 = ℎ−1
𝜀 (𝑦𝑛−1)

– последовательность точек орбиты отображения ℳ−1

𝜀,𝐴1(𝑚).
Введем на кривой 𝑊 s

𝜎1,loc
параметризацию (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) так, что �̇� > 0; тогда �̇� < 0.

Диффеоморфизм 𝑀
−1

𝜀 есть произведение сохраняющих ориентацию диффеомор-
физмов ℎ𝜀 прямой, а потому для образа кривой (𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) = (𝑋(𝑥(𝑡)), 𝑌 (𝑦(𝑡)))

будем иметь

�̇� =

(︂
𝑑𝑋

𝑑𝑥

)︂
�̇� > 0, �̇� =

(︂
𝑑𝑌

𝑑𝑦

)︂
�̇� < 0.

Если же

(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) = 𝐴
*
1(𝑚)−1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =

(︂
𝑥(𝑡)−𝑚𝑦(𝑡) +

𝑚

2
, 𝑦(𝑡)

)︂
,

то также �̇� > 0 и �̇� < 0.
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Таким образом, объединение прообразов кривой 𝑊 s
𝜎1,loc

будет гладкой кривой
𝑦 = 𝜑s(𝑥) с 𝑑𝜑s/𝑑𝑥 < 0.

Рассмотрим точку 𝑄0 ∈𝑊 s
𝜎1,loc

(см. рис. 7) и последовательность ее прообразов

𝑄𝑗 = ℳ−1

𝜀,𝐴1(𝑚)(𝑄𝑗−1), 𝑄𝑗 = (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗).

Тогда 𝑦𝑗 = ℎ−1
𝜀 (𝑦𝑗−1). Если 𝑦0 < 1/2, то 𝑦𝑛 → 0. Если 𝑦0 > 1/2, то 𝑦𝑛 → 1. Наконец,

𝑥𝑛 = ℎ−1
𝜀 (𝑥𝑛−1)−𝑚

(︂
ℎ−1
𝜀 (𝑦𝑛−1)−

1

2

)︂
= ℎ−1

𝜀 (𝑥𝑛−1)−𝑚

(︂
𝑦𝑛 − 1

2

)︂
.

При больших 𝑛 верно, что |𝑦𝑛 − 1/2| > 1/4, а тогда второй член составляет по
модулю по меньшей мере 1/2, так как𝑚 = 2𝑙 ⩾ 2, 𝑙 ∈ N. Значит, 𝑥𝑛 лежит в каком-то
интервале вида (𝑘/2, (𝑘+1)/2), 𝑘 ∈ Z, лежащим строго правее, если 𝑦0 < 1/2 (левее,
если 𝑦0 > 1/2), чем аналогичный интервал, где лежит ℎ−1

𝜀 (𝑥𝑛−1). Так как ℎ−1
𝜀 (𝑥𝑛−1)

по свойству функции ℎ−1
𝜀 лежит в том же интервале, где лежит и 𝑥𝑛−1, то каждый

раз 𝑥𝑛 смещается минимум на один интервал правее (левее, если 𝑦0 < 1/2). Следо-
вательно, 𝑥𝑛 → +∞, если 𝑦0 < 1/2, и 𝑥𝑛 → −∞, если 𝑦0 > 1/2 (см. рис. 8).

Рис. 8. Асимптотическое поведение кривых 𝑊 s
𝜎1

и 𝑊 u
𝜎2

.

Аналогичным образом, неустойчивое многообразие 𝑊 u
𝜎2

точки 𝜎2 = (1/2, 0) зада-
ется графиком 𝑦 = 𝜑u(𝑥), где 𝑑𝜑u/𝑑𝑥 > 0, 𝜑u(𝑥) → 1/2 при 𝑥𝑛 → +∞, 𝜑u(𝑥) → −1/2

при 𝑥𝑛 → −∞ (см. рис. 8). Отсюда следует, что многообразия 𝑊 s
𝜎1

и 𝑊 u
𝜎2

пересека-
ются трансверсально. Шаг 1.2 закончен.

Рис. 9. Ориентация графиков функций 𝑦 = 𝜑s(𝑥− 𝑎1) + 𝑎2 и 𝑦 = 𝜑u(𝑥− 𝑏1) + 𝑏2.

Этап 2. Докажем, что гетероклиническое множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚)

ориентируемо. Кривые, конгруэнтные 𝑊 s
𝜎1

– графики функций 𝑦 = 𝜑s(𝑥− 𝑎1) + 𝑎2,
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𝑎1,2 ∈ Z. Кривые, конгруэнтные 𝑊 u
𝜎2

– графики функций 𝑦 = 𝜑u(𝑥 − 𝑏1) + 𝑏2,
𝑏1,2 ∈ Z. Все конгруэнтные кривые можно согласованно ориентировать выбором
касательного вектора, смотрящего в сторону увеличения 𝑥 (например, вектором
(1, 𝑑(𝜑s(𝑥−𝑎1)+𝑎2)/𝑑𝑥)) для графиков 𝑦 = 𝜑s(𝑥−𝑎1)+𝑎2, и (1, 𝑑(𝜑u(𝑥−𝑏1)+𝑏2)/𝑑𝑥))
для графиков 𝑦 = 𝜑u(𝑥 − 𝑏1) + 𝑏2) (см. рис. 9). Тогда во всех точках пересечения
определитель будет иметь вид⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒1
𝑑

𝑑𝑥
(𝜑s(𝑥− 𝑎1) + 𝑎2)

1
𝑑

𝑑𝑥
(𝜑u(𝑥− 𝑏1) + 𝑏2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝜑′u(𝑥− 𝑏1)− 𝜑′s(𝑥− 𝑎1) > 0.

Следовательно, индекс пересечения кривых 𝑊 s
𝜎1

и 𝑊 u
𝜎2

во всех точках совпадает
и гетероклиническое множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) ориентируемо. Этап 2
закончен.

Этап 3. Докажем, что гетероклиническое множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚)

состоит из 𝑚 орбит. Обозначим через 𝑊 s,1
𝜎1

(соответственно 𝑊 s,2
𝜎1

) часть кривой 𝑊 s
𝜎1

,
которая лежит ниже (соответственно выше) прямой 𝑦 = 1/2. Графики 𝑦 = 𝜑u(𝑥 −
𝑏1)+ 𝑏2 лежат в полосе 𝑦 ∈ (𝑏2−1/2, 𝑏2+1/2), а 𝑊 s,1

𝜎1
– в полосе 𝑦 ∈ (0, 1/2), поэтому

пересечение возможно лишь при 𝑏2 = 0.
Если же 𝑏2 = 0, то при любом 𝑏1 = 𝑞 ∈ Z пересечение существует и единствен-

но: на луче [0,+∞) функция 𝜑s убывает от 1/2 до 0, а 𝜑u(𝑥 − 𝑞) возрастает от
𝜑u(−𝑞) < 1/2 до 1/2 > 0. Пусть 𝐻𝑞 = (𝑥𝑞, 𝑦𝑞) – точка пересечения. Тогда 𝑥𝑞 возрас-
тает с ростом 𝑞.

Действительно2,

𝜑u(𝑥𝑞 − (𝑞 + 1)) < 𝜑u(𝑥𝑞 − 𝑞) = 𝜑s(𝑥𝑞).

Тогда точка 𝑥𝑞+1 лежит на луче [𝑥𝑞,+∞) (см. рис. 10).

Рис. 10. Графики функций 𝑦 = 𝜑s(𝑥) и 𝜑u(𝑥− 𝑞).

Итак, 𝐻𝑞 – все гетероклинические точки на луче [0,+∞). Отображение 𝑀𝜀 пере-
водит в себя точку 𝜎1 и, следовательно, кривую 𝑊 s

𝜎1
также переводит в себя. Точки

2Геометрически это означает, что график 𝜑u(𝑥− (𝑞 + 1)) лежит ниже, чем 𝜑u(𝑥− 𝑞), а тогда и
точка пересечения также лежит ниже (и правее в силу монотонности 𝜑s).
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же вида (1/2+𝑞, 0) переходят друг в друга: (1/2+𝑞, 0) → (1/2+𝑞+𝑚/2, 0), поэтому
то же происходит с их неустойчивыми многообразиями:

{𝑦 = 𝜑u(𝑥− 𝑞)} →
{︂
𝑦 = 𝜑u

(︂
𝑥−

(︂
𝑞 +

𝑚

2

)︂)︂}︂
и с точками пересечения последних с {𝑦 = 𝜑s(𝑥)} : 𝐻𝑞 → 𝐻𝑞+𝑚/2. Следовательно,
существует в точности 𝑚/2 гетероклинических орбит диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚),
лежащих на кривой 𝑝2(𝑊

s,1
𝜎1

). Аналогично доказывается, что существует в точно-
сти 𝑚/2 гетероклинических орбит диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚), лежащих на кривой
𝑝2(𝑊

s,2
𝜎1

).
Таким образом, гетероклиническое множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(𝑚) состо-

ит из 𝑚 гетероклинических орбит. Этап 3 закончен.

Замечание 1. На рис. 11 изображено гетероклиническое множество диффео-
морфизма ℳ𝜀,𝐴1(2) при 𝜀 ∈ (−1, 0). Оно состоит из двух орбит. На рис. 11 каждая
гетероклиническая орбита отмечена своим цветом и проиллюстрировано действие
диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(2) на произвольную гетероклиническую точку 𝑧.

Рис. 11. Гетероклиническое множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴1(2) при 𝜀 ∈
(−1, 0).

Замечание 2. При 𝑚 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N, неблуждающее множество диффеоморфизма
ℳ𝜀,𝐴2(𝑚) совпадает с неблуждающим множеством диффеоморфизма 𝑀𝜀 и состоит
из двух неподвижных гиперболических узлов и двух неподвижных гиперболиче-
ских седел. Ограничение отображения ℳ𝜀,𝐴2(𝑚) на инвариантные многообразия
седел не сохраняет ориентацию. Каждая компонента связности этих многообразий,
участвующая в гетероклиническом пересечении, содержит точки каждой гетерокли-
нической орбиты диффеоморфизма. На рис. 12 изображено гетероклиническое мно-
жество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴2(2) при 𝜀 ∈ (−1, 0). Оно состоит из двух орбит. На
рис. 12 каждая гетероклиническая орбита отмечена своим цветом и проиллюстри-
ровано действие диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴2(2) на произвольную гетероклиническую
точку 𝑧.
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Рис. 12. Гетероклиническое множество диффеоморфизма ℳ𝜀,𝐴2(2) при 𝜀 ∈
(−1, 0).

Замечание 3. При 𝑚 = 2𝑙−1, 𝑙 ∈ N, неблуждающее множество диффеоморфиз-
ма ℒ𝜀,𝐴1(𝑚) совпадает с неблуждающим множеством диффеоморфизма 𝐿𝜀 и состоит
из двух неподвижных гиперболических узлов, двух гиперболических узлов периода
два, двух неподвижных гиперболических седел и двух гиперболических седел пери-
ода два. Одно из инвариантных многообразий каждого неподвижного седла участ-
вует в гетероклиническом пересечении с одним из инвариантных многообразий каж-
дого периодического седла и содержит 𝑚 орбит на каждой компоненте связности.
На рис. 13 изображено гетероклиническое множество диффеоморфизма ℒ𝜀,𝐴1(1) при
𝜀 ∈ (−1, 0). Оно состоит из четырех орбит. На рис. 13 каждая гетероклиническая
орбита отмечена своим цветом и проиллюстрировано действие диффеоморфизма
ℒ𝜀,𝐴1(1) на произвольную гетероклиническую точку 𝑧.

Рис. 13. Гетероклиническое множество диффеоморфизма ℒ𝜀,𝐴1(1) при 𝜀 ∈ (−1, 0).
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Рис. 14. Гетероклиническое множество диффеоморфизма ℒ𝜀,𝐴2(1) при 𝜀 ∈ (−1, 0).

Замечание 4. При 𝑚 = 2𝑙−1, 𝑙 ∈ N, неблуждающее множество диффеоморфиз-
ма ℒ𝜀,𝐴2(𝑚) совпадает с неблуждающим множеством диффеоморфизма 𝐿𝜀 и состо-
ит из четырех неподвижных гиперболических узлов и четырех гиперболических
седел периода два. Каждая гетероклиническая орбита диффеоморфизма ℒ𝜀,𝐴2(𝑚)

содержит точки на инвариантном многообразии каждого из четырех седел. На
рис. 14 изображено гетероклиническое множество диффеоморфизма ℒ𝜀,𝐴2(1) при
𝜀 ∈ (−1, 0). Оно состоит из четырех орбит. На рис. 14 каждая гетероклиническая
орбита отмечена своим цветом и проиллюстрировано действие диффеоморфизма
ℒ𝜀,𝐴2(1) на произвольную гетероклиническую точку 𝑧.
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