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Узел как полный инвариант 3-диффеоморфизмов
Морса–Смейла с четырьмя неподвижными точками

Известно, что топологическая сопряженность градиентно-подобных
3-диффеоморфизмов с единственной седловой точкой полностью опре-
деляется эквивалентностью узлов Хопфа на многообразии S2 × S1, яв-
ляющихся проекцией одномерной седловой сепаратрисы в бассейн узло-
вой точки, а несущим многообразием для всех таких каскадов является
3-сфера. В настоящей работе аналогичный результат устанавливается для
градиентно-подобных 3-диффеоморфизмов в точности с двумя седловыми
точками и единственной гетероклинической кривой.
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§ 1. Введение и формулировка результатов

Напомним, что диффеоморфизм f : Mn → Mn, заданный на гладком за-
мкнутом связном ориентируемом n-мерном многообразии (n ⩾ 1) Mn, называ-
ется диффеоморфизмом Морса–Смейла, если

1) его неблуждающее множество Ωf состоит из конечного числа гиперболи-
ческих орбит;

2) многообразия W s
p , W u

q пересекаются трансверсально для любых неблуж-
дающих точек p, q.

Если σ1, σ2 – различные седловые периодические точки диффеоморфизма
Морса–Смейла, для которых W s

σ1
∩ W u

σ2
̸= ∅, то пересечение W s

σ1
∩ W u

σ2
на-

зывается гетероклиническим пересечением. При этом компоненты линейной
связности размерности 1 называются гетероклиническими кривыми.

В работе [1] получена полная топологическая классификация диффеомор-
физмов Морса–Смейла на произвольных замкнутых 3-многообразиях. Однако,
будучи рассчитанным на широкий класс потоков, описание инвариантов зани-
мает основную часть классификации. В некоторых частных случаях инвариан-
ты зачастую находятся более естественным образом, без рассмотрения их как
части общности. Так, в настоящей работе устанавливается, что для широкого
класса 3-диффеоморфизмов, чье неблуждающее множество состоит в точности
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из четырех точек, полным инвариантом является класс эквивалентности узла
Хопфа на многообразии S2 × S1.

Напомним, что узлом на многообразии Mn называется гладкое вложение
γ : Mn → Mn или образ этого вложения L = γ(S1). Узлы L, L′ называются
эквивалентными, если существует гомеоморфизм h : Mn → Mn такой, что
h(L) = L′. Через [L] будем обозначать класс эквивалентности узла L.

Узел L ⊂ S2 × S1 называется узлом Хопфа, если гомоморфизм iL∗, ин-
дуцированный включением iL : L → S2 × S1, является изоморфизмом групп
π1(L) ∼= π1(S2 × S1) ∼= Z.

Любой хопфовский узел гомотопен стандартному хопфовскому узлу L0 =

{x} × S1 (см., например, [2], [3]), но не является эквивалентным ему в общем
случае. Б. Мазур в [4] построил хопфовский узел LM , не эквивалентный уз-
лу L0 (рис. 1).

Рис. 1. Неэквивалентные хопфовские узлы L0 и LM : a – стандартный
хопфовский узел L0; b – узел Мазура LM .

В работе [3] построены счетные семейства попарно неэквивалентных хопфов-
ских узлов (рис. 2).

Трехмерные диффеоморфизмы Морса–Смейла в точности с четырьмя не-
блуждающими точками делятся на два класса, в одном из которых диффео-
морфизмы имеют в точности одну седловую точку, в другом – две. Для диф-
феоморфизмов первого класса в работе Хр. Бонатти и В. З. Гринеса [5] уста-
новлено, что их топологическая сопряженность полностью определяется экви-
валентностью узлов Хопфа, являющихся проекцией одномерной седловой се-
паратрисы. В силу результатов работ [6], [5] любой узел Хопфа может быть
реализован диффеоморфизмом первого класса на 3-сфере.
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Рис. 2. Счетные семейства попарно неэквивалентных хопфовских уз-
лов: a – обобщенный узел Мазура LM,n; b – обобщенный узел Мазу-
ра Lk

M .

В настоящей работе рассмотрены диффеоморфизмы второго класса. Имен-
но, рассмотрен класс G сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Мор-
са–Смейла f , заданных на замкнутом многообразииM3 со следующими свойст-
вами:

– неблуждающее множество диффеоморфизма f ∈ G состоит в точности
из четырех неподвижных точек ωf , σ

1
f , σ

2
f , αf с размерностями неустойчивых

многообразий 0, 1, 2, 3 соответственно;
– множество Hf = W s

σ1
f
∩ W u

σ2
f

непусто и линейно связно (следовательно,

состоит из единственной некомпактной кривой)1.
Исследование таких систем представляет интерес в первую очередь с фунда-

ментальной точки зрения: изучается взаимосвязь топологии и динамики. Од-
нако системы с гетероклиническими кривыми на R3 и S3 возникают во многих
прикладных задачах, например, в модели Лотки–Вольтерра, которую, в част-
ности, в [8] предлагалось использовать для моделирования когнитивных и эмо-
циональных функций мозга.

Пусть f ∈ G. Обозначим через ℓ1f , ℓ2f неустойчивые сепаратрисы точки σ1
f .

Тогда (см., например, [9]) замыкание cl(ℓif ), i = 1, 2, одномерной неустойчивой
сепаратрисы точки σ1

f гомеоморфно простой компактной дуге и состоит из этой
сепаратрисы и двух точек: седла σ1

f и стока ωf (рис. 3).
Пусть x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ∥x∥ =

√
x21 + x22 + x23 и a : R3 → R3 – диф-

феоморфизм, определенный формулой a(x) = x/2. Определим отображение

1В работе [7] доказано, что для диффеоморфизмов второго класса множество Hf содер-
жит хотя бы одну некомпактную гетероклиническую кривую, но в общем случае оно может
содержать более одной кривой, в том числе может содержать и бесконечное множество ком-
пактных гетероклинических кривых.
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Рис. 3. Динамика диффеоморфизма f ∈ G.

p : R3 \O → S2 × S1 формулой

p(x) =

(
x

∥x∥
, log2(∥x∥) (mod 1)

)
.

Положим Vωf
= W s

ωf
\ ωf . В силу гиперболичности стока ωf существует диф-

феоморфизм ψf : Vωf
→ R3 \ O, сопрягающий диффеоморфизмы f и a. Поло-

жим pωf
= pψf : Vωf

→ S2 × S1 и Li
f = pωf

(ℓif ), i = 1, 2.

Лемма 1.1. Для любого диффеоморфизма f ∈ G множества L1
f , L2

f явля-
ются эквивалентными узлами Хопфа в многообразии S2 × S1 .

Обозначим через Lf = [L1
f ] = [L2

f ] класс эквивалентности этих узлов.

Теорема 1.1. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G топологически сопряжены то-
гда и только тогда, когда Lf = Lf ′ .

Таким образом, класс эквивалентности хопфовского узла является полным
топологическим инвариантом для диффеоморфизмов класса Пикстона. Более
того, имеет место следующая теорема реализации.

Теорема 1.2. Для любого класса эквивалентности L хопфовских узлов су-
ществует диффеоморфизм fL : S3 → S3 ∈ G такой, что LfL = L.

Непосредственно из теорем 1.1, 1.2 следует, что объемлющим многообразием
для диффеоморфизмов класса G является 3-сфера S3 (независимое доказатель-
ство этого факта можно найти в работе [10]).

§ 2. Согласованная система окрестностей

Для t ∈ (0, 1] положим N t
1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x21(x

2
2 + x23) < t}, N t

3 =

{(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x21 + x22)x
2
3 < t} и для i ∈ {1, 3} положим N 1

i = Ni.
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Определим в окрестности N1 пару трансверсальных слоений Fu
1 , F s

1 следу-
ющим образом:

Fu
1 =

⋃
(c2,c3)∈Ox2x3

{(x1, x2, x3) ∈ N1 : (x2, x3) = (c2, c3)},

F s
1 =

⋃
c1∈Ox1

{(x1, x2, x3) ∈ N1 : x1 = c1}.

Определим в окрестности N3 пару трансверсальных слоений Fu
2 ,F s

2 следу-
ющим образом:

Fu
2 =

⋃
c3∈Ox3

{(x1, x2, x3) ∈ N3 : x3 = c3},

F s
2 =

⋃
(c1,c2)∈Ox1x2

{(x1, x2, x3) ∈ N3 : (x1, x2) = (c1, c2)}.

Определим диффеоморфизмы ai : R3 → R3 формулами

a1(x) =

(
2x1,

x2
2
,
x3
2

)
, a3 = a−1

1 .

Заметим, что для i ∈ {1, 3} множество N t
i является инвариантным относитель-

но диффеоморфизма ai, который переводит слои слоения Fu
i (F s

i ) в слои этого
же слоения.

В силу результатов работы [1] седловая точка σi
f диффеоморфизма f ∈G

обладает линеаризующей окрестностью N i
f , оснащенной гомеоморфизмом µi:

Ni → Ni, сопрягающим диффеоморфизм f |Ni
f

c диффеоморфизмом ai|Ni
и яв-

ляющимся диффеоморфизмом на Ni \ (W s
σi∪Wu

σi

). Слоения Fu
i , F s

i индуцируют

посредством гомеоморфизма µ−1
i , f -инвариантные слоения F u

i , F s
i на линеари-

зующей окрестности Ni. Для любой точки x ∈ N i
f будем обозначать через F u

i,x

(F s
i,x) единственный слой слоения F u

i (F s
i ), проходящий через точку x.

Для диффеоморфизма f ∈ G множество Hf состоит из единственной гете-
роклинической кривой. Поэтому существует ее f -инвариантная окрестность
NHf

⊂ M3, оснащенная f -инвариантным C1,1-слоением F , состоящим из дву-
мерных дисков, трансверсальных Hf . Для любой точки x ∈ NHf

будем обо-
значать через Fx единственный слой слоения F , проходящий через точку x.

Набор Nf линеаризующих окрестностей N1
f , N2

f седловых точек диффео-
морфизма f назовем согласованной системой окрестностей, а слоения F s

i , F u
i ,

i = 1, 2, согласованными, если для любой точки x ∈ (N1
f ∩N2

f ∩NHf
) и слоя Fx

слоения F , проходящего через точку x, выполняются условия (рис. 4)

F s
1,x ∩ Fx = F s

2,x ∩ (N1
f ∩NHf

),

F u
2,x ∩ Fx = F u

1,x ∩ (N2
f ∩NHf

).
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Рис. 4. Согласованная система окрестностей.

Предложение 2.1 (см. [1; теорема 1]). Для любого диффеоморфизма f ∈ G

существует согласованная система окрестностей.

§ 3. Эквивалентность узлов L1
f , L

2
f

В этом параграфе мы докажем лемму 1.1, именно, докажем, что для любого
диффеоморфизма f ∈ G множества L1

f , L2
f являются эквивалентными узлами

Хопфа.

Рис. 5. Возможные варианты проекции Cf двумерного неустойчивого
седлового многообразия.

Доказательство леммы 1.1. В силу [3; лемма 2] узлы Хопфа эквивалент-
ны тогда и только тогда, когда они изотопны. Поэтому для доказательства лем-
мы достаточно построить изотопию между узлами L1

f , L2
f . Положим (рис. 5)

Cf = pωf
(W u

σ2
f
).
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Поскольку диффеоморфизм f |Wu

σ2
f

топологически сопряжен с линейным рас-

тяжением, то пространство орбит (W u
σ2
f
\σ2

f )/f гомеоморфно двумерному тору.

Поскольку W u
σ2
f
∩Vωf

=W u
σ2
f
\(Hf ∪σ2

f ) и пространство орбит Hf/f гомеоморф-
но окружности, то множество Cf гомеоморфно двумерному кольцу. При этом
гомоморфизм iCf∗, индуцированный включением iCf

: Cf → S2 × S1, является
изоморфизмом групп π1(Cf ) ∼= π1(S2 × S1) ∼= Z. Положим

U1
f = pωf

(N1
f ).

Поскольку N1
f ∩Vωf

= N1
f \W s

σ1
f
, то множество U1

f является дизъюнктным объ-

единением двух заполненных торов U1
f = U1,1

f ⊔U1,2
f , являющихся трубчатыми

окрестностями узлов L1
f , L2

f .

Рис. 6. Проекция согласованных окрестности N1
f .

Положим (рис. 6)
T i
f = ∂U1,i

f , Si
f = T i

f ∩ Cf .

Поскольку множество W s
σ1
f
∩ W u

σ2
f

состоит из единственной некомпактной

f -инвариантной кривой, то множество ∂N1
f ∩W u

σ2
f

также состоит из двух неком-

пактных f -инвариантных кривых, проекцией которых в S2 × S1 являются кри-
вые S1

f ⊔S2
f (рис. 6). Отсюда следует, что S1

f , S2
f – изотопные хопфовские узлы

в S2 × S1.
Таким образом, узлы Si

f , Li
f являются образующими заполненного тора U1,i

f .
Тогда они ограничивают в нем двумерное кольцо и, следовательно, являются
изотопными. Лемма доказана.

§ 4. Класс эквивалентности узла Хопфа как полный
инвариант топологической сопряженности в классе G

В этом параграфе мы докажем теорему 1.1: диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G

топологически сопряжены тогда и только тогда, когда Lf = Lf ′ .
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Доказательство теоремы 1.1. Необходимость. Пусть диффеоморфиз-
мы f, f ′ ∈ G топологически сопряжены посредством некоторого сопрягающе-
го гомеоморфизма h : M3 → M3. Поскольку h переводит инвариантные мно-
гообразия неподвижных точек диффеоморфизма f в инвариантные многооб-
разия диффеоморфизма f ′ с сохранением устойчивости, то h(W s

ωf
) = W s

ωf′ ,
h(ℓif ) = ℓif ′ . Так как hf = f ′h, то гомеоморфизм h определяет гомеоморфизм
ĥ : S2 × S1 → S2 × S1 формулой

ĥ = pωf
hp−1

ωf
.

Откуда следует, что ĥ(Li
f ) = Li

f ′ и, следовательно, хопфовские узлы Li
f , Li

f ′

эквивалентны.
Достаточность. Пусть Lf = Lf ′ . Тогда существует гомеоморфизм ĥ0 : S2 ×

S1 → S2 × S1 такой, что ĥ0(L1
f ) = L1

f ′ . Модифицируя гомеоморфизм ĥ0, по ша-
гам построим гомеоморфизм h : M3 → M3, сопрягающий диффеоморфизмы f

и f ′. Для этого мы будем использовать обозначения леммы 1.1 и § 2, которые
будем снабжать штрихом для диффеоморфизма f ′.

Рис. 7. Проекции согласованных окрестностей седловых точек.

Положим (рис. 7)

U2
f = pωf

(N2
f ), Uf = U1

f ∪ U2
f .

Шаг 1. Построим гомеоморфизм ĥ1 : S2×S1 → S2×S1 такой, что ĥ(Uf ) = Uf ′ .
Поскольку Lf = Lf ′ , то в силу леммы 1.1 Uf является трубчатой окрестностью
узла L1

f . Пусть Ũf ⊃ Uf – также трубчатая окрестность узла L1
f . Положим

U = ĥ−1
0 (Uf ′), Ũ = ĥ−1

0 (Ũf ′) и выберем трубчатую окрестность V узла L1
f

такую, что V ⊂ int(Uf ∩ U) (рис. 8).
Поскольку множества Ũf \ intUf и Uf \ intV гомеоморфны T2 × [0, 1], то

существует гомеоморфизм ψ̂f : S2×S1 → S2×S1, тождественный вне Ũf и такой,
что ψ̂f (Uf ) = V . Аналогичным образом строится гомеоморфизм ψ̂ : S2 × S1 →
S2 × S1, тождественный вне Ũ и такой, что ψ̂(U) = V (рис. 8).
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Рис. 8. Трубчатые окрестности узла L1
f .

Тогда искомый гомеоморфизм ĥ1 имеет вид

ĥ1 = ĥ0ψ̂
−1ψ̂f .

Шаг 2. Построим гомеоморфизм ĥ2 : S2 × S1 → S2 × S1, совпадающий с ĥ1
вне Ûf и такой, что ĥ(Cf ) = Cf ′ .

Рис. 9. Построение гомеоморфизма ξ.
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Положим H = µ1(Hf ), H ′ = µ′
1(Hf ′). Тогда H, H ′ – a1-инвариантные кри-

вые на плоскости Ox2x3. Тогда существует гомеоморфизм ξs : Ox2x3 → Ox2x3,
коммутирующий с a1|Ox2x3

и такой, что ξs(H) = H ′ (см., например, [9]). Опре-
делим гомеоморфизм ξ : R3 → R3 формулой (рис. 9)

ξ(x1, x2, x3) = (x1, ξs(x2, x3)).

Выберем τ ∈ (0, 1) так, что ξ(N τ
1 ) ⊂ intN1. Положим Nτ

1 = µ1(N τ
1 ) и ξ1 =

µ′−1
1 ξµ1|Nτ

1
. Из определения согласованной системы окрестностей следует, что

ξ1(N
τ
1 ∩W u

σ2
f
) ⊂ W u

σ2
f′

. Положим Nτ
3 = µ3(N τ

3 ), Uτ
1 = pωf

(Nτ
1 ), Uτ

3 = pωf
(Nτ

3 ),

Uτ = Uτ
1 ∪ Uτ

3 , U ′τ
3 = pωf′ (N

τ
3 ) и ξ̂1 = pωf′ ξ1p

−1
ωf

|Uτ
1
. Положим U ′τ

1 = ξ̂1(U
τ
1 ),

U ′τ = U ′τ
1 ∪U ′τ

3 , K = Cf \intUτ , K ′ = Cf ′ \int, Uτ
1 , UK = Uτ \Uτ

1 , UK′ = U ′τ \U ′τ
1

(рис. 10).

Рис. 10. Построение гомеоморфизма ξ̂1.

Поскольку множества K, K ′ гомеоморфны двумерным кольцам и множе-
ства UK , UK′ являются их трубчатыми окрестностями, то гомеоморфизм ξ̂1
продолжается до гомеоморфизма ξ̂ : Uτ → U ′τ такого, что ξ̂(Cf ) = Cf ′ . Тогда
гомеоморфизм ψ̂1 = ĥ−1

1 ξ̂ обладает свойством ψ̂1(U
τ ) ⊂ intUf и гомеомор-

физм ξ̂1|∂Uτ гомотопен тождественному отображению. Поскольку множества
Uf \ intUτ и Uf \ int ψ̂1(U

τ ) гомеоморфны T2 × [0, 1], то гомеоморфизм ψ̂1 про-
должается до гомеоморфизма ψ̂1 : S2 × S1 → S2 × S1, тождественного вне Uf .
Тогда искомый гомеоморфизм ĥ2 имеет вид

ĥ2 = ĥ1ψ̂1.

Шаг 3. Построим искомый гомеоморфизм h. Из построения гомеоморфиз-
ма ĥ2 следует, что существует его поднятие h2 : Vωf

→ Vωf′ , сопрягающее диф-
феоморфизмы f |Vωf

, f ′|Vω
f′

и продолжающееся гомеоморфизмом ξ1 на W s
σ1

.
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Таким образом, мы построили сопрягающий гомеоморфизм всюду, кроме за-
мыканий одномерных многообразий седловых точек. В силу [1; теорема 1]
такой гомеоморфизм продолжается до искомого гомеоморфизма h.

Теорема 1.1 доказана.

§ 5. Реализация диффеоморфизмов класса G

В динамике дикая дуга Артина–Фокса впервые встречается в статье Д. Пикс-
тона [6], где он построил диффеоморфизм Морса–Смейла на 3-сфере с един-
ственной седловой точкой, чьи инвариантные многообразия образуют дугу Ар-
тина–Фокса. В работе [5] приведена конструкция реализации произвольного
узла хопфа в S2×S1 диффеоморфизмом Морса–Смейла с единственной седло-
вой точкой на 3-сфере (см. также [9], [11]). В настоящем параграфе аналогич-
ная реализация приводится для диффеоморфизмов класса G.

Пусть L ⊂ S2×S1 – хопфовский узел и UL – его трубчатая окрестность. Тогда
множество L = p−1(L) является a-инвариантной дугой в R3 и UL = p−1(UL) –
ее a-инвариантная окрестность, диффеоморфная D2 × R1 (рис. 11).

Рис. 11. Поднятие узла Хопфа.

Определим на цилиндре C = {x ∈ R3 : x22 + x23 ⩽ 4} поток gt : C → C форму-
лой

gt(x) = (x1 + t, x2, x3).
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Тогда существует диффеоморфизм ζ : UL → C, который сопрягает a|UL
и g =

g1|C . Определим поток ϕt на C формулами

ẋ1 =

1− 1

9
(∥x∥ − 4)2, ∥x∥ ⩽ 4,

1, ∥x∥ > 4,

ẋ2 =


x2
2

(
sin

(
π

2
(∥x∥ − 3)

)
− 1

)
, 2 < ∥x∥ ⩽ 4,

−x2, ∥x∥ ⩽ 2,

0, ∥x∥ > 4,

ẋ3 =


−x3

2

(
sin

(
π

2
(∥x∥ − 3)

)
− 1

)
, 2 < ∥x∥ ⩽ 4,

x3, ∥x∥ ⩽ 2,

0, ∥x∥ > 4.

По построению диффеоморфизм ϕ = ϕ1 имеет два неподвижных гипербо-
лических седла: седло P1(−1, 0, 0) с индексом Морса 1 и седло P2(1, 0, 0) с ин-
дексом Морса 2 (рис. 12). Некомпактная гетероклиническая кривая W s

P1
∩W u

P2

совпадает с открытым интервалом
{
x ∈ R3 : |x1| < 1, x2 = x3 = 0

}
. Заметим,

что ϕ совпадает с диффеоморфизмом g = g1 вне шара {x ∈ C : ∥x∥ ⩽ 4}.

Рис. 12. Траектории потока ϕt.

Определим диффеоморфизм fL : R3 → R3 таким образом, что fL совпадает
с a вне UL и совпадает с ζ−1ϕζ на UL. Тогда fL имеет в UL две неподвижные
гиперболические точки: седло ζ−1(P1) и седло ζ−1(P2) (рис. 13).

Обозначим через N(0, 0, 0, 1) северный полюс сферы S3 и обозначим через
ϑ : R3 → (S3\{N}) стандартную стереографическую проекцию. По построению
диффеоморфизм fL совпадает с диффеоморфизмом a в некоторой окрестности
точкиO и вне некоторой окрестности этой точки, следовательно, он индуцирует
на S3 диффеоморфизм Морса–Смейла

fL(s) =

{
ϑ(fL(ϑ

−1(s))), s ̸= N ;

N, s = N.
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Рис. 13. Фазовый портрет диффеоморфизма fL.

Непосредственно из построения следует, что неблуждающее множество диф-
феоморфизма fL состоит из четырех неподвижных гиперболических точек:
стока ω, двух седел σ1 = ϑ(ζ−1(P1)), σ2 = ϑ(ζ−1(P2)) и одного источника α.
Построенный диффеоморфизм принадлежит классу G и LfL = [L].
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