Глава 4. Тройной интеграл

4.1. Определение и свойства тройного интеграла

Глава  4
тройной  интеграл
4.1. Определение и свойства тройного интеграла
Задача о массе неоднородного тела. Пусть в пространстве задана некоторая область 
[image: image371.bmp], ограниченная замкнутой поверхностью 
[image: image2.wmf]S

. Пусть в области 
[image: image3.wmf]V

 и на ее границе определена некоторая непрерывная функция 
[image: image4.wmf](
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 — прямоугольные координаты точки области. Для наглядности в случае, если 
[image: image6.wmf](
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, мы можем считать эту функцию плотностью распределения некоторого вещества в области 
[image: image7.wmf]V

.
Рассмотрим решения задачи о нахождении массы неоднородного тела 
[image: image8.wmf]V

 с распределенной плотностью вещества 
[image: image9.wmf](
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. При этом будем исходить из того, что масса является аддитивной величиной, т.е. масса всего тела будет получена суммированием масс его частей. Также воспользуемся известной формулой определения массы однородного тела
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где 
[image: image11.wmf]V

 — объем тела, 

[image: image12.wmf]r

 — плотность вещества тела.

Воспользуемся алгоритмом вычисления аддитивной величины.
Разобьем область 
[image: image13.wmf]V

 произвольным образом на частичные области 
[image: image14.wmf](
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, обозначим символом 
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 объем частичной области. В пределах каждой частичной области 
[image: image16.wmf](

)

i

v

D

 выберем произвольную точку 
[image: image17.wmf]i
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 и обозначим через 
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 значение функции 
[image: image19.wmf]f

 в этой точке. Составим интегральную сумму вида 
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и будем неограниченно увеличивать число малых областей 
[image: image21.wmf](
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 так, чтобы наибольший диаметр 
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 стремился к нулю. Если функция 
[image: image23.wmf](
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 непрерывна, то при этом будет существовать предел интегральных сумм вида (4.2), где предел интегральных сумм понимается в таком же смысле, как это было указано при определении двойного интеграла. Этот предел, не зависящий ни от способа разбиения области 
[image: image24.wmf]V

, ни от выбора точек 
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, обозначается символом 
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 и называется тройным интегралом.
Таким образом, по определению
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Если 
[image: image29.wmf](
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 считать объемной плотностью распределения вещества в области 
[image: image30.wmf]V

, то интеграл (4.3) даст массу всего вещества, заключенного в объеме 
[image: image31.wmf]V

.
Основные свойства тройного интеграла. Рассмотрим 
теперь некоторые свойства тройного интеграла. 
1. Свойство аддитивности. Если область 
[image: image32.wmf]V

 разбить на две области 
[image: image33.wmf]1

V

 и 
[image: image34.wmf]2
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 плоскостью, параллельной какой-либо из плоскостей координат, то тройной интеграл по области 
[image: image35.wmf]V

 равен сумме трехкратных интегралов по областям 
[image: image36.wmf]1
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 и 
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Следствие. При любом разбиении области 
[image: image38.wmf]V

 на конечное число областей 
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 плоскостями, параллельными координатным плоскостям, имеет место равенство

[image: image40.wmf]n

V

V

V

V

I

I

I

I

+

+

+

=

...

2

1

.

2. Свойство об оценке тройного интеграла. Если 
[image: image41.wmf]m

 и 
[image: image42.wmf]M

 — соответственно наименьшее и наибольшее значения функции 
[image: image43.wmf](
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 в области 
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, то имеет место неравенство
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где 
[image: image46.wmf]V

 есть объем данной области, а 
[image: image47.wmf]V
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 — тройной интеграл от функции 
[image: image48.wmf](
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 по области 
[image: image49.wmf]V
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3. Свойство о среднем значении. Тройной интеграл 
[image: image50.wmf]V
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 от непрерывной функции 
[image: image51.wmf](
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 по области 
[image: image52.wmf]V

 равен произведению значения функции в некоторой точке 
[image: image53.wmf]P

 на объем области:
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4.2. Вычисление тройного интеграла 
в декартовой системе координат

Предположим, что пространственная (трехмерная) область 
[image: image55.wmf]V

, ограниченная замкнутой поверхностью 
[image: image56.wmf]S

, обладает следующими свойствами:
1) всякая прямая, параллельная оси 
[image: image57.wmf]Oz

, проведенная через внутреннюю (т.е. не лежащую на границе 
[image: image58.wmf]S

) точку области 
[image: image59.wmf]V

, пересекает поверхность 
[image: image60.wmf]S

 в двух точках;
2) вся область 
[image: image61.wmf]V

 проектируется на плоскость 
[image: image62.wmf]Oxy

 в правильную (двумерную) область 
[image: image63.wmf]D

;

3) всякая часть области 
[image: image64.wmf]V

, отсеченная плоскостью, параллельной любой из координатных плоскостей 
[image: image65.wmf](
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, также обладает свойствами 1) и 2).
Область 
[image: image66.wmf]V

, обладающую указанными свойствами, мы будем называть правильной трехмерной областью (рис. 4.1).

[image: image67]
Рис. 4.1

Правильными трехмерными областями являются, например, эллипсоид, прямоугольный параллелепипед, тетраэдр и т.д. Пример неправильной трехмерной области дан на рис. 4.2. Мы будем рассматривать только правильные области. 

Пусть поверхность, ограничивающая область 
[image: image68.wmf]V

 снизу, имеет уравнение 
[image: image69.wmf](
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, а поверхность, ограничивающая эту область сверху, имеет уравнение 
[image: image70.wmf](
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 (рис. 4.1).

[image: image71]
Рис. 4.2

Вычисление тройного интеграла, как и двойного, сводится к последовательному интегрированию, т.е. к повторному интегралу. 

Пусть 
[image: image72.wmf]D

 — проекция области 
[image: image73.wmf]V

 на плоскость 
[image: image74.wmf]xOy
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Тогда 
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Двойной интеграл по области 
[image: image76.wmf]S

 сводим к повторному по формуле (3.8), получим 
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или по формуле (3.10), получим 
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Аналогично можно спроецировать область 
[image: image79.wmf]V

 на другую плоскость и расставить пределы интегрирования.
Пример 4.1. В тройном интеграле 
[image: image80.wmf](
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 расставить пределы интегрирования в порядке 
[image: image81.wmf](
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 ограничена поверхностями: 
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Решение. Построим область 
[image: image86.wmf]V

 (рис. 4.3): 
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 — параболический цилиндр вдоль оси 
[image: image88.wmf]Oz
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 — плоскость, параллельная плоскости 
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 — координатная плоскость 
[image: image93.wmf]xOy

.
Рассмотрим проекцию тела на плоскость 
[image: image94.wmf]xOz

 (рис. 4.4), так как пределы интегрирования нужно расставить в порядке 
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[image: image97]
Рис. 4.3


[image: image98]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image99]

Рис. 4.4
Рис. 4.5

Однако в разных частях этой области переменная 
[image: image100.wmf]y

 изменяется в разных пределах. Поэтому разобьем область 
[image: image101.wmf]D

 на части (рис. 4.5) и возьмем по каждой части интеграл
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Пример 4.2. Вычислить тройной интеграл 
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, ограниченной поверхностями: 
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Решение. Построим область 
[image: image110.wmf]V

 (рис. 4.6): 
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 — вертикальная плоскость,
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 — координатная плоскость 
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 — плоскость, параллельная координатной плоскости 
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 — координатная плоскость 
[image: image118.wmf]xOy
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[image: image119]
Рис. 4.6

Проекцией на плоскость 
[image: image120.wmf]xOy

 является треугольник 
[image: image121.wmf]AOB

 (рис. 4.6), таким образом, по формуле (2.11) имеем 
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4.3. Вычисление тройного интеграла 
в цилиндрической системе координат

Отнесем область 
[image: image125.wmf]V

 к системе цилиндрических координат 
[image: image126.wmf](
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[image: image127.wmf]M

 в пространстве определяется полярными координатами 
[image: image128.wmf](
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 ее проекции 
[image: image129.wmf]P

 на плоскость 
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 и ее аппликатой 
[image: image131.wmf](
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Рис. 4.7

Выбирая взаимное расположение осей координат, как указано на рис. 4.7, установим связь между декартовыми и цилиндрическими координатами точки 
[image: image133.wmf]M

, а именно:
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Разобьем область 
[image: image135.wmf]V

 на частичные области 
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 тремя системами координатных поверхностей: 
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которыми будут соответственно круговые цилиндрические поверхности, осью которых является ось 
[image: image138.wmf]Oz

, полуплоскости, проходящие через ось 
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, и плоскости, параллельные плоскости 
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. Частичными областями 
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 служат прямые цилиндры 
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 (рис. 4.7). Так как объем цилиндра 
[image: image143.wmf]MN

 равен площади основания, умноженной на высоту, то для элемента объема получаем выражение 
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Преобразование тройного интеграла 
[image: image145.wmf](
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 к цилиндрическим координатам производится совершенно аналогично преобразованию двойного интеграла к полярным. Для этого нужно в выражении подынтегральной функции 
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 и элемент объема 
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 заменить по формулам (4.4), (4.5). Получаем:
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Цилиндрические координаты используются в случае, если область 
[image: image150.wmf]V

 является цилиндрическим телом и проецируется на плоскость в круг или его часть. 
Пример 4.3. Вычислить тройной интеграл 
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 ограничена поверхностями: 
[image: image153.wmf]y

z

y

x

2

2

2

2

=

+

+

, 
[image: image154.wmf]2

2

2

y

z

x

=

+

 и содержит точку 
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Решение. Построим область 
[image: image156.wmf]V

 (рис. 4.8), после преобразования уравнения поверхности, получаем: 
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 — сфера с центром в точке 
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 — конус вдоль оси 
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[image: image163]
Рис. 4.8 

Перейдем в цилиндрическую систему координат, так как поверхности проецируются в круг радиуса 
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 на плоскости 
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. Воспользуемся заменой: 
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Получаем уравнение сферы 
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Таким образом, по формуле (4.6) имеем:
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4.4. Вычисление тройного интеграла 
в сферических координатах
Отнесем теперь область интегрирования 
[image: image174.wmf]V

 к системе сферических координат 
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 в пространстве определяется ее расстоянием 
[image: image177.wmf]r

 от начала координат (длина радиус–вектора точки), углом 
[image: image178.wmf]q

 между радиус-вектором точки и осью 
[image: image179.wmf]Oz

 и углом 
[image: image180.wmf]j

 между проекцией радиус–вектора точки на плоскость 
[image: image181.wmf]Oxy

 и осью 
[image: image182.wmf]Ox

 (рис. 4.9). При этом 
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Связь между сферическими и декартовыми координатами легко устанавливается. Из рис. 4.9 имеем: 
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[image: image193]
Рис. 4.9
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Рис. 4.10

Разобьем область 
[image: image195.wmf]V

 на частичные области 
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 тремя системами координатных поверхностей: 
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 служат «шестигранники» (рис. 4.10). 

Отбросив бесконечно малые высших порядков, будем рассматривать шестигранник 
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 как прямоугольный параллелепипед с измерениями, равными: 
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Заменив в тройном интеграле 
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 по формулам (4.7) и взяв элемент объема (4.8), будем иметь 
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Сферические координаты используют если поверхность ограничена сферой или несколькими сферами и конусом. 
Пример 4.4. Вычислить интеграл примера 4.3 в сферической системе координат.
Решение. Область 
[image: image209.wmf]V

 изображена на рис. 4.8. Перейдем в сферическую систему координат, так как поверхности, ограничивающие область — сфера и конус. Воспользуемся заменой: 
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Получаем уравнение сферы 
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4.5. Некоторые приложения тройного интеграла 

Рассмотрим решение задачи о нахождении массы неоднородного тела 
[image: image216.wmf]V

 с распределенной плотностью вещества 
[image: image217.wmf](

)

z

y

x

f

,

,

. При этом будем исходить из того, что масса является аддитивной величиной, т.е. масса всего тела будет получена суммированием масс его частей. Также воспользуемся известной формулой определения массы однородного тела 
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где 
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 — объем тела,


[image: image220.wmf]r

 — плотность вещества тела. 

Воспользуемся алгоритмом вычисления аддитивной величины. 

Как уже было показано, тройной интеграл используется для вычисления массы неоднородного тела. 

Пример 4.5. Определить массу 
[image: image221.wmf]M

 полушара радиуса 
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 с центром в начале координат, если плотность 
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 его вещества в каждой точке 
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 пропорциональна расстоянию этой точки от основания, т.е. 
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Решение. Уравнение верхней части полусферы 
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в цилиндрических координатах имеет вид: 
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Следовательно, 
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Тройной интеграл используется при вычислении объема тела: 
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Пример 4.6. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 
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Решение. Построим область 
[image: image232.wmf]V

 (рис. 4.11), после преобразования уравнения поверхности получаем: 
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параллельные оси 
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Рис. 4.11
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В двойном интеграле перейдем к полярной системе координат с началом в центре круга: 
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Тогда по формуле (2.4) имеем:
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Задания для самостоятельного решения

2.9. В тройном интеграле 
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 расставить пределы интегрирования в указанном порядке, если область 
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 ограничена поверхностями:
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2.10. Вычислить тройной интеграл по области 
[image: image260.wmf]T

, ограниченной заданными поверхностями: 
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2.11. Переходя к цилиндрическим координатам, вычислить интеграл: 
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2.12. Переходя к сферическим координатам, вычислить 
интеграл:
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2.13. Найти объем тела, ограниченного заданными поверхностями:
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—произвольное действительное число;
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— произвольное положительное число. 
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