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Рассмотрены 3-диффеоморфизмы Морса–Смейла, неблуждающее множест-
во которых состоит в точности из четырех неподвижных точек с попарно раз-
личными индексами Морса. На сегодняшний день открытым является вопрос
о том, какие замкнутые 3-многообразия допускают такие диффеоморфизмы.
Известно, что множество этих многообразий содержит все линзовые простран-
ства. Более того, на всех многообразиях, кроме S2× S1, рассматриваемые диф-
феоморфизмы имеют гетероклинические кривые. Установлено, что число ге-
тероклинических кривых диффеоморфизма на заданном многообразии можно
минимизировать, сведя его к конечному числу некомпактных гетероклиниче-
ских кривых, являющихся ориентируемым пересечением инвариантных седло-
вых многообразий. Полученный результат позволит в дальнейшем дать исчер-
пывающее описание замкнутых 3-многообразий, допускающих рассматривае-
мые диффеоморфизмы.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

В настоящей работе рассмотрен класс G сохраняющих ориентацию диффеомор-
физмов Морса–Смейла, заданных на замкнутом 3-многообразии, неблуждающее
множество которых состоит в точности из четырех неподвижных точек с попарно
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Рис. 1. Диффеоморфизм f ∈ G с дико вложенными сепаратрисами.

различными индексами Морса. Известно [1], что инвариантные многообразия седло-
вых точек рассматриваемого диффеоморфизма могут быть дико вложенными (см.
рис. 1). Из-за этого топология многообразий, допускающих такие диффеоморфиз-
мы, до сих пор не изучена и является открытой проблемой. В случае ручного вло-
жения седловых сепаратрис несущим многообразием рассматриваемых диффеомор-
физмов являются линзовые пространства [2]. В работе [3] было доказано, что для
любого диффеоморфизма f ∈ G, заданного на многообразии, отличном от линзы
S2 × S1, множество гетероклинических кривых непусто и содержит как минимум
одну некомпактную кривую.

Все гетероклинические кривые диффеоморфизма f ∈ G принадлежат двумерно-
му устойчивому многообразию W s

σ1
f

седловой точки σ1
f с индексом Морса 1 и дву-

мерному неустойчивому многообразию W u
σ2

f
седловой точки σ2

f с индексом Морса 2.
Положим

Hf = W s
σ1

f
∩W u

σ2
f
.

Если гетероклиническая кривая γ ⊂ Hf некомпактна, то она содержит вместе с лю-
бой точкой x ∈ γ точку f(x). Будем считать кривую γ ориентированной в направ-
лении от x к f(x). Также зафиксируем ориентацию на многообразиях W s

σ1
f

и W u
σ2

f
.

Для некомпактной гетероклинической кривой γ обозначим через vγ = (v⃗ 1
γ , v⃗ 2

γ , v⃗ 3
γ )

тройку векторов с началом в точке x ∈ γ, таких что v⃗ 1
γ – вектор нормали к W s

σ1
f
,

v⃗ 2
γ – вектор нормали к W u

σ2
f

и v⃗ 3
γ – касательный вектор к ориентированной кри-

вой γ. Назовем vγ репером некомпактной гетероклинической кривой γ. Очевидно,
что ориентация (правая или левая) репера vγ не зависит от выбора точки x на γ.
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Рис. 2. Диффеоморфизм f ∈ G с неориентируемым множеством Hf .

Множество Hf назовем ориентируемым, если оно состоит только из некомпактных
кривых, и реперы всех кривых в Hf имеют одинаковую ориентацию (см. рис. 2).

Основным результатом настоящей работы является доказательство следующего
факта.

Теорема 1. Пусть многообразие M3 допускает диффеоморфизм f ∈ G с по
крайней мере одной некомпактной гетероклинической кривой. Тогда это много-
образие также допускает диффеоморфизм f ′ ∈ G с ориентируемым множеством
гетероклинических кривых.

2. ДИНАМИКА ДИФФЕОМОРФИЗМОВ ИЗ КЛАССА G

В настоящем разделе мы описываем некоторые динамические свойства диффео-
морфизма f ∈ G.

Из определения класса следует, что неблуждающее множество Ωf диффеомор-
физма f состоит в точности из четырех точек ωf , σ1

f , σ2
f , αf с индексами Морса 0,

1, 2, 3 соответственно. В силу того, что у диффеоморфизма f отсутствуют пересе-
чения одномерных сепаратрис седловых точек с двумерными, одномерные седловые
многообразия содержат в своих замыканиях единственную узловую точку (см. пред-
ложение 2.3 в [4]). А именно,

cl(W u
σ1

f
) = W u

σ1
f
∪ ωf , cl(W s

σ2
f
) = αf ∪W s

σ2
f
.

При этом множества Af = cl(W u
σ1

f
), Rf = cl(W s

σ2
f
) являются попарно не пересе-

кающимися топологически вложенными окружностями [4] (см. предложение 2.3),
возможно, дикими в узловых точках (см. рис. 1). Поскольку пересечение Hf =
W s

σ1
f
∩W u

σ2
f

непусто, в силу теоремы 2.1 из [4]

cl(W s
σ1

) = W s
σ1

f
∪Rf , cl(W u

σ2
f
) = W u

σ2
f
∪Af .
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Рис. 3. Факторпространство V̂f (для получения пространства нужно скле-
ить верхнее кольцо с нижним, а также внутреннее с внешним).

В силу теоремы 1.1 из [5] множества Af и Rf являются глобальными аттрактором
и репеллером соответственно. Положим

Vf = M3\(Af ∪Rf ).

В силу теоремы 1.2 из [5] пространство орбит V̂f = Vf/f является гладким за-
мкнутым ориентируемым 3-многообразием, а естественная проекция pf : Vf → V̂f

является накрытием и индуцирует эпиморфизм

ηf : π1(V̂f ) → Z,

ставящий в соответствие элементу [ĉ] ∈ π1(V̂f ) число µ ∈ Z, такое что любое подня-
тие элемента ĉ соединяет точку x ∈ Vf с точкой fµ(x). Положим

T s
f = pf (W s

σ1
f
), T u

f = pf (W u
σ2

f
), Cf = pf (Hf ).

3-Многообразие X называется неприводимым, если любая 2-сфера, цилиндриче-
ски вложенная в X, ограничивает в нем 3-шар.

Топологически вложенная в 3-многообразие X поверхность F называется соб-
ственно вложенной, если ∂X ∩F = ∂F . Собственно вложенная в X поверхность F

называется сжимаемой в X в одном из следующих двух случаев:
1) существуют нестягиваемая простая замкнутая кривая c ⊂ int F и вложенный

2-диск D ⊂ int X, такой что D ∩ F = ∂D = c;
2) существует 3-шар B ⊂ int X, такой что F = ∂B.

Поверхность F , не являющаяся сжимаемой в X, называется несжимаемой в X.
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Предложение 1 (лемма 2 в [6]). Для любого диффеоморфизма f ∈ G справед-
ливо следующее (см. рис. 3):

1) множества T s
f и T u

f являются гладко вложенными 2-торами в V̂f , такими
что ηf (iT s

f∗) = ηf (iTu
f ∗) = Z, где iT s

f
: T s

f → V̂f и iTu
f

: T u
f → V̂f – отображения

включения;
2) многообразие V̂f является неприводимым, и торы T s

f , T u
f являются несжи-

маемыми в нем;
3) любая кривая c ⊂ Cf , такая что η

f
([c]) = 0, стягиваема (или не стягиваема)

одновременно на обоих торах T s
f z и Tu

f .

Пусть UA – захватывающая окрестность аттрактора Af . Введем обозначение
FA = UA\f(UA), тогда cl(FA) – фундаментальная область ограничения диффеомор-
физма f на Vf . Положим V̂A = cl(FA)/f , тогда V̂A – гладкое замкнутое 3-много-
образие, полученное из cl(FA) отождествлением границ в силу диффеоморфизма f .
Обозначим через pA : cl(FA) → V̂A естественную проекцию. Рассмотрим семейство
Ef ∈ Diff(M3) диффеоморфизмов Морса–Смейла, таких что для любого диффео-
морфизма f ′ ∈ Ef имеет место равенство Ωf ′ = Ωf и диффеоморфизм f ′ совпадает
с диффеоморфизмом f на UA и в некоторой окрестности репеллера Rf . Для любого
диффеоморфизма f ′ ∈ Ef положим l̂ s

f ′ = pA(W s
σ1

f
∩ FA) и l̂ u

f ′ = pA(W u
σ2

f
∩ FA).

Предложение 2 (лемма 1 в [6]). Пусть ĥ : V̂A → V̂A есть изотопный тожде-
ственному диффеоморфизм. Тогда существует гладкое по t семейство диффеомор-
физмов ζt ⊂ Ef , такое что ζ0 = f , ζ1 = f ′ и l̂uf ′ = ĥ(l̂uf ), l̂sf ′ = l̂sf .

Предложение 3 (теорема 1 в [6]). Пусть многообразие M3 допускает диффео-
морфизм f ∈ G. Тогда это многообразие также допускает диффеоморфизм f ′ ∈ G,
не имеющий компактных гетероклинических кривых, стягиваемых на W s

σ1
f
\σ1

f .

3. МИНИМИЗАЦИЯ ЧИСЛА ГЕТЕРОКЛИНИЧЕСКИХ КРИВЫХ

В настоящем разделе мы доказываем теорему 1: если многообразие M3 допускает
диффеоморфизм f ∈ G с по крайней мере одной некомпактной гетероклинической
кривой, то это многообразие допускает диффеоморфизм f ′ ∈ G с ориентируемым
множеством гетероклинических кривых.

Доказательство. Пусть f ∈ G и множество Hf непусто. В силу предложе-
ния 3, не уменьшая общности, можно считать, что множество Hf не содержит ком-
пактных гетероклинических кривых. Тогда Hf состоит только из некомпактных
гетероклинических кривых, и с каждой такой кривой связан либо положительный,
либо отрицательный репер. Покажем, что если множество Hf неориентируемо, то
число кривых в нем можно уменьшить как минимум на две.

Для этого заметим, что в силу предложения 1 множество Cf = pf (Hf ) состоит из
простых замкнутых кривых c, таких что ηf ([c]) ̸= 0. Следовательно, каждая такая
кривая является существенной на обоих торах T s

f , T u
f . Поскольку отображение pf

является накрытием, с каждой такой кривой также связан положительный или от-
рицательный репер, соответствующий кривой γ ⊂ Hf , такой что c = pf (γ). Кривые
из множества Cf имеют одинаковый гомотопический тип на торе T s

f (на торе T u
f ),

см., например, [7], поэтому множество T s
f\Cf (соответственно множество T u

f \Cf )
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Рис. 4. Проекции гетероклинических кривых с реперами разных знаков
в пространство V̂f .

состоит из конечного числа колец. В силу неориентируемости множества Hf най-
дутся кривые c+, c− ⊂ Cf , имеющие соответственно положительный и отрицатель-
ный репер и ограничивающие компоненту связности Ks множества T s

f\Cf , а также
компоненту связности Ku множества T u

f \Cf (см. рис. 4). Таким образом, множество
T = Ks∪Ku∪c+∪c− является двумерным тором. Покажем, что тор T ограничивает
заполненный тор в V̂f , внутренность которого не пересекается с T s

f ∪ T u
f .

Действительно, рассмотрим трубчатую окрестность N s тора T s
f . Тогда в точности

одна из компонент связности границы множества N s ∪Ku является тором T ′ в V̂f ,
таким что (T ′ ∩ T u

f ) ⊂ Ku. Рассмотрим пространство орбит V̂ωf
= (W s

ωf
\ωf )/f . Со-

гласно предложению 2.3 в [4] оно диффеоморфно многообразию S2×S1. Обозначим
через pω естественную проекцию pωf

: W s
ωf
\ω → V̂ωf

. Положим Âf = pωf
(Af\σ1

f ).
В силу предложения 2.3 в [4] Âf – пара окружностей, гладко вложенных в V̂ωf

.
С другой стороны, в силу теоремы 2.1 в [4]

M3 = W s
ωf
∪W s

σ1
f
∪W s

σ2
f
∪W s

αf
.

Тогда Vf\W s
σ1

= W s
ω\Af , следовательно, многообразия V̂f\T s

f и V̂ωf
\Âf гомеоморф-

ны. При этом торы pωf
(p−1

f (∂N s)) ограничивают трубчатые окрестности NÂf
уз-

лов Âf в многообразии V̂ωf
. Также корректно определен тор T̃ ′ = pωf

(p−1
f (T ′)),

пересекающийся с трубчатой окрестностью одного из узлов по гомотопически нетри-
виальному кольцу K̃s (см. рис. 5).

Таким образом, тор T̃ ′ гомотопически нетривиально вложен в V̂ωf
. Поскольку

заполненные торы NÂf
также гомотопически нетривиально вложены в V̂ωf

, они не

содержатся там ни в каком 3-шаре. Тем самым многообразие W̃ = V̂ωf
\ int NÂf

не-

приводимо, следовательно, тор T̃ ′ ограничивает в этом многообразии заполненный
тор Ṽ ′ (см., например, [8], § 1.2, п. (4)). Каждая компонента связности множества
pωf

(W u
σ2

f
\(Hf ∪ σ2

f )) имеет непустое пересечение с множеством int NÂf
, поэтому

int Ṽ ′ ∩ pωf
(W u

σ2
f
\(Hf ∪ σ2

f )) = ∅.

Тогда pf (p−1
ωf

(Ṽ ′)) – заполненный тор в V̂f , который в объединении с частью окрест-
ности N s дает искомый заполненный тор.
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Рис. 5. Проекции инвариантных седловых многообразий в пространство V̂ωf .

Обозначим как T ′ uf двумерный тор, полученный сглаживанием тора (T u
f \Ku) ∪

Ks, такой что T ′ uf ∩ T s
f = ∅ вблизи кривых c+, c−. По построению существует

изотопный тождественному диффеоморфизм ĥ : V̂f → V̂f , для которого ĥ(T u
f ) = T ′ uf .

Тогда в силу предложения 2 существует дуга ζt ⊂ Ef , такая что ζ0 = f , ζ1 = f ′

и T u
f ′ = T ′ uf , T s

f ′ = T s
f . Соответственно, диффеоморфизм f ′ ∈ G задан на том же

многообразии M3, что и f , но имеет на две гетероклинические кривые меньше.
Продолжая этот процесс, мы построим в классе G диффеоморфизм g : M3 → M3

с ориентируемым множеством Hg, что и завершает доказательство теоремы.

Конфликт интересов. Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.
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