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Мы предъявляем класс одномерных систем нелинейных параболических ура-
внений, для которых фазовая динамика при большом времени может быть опи-
сана ОДУ с липшицевым векторным полем в R𝑛. В рассматриваемом случае
краевой задачи Дирихле достаточные условия конечномерной редукции оказы-
ваются существенно шире известных условий такого рода для периодической
ситуации.
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1. Введение. Одна из главных задач при изучении эволюционных уравнений
связана с описанием финального (при большом времени) поведения их решений. Мы
рассматриваем системы диффузионных уравнений с краевым условием Дирихле

𝜕𝑡𝑢 = 𝐷𝜕𝑥𝑥𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑢) 𝜕𝑥𝑢+ 𝑔(𝑥, 𝑢), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0 (1.1)

на промежутке 𝐽 = [0, 1]. Здесь 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚), а 𝑓 и 𝑔 – достаточно регулярные
матрица-функция и вектор-функция соответственно. Числовую матрицу коэффи-
циентов 𝐷 предполагаем подобной диагональной с положительными собственны-
ми значениями. В случае 𝐷 = diag{𝑑1, . . . , 𝑑𝑚} с 𝑑𝑗 > 0 речь идет об уравнени-
ях рекции-диффузии-конвекции. При подходящих условиях на 𝑓 , 𝑔 система (1.1)
индуцирует гладкий диссипативный полупоток {Φ𝑡}𝑡>0 в фазовом пространстве
𝑋𝛼 ⊂ 𝐶1(𝐽,R𝑚) с подходящим 𝛼 > 0, где {𝑋𝛼}𝛼>0 – гильбертова полушкала [1],
порожденная линейным секториальным оператором 𝑢 → −𝐷𝑢𝑥𝑥 в 𝑋 = 𝐿2(𝐽,R𝑚).
В этой ситуации существует глобальный аттрактор [2]–[4] (далее, просто аттрак-
тор) – связное, компактное, инвариантное множество A ⊂ 𝑋𝛼 конечной размер-
ности Хаусдорфа, равномерно притягивающее ограниченные подмножества 𝑋𝛼 при
𝑡→ +∞.

Наша цель – найти условия, при которых динамика на аттракторе (финальная
динамика) параболической системы (1.1) конечномерна в смысле [5]. Это означа-
ет, что для некоторого ОДУ 𝜕𝑡𝜉 = ℎ(𝜉) в R𝑁 с липшицевым векторным полем ℎ,
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разрешающим потоком {Θ𝑡} и инвариантным компактом K ⊂ R𝑁 фазовые полу-
потоки {Φ𝑡}𝑡>0 на A и {Θ𝑡}𝑡>0 на K липшиц-сопряжены. В данной связи можно
говорить [6] о конечномерной редукции эволюционной задачи (1.1).

Главный результат статьи (теорема 4.3) обеспечивает конечномерность финаль-
ной фазовой динамики системы (1.1) при условии согласования

𝐷𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝐷, (𝑥, 𝑢) ∈ 𝐽 × co A , (1.2)

где co A – выпуклая оболочка A .
Известно [7], что в случае скалярной диффузии (𝐷 = 𝑑𝐸 с единичной матри-

цей 𝐸) и достаточно регулярных 𝑓 = 𝑓(𝑢), 𝑔 = 𝑔(𝑢) существует инерциальное много-
образие (ИМ) – конечномерная инвариантная 𝐶1-поверхность в фазовом простран-
стве, содержащая аттрактор и экспоненциально притягивающая (с асимптотической
фазой) все траектории системы при 𝑡 → +∞. Наличие ИМ влечет конечномер-
ность финальной динамики; вопросам существования таких многообразий посвя-
щена обширная литература (см., например, [3], [4], [6], [8]). Оригинальный подход
к данной тематике представлен в недавних работах Аникушина (см. [9] и ссылки
там).

Для периодического случая (𝐽 – окружность длины 1) условия, обеспечивающие
конечномерность финальной динамики систем (1.1) с 𝐷 = diag получены в работе
автора [10; с. 13409]. Отметим, что в классе периодических систем (1.1) со скалярной
диффузией построен [11; теорема 1.2] первый пример полулинейного параболическо-
го уравнения математической физики, не демонстрирующего подобную динамику.

2. Предварительные сведения. В дальнейшем изложении будем при необ-
ходимости использовать технику [10]. Все предварительные построения пп. 2, 3
проводятся для случая 𝐷 = diag. Запишем систему (1.1) в виде полулинейного
параболического уравнения (ППУ)

𝜕𝑡𝑢 = −𝐴𝑢+ 𝐹 (𝑢) (2.1)

в вещественном гильбертовом пространстве 𝑋 = 𝐿2(𝐽,R𝑚) с нормой ‖ · ‖. Здесь
𝐴 : 𝑢→ −𝐷𝑢𝑥𝑥 с граничным условием Дирихле и нелинейность 𝐹 : 𝑢→ 𝑓(𝑥, 𝑢) 𝜕𝑥𝑢+
𝑔(𝑢). Для линейного положительно определенного оператора 𝐴 полагаем 𝑋𝛼 =
D(𝐴𝛼) с 𝛼 > 0 и 𝑋0 = 𝑋, тогда ‖𝑢‖𝛼 = ‖𝐴𝛼𝑢‖. Скажем, что функция 𝐹 принадле-
жит классу 𝑊 2(𝑋𝛼, 𝑋), если

𝐹 ∈ 𝐶2(𝑋𝛼, 𝑋) ∩ Lip(𝑋𝛼, 𝑋) и ‖𝐹 (𝑢)‖ 6 𝑀 для 𝑢 ∈ 𝑋𝛼 (2.2)

при некотором 𝛼 ∈ [0, 1). В этом случае ППУ (2.1) порождает [1] гладкий компакт-
ный разрешающий полупоток {Φ𝑡}𝑡>0 в фазовом пространстве 𝑋𝛼. Предположе-
ние (2.2) влечет [8; лемма 1.1] 𝑋𝛼-диссипативность (2.1):

lim sup
𝑡→+∞

‖Φ𝑡𝑢‖𝛼 6 𝑟

для некоторого 𝑟 > 0 равномерно по 𝑢 ∈ шарам в 𝑋𝛼. В этих условиях суще-
ствует [2]–[4] компактный аттрактор A ⊂ 𝑋𝛼, состоящий из всех ограниченных
полных траекторий {𝑢(𝑡)}𝑡∈R ⊂ 𝑋𝛼. Фактически A ⊂ 𝑋1 благодаря сглаживаю-
щему действию параболического уравнения [3]. Простые рассуждения [10; с. 13410]
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показывают, что во всех построениях, связанных с ППУ (2.1), можно заменять пока-
затель нелинейности 𝛼 любым значением 𝛼1 ∈ (𝛼, 1), а если условие (2.2) справед-
ливо в паре пространств (𝑋𝜃, 𝑋𝜃+𝛼) с 𝜃 > 0 вместо (𝑋,𝑋𝛼), то все перечисленные
свойства динамики сохраняются для фазового пространства 𝑋𝜃+𝛼. В дальнейшем
изложении будут возникать функции 𝑌1 → 𝑌2 класса (2.2) для тех или иных про-
странств Банаха 𝑌1, 𝑌2.

Как и в [10], мы будем использовать достаточные условия финальной конечно-
мерности динамики [12]. Пусть 𝐺(𝑢) = 𝐹 (𝑢)−𝐴𝑢 векторное поле (2.1), N = A ×A
и 𝑌 – пространство Банаха.

Определение 2.1 [12]. Непрерывное поле Π: N → 𝑌 называем регулярным,
если для любых 𝑢, 𝑣 ∈ A функция Π(Φ𝑡𝑢,Φ𝑡𝑣) : [0,+∞) → 𝑌 – класса 𝐶1 с равно-
мерно ограниченной по (𝑢, 𝑣) ∈ N производной в нуле 𝜕𝑡Π(𝑢, 𝑣).

Гладкость полупотока {Φ𝑡} и инвариантность компакта A ⊂ 𝑋𝛼 влечет регуляр-
ность тождественного вложения N → 𝑋𝛼 ×𝑋𝛼, а значит, и регулярность всякого
поля Π: N → 𝑌 , продолжимого до 𝐶1-отображения в (𝑋𝛼 ×𝑋𝛼)-окрестность мно-
жества N . В этой ситуации 𝜕𝑡Π(𝑢, 𝑣) = Π′(𝑢, 𝑣)(𝐺(𝑢), 𝐺(𝑣)), где ( · )′ – дифферен-
цирование Фреше. При условии (2.2) на нелинейность 𝐹 функция 𝑢 → 𝐺(𝑢) на A
непрерывна и даже гёльдерова [5] в 𝑋𝛼-метрике. Регулярные поля N → 𝑌 образу-
ют линейную структуру, а также и мультипликативную, если 𝑌 – банахова алгебра.
В последнем случае, если все элементы Π(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑌 обратимы, то регулярным ока-
зывается и поле Π−1.

Исходим из декомпозиции

𝐺(𝑢)−𝐺(𝑣) = (𝑇0(𝑢, 𝑣)− 𝑇 (𝑢, 𝑣))(𝑢− 𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ N , (2.3)

где 𝑇0 ∈ L (𝑋𝛼), а 𝑇 ∈ L (𝑋1, 𝑋) – неограниченные линейные операторы в 𝑋,
подобные положительно определенным. Обозначим через

Σ𝑇 =
⋃︁

𝑢,𝑣∈A

spec𝑇 (𝑢, 𝑣)

совокупный спектр операторов 𝑇 .
Нам понадобится частный случай [12; теорема 2.8] в ситуации Σ𝑇 ⊂ R+.

Теорема 2.2. Допустим, что 𝐹 ∈𝑊 2(𝑋𝛼, 𝑋) и

𝑇 (𝑢, 𝑣) = 𝑆−1(𝑢, 𝑣)𝐻(𝑢, 𝑣)𝑆(𝑢, 𝑣) (2.4)

на N , где неограниченные самосопряженные линейные операторы 𝐻(𝑢, 𝑣) положи-
тельно определены в 𝑋 , поля 𝑆, 𝑆−1 : N → L (𝑋) и 𝑇0 : N → L (𝑋𝛼, 𝑋) регулярны,
а поле 𝑇0 : N → L (𝑋𝛼) ограниченно. Если при этом множество R+ ∖ Σ𝑇 содер-
жит интервалы (𝑎𝑘 − 𝜉𝑘, 𝑎𝑘 + 𝜉𝑘) с 𝑎𝑘 > 𝜉𝑘 > 0 такие, что

𝜉𝑘 →∞, 𝑎
𝛼/2
𝑘 = 𝑜(𝜉𝑘) (2.5)

при 𝑘 → +∞, то финальная 𝑋𝛼-динамика ППУ (2.1) конечномерна.

Считаем в дальнейшем, что матрица-функция 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑢) и вектор-функция 𝑔 =
𝑔(𝑥, 𝑢) в (1.1) удовлетворяют следующим условиям регулярности.
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Условие (H). Функции 𝑓 , 𝑔 класса 𝐶∞ на 𝐽 × R𝑚 , финитны по 𝑢 и 𝑓(𝑥, 0) =
𝑔(𝑥, 0) = 0 для 𝑥 = 0, 1.

Обозначаем через H 𝑠 = H 𝑠(𝐽) обобщенные 𝐿2-пространства Соболева (про-
странства бесселевых потенциалов [1], [13]) скалярных функций на 𝐽 с произволь-
ными 𝑠 > 0. Если 𝑠 > 1/2, то H 𝑠 ⊂ 𝐶(𝐽) и H 𝑠 есть банахова алгебра [13; п. 2.8.3].
Оператор дифференцирования 𝜕𝑥 ∈ L (H 𝑠+1,H 𝑠). Фактически 𝑋𝑠 – замкну-
тые подпространства (с эквивалентной нормой) в пространствах вектор-функций
H 2𝑠(𝐽,R𝑚), причем 𝑋𝑠 = H 2𝑠(𝐽,R𝑚) для 𝑠 6 1/4. При 𝑠 > 1/4 пространство 𝑋𝑠

состоит из элементов 𝑢 ∈ H 2𝑠(𝐽,R𝑚) c 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0.
Фиксируем теперь произвольное 𝛼 ∈ (3/4, 1), тогда H 2𝛼 →˓ 𝐶1(𝐽) и 𝑋𝛼 →˓

𝐶1(𝐽,R𝑛), где символ →˓ обозначает линейное непрерывное вложение функциональ-
ных пространств. Используем необходимые теоремы вложения [1], [13]. Для про-
извольной 𝐶∞-функции 𝑧 : 𝐽 × R𝑚 → R отображение 𝜓 : 𝑢 → 𝑧(𝑥, 𝑢) есть функция
класса 𝑊 2 (см. (2.2)) из 𝐶𝑠(𝐽,R𝑚) в 𝐶𝑠(𝐽) при всех 𝑠 ∈ N. Отсюда следует, что
𝜓 ∈ 𝑊 2(H 2𝛼(𝐽,R𝑚), 𝐶1(𝐽)). Используя вложения H 𝑠+1 →˓ 𝐶𝑠(𝐽) →˓ H 𝑠, мож-
но заключить, что 𝜓 ∈ 𝑊 2(H 𝑠(𝐽,R𝑚),H 𝑠(𝐽)). Как видим, 𝐹 ∈ 𝑊 2(𝑋1, 𝑋1/2)
для нелинейной части 𝐹 : 𝑢 → 𝑓(𝑥, 𝑢) 𝜕𝑥𝑢 + 𝑔(𝑢) системы (1.1). Кроме того, 𝑋𝛼 →˓
𝐶1(𝐽,R𝑚) →˓ 𝐶(𝐽,R𝑚) →˓ 𝑋, а значит, 𝐹 ∈ 𝑊 2(𝑋𝛼, 𝑋). Отметим еще, что 𝑋3/2 →˓
𝐶2(𝐽,R𝑚).

Выбираем 𝑋𝛼 в качестве фазового пространства системы (1.1). Действуя подобно
[7], можно показать, что фазовая динамика (1.1) в 𝑋𝛼 диссипативна и существует
глобальный аттрактор A ⊂ 𝑋𝛼. Так как 𝐹 ∈𝑊 2(𝑋1, 𝑋1/2), то система (1.1) порож-
дает гладкий диссипативный фазовый полупоток еще и в пространстве 𝑋1, причем
аттрактор A компактен в 𝑋3/2. Как и выше, обозначаем N = A ×A .

Замечание 2.3. Фазовая динамика системы (1.1) обладает следующим свой-
ством: если 𝑌 – пространство Банаха, то всякое непрерывное в (𝑋𝛼 ×𝑋𝛼)-метрике
векторное поле Π: N → 𝑌 , продолжимое до 𝐶1-отображения 𝑋1 ×𝑋1 → 𝑌 , регу-
лярно в смысле определения 2.1.

Действительно, гладкость полупотока в 𝑋1 означает гладкость отображения

(𝑡, 𝑢) → Φ𝑡𝑢 : (0,+∞)×𝑋1 → 𝑋1.

Это обеспечивает регулярность тождественного вложения N → 𝑋1 ×𝑋1, а значит,
и регулярность поля Π на N .

3. Декомпозиция векторного поля на аттракторе. Мы хотим применить
теорему 2.2 к ППУ (1.1) с 𝐷 = diag и фазовым пространоством 𝑋𝛼, 𝛼 ∈ (3/4, 1).
Обозначаем через M𝑚 алгебру числовых (𝑚 × 𝑚)-матриц с евклидовой нормой и
через 𝑌 (𝐽,M𝑚) – линейные пространства таких матриц с элементами из того или
иного банахова пространства 𝑌 скалярных функций на 𝐽 = [0, 1]. Действуя анало-
гично [10; с. 13412–13413], полагаем

𝐵0(𝑥;𝑢, 𝑣) =
∫︁ 1

0

(𝑓𝑢(𝑥,𝑤(𝑥))𝑤𝑥(𝑥) + 𝑔𝑢(𝑥,𝑤(𝑥)) 𝑑𝜏, (3.1)

𝐵(𝑥;𝑢, 𝑣) =
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥,𝑤(𝑥)) 𝑑𝜏 (3.2)
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для 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋𝛼, 𝑤(𝑥) = 𝜏𝑢(𝑥) + (1 − 𝜏)𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐽 . Элементы матриц 𝐵0, 𝐵 –
это непрерывные функции, а при 𝑢, 𝑣 ∈ A – функции класса 𝐶2 на 𝐽 . Пользуясь
𝐶1-гладкостью отображений (𝑢, 𝑣) → 𝑓𝑢(𝑥,𝑤)𝑤𝑥 + 𝑔𝑢(𝑥,𝑤), (𝑢, 𝑣) → 𝑓(𝑥,𝑤), 𝑋𝛼 ×
𝑋𝛼 → 𝐶(𝐽,M𝑚) при фиксированном 𝜏 ∈ [0, 1] и дифференцируя в выражениях
для 𝐵0, 𝐵 под знаком интеграла по параметру (𝑢, 𝑣), заключаем, что отображения

(𝑢, 𝑣) → 𝐵0( · ;𝑢, 𝑣), (𝑢, 𝑣) → 𝐵( · ;𝑢, 𝑣) (3.3)

принадлежат классу 𝐶1(𝑋𝛼 × 𝑋𝛼, 𝐶(𝐽,M𝑚)). С помощью интегральной теоремы
о среднем для нелинейных операторов запишем декомпозицию векторного поля (1.1)
на аттракторе A ⊂ 𝑋𝛼 в виде

𝐺(𝑢)−𝐺(𝑣) = −𝐴ℎ+
(︂∫︁ 1

0

𝐹 ′(𝜏𝑢+ (1− 𝜏)𝑣) 𝑑𝜏
)︂
ℎ

= 𝐷ℎ𝑥𝑥 +𝐵0(𝑥;𝑢, 𝑣)ℎ+𝐵(𝑥;𝑢, 𝑣)ℎ𝑥, 𝑢, 𝑣 ∈ A ,

где ℎ = 𝑢 − 𝑣, 𝜏𝑢 + (1 − 𝜏)𝑣 ∈ co A и ( · )′ – дифференцирование Фреше. Чтобы
исключить зависимость от ℎ𝑥, применим (следуя [14]) преобразование ℎ = 𝑈𝜂, где
(𝑚×𝑚)-матрица-функция 𝑈(𝑥) = 𝑈(𝑥;𝑢, 𝑣), 𝑥 ∈ [0, 1], есть решение линейной задачи
Коши

𝑈𝑥 = −1
2
𝐷−1𝐵(𝑥)𝑈, 𝑈(0) = 𝐸. (3.4)

В результате получим соотношение (2.3) с линейными операторами

𝑇0(𝑢, 𝑣)ℎ =
(︂
𝐵0(𝑥)−

1
2
𝐵𝑥(𝑥)− 1

4
𝐵(𝑥)𝐷−1𝐵(𝑥)

)︂
ℎ, (3.5)

𝑇 (𝑢, 𝑣)ℎ = −𝐷𝑈 𝜕𝑥𝑥𝑈
−1ℎ. (3.6)

Отметим, что при замене переменной ℎ = 𝑈𝜂 граничные условия Дирихле для
линейной части (1.1) сохраняются. Часто опускаем в записях матриц 𝐵0, 𝐵, 𝑈 , 𝑈−1

зависимость от 𝑢, 𝑣, а иногда, и от 𝑥.

Лемма 3.1. Поле операторов 𝑇0 на N регулярно со значениями в L (𝑋𝛼, 𝑋) и
ограничено со значениями в L (𝑋𝛼).

Доказательство. Полагаем 𝑇0ℎ = 𝑄(𝑥;𝑢, 𝑣)ℎ в (3.5) с ℎ ∈ A − A ⊂ 𝑋𝛼.
Выпуклая оболочка аттрактора A ограничена в норме 𝑋3/2 эквивалентной нор-
ме H 3(𝐽,R𝑚), следовательно, матрица-функции 𝐵, 𝐵𝐷−1𝐵 и 𝐵0 равномерно по
(𝑢, 𝑣) ∈ N ограничены в H 3(𝐽,M𝑚) и H 2(𝐽,M𝑚) соответственно. Таким образом,
матрица-функции 𝐵𝑥 и 𝑄 ограничены на N в норме H 2(𝐽,M𝑚) и 𝑇0 – оператор
умножения вектор-функций из 𝑋𝛼 ⊂ H 2𝛼(𝐽,R𝑚) на матрицу 𝑄 ∈ H 2𝛼(𝐽,M𝑚)
с 2𝛼 ∈ (3/2, 2). Поскольку H 2𝛼(𝐽) – банахова алгебра, находим, что 𝑇0(𝑢, 𝑣) ∈
L (𝑋𝛼) и ‖𝑇0(𝑢, 𝑣)‖𝛼 6 const на N .

С учетом замечания 2.3 и отмеченной выше гладкости отображений (3.3) регу-
лярность поля операторов 𝑇0 : N → L (𝑋𝛼, 𝑋) устанавливается точно так же как
для случая периодических граничных условий в [10; лемма 3.3].

Матрица-функцию 𝑈(𝑥) в задаче Коши (3.4) можно трактовать как ограничен-
ный линейный оператор в 𝑋.
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Лемма 3.2. Поля операторов 𝑈,𝑈−1 : N → L (𝑋) регулярны.

Доказательство. Для поля 𝑈 это устанавливается так же, как аналогичное
утверждение в периодическом случае [10; лемма 3.4]. В то же время регулярность 𝑈
влечет регулярность поля обратных операторов 𝑈−1.

Пусть теперь 𝑑− = min16𝑗6𝑚 𝑑𝑗 и 𝑑+ = max16𝑗6𝑚 𝑑𝑗 для 𝐷 = diag{𝑑𝑗}. Пусть
еще {𝜆𝑛 : 𝜆1 < 𝜆2 < · · · } – собственные числа линейного оператора 𝐴 = −𝐷𝜕𝑥𝑥.
Поскольку

spec(𝐴) = {𝑑𝑗𝜋
2𝜈2, 𝜈 ∈ N, 𝑗 ∈ 1, . . . , ,𝑚}, (3.7)

то 𝜆𝑛 6 𝜋2𝑑+𝑛
2. Используя считающую функцию для spec(𝐴), находим, что

𝑛 6
𝑚∑︁

𝑗=1

√
𝜆𝑛

𝜋
√︀
𝑑𝑗

6
𝑚

𝜋
√︀
𝑑−

√︀
𝜆𝑛 ,

а значит,
𝜋2𝑑−
𝑚2

𝑛2 6 𝜆𝑛 6 𝜋2𝑑+𝑛
2, 𝑛 ∈ N. (3.8)

Лемма 3.3. Справедлива оценка

lim sup
𝑛→∞

𝑛−1(𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛) > 0.

Доказательство. Если, напротив, 𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛 = 𝛽𝑛𝑛 с 𝛽𝑛
𝑛→∞−→ 0, то

𝑛−2𝜆𝑛 = 𝑛−2

(︂
𝜆1 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘) = 𝑛−2

(︂
𝜆1 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝑘

)︂

6 𝑛−2

(︂
𝜆1 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝑛

)︂
6 𝑛−2𝜆1 + 𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘.

Это однако влечет соотношение 𝜆𝑛 = 𝑜(𝑛2), противоречащее левому неравенству
в (3.8).

4. Основные результаты. Согласно предположеням теоремы 2.2 нужно уста-
новить для операторов 𝑇 (𝑢, 𝑣) из соотношения (3.6) “равномерное” подобие поло-
жительно определенным вида (2.4), а также необходимую разреженность (2.5) их
совокупного спектра Σ𝑇 . Предполагаем выполнеными условия регулярности (H)
для функций 𝑓 , 𝑔 в (1.1).

Теорема 4.1. Если матрица 𝐷 = diag{𝑑𝑗} с 𝑑𝑗 > 0 и справедливо условие со-
гласования (1.2), то фазовая динамика на аттракторе конечномерна.

Доказательство. Оператор 𝐴 = −𝐷𝜕𝑥𝑥 с условием Дирихле самосопряжен и
положительно определен в 𝑋. Предположение (1.2) влечет (при любых 𝑥 ∈ 𝐽 и
𝑢, 𝑣 ∈ A ) равенство 𝐷𝐵(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝐷 для матриц 𝐵(𝑥) = 𝐵(𝑥;𝑢, 𝑣) в (3.2). Таким
образом, матрицы 𝐵(𝑥) и 𝐷−1𝐵(𝑥) наследуют блочную (относительно одинако-
вых 𝑑𝑗) структуру матрицы диффузии 𝐷 = diag{𝑑1, . . . , 𝑑𝑚}. Следовательно, это
же верно и для решений 𝑈(𝑥) задачи Коши (3.4), а значит, 𝐷𝑈(𝑥) = 𝑈(𝑥)𝐷, 𝑥 ∈ 𝐽 ,
и

𝑇 (𝑢, 𝑣) = 𝑈(𝑢, 𝑣)(−𝐷𝜕𝑥𝑥)𝑈−1(𝑢, 𝑣)
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в (3.6). Тем самым, для 𝑇 (𝑢, 𝑣) справедливо представление (2.4) с 𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝑈−1(𝑢, 𝑣)
и 𝐻(𝑢, 𝑣) ≡ 𝐴. Cовокупный спектр Σ𝑇 совпадает со spec(𝐴) в (3.7). По лем-
ме 3.3 найдутся 𝜀 > 0 и возрастающая последовательность индексов 𝑛(𝑘) такие,
что 𝜆𝑛(𝑘)+1 − 𝜆𝑛(𝑘) > 𝜀𝑛(𝑘) при 𝑘 > 𝑘0. Положим

𝑎𝑘 =
𝜆𝑛(𝑘)+1 + 𝜆𝑛(𝑘)

2
, 𝜉𝑘 =

𝜆𝑛(𝑘)+1 − 𝜆𝑛(𝑘)

3
, 𝑀 = 𝜋2𝑑+.

Из правого неравенства в (3.8) находим

𝑎𝑘 6 𝑀

(︂
𝑛2(𝑘) + 𝑛(𝑘) +

1
2

)︂
6 3𝑀𝑛2(𝑘) 6

3𝑀
𝜀2

(𝜆𝑛(𝑘)+1 − 𝜆𝑛(𝑘))2 6
27𝑀
𝜀2

𝜉2𝑘

при 𝑘 > 𝑘0, т.е. 𝑎𝑘 = 𝑂(𝜉2𝑘) при 𝑘 → ∞. Так как 𝑎
𝛼/2
𝑘 = 𝑜(𝜉𝑘) при 𝛼 ∈ (3/4, 1) и

𝑘 →∞, то искомое утверждение следует из лемм 3.1, 3.2 и теоремы 2.2.

Замечание 4.2. Параболические системы (1.1) с 𝐷 = diag демонстрируют ко-
нечномерную динамику на аттракторе при любых допустимых нелинейностях 𝑓 ,
𝑔 в случае скалярной диффузии, и при условии 𝑓 = diag в случае 𝑚 различных
коэффициентов диффузии 𝑑𝑗 . В случае 𝑠 различных коффициентов диффузии с 1 <
𝑠 < 𝑚 динамика на аттракторе конечномерна при условии, что матрица-функция 𝑓
наследует блочную (относительно одинаковых 𝑑𝑗) структуру матрицы𝐷 = diag{𝑑𝑗}.

Перейдем к формулировке главного результата. Считаем, что в системе (1.1)
матрица 𝐷 = 𝐶𝐷𝐶−1, где матрица 𝐶 невырождена и 𝐷 = diag{𝑑1, . . . , 𝑑𝑚} с 𝑑𝑗 > 0.
Линейный оператор −𝐷𝜕𝑥𝑥 = −𝐶(𝐷𝜕𝑥𝑥)𝐶−1 секториален в 𝑋 = 𝐿2(𝐽,R𝑚). Линей-
ная замена переменной 𝑢 = 𝐶𝑣 сводит (1.1) к системе уравнений

𝜕𝑡𝑣 = 𝐷𝜕𝑥𝑥𝑣 + 𝑓(𝑥, 𝑣)𝜕𝑥𝑣 + 𝑔(𝑥, 𝑣), 𝑣(0) = 𝑣(1) = 0,

𝑓(𝑥, 𝑣) = 𝐶−1𝑓(𝑥,𝐶𝑣)𝐶, 𝑔(𝑥, 𝑣) = 𝐶−1𝑔(𝑥,𝐶𝑣).
(4.1)

Матрица-функция 𝑓 и вектор-функция 𝑔 наследуют свойства регулярности (H) ис-
ходных функций 𝑓 и 𝑔. Фазовые полупотоки систем (4.1) и (1.1) линейно сопряжены.
Система уравнений (4.1) диссипативна в 𝑋𝛼, следовательно, это верно и для систе-
мы (1.1). Аттракторы A системы (1.1) и A системы (4.1) связаны соотношением
A = 𝐶A . Согласно определению конечномерности финальной фазовой динамики
(п. 1), системы (4.1) и (1.1) демонстрируют данное свойство одновременно.

Теорема 4.3 (основная). Если матрица 𝐷 подобна diag{𝑑𝑗} с 𝑑𝑗 > 0 и справед-
ливо условие согласования (1.2), то финальная динамика системы (1.1) конечно-
мерна.

Доказательство. Так как 𝐷𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝐷 на 𝐽 × co A , то

𝐷𝑓(𝑥, 𝑣) = 𝐶−1𝐷𝐶 · 𝐶−1𝑓(𝑥,𝐶𝑣)𝐶 = 𝐶−1𝐷𝑓(𝑥, 𝑢)𝐶

= 𝐶−1𝑓(𝑥, 𝑢)𝐷𝐶 = 𝐶−1𝑓(𝑥,𝐶𝑣)𝐶𝐷 = 𝑓(𝑥, 𝑣)𝐷

на 𝐽 × co A . Здесь 𝑢 ∈ co A и 𝑣 ∈ A . Как видим, для матрица-функции 𝑓
справедливо условие (1.2) и по теореме 4.1 динамика системы (4.1) на аттракторе
A ⊂ 𝑋𝛼 конечномерна. Отсюда следует и конечномерность динамики системы (1.1)
на аттракторе A ⊂ 𝑋𝛼.
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Замечание 4.4. При условии согласования (1.2) финальная динамика системы
(1.1) конечномерна, если все собственные значения матрицы 𝐷 различны и поло-
жительны. Условие (1.2) справедливо, в частности, для 𝑓 = 𝐷1𝜙, где числовая
матрица 𝐷1 коммутирует с 𝐷 и 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑢) – гладкая финитная по 𝑢 скалярная
функция.
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