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В статье вычисляется приближённое конформное отображение внешней области фазовой 
плоскости, ограниченной фазовой траекторией осциллятора со слабой нелинейностью, на 
внешность единичного круга. Целью является прояснение связи гамильтоновых систем на 
плоскости с открытой в начале нашего столетия процедурой эффективизации теоремы Римана о 
существовании конформного отображения.  
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Как хорошо известно, с двумерной плоскостью в математике связаны два гладких 
объекта с весьма нетривиальными свойствами. Первый из этих объектов – это функции, 
голоморфные в области  комплексной плоскости 	С: 

, , ,   ,  ∈ .                  (1) 
Требование голоморфности функций (1) в различных математических ситуациях 
обеспечивает справедливость для них таких утверждений, как теорема Лиувилля, принцип 
максимума модуля, лемма Шварца и т. д., демонстрирующих резкие отличия поведения 
голоморфных функций от поведения гладких функций вещественного переменного [1]. 

Второй объект – это гамильтоновы системы с одной степенью свободы: 

     ,                                           (2) 

c различными потенциальными энергиями .  
С одной стороны, такая система является хрестоматийным примером, давно 

вошедшим в известные учебники [2, 3], потому что линии уровня функции Гамильтона (2)  
, ,                                                 (3) 

где постоянная  является энергией системы, задают слоение её фазовой плоскости ,  
[4].  

С другой стороны, простота её обманчива, поэтому система (2) до настоящего 
времени остаётся в фокусе современных исследований [5].  

Например, хорошо известно [2, 3], что вблизи минимума потенциальной энергии 
 уравнение (3) задаёт на фазовой плоскости ,  однопараметрическое семейство 	 

замкнутых фазовых траекторий. В частности, если такая фазовая траектория 	 
охватывает выпуклую область, то, как доказано в [6], для достаточно широкого класса 
функций 		справедливо следующее тождество: 

| | 	 ,                          (4) 

где  – координаты точек поворота, то есть нули уравнения  . 
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В качестве другого примера приведём известную формулу [2, с. 43] для определения 
потенциальной энергии  по периоду  колебаний частицы в этой потенциальной 
яме: 

√ √
,                                          (5) 

причём при выводе формулы (5) предполагается, что 0 0	 и что потенциальная 
энергия является чётной функцией:		 .  

Однако период колебаний  может быть выражен через переменную действия 

2 	  системы (2) следующим образом: 

2  .                                                  (6) 

Совместно рассмотрев формулы (5) и (6), мы видим, что форма потенциальной 
энергии  однозначно связана со скоростью роста площади, заметаемой за период на 
фазовой плоскости , 		фазовой траекторией 	 системы (2) при финитном движении с 
энергией . 

Ясно, что описанные выше свойства (4)–(6) системы (2) связаны с симплектической 
структурой [3, 4], которую вводит на её фазовой плоскости 2-форма ⋀ .  

Естественным образом возникает вопрос: существует ли связь между комплексной 
структурой системы (1) и симплектической структурой системы (2)? Ответить на него 
можно следующим образом: замкнутая фазовая траектория 	 системы (2), содержащая 
начало координат, разделяет её фазовую плоскость , 	 на две области:  

, |	 , 		и , |	 , . Однако ничто не мешает нам 
рассматривать область   как часть комплексной плоскости С и даже включить в неё 
бесконечно удалённую точку. В этом случае в силу известной теоремы Римана существует 
конформное отображение области  на какую-либо тестовую область , задаваемое 
некоторой голоморфной функцией [1]. Более того, если область  является внешностью 
единичного круга ∈ 	|	| | 1 , то, согласно результатам работы [7], это 
отображение задаётся голоморфной функцией вида:  

ln , ln 	 	 ∑ 	 	 ,                   (7) 

где  

	∬ ln| | 	                                  (8) 

– функция счётного числа переменных , , ̅ , , ̅ , … : 

	  ,    
	 	
	  ,   ≡ ,                   (9) 

которые называются гармоническими моментами Ричардсона области   [8] 
(интегрирование в первой из формул (9) ведётся по области , во второй из формул (9) – 
по области  , а в формуле (8) – по области ). 

Чтобы воспользоваться формулой (7), необходимо вычислить функцию (8). В 
работе [9] для неё дан ряд Тейлора по переменным (9): 

∑ | , … , | ̅ , … , ̅ 	 ∙ ∙ … ∙ ∙ ̅ ̅ ∙ … ∙ ̅ ̅ .           (10) 

Однако коэффициенты | , … , | ̅ , … , ̅ 	 ряда (10) вычисляются с помощью 
слишком громоздких формул [9], гармонические моменты Ричардсона (9) для 
произвольной области тоже определить весьма сложно, поэтому зачастую в каждой 
конкретной ситуации целесообразно применять стратегию ad hoc, а не обращаться к 
общим формулам (7)–(10).  

Например, пусть в функции Гамильтона (2) выбран следующий потенциал :  

,                                               (11) 
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причём параметр  считается малым параметром: 0 ≪ 1 . 
Гамильтоновы уравнения движения системы (2) с потенциалом (11) сводятся к 

уравнению осциллятора со слабой нелинейностью вида: 
	 0.                                            (12) 

Как обычно, точки над буквой обозначают дифференцирование по времени. 
Далее, поставим для уравнения (12) задачу Коши: 

0 , 0 0.                                  (13) 
Применяя к уравнению (12) теорию возмущений, изложенную в [2], найдём его 

асимптотическое решение с точностью до второго порядка по :   

cos 	 3 2 cos cos 2 	 	.              (14) 

Дифференцируя эту формулу по времени, получим приближённое выражение для 
импульса системы: 

	 sin 	 sin sin 2 	.                      (15) 

Подчеркнём, что в выражениях (14) и (15) начальные условия (13) удовлетворяются. 
Формулы (14) и (15) дают приближённое параметрическое представление фазовой 

траектории уравнения (12). График этой кривой при 2 и 0,09		представлен на 
рис. 1. Из рис. 1 видно, что эта фазовая траектория близка и по положению, и по кривизне 
к окружности радиуса , соответствующей фазовой траектории гармонического 
осциллятора с единичной циклической частотой. Значит, применяя технику отображения 
близких областей, изложенную в монографии [10, гл. 4], можно построить приближённое 
конформное отображение внешности области с границей , задаваемой 
функциями (14) и (15), на внешность единичного круга .  
 

 
Рис. 1. Фазовые траектории нелинейного (сплошная линия) и линейного (пунктирная линия) 

осцилляторов с одинаковыми начальными условиями 
 
Для такого отображения имеется следующая общая формула (см. [10] и ссылки там):  

	 1 1 /

/
	 ,                 (16) 

где  – полярный радиус границы отображаемой области. 
Используя выражения (14 и 15), находим эту величину в рассматриваемом случае: 

1 	 	 4 3	 cos cos 3 .             (17) 
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Подставив выражение (17) в формулу (16) и проведя интегрирование, получим искомое 
отображение: 

	 	 4 3 .                          (18) 

Асимптотическая формула (18) представляет собой существенное упрощение общих 
формул (7)–(9) для данного конкретного случая – внешности области , ограниченной 
фазовой траекторией: 

≡                                         (19) 

при малых . 
Ясно также, что хотя структура выражения (18) не совпадает с каноническим видом [1, гл. 9] 

, ∑                             (20) 
конформного отображения внешности области 	 на внешность единичного круга с 
переводом бесконечно удалённой точки в бесконечно удалённую точку, тем не менее, при 
вычислении всё большего числа членов асимптотического ряда (18) его аналитическое 
продолжение должно приобрести форму разложения (20), потому что канонический вид 
(20) соответствует применению формул (7)–(9) для области , границей которой 
является точная кривая (19), в отличие от её асимптотического представления (14)–(15), 
лежащего на кривой (19) с точностью до членов второго порядка по . 

Таким образом, связь между голоморфными функциями (1), структура функци-
онального пространства которых жёстко фиксируется условиями Коши–Римана [1, 10], и 
симплектической структурой гамильтоновой системы (2) показана на конкретном примере 
потенциала (11).  

В общем случае эта связь может быть описана в терминах гармонических моментов 
Ричардсона (9), а именно: слоению фазовой плоскости гамильтоновой системы (2) 
фазовыми траекториями (3) при изменении энергии 			этой системы ставится в 
соответствие кривая  в счётномерном пространстве  [8] всех содержащих 
бесконечно удалённую точку односвязных областей с аналитической границей на сфере 
Римана, замыкание которых не содержит нуля, причём нулевой момент Ричардсона 
выражается через переменную действия системы (2): 2	 . А уже эта 
бесконечномерная кривая по формулам (7)–(10) определяет кривую в пространстве 
голоморфных функций. Тем самым построено отображение из пространства 
гамильтоновых систем (2) в пространство голоморфных функций (1). Свойства этого 
отображения могут быть исследованы методами теории гомотопий (см. [4]  и ссылки там). 
Также правомерна постановка вопроса о колмогоровских поперечниках [11] пространства 

 для того, чтобы работать с конечномерными аппроксимациями кривой ∈  и 
ограничениями ряда Тейлора (10) на конечномерное подпространство пространства 	.  
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