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В 2013 г. Бажов доказал критерий того, что две точки полного торического многообразия лежат
в одной орбите связной компоненты единицы группы автоморфизмов. Этот критерий сформули-
рован в терминах группы классов дивизоров. В том же году Аржанцев и Бажов получили анало-
гичный критерий для аффинного торического многообразия. В работе доказывается необходимое
условие, аналогичное этому критерию, в случаях аффинного и проективного орисферических
многообразий.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть K — алгебраически замкнутое поле нулевой характеристики, и пусть X — проектив-
ное алгебраическое многообразие. Рассмотрим группу регулярных автоморфизмов Aut(X).
Группа Aut(X) является линейной алгебраической группой. Рассмотрим ее связную компо-
ненту единицы Aut(X)0. Мы будем изучать орбиты естественного действия этой группы.

Если связная линейная алгебраическая группа G действует на X, то G отображается в
Aut(X)0. Следовательно, Aut(X)0-орбиты — это объединения G-орбит. Таким образом, если
нам известно описание G-орбит, мы должны лишь понять, какие пары G-орбит могут быть
склеены элементом из Aut(X)0. Этот подход особенно эффективен, если существует лишь ко-
нечное число G-орбит. В этой работе мы изучаем Aut(X)0-орбиты на проективных орисфери-
ческих многообразиях сложности 0. Напомним, что многообразие называется орисферическим,
если оно допускает такое действие связной линейной алгебраической группы G, что стабилиза-
тор точки общего положения содержит максимальную унипотентную подгруппу. Мы говорим,
что орисферическое многообразие имеет сложность 0, если действие группы G на X имеет
открытую орбиту. Класс орисферических многообразий — это естественное обобщение класса
торических многообразий.

В работе [2] описаны все Aut(X)0-орбиты на полном торическом многообразии. В [1] по-
лучено описание Aut(X)0-орбит для аффинного торического многообразия. Заметим, что для
аффинного многообразия группа Aut(X) может быть не алгебраической. Следуя [8], мы опре-
деляем связную компоненту единицы Aut(X)0 как подгруппу в Aut(X), порожденную всеми
алгебраическими семействами автоморфизмов. Здесь алгебраическое семейство — это мно-
жество автоморфизмов {ϕb | b ∈ B}, где B — неприводимое алгебраическое многообразие,
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2 С.А. ГАЙФУЛЛИН

отображение ϕ : B × X → X является морфизмом и ϕb(x) = ϕ(b, x). Заметим, что опреде-
ленная таким образом компонента Aut(X)0 совпадает со связной компонентой единицы, если
рассматривать группу Aut(X) как ind-группу (см. [9]).

Пусть X — полное торическое многообразие. Тогда количество T -орбит на нем конечно.
Замыкания орбит коразмерности 1 — это в точности все T -инвариантные простые дивизоры
на X. Рассмотрим точку x ∈ X. Обозначим через D(x) множество простых T -инвариантных
дивизоров D таких, что x /∈ D. Ясно, что если x и y лежат в одной T -орбите, то D(x) = D(y).
Таким образом, мы можем обозначить через D(O) множество D(x) для любого x из T -орби-
ты O. Теперь рассмотрим подмоноид Γ(O) в группе классов дивизоров Cl(X), порожденный
классами дивизоров из D(O). В [2] доказано следующее утверждение.

Предложение 1 [2, Theorem 1]. Пусть X — полное торическое многообразие. Две T -ор-
биты O и O′ лежат в одной Aut(X)0-орбите тогда и только тогда, когда Γ(O) = Γ(O′).

Такой же критерий верен для аффинных торических многообразий (см. [1]).
Наша цель — изучить Aut(X)0-орбиты на аффинных и проективных нормальных орисфе-

рических многообразиях сложности 0. В случае орисферического многообразия мы опреде-
ляем D(x) как множество простых G-инвариантных дивизоров D таких, что x /∈ D. Снова
ясно, что D(x) зависит только от G-орбиты, в которой лежит точка x, поэтому мы будем
использовать обозначение D(O). Но для орисферических многообразий мы заменяем группу
Cl(X) на ее модификацию ClG(X) (см. определение 2). Определим ΓG(O) аналогично случаю
торических многообразий. Мы докажем, что условие из предложения 1 остается необходимым
(см. теорему 1).

Но это условие не является достаточным в случае орисферических многообразий (см. при-
мер 1). Мы формулируем гипотезу, что если размерности касательных пространств в точках
орбит O и O′ совпадают, то это условие достаточно (см. гипотезу 1, а также [3, Conjecture 1]).

2. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. Торические многообразия. В этом пункте мы напомним основные факты о то-
рических многообразиях. Более подробную информацию о торических многообразиях можно
найти, например, в [4, 6].

Торическое многообразие — это нормальное неприводимое многообразие X с фиксирован-
ным действием алгебраического тора T ∼= (K×)n с открытой орбитой. Пусть N ∼= Zn — ре-
шетка однопараметрических подгрупп тора T , а M ∼= Zn = N∗ — двойственная к N решетка
характеров тора T . Обозначим через χm ∈ K[T ] характер, соответствующий элементу m ∈ M .
Через 〈· , ·〉 : M ×N → Z мы обозначаем естественное целочисленное спаривание между этими
решетками. Введем рациональные векторные пространства MQ = M ⊗Z Q и NQ = N ⊗Z Q, по-
рожденные этими решетками. Каждое торическое многообразие соответствует вееру Δ, состо-
ящему из конусов в NQ. Для аффинного торического многообразия этот веер состоит из одного
конуса и всех его граней. Двойственный конус σ∨ ⊆ MQ определяется следующим образом:

σ∨ =
{
m ∈ M | 〈m,n〉 ≥ 0 ∀n ∈ σ

}
.

Тогда аффинное торическое многообразие X(σ), соответствующее σ, имеет следующую алгеб-
ру регулярных функций:

K[X] =
⊕

m∈M∩σ∨

Kχm.

Существует взаимно однозначное соответствие между гранями конуса σ и гранями конуса σ∨.
Грань τ конуса σ соответствует грани τ̂ = σ∨ ∩ τ⊥. Также есть взаимно однозначное соответ-
ствие между гранями конуса σ∨ и T -орбитами на X. Описание этого соответствия будет дано
в следующем разделе для более общего случая орисферических многообразий.
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Произвольное торическое многообразие может быть получено путем склейки аффинных
карт, соответствующих конусам из веера Δ. Многообразие полно, если и только если объеди-
нение всех конусов из Δ совпадает с MQ.

2.2. Аффинные орисферические многообразия. Мы напомним некоторые факты
об орисферических многообразиях. Все доказательства можно найти в [11] (см. также [10]).

Пусть G — связная линейная алгебраическая группа.
Определение 1. Неприводимое G-многообразие X называется орисферическим, если для

точки общего положения x ∈ X стабилизатор точки x содержит максимальную унипотентную
подгруппу U ⊆ G.

Если X содержит открытую G-орбиту, то X называется орисферическим многообразием
сложности 0. В работе [11] аффинные орисферические многообразия сложности 0 называются
S-многообразиями.

Пусть X — аффинное орисферическое многообразие сложности 0. Легко видеть, что уни-
потентный радикал группы G действует на X тривиально. Следовательно, мы можем считать,
что G редуктивна. Переходя к конечному накрытию, можно считать, что G = T ×G′, где T —
алгебраический тор, а G′ — полупростая группа.

Пусть O — открытая G-орбита на X. Тогда есть следующая цепочка включений:

K[X] ↪→ K[O] ↪→ K[G].

Рассмотрим борелевскую подгруппу B группы G. Пусть M = X(B) — группа характеров
подгруппы B. Для Λ ∈ M положим

SΛ =
{
f ∈ K[G] | f(gb) = Λ(b)f(g) ∀ g ∈ G, b ∈ B

}
.

Тогда
SΛSΛ′ = SΛ+Λ′ .

Множество X+(B) доминантных весов состоит из всех Λ таких, что SΛ �= {0}. В работе [11]
доказано, что для аффинного орисферического G-многообразия X сложности 0 выполнено
равенство

K[X] =
⊕
Λ∈P

SΛ

для некоторого подмоноида P ∈ X+(B).
Используя обозначения из предыдущего пункта, введем конус σ∨ в MQ, порожденный мо-

ноидом P . Многообразие X нормально тогда и только тогда, когда моноид P насыщенный, т.е.
P = σ∨ ∩ Z(P ), где Z(P ) — группа, порожденная P . Существует взаимно однозначное соот-
ветствие между гранями конуса σ и G-орбитами на X. А именно, если Oτ ⊆ X — это G-орбита
на X, соответствующая грани τ конуса σ, то идеал, состоящий из функций, тождественно
равных нулю на Oτ , имеет вид

I(Oτ ) =
⊕

Λ∈P\τ
SΛ.

Элементы этого идеала равны нулю на замыкании Oτ . Тогда

Oτ = Oτ \
⋃
γ≺τ

Oγ .

Если ξ̂ 
 σ∨ — грань, соответствующая ξ 
 σ, мы будем использовать оба обозначения:
Oξ = O

̂ξ
.
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4 С.А. ГАЙФУЛЛИН

Замечание 1. Конус σ∨ может быть не полной размерности. Но если мы заменим M на
группу, порожденную моноидом P , то соответствие между гранями и орбитами сохранится.

Для того чтобы построить многообразие X явно, нужно взять систему порождающих
Λ1, . . . ,Λm моноида P и рассмотреть сумму неприводимых представлений группы G, контра-
градиентных к представлениям со старшими весами Λ1, . . . ,Λm. В каждом V (Λi)

∗ нужно вы-
брать старший вектор vi. Положим v = v1 + . . . + vm. Тогда X ∼= Gv — замыкание G-орбиты
вектора v. Если m = 1, то многообразие X является замыканием орбиты старшего вектора
неприводимого представления. Такие многообразия называются HV -многообразиями.

2.3. Группа классов дивизоров. Пусть X — нормальное многообразие. Простым ди-
визором мы называем неприводимое замкнутое подмножество коразмерности 1. Рассмотрим
группу дивизоров Вейля, т.е. группу целочисленных формальных линейных комбинаций про-
стых дивизоров:

WDiv(X) =
{
λ1D1 + . . . + λkDk | Di — простые дивизоры

}
.

Элементы группы WDiv(X) мы называем дивизорами Вейля на X. Для каждой ненулевой
рациональной функции f ∈ K(X) и простого дивизора D можно определить порядок нуля
или полюса νD(f) функции f вдоль D. Определим главный дивизор функции f как

div(f) =
∑

D — простой дивизор

νD(f)D.

Все главные дивизоры образуют подгруппу главных дивизоров PDiv(X) ⊆ WDiv(X). Опреде-
лим группу классов дивизоров как фактор-группу Cl(X) = WDiv(X)/PDiv(X). Образ дивизо-
ра D ∈ WDiv(X) при каноническом гомоморфизме WDiv(X) → Cl(X) мы называем классом
дивизора D и обозначаем через [D].

Предположим, что на X задано действие связной линейной алгебраической группы G с
открытой орбитой. Существует конечное число G-орбит коразмерности 1. В случае ториче-
ского многообразия эти орбиты соответствуют ребрам ρ1, . . . , ρk конусов σ ∈ Δ. Обозначим
множество всех ребер всех конусов через Δ(1). Замыкания T -орбит коразмерности 1 явля-
ются T -инвариантными простыми дивизорами D1, . . . Dk на торическом многообразии. Пусть
vρ1 , . . . , vρk — примитивные целочисленные векторы на ρ1, . . . , ρk. В случае торического много-
образия можно доказать, что div(χm) =

∑
〈m, vρi〉Di и Cl(X) порождена классами [D1], . . . , [Dk]

(см. [6]). В случае аффинного орисферического многообразия G-инвариантные простые диви-
зоры соответствуют некоторым (возможно, не всем) ребрам ρ1, . . . , ρs конуса σ. Тогда классы
[D1], . . . , [Ds] порождают подгруппу, которая может быть собственной подгруппой в Cl(X).

2.4. Локально нильпотентные дифференцирования и корни Демазюра. Более
подробную информацию о локально нильпотентных дифференцированиях можно найти, на-
пример, в [5].

Пусть A — коммутативная ассоциативная алгебра над K. Линейный оператор ∂ : A → A на-
зывается дифференцированием, если он удовлетворяет правилу Лейбница ∂(ab) = a∂(b)+ b∂(a).
Дифференцирование называется локально нильпотентным дифференцированием (ЛНД), ес-
ли для любого a ∈ A существует натуральное число n такое, что ∂n(a) = 0.

Экспоненциальное отображение определяет соответствие между ЛНД и подгруппами в
Aut(A), изоморфными аддитивной группе основного поля K. ЛНД δ соответствует подгруппе
{exp(tδ)}. Пусть F — абелева группа, и пусть задана F -градуировка на A:

A =
⊕
f∈F

Af , AfAg ⊆ Af+g.
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Дифференцирование ∂ : A → A называется F -однородным степени f0 ∈ F , если для каж-
дого a ∈ Af имеем ∂(a) ∈ Af+f0 .

Рассмотрим конечно порожденный конус σ. Положим

Rρ :=
{
e ∈ M | 〈e, vρ〉 = −1, 〈e, vρ′〉 ≥ 0 ∀ρ′ �= ρ ∈ σ(1)

}
.

Элементы множества R :=
⊔

ρRρ называются корнями Демазюра конуса σ.
Будем называть луч ρ выделенным лучом корня Демазюра e, если e ∈ Rρ.
Рассмотрим грань τ конуса σ∨. Пусть ρ1, . . . , ρs — все лучи, перпендикулярные τ , и

v1, . . . , vs — примитивные векторы на них. Предположим, что e — корень Демазюра такой,
что 〈e, v1〉 = −1 и 〈e, vi〉 = 0 для всех 2 ≤ i ≤ s. Тогда будем говорить, что e — это τ -корень.

Для аффинного торического многообразия X каждый корень Демазюра соответствует
M -однородному ЛНД алгебры K[X], заданному формулой

∂e(χ
m) = 〈m, vρ〉χe+m. (2.1)

3. G-ИНВАРИАНТНАЯ ГРУППА КЛАССОВ ДИВИЗОРОВ

В этом разделе мы вводим модификацию группы классов дивизоров на орисферическом
многообразии X.

Разобьем множество всех простых дивизоров на X на два непересекающихся подмножества
A и B, где A — множество всех G-инвариантных простых дивизоров, т.е. замыканий G-орбит
коразмерности 1. Тогда

WDiv(X) = WDivA(X)⊕WDivB(X),

где

WDivA(X) =

{ ∑
Di∈A

λiDi

}
и WDivB(X) =

{ ∑
Di∈B

λiDi

}
.

Обозначим через πA и πB проекции на WDivA(X) и WDivB(X).
Рассмотрим группу

HPDiv(X) =
{
div(f) | f ∈ K(X) является M -однородным

}
.

Определение 2. Назовем G-инвариантной группой классов дивизоров многообразия X
фактор-группу

ClG(X) = WDivA(X)/πA(HPDiv(X)).

Для D ∈ WDivA(X) мы можем рассмотреть его класс [D]G ∈ ClG(X).
Замечание 2. В случае торического многообразия X группа классов дивизоров Cl(X)

порождена классами T -инвариантных простых дивизоров. Рассмотрим M -однородную функ-
цию f ∈ K(X). Тогда div(f) является T -инвариантным. Следовательно, div(f) ∈ WDivA(X).
Наоборот, если div(f) содержится в WDivA(X), то f является M -однородным. Значит,

ClG(X) = WDivA(X)/(PDiv(X) ∩WDivA(X)) ∼= Cl(X).

Замечание 3. ПустьX — нормальное аффинное орисферическое многообразие. Рассмот-
римM -однородную функцию f ∈ K[X]m. Ее порядок на Oρi равен 〈m, vi〉. Значит, πA(div(f)) =
=

∑s
i=1〈m, vi〉Di. Если все ребра ρ1, . . . , ρk соответствуют G-инвариантным дивизорам, то груп-

па ClG(X) зависит только от конуса σ и изоморфна Cl(Y ), где Y — торическое многообразие,
соответствующее конусу σ. В общем случае у нас есть алгоритм вычисления ClG(X), так как
все соотношения заданы как πA(div(f)), f ∈ K[X]m, и зависят только от m.
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Завершим этот раздел введением G-инвариантного аналога моноида Γ(O).
Определение 3. Пусть X — орисферическое многообразие и O — это G-орбита на X.

Обозначим через ΓG(O) подмоноид в ClG(X) порожденный классами [Di]G всех G-инвариант-
ных простых дивизоров Di таких, что O �⊆ Di.

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основным результатом данной работы является следующая
Теорема 1. Пусть X — аффинное или проективное неприводимое нормальное орисфе-

рическое многообразие сложности 0. Если две G-орбиты O и O′ лежат в одной Aut(X)0-
орбите, то ΓG(O) = ΓG(O′).

В работе [3] были изучены Aut(X)0-орбиты на аффинном орисферическом многообразии
сложности 0.

Предложение 2 [3, Corollary 4]. Предположим, что X — аффинное орисферическое
многообразие сложности 0. Пусть H — подгруппа, порожденная группой G и всеми экс-
понентами M -однородных ЛНД. Тогда Aut(X)0-орбиты на X совпадают с H-орбитами.

Более того, пусть τ — грань конуса σ. Тогда согласно [3, Theorem 1] замыкание G-орбиты Oτ

не является Aut(X)0-инвариантным, если и только если существует ненулевое M -однород-
ное ЛНД, степень которого является τ̂ -корнем. Легко видеть, что экспонента M -однородного
ЛНД ∂ степени e ∈ Rρ, где e является τ̂ -корнем, отображает точки из Oτ в точки из Oζ , где
ζ = cone(τ, ρ). Будем говорить, что такая пара граней является ρ-связной. Таким образом, мы
получаем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть X — аффинное орисферическое многообразие сложности 0. Две G-ор-
биты Oτ и Oτ ′ лежат в одной Aut(X)0-орбите тогда и только тогда, когда существует
цепочка граней τ = τ1, τ2, . . . , τm = τ ′ таких, что τi и τj являются ξi-связными для некото-
рого ξi ∈ σ(1).

Докажем следующую лемму об аффинных орисферических многообразиях. Она аналогич-
на [2, Lemma 3.3].

Лемма 2. Пусть X — аффинное орисферическое многообразие сложности 0. Предполо-
жим, что две G-орбиты Oτ и Oτ ′ являются ρj-связными для некоторого ρj ∈ σ(1). Тогда
Γ(Oτ ) = Γ(Oτ ′).

Доказательство. Мы можем считать, что τ больше τ ′. Тогда возможны два случая. Если
ρj не соответствует дивизору, тоD(Oτ ′) = D(Oτ ) и утверждение леммы доказано. В противном
случае получаем

D(Oτ ′) = D(Oτ ) ∪ {Oρj}.

Пусть ∂ —ЛНД степени e ∈ Rρ, где e— это τ -корень. Возьмем однородную функцию f ∈ K[X]α
такую, что ∂(f) �= 0. Рассмотрим рациональную функцию F = ∂(f)/f . Эта функция M -одно-
родна степени e. Следовательно,

πA(div(F )) =
s∑

i=1

〈e, vi〉Oρi = −Oρj +
∑
i 	=j

〈e, vi〉Oρi .

Значит, в ClG(X) выполнено равенство

0 = −[Oρj ]G +
∑
i 	=j

〈e, vi〉[Oρi ]G.

Но все 〈e, vi〉 неотрицательны при i �= j. Следовательно, [Oρj ]G ∈ ΓG(Oτ ). Отсюда получаем
ΓG(Oτ ′) = ΓG(Oτ ). �
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Доказательство теоремы 1. Для аффинных многообразий утверждение теоремы 1 сле-
дует из лемм 1 и 2.

В случае, когда X проективно, рассмотрим аффинный конус X̂ . С помощью G-линеариза-
ции расслоения (см. [7]) мы можем поднять G-действие и Aut(X)0-действие на X̂ . Аффинное
многообразие X̂ орисферическое относительно поднятого G-действия. Для того чтобы орисфе-
рическое многообразие стало многообразием сложности 0, мы можем добавить K×-действие
гомотетиями. Каждая G-орбита O на X является проективизацией (G×K×)-орбиты Ô на X̂.
Имеем ΓG(O) = ΓG×K×(Ô). Таким образом, если O и O′ можно склеить при помощи Aut(X)0,
то Ô и Ô′ можно склеить при помощи поднятия группы Aut(X)0, которое содержится
в Aut(X̂)0. Значит, ΓG×K×(Ô) = ΓG×K×(Ô′). Следовательно, ΓG(O) = ΓG(O′). �

Пример 1. Покажем, что необходимое условие из теоремы 1 не является критерием.
Пусть G = SL3 и P = X+(B). Тогда возьмем конус σ∨, равный cone(e1, e2) в базисе из фун-
даментальных весов. Легко вычислить, что аффинное орисферическое многообразие, соответ-
ствующее данному конусу, имеет вид

X ∼= {x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0} ⊂ K6.

Орбита, соответствующая вершине конуса, — это точка q = (0, 0, 0, 0, 0, 0). Легко видеть, что
точка q является Aut(X)-неподвижной, так как это единственная особая точка на X. У конуса
cone(e1, e2) четыре грани: вершина, два ребра и весь конус. Следовательно, на X есть четыре
G-орбиты. В координатах эти орбиты выглядят следующим образом: q = (0, 0, 0, 0, 0, 0), O1 =
= {x1 = x2 = x3 = 0} \ q, O2 = {y1 = y2 = y3 = 0} \ q и открытая орбита O = X \ (O1 ∪O2 ∪ q).
Рассмотрим автоморфизм

α : (x1, x2, x3, y1, y2, y3) → (x1 + y2, x2 − y1, x3, y1, y2, y3).

Автоморфизм α можно включить в алгебраическую подгруппу, состоящую из автоморфизмов

αt : (x1, x2, x3, y1, y2, y3) → (x1 + ty2, x2 − ty1, x3, y1, y2, y3), t ∈ K.

Он переводит точку (0, 0, 0, 1, 1, 1) ∈ O1 в точку (1,−1, 0, 1, 1, 1) ∈ O. Значит, O1 и O лежат в од-
ной Aut(X)0-орбите. Аналогично O2 лежит в той же Aut(X)0-орбите. Таким образом, есть две
Aut(X)0-орбиты на X. Но каждая собственная грань соответствует орбите коразмерности ≥ 2.
Следовательно, группа ClG(X) тривиальна. Значит, Γ(O) не различает точки многообразия.

Сформулируем следующую гипотезу (см. также [3, Conjecture 1]).
Гипотеза 1. Пусть X — аффинное или проективное неприводимое нормальное орисфе-

рическое многообразие сложности 0. Две G-орбиты O и O′ лежат в одной Aut(X)0-орбите
тогда и только тогда, когда ΓG(O) = ΓG(O′) и размерности касательных пространств в
точках этих орбит совпадают.
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