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Введение. В статье вводится понятие хаотической ламинации, которое на замкнутом
многообразии обобщает понятие хаотического слоения. Хаотические ламинации естествен-
ным образом возникают в динамических системах, удовлетворяющих аксиоме А Смейла [1].
Хорошим примером одномерного хаотического слоения на замкнутом многообразии явля-
ется транзитивный поток Аносова. Базисное множество несингулярного потока, которое
удовлетворяет аксиоме Смейла, дает пример хаотической ламинации, если это базисное
множество не совпадает с несущим многообразием.

Мы показываем, что для двумерных трансверсально ориентируемых ламинаций (не обя-
зательно хаотических) на 3-мерных многообразиях имеет место аналог теоремы Рэба о слое,
гомеоморфном сфере. Это позволяет доказать, что на замкнутых 3-мерных многообрази-
ях не существует хаотических двумерных трансверсально ориентируемых ламинаций. Тем
не менее, показывается, что на любом 3-мерном замкнутом многообразии 𝑀3 существует
одномерная хаотическая ламинация топологической размерности два. Отсюда вытекает,
что на любом многообразии вида 𝑀3 × S1 существует двумерная хаотическая ламинация
топологической размерности три.

Понятие хаотического слоения было введено в работе [2], которое было мотивированно
понятием хаоса в смысле Дивани [3]. Напомним, что согласно Р. Дивани динамическая
система является хаотической, если выполнены следующие условия:

1) система транзитивная и периодические орбиты всюду плотны в фазовом простран-
стве системы;

2) система обладает свойством чувствительности орбит от начальных условий.

В работе [4] было доказано, что из условия 1) следует условие 2). Это позволило вве-
сти понятие хаотического слоения, как транзитивного слоения, имеющего всюду плотное
семейство компактных (или замкнутых, если несущее многообразие является замкнутым)
слоев [2]. Хаотические слоения рассматривались также в работе [5]. Ламинации и их
применение в теории динамических систем и топологии рассматривались в книгах [6], [7].

Основные определения. Сначала, следуя [8] (см. также [7]), введем унифицирующее
понятие локальной ламинации на замкнутом 𝑛-мерном многообразии 𝑀𝑛, 𝑛 > 2. Зафик-
сируем натуральное число 1 6 𝑑 6 𝑛 − 1 и целые числа 0 6 𝑙 6 𝑟 6 ∞. Пусть M ⊂ 𝑀𝑛 –
некоторое подмножество многообразия 𝑀𝑛 (которое может совпадать с 𝑀𝑛), содержащее
в свою очередь подмножество 𝑆 ⊂ M , замкнутое в индуцированной топологии множе-
ства M . Предположим, что M ∖𝑆 представляет собой объединение

⋃︀
𝛼 𝐿𝛼 попарно непере-

секающихся 𝐶𝑟 гладких 𝑑-мерных связных инъективно вложенных многообразий 𝐿𝛼, где 𝛼
пробегает некоторое множество индексов. Будем говорить, что семейство {𝐿𝛼}, обознача-
емое через D , является локальной 𝑑-мерной 𝐶𝑟,𝑙 ламинацией с множеством особенностей
𝑆

def
= Sing(D), если для любой точки 𝑥 ∈ M ∖ 𝑆 существует окрестность 𝑈(𝑥) ⊂ 𝑀𝑛,

𝑥 ∈ 𝑈(𝑥), и 𝐶𝑙 диффеоморфизм 𝜓 : 𝑈(𝑥) → R𝑛 такой, что любая связная компонента пере-
сечения 𝑈(𝑥) ∩ 𝐿𝛼 (если это пересечение не пусто) отображается диффеоморфизмом 𝜓
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в 𝑑-мерную гиперплоскость

𝑥𝑑+1 = 𝑐1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑐𝑛−𝑑,

при этом ограничение 𝜓|𝑈(𝑥)∩𝐿𝛼 является 𝐶𝑟 диффеоморфизмом на образ. Везде далее
предполагается 𝑟 = 1. Величина 𝑙 > 0 не важна, и поэтому вместо локальной 𝐶1,𝑙 ламина-
ции мы будем говорить просто локальная ламинация (под 𝐶0 диффеоморфизмом понима-
ется гомеоморфизм).

Множество M называется носителем локальной ламинации D . Подмногообразия 𝐿𝛼

называются слоями. Каждая точка множества Sing(D) называется особенностью. Ком-
понента связности пересечения 𝐿𝛼 ∩ 𝑈(𝑥) называется локальным слоем. Локальные слои
образуют базу топологии на каждом слое 𝐿𝛼, которую мы будем называть слоевой (ино-
гда говорят, внутренней) топологией на 𝐿𝛼. Имея в виду эту слоевую топологию, мы
будем говорить о компактности слоя или гомеоморфности слоя некоторому многообразию.
Окрестности 𝑈(𝑥) называются окрестностями со структурой линейной локальной лами-
нации, а диффеоморфизмы 𝜓 – выпрямляющими диффеоморфизмами. Иногда окрест-
ность со структурой линейной локальной ламинации называют слоеным ящиком.

Понятие локальной ламинации обобщает такие классические понятия как ламинация и
слоение. Если носитель M локальной ламинации D является замкнутым подмножеством
многообразия 𝑀𝑛, и Sing(D) = ∅, то D называется ламинацией. Хорошим примером
ламинации является геодезическая ламинация. Ламинацию также образуют неустойчивые
многообразия растягивающегося аттрактора диффеоморфизма, удовлетворяющего аксио-
ме А Смейла [9]. Ламинации мы обычно будем обозначать через L .

Если supp D = 𝑀𝑛 и Sing(D) = ∅, то D называется слоением. Если supp D = 𝑀𝑛

и Sing(D) ̸= ∅, то D называется слоением с особенностями. Слоения мы обычно будем
обозначать символом F .

Допуская некоторую вольность, можно сказать, что локальная ламинация с особенно-
стями есть слоение с особенностями на некотором подмножестве. Если это подмножество
замкнуто и особенностей нет, то мы получаем ламинацию. Если это подмножество совпада-
ет с многообразием (особенности могут быть), то локальная ламинация является слоением
(возможно, с особенностями). Из сказанного следует, что понятие локальной ламинации
является наиболее общим. Поэтому все утверждения и определения, которые имеют место
для локальной ламинации, будут также иметь место для ламинаций и слоений. В основном
мы рассматриваем ламинации, при этом двумерные ламинации на трехмерных многооб-
разиях предполагаются трансверсально ориентируемыми (т.е., в некоторой окрестности
носителя ламинации существует неособое векторное поле, трансверсальное слоям ламина-
ции).

Предельным множеством компактного слоя будем считать сам слой. Пусть 𝐿𝛼 – неком-
пактный слой, и пусть 𝑉1 ⊂ · · · ⊂ 𝑉𝑖 ⊂ · · · – последовательность компактных подмножеств
𝑉𝑖 ⊂ 𝐿𝛼 такая, что

⋃︀∞
𝑖=1 = 𝐿𝛼. Предельным множеством слоя 𝐿𝛼 называется множество

пересечение топологических замыканий множеств 𝐿𝛼 ∖ 𝑉𝑖, обозначается 𝜔(𝐿𝛼).
Слой 𝐿𝛼 в ламинации L называется всюду плотным, если 𝜔(𝐿𝛼) совпадает с носителем

ламинации. Ламинация L называется транзитивной, если она содержит всюду плотный
слой. Ламинация, содержащая не менее двух компактных слоев, называется хаотической,
если она транзитивная и в ее носителе всюду плотны компактные слои.

Свойства хаотических ламинаций. Везде далее через 𝐿(𝑥) обозначается слой, про-
ходящий через точку 𝑥. Имеет место следующий результат.

Предложение 1. Пусть L – двумерная ламинация на замкнутом 3-мерном много-
образии 𝑀3 , и 𝐿0 – слой ламинации L . Тогда для любого компактного диска 𝐷 ⊂ 𝐿0

существует окрестность 𝑈(𝐷) такая, что компоненты пересечения слоев ламинации L
с 𝑈(𝐷) гомеоморфны диску.

Доказательство. Граница 𝑙 = 𝜕𝐷 диска 𝐷 гомеоморфна окружности и является стя-
гиваемой замкнутой кривой на слое 𝐿0. Поэтому достаточно малый нормальный забор 𝐴,
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составленный из одномерных нормалей, проходящих через 𝑙, пересекается со слоями лами-
нации L по замкнутым кривым. Отсюда и определения ламинации вытекает требуемый
результат.

Следующее утверждение показывает, что для ламинаций (не обязательно хаотических)
имеет место аналог теоремы Рэба о слое, гомеоморфном сфере.

Теорема 1. Пусть двумерная трансверсально ориентируемая ламинация L на зам-
кнутом 3-мерном многообразии 𝑀3 имеет слой 𝐿0 , гомеоморфный 2-мерной сфере. Тогда
существует трубчатая окрестность 𝑈(𝐿0) слоя 𝐿0 такая, что 𝑈(𝐿0) гомеоморфна 𝐿0×
(−1;+1), и все слои в 𝑈(𝐿0) гомеоморфны 2-мерной сфере.

Доказательство. Представим 𝐿0 в виде объединения двух замкнутых дисков 𝐷1, 𝐷2

таких, что их пересечение 𝐷1 ∩𝐷2 есть простая замкнутая кривая 𝑙0. Так как 𝑙0 является
стягиваемой в точку замкнутой кривой на слое 𝐿0, то существует кольцо 𝐴0, построен-
ное из (одномерных) перпендикуляров к слою 𝐿0, которые проходят через 𝑙0, при этом
пересечения слоев ламинации L с 𝐴0 представляют собой замкнутые кривые, гомотопные
кривой 𝑙0 в кольце 𝐴0. Из предложения 1 вытекает существование окрестностей 𝑈(𝐷𝑖) дис-
ков 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, 2, таких, что пересечения слоев ламинации L с 𝑈(𝐷𝑖) являются двумерными
дисками, которые пересекают 𝐴0 по замкнутым кривым, гомотопным кривой 𝑙0 в коль-
це 𝐴0. Известно, что объединение двух дисков с общей границей есть двумерная сфера.
Поэтому, уменьшив, если необходимо, окрестности 𝑈(𝐷1) и 𝑈(𝐷2), получим требуемую
окрестность 𝑈(𝐿0).

Предложение 2. На замкнутых 3-мерных многообразиях не существует хаотиче-
ских трансверсально ориентируемых двумерных ламинаций.

Доказательство. Предположим противное. Пусть L – хаотическая трансверсаль-
но ориентируемая двумерная ламинация на замкнутом 3-мерном многообразии 𝑀3, и
𝐿0 – замкнутый слой ламинации L . Возьмем произвольную точку 𝑥0 ∈ 𝐿0. Так как
𝐿0 – замкнутая поверхность конечного рода, то существует семейство простых замкнутых
петель 𝛾1, . . . , 𝛾𝑘, пересекающихся только в точке 𝑥0, таких, что 𝐿0 ∖

⋃︀𝑘
𝑖=1 𝛾𝑖 есть откры-

тый диск. Из предложения 1 вытекает, что все достаточно близкие к 𝐿0 замкнутые слои
ламинации L будут параллельны 𝐿0.

В силу определения, хаотическая ламинация имеет бесконечное семейство замкнутых
слоев, которые образую всюду плотное множество в носителе ламинации. Поэтому суще-
ствует три параллельных замкнутых слоя 𝐿1, 𝐿2 и 𝐿3 таких, что 𝐿3 лежит в области 𝑄
гомеоморфной 𝐿1 × [0; 1] с границей 𝐿1 × {0} = 𝐿1, 𝐿1 × {1} = 𝐿2 и при этом, 𝐿3 при-
надлежит внутренности области 𝐿1 × [0; 1]. Однако, к слою 𝐿3 сколь угодно близко дол-
жен подходить всюду плотный слой, скажем 𝐿0. Не уменьшая общности, можно считать,
что вне 𝑄 имеются слои хаотической ламинации. Поэтому 𝐿0 должен пересекать грани-
цу 𝜕𝑄 = 𝐿1 ∪ 𝐿2, которая состоим из двух слоев 𝐿1, 𝐿2. Это невозможно. Полученное
противоречие доказывает требуемое утверждение.

Примеры хаотических ламинаций. Согласно предложению 2, на замкнутых трех-
мерных многообразиях не существует хаотических трансверсально ориентируемых двумер-
ных ламинаций. Однако, имеет место следующий результат.

Теорема 2. На любом 3-мерном замкнутом многообразии 𝑀3 существует одномер-
ная хаотическая ламинация топологической размерности два.

Доказательство. Согласно [1], что на любом замкнутом 3-мерном многообразии 𝑀3

существует градиентно-подобный поток Морса–Смейла c устойчивым узлом 𝜔. Пусть
𝑈(𝜔) – окрестность 𝜔, гомеоморфная 3-мерному шару с гладкой границей 𝜕𝑈(𝜔) такая,
что векторное поле на 𝜕𝑈(𝜔) направлено внутрь 𝑈(𝜔). Покажем сначала, что на 𝑀3

существует поток Морса–Смейла с устойчивой (следовательно, и с неустойчивой) периоди-
ческой траекторией. Действительно, система дифференциальных уравнений 𝜌̇ = 𝜌 · (1−𝜌),
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𝜑̇ = 1, 𝑧̇ = −𝑧 имеет периодическую устойчивую траекторию, где (𝜌, 𝜑, 𝑧) – цилиндрические
координаты в R3. Эта система также имеет (достаточно большую) окрестность 𝑈0 точки
(0, 0, 0) ∈ R3, гомеоморфную шару с гладкой границей 𝜕𝑈0, такую, что векторное поле
системы на 𝜕𝑈0 направлено внутрь 𝑈0. Тогда векторное поле в градиентно-подобном пото-
ке Морса–Смейла в окрестности 𝑈(𝜔) можно заменить векторным полем в окрестности 𝑈0,
согласовав эти векторные поля на границах соответствующих шаров. Тогда мы получим на
𝑀3 поток 𝑓 𝑡 с устойчивой периодической траекторией 𝑙0. Из устойчивости траектории 𝑙0
следует, что 𝑙0 имеет трубчатую окрестность 𝑈(𝑙0), гомеоморфную полноторию, такую на
границе 𝜕𝑈(𝑙0) векторное поле потока 𝑓 𝑡 направлено внутрь 𝑈(𝑙0).

Рассмотрим аттрактор Плыкина Λ𝑃 диффеоморфизма 𝑔𝑃 : S2 → S2 [10]. Напомним,
что Λ𝑃 имеет топологическую размерность 1. Динамическая надстройка 𝑠𝑢𝑠𝑡(𝑔𝑃 ) над 𝑔𝑃

имеет притягивающее базисное множество Ω топологической размерности 2, соответствую-
щее Λ𝑃 . Более того, Ω имеет окрестность 𝑈(Ω), гомеоморфную полноторию такую на гра-
нице 𝜕𝑈(Ω) векторное поле потока 𝑠𝑢𝑠𝑡(𝑔𝑃 ) направлено внутрь 𝑈(Ω). Аналогично преды-
дущему шагу заменим векторное поле в 𝑈(𝑙0) векторным полем в 𝑈(Ω). Получим поток 𝑔𝑡

на 𝑀3 с инвариантным притягивающим множеством Ω. Так как в базисном множестве Ω
плотны периодические траектории и имеется всюду плотная орбита, то Ω является требу-
емой хаотической ламинацией.

Замечание. Приведем схематично альтернативное доказательство теоремы 2 в случае
ориентируемого многообразия 𝑀3. Согласно [11], на 𝑀3 существует расслоенное зацепле-
ние {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘} ⊂𝑀3. Тогда 𝑀3 ∖ 𝐿 представляется в виде

(int𝑀2 × [0; 1])/(𝑥, 1) ∼ (𝑔(𝑥), 0),

где 𝑔 : int𝑀2 → int𝑀2 – диффеоморфизм внутренности int𝑀2 некоторой компактной
ориентируемой поверхности 𝑀2 с граничными компонентами 𝐶1, . . . , 𝐶𝑘. При этом, 𝑔 про-
должается до диффеоморфизма 𝑔 : 𝑀2 → 𝑀2 такого, что 𝑔|⋃︀𝑘

𝑖=1 𝐶𝑖
= 𝑖𝑑. Согласно [12], 𝑔

можно аппроксимировать структурно устойчивым диффеоморфизмом 𝑔0 изотопным 𝑔 (см.
также [13]). Если 𝑔0|int 𝑀2 является диффеоморфизмом Аносова, то с помощью хирурги-
ческой операции Смейла можно построить изотопный 𝑔0 диффеоморфизм (обозначим его
снова через 𝑔0) с притягивающей периодической точкой [1]. Ясно, что диффеоморфизм
с притягивающей периодической точкой можно построить и для других типов структурно
устойчивых диффеоморфизмов. Далее, диффеоморфизм 𝑔0 в окрестности притягивающей
периодической точки заменяется на диффеоморфизм (обозначим его через 𝑔*) с аттрак-
тором Плыкина. Тогда динамическая надстройка 𝑓 𝑡 = 𝑠𝑢𝑠𝑡(𝑔*) над 𝑔* имеет двумерное
базисное множество с требуемой хаотической ламинацией.

Замечание. Из доказательства теоремы 2 вытекает, что хаотическая ламинация при-
надлежит одномерному слоению, вообще говоря, с особенностями. Из альтернативного
доказательства теоремы 2 вытекает, что хаотическая ламинация принадлежит одномерно-
му слоению на ориентируемом многообразии 𝑀3.

Следствие 1. На любом ориентируемом многообразии вида 𝑀3×S1 существует дву-
мерная хаотическая ламинация топологической размерности три. Замкнутые слои этой
ламинации являются двумерными торами, а каждый всюду плотный слой гомеоморфен
(в слоевой топологии) цилиндру R× S1 .

Автор благодарит Н. И. Жукову и участников семинара в МИАН под руководством
Д.В. Трещева за полезные обсуждения.
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