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Введение 

Данное	учебное	пособие	по	структуре	и	формату	изложения	
материала	основано	на	ранее	опубликованном	пособии	 «Ос-
новные	задачи	математической	статистики	и	их	решение	с	ис-
пользованием	 приложения	 Microsoft	 Excel»,	 написанном	 в	
2013	году,	когда	для	обработки	данных	широко	применялись	
средства	Microsoft	Excel.	Оба	издания	объединены	общей	кон-
цепцией	—	в	них	кратко	изложены	теоретические	основы	ма-
тематической	статистики	и	на	конкретных	примерах	проил-
люстрированы	методы	анализа	данных	с	применением	при-
кладного	программного	обеспечения.	Хотя	в	настоящее	время	
приложение	 Excel	 продолжает	 активно	 использоваться	 на	
практике,	аналогичный	функционал	доступен	также	и	при	ис-
пользовании	средств	большинства	современных	высокоуров-
невых	 систем:	 R,	Matlab,	Wolfram	Mathematica	 и	многих	 дру-
гих.	Отметим,	что	выбор	программных	средств	при	решении	
задач	математической	статистики	не	является	принципиаль-
ным.	Это,	в	первую	очередь,	вопрос	удобства	и	личных	пред-
почтений	пользователя.	Выбор	экосистемы	языка	Python	и	со-
ответствующих	свободно	распространяемых	библиотек	с	от-
крытым	кодом	представляется	адекватным	как	при	изучении	
теоретических	основ	статистической	обработки	данных,	так	и	
при,	 собственно,	 практическом	 ее	 использовании	 для	 реше-
ния	актуальных	задач	анализа	данных.		

Задачи	математической	статистики	можно	условно	разде-
лить	на	три	группы:		

—	непараметрические	задачи;	
—	параметрические	задачи;	
—	проверка	статистических	гипотез.	
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Непараметрические	 задачи	имеют	место	 в	 случаях,	 когда	
нет	информации	о	виде	распределения	генеральной	совокуп-
ности;	тогда	возникает	проблема	оценки	функции	распреде-
ления	или	плотности	распределения.		

Если	 известны	 вид	 распределения	 и	 область	 возможных	
значений	параметров,	и	необходимо	оценить	неизвестные	па-
раметры	распределения	—	это	параметрические	задачи;	при	
этом	можно	поставить	задачу	точечного	или		интервального	
оценивания.		

Проверка	статистических	гипотез	—	это	проверка	различ-
ных	предположений	 о	 вероятностных	 закономерностях	изу-
чаемого	явления	или	процесса	на	основе	статистических	дан-
ных,	т.е.	результатов	наблюдений	или	экспериментов;	эти	за-
дачи	могут	 быть	 как	 непараметрическими	 (например,	 гипо-
тезы	о	виде	теоретического	распределения,	о	независимости	
выборок),		так	и	параметрическими	(гипотезы	о	значениях	па-
раметров	вероятностных	моделей,	о	равенстве	средних,		дис-
персий	и	т.д.).	

Рассмотрим	подробнее	перечисленные	задачи	математиче-
ской	статистики	на	примере	следующих	заданий:			
1. Смоделировать	выборку	объема	n=30	из	генеральной	сово-
купности	с	заданной	теоретической	функцией	распределения
(в	 качестве	 примера	 выберем	 распределение	 Вейбулла	 или
логнормальное	распределение	с	заданными	параметрами).
2. Построить	график	эмпирической	функции	распределения;
построить	гистограмму	и	полигон	частот.	Сравнить	построен-
ные	графики	с	соответствующими	графиками	теоретической
функции	распределения	и	плотности	распределения.
3. Построить	 точечную	 оценку	 неизвестного	 параметра	 за-
данного	распределения:
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а)	методом	моментов;		
б)	методом	максимального	правдоподобия.	
Сравнить	полученные	оценки	с	истинным	значением	пара-

метра.		
4. Построить	доверительный	интервал	надежности	1 − 𝛾	для
неизвестного	математического	ожидания:

а)	считая	дисперсию	известной;	
б)	считая	дисперсию	неизвестной.	
Сравнить	точность	полученных	интервалов.	

5. Используя	критерий	Пирсона,	на	 заданном	уровне	значи-
мости	𝛾	проверить,	согласуется	ли	гипотеза	о	виде	теоретиче-
ского	распределения	с	представленной	выборкой.

Основные	цели	выполнения	заданий:	
—	усвоение	 терминологии,	 используемой	 в	 математиче-

ской	статистике;	
—	углубленная	проработка	определений,	постановок	задач	

математической	статистики	и	методов	их	решения;	
—	закрепление	 знаний	 по	 следующим	 темам:	 случайные	

величины,	 способы	 их	 задания	 и	 числовые	 характеристики,	
предельные	теоремы	теории	вероятностей	и	др.;	

—	получение	опыта	работы	со	статистическими	данными,	
их	обработки	и	анализа;	

—	приобретение	 умения	 интерпретировать	 полученные	
результаты;	

—	совершенствование	 навыков	 работы	 с	 релевантными	
библиотеками	Python	и	экосистемы	PyData.	

В	частности,	 в	настоящем	пособии	используются	библио-
теки	NumPy,	SciPy,	statsmodels	и	matplotlib.		
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Сведения о распределении Вейбулла 
и логнормальном распределении 

Необходимые	для	выполнения	заданий	сведения	о	распре-
делении	 Вейбулла	 и	 логнормальном	 распределении	 приве-
дены	в	табл.	1.	

Таблица	1	

Распределение		
Вейбулла	𝑊(𝑟, 𝜆)	

Логнормальное		
распределение	𝐿𝑜𝑔𝑁(𝜇, 𝜎)	

Плотность		
распределения	 -

0, 𝑥 ≤ 0
𝑟
𝜆! 𝑥

!"#𝑒"$
%
&'

!

, 𝑥 > 0 3
0, 𝑥 ≤ 0
1

𝑥𝜎√2𝜋
𝑒"

()*%"+)"
-." , 𝑥 > 0	

Функция		
распределения	 8

0, 𝑥 ≤ 0

1 − 𝑒"$
%
&'

!

, 𝑥 > 0 3
0, 𝑥 ≤ 0

:
1

𝜎√2𝜋
𝑒"

(/"+)"
-." 𝑑𝑡

)*%

"0
, 𝑥 > 0	

Математическое		
ожидание	 𝜆Γ >1 +

1
𝑟@,	

Γ	—	гамма-функция	
𝑒!"

#!
$ 	

Дисперсия	
𝜆- AΓ >1 +

2
𝑟@ − Γ

- >1 +
1
𝑟@B	

"𝑒#! − 1%𝑒$!"#! 	

Распределения вероятностей в библиотеке SciPy 

В	библиотеке	SciPy	распределения	вероятностей	и	статисти-
ческие	 тесты	 содержатся	 в	модуле	 stats.	 Для	 использования	
объектов,	 реализующих	 распределения	 вероятностей,	 их	
необходимо	импортировать	из	пространства	имен	scipy.stats:	

>>> from scipy.stats import norm	

Здесь	norm	—	объект,	реализующий	нормальное	(гауссово)	
распределение.	 Полный	 список	 распределений	 доступен	 в	



Сведения о распределении Вейбулла и логнормальном распределении 

9 

официальной	документации,	https://docs.scipy.org/doc/scipy/	
reference/stats.html.	

Для	 вычисления	 плотности	 вероятностей	 заданного	 рас-
пределения	используется	метод	pdf	(pdf	—	probability	density	
function),	 для	 вычисления	функции	 распределения	—	метод	
cdf	(cdf	—	cumulative	density	function).	Таким	образом,	напри-
мер,	 значение	плотности	стандартного	нормального	распре-
деления	N(0,1)	в	точке	x	дается	вызовом	norm.pdf(x).	

Распределения	вероятностей	библиотеки	scipy.stats	па-
раметризуются	в	терминах	семейств	сдвиг-масштаб:	методы	
pdf,	cdf (и	прочие)	имеют	следующие	аргументы	(которые	
рекомендуются	 передавать	 с	 использованием	 явных	 имен):	
параметры	сдвига	loc	и	масштаба	scale.	По	умолчанию	зна-
чения	данных	параметров	равны:	loc = 0, scale = 1.	Явное	
задание	значений	данных	параметров	эквивалентно	вызову	с	
аргументом	(x — loc) / scale.	Например,	для	нормального	
распределения,	N(μ,σ2),	параметр	сдвига	совпадает	с	матема-
тическим	ожиданием	μ,	а	параметр	масштаба	дает	σ.	

Для	 иллюстрации	 построим	 плотности	 нормального	 рас-
пределения	с	разными	параметрами,	см.	рис.	1:	

>>> import numpy as np 

>>> import matplotlib.pyplot as plt 

>>> xx = np.linspace(-2, 4, 101) 

>>> plt.plot(xx, norm.pdf(xx, loc=1), label='loc=%s, scale=%s'%(1, 1)) 

>>> plt.plot(xx, norm.pdf(xx, loc=1, scale=0.5), 

...         label='loc=%s, scale=%s'%(1, 0.5)) 

>>> plt.grid() 

>>> plt.legend(loc='best') 
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Некоторые	 распределения	 имеют	 дополнительные	 пара-
метры,	которые	называются	shapes.	Например,	распределение	
Вейбулла	 (в	 библиотеке	scipy.stats	 называемое	weibull_ 
min)	имеет	дополнительный	параметр	c.	Параметр	c	 дается	
аргументом	scale	методов	объекта	weibull_min.	

Рис.	1.	Плотность	нормального	распределения	
для	различных	параметров	масштаба	

>>> import numpy as np 

>>> from scipy.stats import weibull_min 

>>> from numpy import exp 

>>> r = 2; scale=1 

>>> x = np.linspace(0, 3, 101) 

>>> plt.plot(x, weibull_min.pdf(x, c=r, scale=scale)) 

>>> plt.plot(x, r * x**(r-1) * exp(-x**r) / scale, 

...          lw=4, alpha=0.4) 
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0.6

0.5
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0.3
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0.1

0.0
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Заметим,	что	параметризация	в	терминах	семейства	сдвиг-
масштаб	в	некоторых	случаях	может	отличаться	от	стандарт-
ной	 параметризации	 распределения.	 Например,	 для	 логнор-
мального	 распределения	 (https://docs.scipy.org/doc/scipy/refe-	
rence/generated/scipy.stats.lognorm.html)	параметризация	сдвиг-	
масштаб	 отличается	 от	 стандартной	 параметризации	 (см.	
табл.	1)	в	терминах	параметра	μ,	имеющего	смысл	математи-
ческого	 ожидания	 величины	 exp(X	).	 Для	 определения	 соот-
ветствия	 параметризаций	 заметим,	 что,	 взяв	 масштаб	 scale	
равным	exp(μ),	мы	получим	в	точности	плотность	вероятно-
сти	из	табл.	1:	

Рис.	2.	Плотность	распределения	Вейбулла	

>>> mu = 1.2 

>>> scale = exp(mu) 

>>> s = 2 
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>>> x = np.linspace(1, 1, 11) 

>>> from numpy.testing import assert_allclose 

>>> lpdf = exp(-(log(x) - mu)**2 / (2*s**2)) / x / s / 

sqrt(2*pi) 

>>> assert_allclose(lognorm.pdf(x, s=2, scale=scale), 

...                 lpdf) 

Более	подробная	информация	о	функционале	библиотеки	
содержится	 в	 документации	 библиотеки	 (https://docs.scipy.	
org/doc/scipy/reference/tutorial/stats.html).	
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Задание 1.  
Моделирование выборки  

из генеральной совокупности с заданной 
теоретической функцией распределения 

Определение	1.	Генеральной	совокупностью	называется	ве-
роятностное	пространство	(Ω,	ℱ,	P)	и	определенная	на	этом	
пространстве	случайная	величина	Х.	

Случайную	величину	Х,	ее	функцию	распределения	F(x)	 =	
=	P(X	<	x),	ее	числовые	характеристики	и	другие	параметры	бу-
дем	называть	теоретическими;	все	перечисленные	элементы	
являются	 составными	частями	математической	модели	изу-
чаемого	 явления	 или	 процесса.	 Таким	 образом,	 генеральная	
совокупность	 состоит	 из	 тех	 объектов,	 которые	 подлежат	
наблюдению	и	исследованию,	и	относительно	них	требуется	
сделать	выводы	при	анализе	конкретной	проблемы.		

Определение	 2.	 Выборкой	 объема	 n	 называется	 последова-
тельность	n	независимых	одинаково	распределенных	 случай-
ных	величин	𝑿 = (𝑋!, … , 𝑋"),	распределение	каждой	из	которых	
совпадает	с	теоретическим	распределением	F(x).	

Иными	 словами,	 выборка	—	 это	 результат	 n	 последова-
тельных	 независимых	 наблюдений	 над	 теоретической	 слу-
чайной	величиной	X.		

Методика	 моделирования	 выборки	 основана	 на	 следую-
щем	утверждении:	

Утверждение	 1.	 Пусть	 X	—	 непрерывная	 случайная	 вели-
чина,	и	ее	функция	распределения	F(x)	=	P(X	<	x)	монотонно	воз-
растает.	Тогда	случайная	величина	Y	=	F(X)	имеет	равномер-
ное	распределение	на	отрезке	[0;1].		
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Доказательство.	Напомним,	 что	 если	 случайная	 величина	

равномерно	распределена	на	отрезке	[a;	b],	то	ее	функция	рас-

пределения	имеет	следующий	вид:	𝐺(𝑦) = .
0, 𝑦 ≤ 𝑎
#$%
&$%

, 𝑎 < 𝑦 ≤ 𝑏
1, 𝑦 > 𝑏

.	

Очевидно,	для	отрезка	[0;	1]	𝐺(𝑦) = 5
0, 𝑦 ≤ 0
𝑦, 0 < 𝑦 ≤ 1
1, 𝑦 > 1

.	

Найдем	 функцию	 распределения	 случайной	 величины	
Y	=	F(X).	

При	 𝑦 ≤ 0	 𝐺'(𝑦) = 𝑃(𝑌 < 𝑦) = 𝑃(𝐹(𝑋) < 𝑦) = 0,	 поскольку	
F(X)	—	 это	 вероятность,	 и	 она	 не	может	 принимать	 отрица-
тельные	значения.	Аналогично,	 если	𝑦 > 1,	 то	𝐺'(𝑦) = 1,	 так	
как	вероятность	всегда	≤ 1.		

Осталось	 рассмотреть	 случай	 0 < 𝑦 ≤ 1.	 Заметим,	 что	 по-
скольку	 функция	 F(x)	 непрерывна	 и	 монотонно	 возрастает,	
у	нее	существует	обратная	функция,	которая	также	является	
монотонно	 возрастающей.	 Поэтому	 𝐺'(𝑦) = 𝑃(𝑌 < 𝑦) =	
= 𝑃(𝐹(𝑋) < 𝑦) = 𝑃 ;𝐹$!<𝐹(𝑋)= < 𝐹$!(𝑦)> = 𝑃<𝑋 < 𝐹$!(𝑦)= =	
= 𝐹<𝐹$!(𝑦)= = 𝑦,	что	и	требовалось.		

Из	доказанного	утверждения	следует,	что	если	Y	=	F(X)	—	
реализация	случайной	величины,	имеющей	равномерное	рас-
пределение	на	отрезке	[0;	1],	то	𝑋 = 𝐹$!(𝑌)	—	это	реализация	
случайной	величины,	имеющей	распределение	F(x).	Поэтому,	
для	того	чтобы	смоделировать	выборку	из	генеральной	сово-
купности	с	заданным	теоретическим	распределением,	нужно	
сначала	получить	выборку	(𝑌!, … , 𝑌")	из	генеральной	совокуп-
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ности	с	равномерным	распределением	на	отрезке	[0;	1],	а	за-
тем,	подставляя	полученные	числа	в	формулу	обратной	функ-
ции,	вычислить	значения	(𝑋!, … , 𝑋"),	которые	и	будут	реали-
зациями	 случайной	 величины	 с	 заданным	 распределением	
F(x).	

Поскольку	 функции	 распределения	 случайных	 величин,	
имеющих	распределение	Вейбулла	и	логнормальное	распре-
деление,	непрерывны	и	монотонно	возрастают	на	интервале	
(0;∞),	для	моделирования	соответствующих	выборок	можно	
использовать	предложенный	алгоритм.		

Для	распределения	Вейбулла	формула	обратной	функции	
легко	выводится	с	помощью	простых	аналитических	преобра-
зований:		

𝑌! = 𝐹(𝑋!) = 1 − 𝑒"#
"#
$ $

%

, отсюда	𝑋! = 𝜆+−𝑙𝑛(1 − 𝑌!).
&
%.

Рис.	3.	Функция	распределения	Вейбулла	
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Рассмотрим	 реализацию	 предложенного	 алгоритма	 с	 ис-
пользованием	библиотек	NumPy	и	SciPy.	Для	этого	нам	нужно	
создать	выборку	из	равномерного	распределения	на	отрезке	
[0;	 1],	 а	 затем	 преобразовать	 значения	 согласно	 обратной	
функции	распределения	(см.	рис.	3).		

(Псевдо)случайные	числа	с	равномерным	распределением	
на	отрезке	[0;	1)	генерируются	с	использованием	библиотеки	
NumPy	 следующим	 образом.	 Сначала	 импортируем	 библио-
теку	и	создадим	генератор	псевдослучайных	чисел:	

>>> import numpy as np 

>>> rng = np.random.default_rng(seed=1234)	

Здесь	 во	 второй	 строке	 создается	 объект	 (названный	 в	
данном	примере	rng)	 типа	np.random.Generator,	 который	
реализует	 генерацию	 псевдослучайных	 последовательно-
стей,	«засеваемых»	начальным	значением,	которое	задается	
аргументом	seed.	Подчеркнем,	методы	библиотеки	numpy. 
random	 генерируют	 именно	 псевдослучайные	 последова-
тельности.	Это	означает,	что	последовательности	на	самом	
деле	 являются	 детерминированными	 (при	 идентичных	
начальных	 условиях	 последовательности	 будут	 идентич-
ными),	но	с	точки	зрения	статистических	свойств	слабо	от-
личимыми	от	случайных.		

Замечание	1.	Аргумент	seed	можно	опустить,	но	тогда	при	
повторных	 вызовах,	 последовательности	 псевдослучайных	
чисел	будут	другими.	Для	воспроизводимости	рекомендуется	
генератор	«засевать»	явно,	как	это	сделано	в	примере	выше.	
Более	 детальное	 описание	 функционала	 генерации	 псевдо-
случайных	 последовательностей	 представлено	 в	 документа-	
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ции	 библиотеки	 NumPy	 (https://numpy.org/doc/stable/refe-	
rence/random/index.html).		

Собственно	генерация	псевдослучайных	последовательно-
стей	осуществляется	вызовом	соответствующего	метода	объ-
екта	rng	(аргумент	size	задает	желаемый	размер	выборки):	

>>> rng.uniform(size=4) 

array([0.17748 , 0.18344591, 0.42800468, 0.83810427])	

Важно	отметить,	что	генерируемые	таким	способом	после-
довательности	не	являются	криптостойкими.		

Таким	образом,	генерация	выборки	из	распределения	Вей-
булла	с	параметрами,	например,	r	=1	и	λ	=	1	методом	обратной	
функции	 может	 быть	 проведена	 следующим	 образом	 (ср.	 с	
формулой	для	обратной	функции):	

>>> Y = rng.uniform(size=10) 

>>> X = -np.log(1 - Y).	

Обобщение	на	случай	других	значений	параметров	не	со-
ставляет	труда.		

Замечание	2.	Если	𝑟 = 1,	то	распределение	Вейбулла	—	это	
экспоненциальное	распределение	с	параметром	!

(
	H𝐸𝑥𝑝 ;!

(
>L.

Для	 алгоритма,	 реализующего	моделирование	 выборки	 с	
произвольным	распределением,	генерация	выборки	с	задан-
ными	параметрами	производится	вызовом	метода.rvs(...).	
Для	 примера	 сгенерируем	 выборку	 из	 распределения	 Вей-
булла	двумя	способами:	«вручную»	и	с	использованием	биб-
лиотечного	метода:	
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>>> N = 30 

# seed the generator for reproducibility 

>>> rng = np.random.default_rng(1235) 

>>> X_weib = weibull_min.rvs(c=1, size=30, random_state=rng) 

# reseed the generator 

>>> rng = np.random.default_rng(1235) 

>>> Y = rng.uniform(size=30) 

>>> X_inv = -np.log(1. - Y)	

Заметим,	что	в	этом	примере	мы	явно	«засеваем»	генера-
торы,	благодаря	чему	выборки	совпадают:	

>>> np.allclose(X_inv, X_weib, atol=1e-15) 

True	

Отметим	также,	что	генерацию	выборок	можно	осуществ-
лять	 и	 без	 использования	 библиотеки	 SciPy,	 на	 «чистом»	
NumPy.	Так,	например,	вызов	scipy.stats.weibull_min.rvs	(c	=	1,	
size	 =	 30)	 в	 точности	 эквивалентен	 вызову	 rng.weibull	
(a=1,size=30)	 (https://numpy.org/doc/stable/reference/random/	
generated/numpy.random.weibull.html).	

Для	удобства	дальнейшей	работы	построим	так	называе-
мый	 вариационный	 ряд,	 отсортировав	 выборку	 по	 возраста-
нию:	

>>> X = X_weib.copy() 

>>> X.sort() 

>>> X 
array([0.03137465, 0.04531734, 0.06544178, 0.12135278, 0.1791247 , 
       0.19538249, 0.20266212, 0.30067117, 0.31516295, 0.31756893, 
       0.34691501, 0.34702768, 0.41694743, 0.43383668, 0.50926666, 
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       0.53299031, 0.53517583, 0.55862447, 0.88995173, 0.89984881, 
       1.04866232, 1.07977963, 1.13848816, 1.17957629, 1.33374016, 
       1.33785406, 1.35656268, 1.7545202 , 1.82080282, 1.89182818])	
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Задание 2.  
Эмпирическая функция распределения. 

Гистограмма и полигон частот 

Эмпирическая функция распределения 

Теоретическая	функция	распределения	F(x)	=	P(X	<	x)	опреде-
ляет	вероятность	события	{X	<	x}.	Согласно	статистическому	
определению	 вероятности	 и	 закону	 больших	 чисел	 относи-
тельная	частота	появления	события	в	n	независимых	испыта-
ниях,	т.е.	доля	тех	испытаний,	в	которых	данное	событие	про-
изошло,	 практически	 не	 отличается	 от	 его	 вероятности,	 по-
этому	 она	 является	 оценкой	 для	 вероятности	 события.	 Под	
оценкой	 понимается	 некоторая	 функция,	 зависящая	 от	 ре-
зультатов	наблюдений,	значение	которой	мало	отличается	от	
истинного	 значения	 величины,	 которое	 требуется	 оценить.	
Поэтому	оценкой	для	функции	распределения	является	отно-
сительная	 частота	 события	 {X	<	 x}	 в	n	 испытаниях,	 которая	
называется	эмпирической	функцией	распределения	и	вычис-
ляется	 как	 отношение	 числа	 испытаний,	 в	 которых	 произо-
шло	событие	{X	<	x},	к	общему	числу	испытаний	n.	По	опреде-
лению	 2	 каждое	 выборочное	 значение	𝑋)	 является	 реализа-

цией	теоретической	случайной	величины	X,	поэтому	наступ-
ление события	 {𝑋 < 𝑥}	в	 i-м	 испытании	 означает,	 что	 𝑋) ∈	 

∈ (−∞; 𝑥),	а	число	испытаний,	в	которых	произошло	событие	
{X	<	 x},	 равно	количеству	 выборочных	 значений,	меньших	 x.	
Таким	образом,	эмпирическая	функция	распределения	опре-
деляется	следующим	образом:		
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Определение	 3.	 Эмпирической	 функцией	 распределения	 𝐹P"(𝑥)	

называется	функция	𝐹P"(𝑥)
*(,)
"
,	 где	𝜈(𝑥)	—	число	точек	вариа-

ционного	ряда,	меньших	x,	т.е.	𝜈(𝑥) = ∑ 𝐼"
).! (𝑋) < 𝑥), 𝐼	—	инди-

катор,	𝐼(𝑋) < 𝑥) = T0, если	𝑋) ≥ 𝑥
1, если	𝑋) < 𝑥;		n	—	объем	выборки.

Из	этого	определения	следует,	что	если	в	выборке	нет	повто-
ряющихся	 значений,	 то	 эмпирическая	 функция	 распределе-
ния	—	это	ступенчатая	функция	со	скачками,	равными	по	ве-
личине	 !",		в	точках	вариационного	ряда.	Такая	функция	рас-

пределения	 соответствует	 распределению	 дискретной	 слу-
чайной	 величины,	 которая	 принимает	 каждое	 из	 значений	
𝑋!, … , 𝑋"	с	вероятностью	

!
".	Отметим	также,	что	эмпирическая

функция	распределения	обладает	всеми	свойствами	функции	
распределения.		

Замечание	 3.	 Если	некоторое	 значение	повторяется	 в	 вы-
борке	k	раз,	то	скачок	эмпирической	функции	распределения	
в	соответствующей	точке	вариационного	ряда	равен	/

"
.		

Построение эмпирической функции распределения 

Проверим,	что	в	выборке	нет	повторяющихся	значений:	

# check equal samples 

>>> np.any(X[1:] == X[:-1]) 

False	

Библиотека	 statsmodels	 (https://www.statsmodels.org/	
stable/index.html)	 предоставляет	 возможность	 сконструиро-
вать	эмпирическую	функцию	распределения	(ECDF	—	empiri-
cal	cumulative	distribution	function)	по	выборке:	
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>>> from statsmodels.distributions import ECDF 

>>> ecdf = ECDF(X) 

Результирующий	объект	может	быть	вычислен	в	заданной	
точке	x.	

Продемонстрируем	 также	 альтернативный	 вариант	 по-
строения	 эмпирической	функции	распределения	 «вручную»,	
используя	библиотеку	scipy.interpolate:	

>>> xx = np.r_[0, X] 

>>> yy = np.repeat(1 / X.size, X.size) 

>>> yy = np.r_[0, yy.cumsum()] 

>>> from scipy.interpolate import interp1d 

>>> ec = interp1d(xx, yy, 

... kind='previous', bounds_error=False) 

И	построим	графики	результатов	вместе	с	исходным	вари-
ационным	рядом	(рис.	4):	

>>> x = np.sort(np.r_[0, X, X-1e-10, X+1e-10]) 

>>> plt.plot(x, ec(x), 

...          '-', label='ECDF, manual') 

>>> plt.plot(x, ecdf(x), 

...          '--', label='ECDF, statsmodels') 

>>> plt.plot(X, yy[1:], 

...          '.', label='data', ms=8) 

>>> plt.grid(ls='--') 

>>> plt.legend() 

Замечание	4.	Если	в	выборке	есть	повторяющиеся	значения,	
то	процедуру	построения	эмпирической	функции	распределе-
ния	следует	соответствующим	способом	модифицировать.	
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Рис.	4.	Вариационный	ряд,	эмпирическая	и	теоретическая	функции	
распределения	для	выборки	из	распределения	Вейбулла	

Замечание	5.	Полученный	график	—	это	график	эмпириче-
ской	функции	 распределения	на	 отрезке	 [𝑋!∗; 𝑋"∗]; 	𝑋!∗	и	𝑋"∗ 		—	
соответственно	 минимальное	 и	 максимальное	 выборочные	
значения.	При	𝑥 ≤ 𝑋!∗	𝐹P"(𝑥) = 0,	а	при	𝑥 > 𝑋"∗ 	𝐹P"(𝑥) = 1.		

Гистограмма и полигон частот 

Для	 наглядности	 представления	 результатов	 наблюдений	 и	
удобства	восприятия	иногда	бывает	полезно	построить	дру-	
гие	виды	графиков	статистического	распределения,	в	частно-
сти,	гистограмму	и	полигон	частот.	

Построение	гистограммы	и	полигона	основано	на	группи-
ровке	статистических	данных.	Для	этого	отрезок	[a;	b],	содер-
жащий	все	выборочные	значения,	 т.е.	 	𝑎 ≤ 𝑋!∗	 и	 	𝑏 ≥ 𝑋"∗ ,	 раз-	
бивается	 на	 m	 непересекающихся	 интервалов	 длины	 Δ:	
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(𝑧1; 𝑧!], (𝑧!; 𝑧2], … , (𝑧3$!; 𝑧3],	 где	 𝑧1 = 𝑎, 𝑧3 = 𝑏, 𝑧/ − 𝑧/$! = Δ,	
𝑘 = 1,… ,𝑚;	рекомендуемое	количество	интервалов	вычисля-
ется	 по	 формуле	 Стерджесса	 	𝑚 = 1 + 1,41	ln𝑛,	 а	 длина	 каж-
дого	интервала	Δ = &$%

3
	;	в	частности,	для	выборки	объема	n	=

=	30	рекомендуемое	количество	интервалов	m	=	6.	Затем	по	ва-
риационному	ряду	подсчитывается	число	выборочных	значе-
ний,	попавших	в	каждый	интервал;	число	наблюдений,	попав-
ших	 в	 k-й	 интервал	 (𝑧/$!; 	𝑧/],	 называется	 эмпирической	 ча-
стотой	и	обозначается	𝑛/;	величина	𝑊/ =

""
"
		называется	от-

носительной	эмпирической	частотой.	
Определение	 4.	 Гистограммой	 относительных	 частот	

называется	функция	𝑓k"(𝑥) = l
0, 𝑥 ∉ [𝑎; 𝑏]
4"

5
, 𝑥 ∈ (𝑧/$!; 	𝑧/], 𝑘 = 1,… ,𝑚	.

Геометрически	 гистограмму	 можно	 представить	 как	 фи-
гуру	на	плоскости,	состоящую	из	прямоугольников,	основани-
ями	которых	(т.е.	горизонтальными	сторонами)	являются	ин-
тервалы	(𝑧1; 𝑧!], (𝑧!; 𝑧2], … , (𝑧3$!; 𝑧3],	а	высоты	(вертикальные	
стороны)	 равны	 соответственно	 4"

5
.	 Площадь	 k-го	 прямо-

угольника	 равна	 4"
5
Δ = 𝑊/ ,	 а	 сумма	 площадей	 всех	 прямо-

угольников,	 составляющих	 гистограмму,	 равна	 ∑ 𝑊/ =3
/.! 	

= !
"
∑ 𝑛/3
/.! = "

"
	= 1.	 Отметим,	 что	 это	 свойство	 гистограммы	

аналогично	свойству	плотности	распределения	∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥6
$6 =

= 1,	 так	 как	 геометрический	 смысл	 этого	 интеграла	—	пло-
щадь	фигуры,	ограниченной	осью	абсцисс	и	графиком	плотно-
сти	𝑓(𝑥).	Поэтому	гистограмму	разумно	считать	оценкой	для	
теоретической	плотности	распределения.		

Для	построения	полигона	вычисляются	середины	интерва-
лов	группировки:	𝑧/∗ =

7"#$87"
2

= 𝑧/$! +
5
2
, 𝑘 = 1,… ,𝑚.	
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Определение	5.	Полигоном	относительных	частот	называ-
ется	 ломаная,	 соединяющая	 точки	 ;𝑧!∗;

4$
5
> , ;𝑧2∗;

4!
5
> ,… ,	

;𝑧3∗ ;
4%
5
>.

Построение гистограммы и полигона 

Построение	 гистограммы	 по	 вариационному	 ряду	 можно	
выполнить,	 используя	 методы	 библиотек	 matplotlib	
(plt.hist)	либо	NumPy	(np.histogram),	см.	рис.	5.	Основное	
отличие	в	том,	что	в	первом	случае	результат	сразу	строится	
на	 графике,	 тогда	 как	 вызов	np.histogram только	 возвра-
щает	вычисленные	значения.	В	обоих	случаях	важно	указать	
параметр	нормировки	density=True.	В	примере	ниже	мы	ис-
пользуем	автоматический	выбор	числа	интервалов	для	задан-
ной	 выборки	 (обе	 библиотеки	 предоставляют	 возможность	
более	 детального	 контроля	 разбиения).	 Отметим,	 что	 пара-
метр	bins='auto' необходимо	задавать	явно,	так	как	значе-
ние	по	умолчанию	использует	фиксированное	количество	ин-
тервалов,	что	может	оказаться	неадекватно	объему	выборки.	

# the histogram 

>>> plt.hist(X, bins='auto', density=True, 

...          alpha=0.3, label='histogram') 

# the pdf itself 

>>> xx = np.linspace(X.min(), X.max(), 201) 

>>> plt.plot(xx, weibull_min.pdf(xx, c=1), '-', label='pdf') 

# frequency polygon 

>>> hist, bin_edges = np.histogram(X, 

... density='True', bins='auto') 

>>> mid = (bin_edges[1:] + bin_edges[:-1]) / 2 
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>>> plt.plot(mid, hist, 'o-', label='freq polygon', lw=3) 

>>> plt.grid(True) 

>>> plt.legend(loc='best') 

Рис.	5.	Гистограмма	и	полигон	частот	для	выборки	
из	распределения	Вейбулла	
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Задание 3.  
Точечные оценки  

неизвестных параметров 

Постановка задачи 

Пусть	 в	 результате	 наблюдений	 получена	 выборка	𝑋!, … ,	
𝑋"	из	генеральной	совокупности	с	теоретическим	распределе-
нием	F(x),	и	относительно	функции	F(x)	известно	только,	что	
она	 принадлежит	 определенному	 параметрическому	 семей-
ству	𝐹(𝑥, 𝜃),	где	𝜃 = (𝜃!, … , 𝜃/)		—	вектор	параметров,	т.е.	вид	
ее	 известен,	 но	 неизвестны	 параметры,	 определяющие	 это	
распределение.	 Естественно,	 возникает	 задача	 оценки	 этих	
неизвестных	параметров	по	выборке.		

Назовем	 оценкой	 (статистической	 оценкой)	𝜃P	 некоторую	
функцию	 от	 выборочных	 значений	 𝜃P = 𝜃P(𝑋!, … , 𝑋"),	 предна-
значенную	для	статистического	оценивания	неизвестных	па-
раметров	распределения.	Если	вычисление	этой	функции	при	
подстановке	в	нее	конкретных	результатов	наблюдений	при-
водит	к	одному	значению	параметра	(число	при		k		=	1	или	век-
тор	при	k	>	1),	то	такая	оценка	называется	точечной.			

Задача	состоит	в	выборе	такой	функции	𝜃P,	которая	в	опре-
деленном	смысле	мало	отличалась	бы	от	истинного	значения	
оцениваемого	 параметра.	 Желательными	 свойствами	 такой	
оценки	являются:	

• несмещенность;
• состоятельность;
• эффективность.



Задачи математической статистики и их решение с использованием  Python

28 

Определение	6.	Оценка	𝜃P		называется	несмещенной,	если	ее	
математическое	 ожидание	 равно	 оцениваемому	 параметру:	
E𝜃P = 𝜃.	

Выполнение	этого	свойства	гарантирует,	что	оценка	не	бу-
дет	давать	систематического	отклонения	результата.	

Определение	 7.	 Оценка	𝜃P	 называется	 состоятельной,	 если	
она	 сходится	 по	 вероятности	 к	 оцениваемому	 параметру:	
𝜃P

9
→ 𝜃,	т.е.	для	любого	𝜀 > 0		𝑃<s𝜃P − 𝜃s < 𝜀= → 1		при	𝑛 → ∞.	
Это	 свойство	 означает,	 что	 при	 достаточном	 объеме	 вы-

борки	оценка	с	вероятностью,	близкой	к	1,	будет	мало	отли-
чаться	от	истинного	значения	оцениваемого	параметра.				

Определение	8.	Оценка	𝜃P	называется	эффективной,	если	она	
имеет	минимальную	дисперсию	в	определенном	классе	оценок.	

Поскольку	 дисперсия	 характеризует	 разброс	 значений	
случайной	величины	вокруг	математического	ожидания,	для	
несмещенной	 эффективной	 оценки	 разброс	 значений	 𝜃P	во-
круг	оцениваемого	параметра	𝜃	будет	наименьшим.	

Существуют	различные	методы	получения	точечных	оце-
нок.	Рассмотрим	два	из	них	—	метод	моментов	и	метод	макси-
мального	правдоподобия.	

Метод моментов 

Метод	моментов	основан	на	том,	что	с	ростом	числа	наблюде-
ний	 эмпирическая	функция	распределения	мало	отличается	
от	теоретической,	поэтому	мало	отличаются	и	соответствую-
щие	 числовые	 характеристики,	 что	 позволяет,	 в	 частности,	
считать	 приблизительно	 равными	 теоретические	и	 эмпири-
ческие	моменты	одинаковых	порядков.	
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Напомним,	что	моментом	(начальным	моментом)	порядка	
N	случайной	величины	Х	называется	математическое	ожида-
ние	 N-й	 степени	 этой	 случайной	 величины:	 𝜇: = 𝐸𝑋: .	 По-
скольку	теоретическое	распределение	зависит	от	вектора	па-
раметров	𝜃 = (𝜃!, … , 𝜃/),	 то	и	 теоретические	моменты	также	
являются	функциями	этих	параметров:	для	дискретной	теоре-
тической	случайной	величины	Х	𝜇: = 𝜇:(𝜃) = ∑ 𝑥;:𝑃;; (𝜃),	где	
𝑃;(𝜃)	—	закон	распределения	случайной	величины	Х;	для	не-

прерывной	 теоретической	 случайной	 величины	 Х	 𝜇: =	
= 𝜇:(𝜃) =	∫ 𝑥:𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥86

$6 ,	где	𝑓(𝑥, 𝜃)	—	плотность	распреде-

ления	случайной	величины	Х.	
Из	определения	3	следует,	что	эмпирическая	функция	рас-

пределения	 соответствует	 распределению	 дискретной	 слу-
чайной	величины,	которая	принимает	каждое	из	выборочных	
значений	𝑋!, … , 𝑋"	 с	вероятностью	

!
"
	 ,	поэтому	эмпирический	

момент	порядка	N	вычисляется	по	формуле:	𝑀: =
!
"
∑ 𝑋):"
).! .	

Метод	моментов	состоит	в	приравнивании	теоретических	
и	эмпирических	моментов	соответствующих	порядков.	Полу-
ченные	при	этом	равенства	образуют	систему	уравнений	от-
носительно	параметров	𝜃!, … , 𝜃/;	число	уравнений	в	этой	си-
стеме	должно	совпадать	с	числом	неизвестных	параметров:	

.
𝜇!(𝜃!, … , 𝜃/) = 𝑀!
𝜇2(𝜃!, … , 𝜃/) = 𝑀2…
𝜇/(𝜃!, … , 𝜃/) = 𝑀/

.	

Решая	эту	систему,	получаем	точечную	оценку	𝜃P = (𝜃P!, … ,	
𝜃P/)	для	вектора	неизвестных	параметров	𝜃 = (𝜃!, … , 𝜃/)	.
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В	частности,	если	k	=	1,	т.е.	требуется	оценить	один	пара-
метр,	достаточно	выписать	и	решить	одно	уравнение	относи-
тельно	этого	параметра.	Приравнивая	теоретический	и	эмпи-
рический	моменты	первого	порядка,	получаем:	𝜇!(𝜃) = 𝑀!.	За-
метим,	что	𝜇!(𝜃) = 𝐸𝑋	—	это	теоретическое	математическое	
ожидание,	 а	𝑀! =

!
"
∑ 𝑋) = 𝑋в"
).! 	 —	 выборочное	 среднее,	 т.е.	

среднее	арифметическое	выборочных	значений.		
Построим	 с	 помощью	метода	моментов	 точечные	 оценки	

неизвестных	параметров	распределения	Вейбулла	и	логнор-
мального	распределения.		

 
Распределение Вейбулла 𝑾(𝒓, 𝝀) 

В	задании	3	требуется	построить	точечную	оценку	параметра	
𝜆,	считая	параметр	𝑟	известным,	в	нашем	примере	он	равен	1.	
Приравняем	 теоретическое	математическое	 ожидание	и	 вы-
борочное	среднее:	𝜆Γ ;1 + !

=
> = 𝑋в.	Решая	это	уравнение,	полу-

чаем	оценку	параметра	𝜆:		𝜆k = >в
?@!8$'A

.	При	𝑟 = 1		𝜆k = 𝑋в.	

Для	вычисления	𝜆k	воспользуемся	библиотекой	scipy.special,	
предоставляющей	значения	гамма-функции:	

 
>>> from scipy.special import gamma    # NOT scipy.stats.gamma! 

>>> scale  = X.sum() / X.size    # выборочное среднее 

>>> scale /= gamma(2) 

	
Для	выборки	𝑿	из	распределения	Вейбулла	с	параметрами	

c	=	1,	loc	=	0	результат	получается	равным	𝜆k =1,07,	что	близко	
к	истинному	значению	𝜆	=	1.	



Задание 3. Точечные оценки неизвестных параметров  

31 

Логнормальное распределение 𝐿𝑜𝑔𝑁(𝜇, 𝜎) 

В	задании	3	требуется	построить	точечную	оценку	параметра	
𝜇,	 считая	параметр	𝜎	известным.	Приравняем	теоретическое	

математическое	ожидание	и	выборочное	среднее:	𝑒B8
(!

! = 𝑋в.
Решая	 это	 уравнение,	 получаем	 оценку	 параметра	 𝜇:	 �̂� =	
= 𝑙𝑛<𝑋в= −

C!

2
	.

Метод максимального правдоподобия 

При	нахождении	точечной	оценки	для	неизвестных	парамет-
ров	 	𝜃 = (𝜃!, … , 𝜃/)	 распределения	𝐹(𝑥, 𝜃)	 естественно	попы-
таться	выбрать	такое	значение	𝜃P,	которое	лучше	всего	соот-
ветствовало	бы	полученной	выборке	(𝑋!, … , 𝑋").	Это	означает,	
что	при	𝜃 = 𝜃P	 вероятность	 (в	дискретном	 случае)	или	плот-
ность	вероятности	(в	непрерывном	случае)	реализации	дан-
ной	выборки	𝐿(𝜃) = 𝐿(𝜃, 𝑋!, … , 𝑋")	будет	максимальной.	Если	
теоретическая	случайная	величина	Х	является	дискретной,	то	
вероятность	 реализации	 выборки	 (𝑋!, … , 𝑋")	 —	 это	 вероят-
ность	 совместного	 осуществления	 событий	 {𝑋 = 𝑋)}, 𝑖 =	
= 1,… , 𝑛;	 	 если	 Х	—	непрерывна,	 то	 соответствующая	 плот-
ность	вероятности	—	 это	совместная	плотность	распределе-
ния	в	точках	𝑋!, … , 𝑋".	По	определению	2	случайные	величины	
𝑋) 	 независимы	 и	 одинаково	 распределены,	 поэтому	 их	 сов-
местное	распределение	𝐿(𝜃, 𝑋!, … , 𝑋")	вычисляется	как	произ-
ведение	 вероятностей	 в	 дискретном	 случае	 или	 как	 про-	
изведение	 плотностей	 в	 непрерывном	 случае.	 Функция	
𝐿(𝜃, 𝑋!, … , 𝑋")	была	названа	Фишером	функцией	правдоподо-
бия.		
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Определение	9.	Функция		
𝐿(𝜃, 𝑋!, … , 𝑋") = 𝑃(𝑋!, 𝜃)𝑃(𝑋2, 𝜃)…𝑃(𝑋", 𝜃) = ∏ 𝑃(𝑋) , 𝜃)"

).! ,	
где	𝑃(𝑋) , 𝜃) = 𝑃(𝑋 = 𝑋)),	в	дискретном	случае	и		
𝐿(𝜃, 𝑋!, … , 𝑋") = 𝑓(𝑋!, 𝜃)𝑓(𝑋2, 𝜃)…𝑓(𝑋", 𝜃) = ∏ 𝑓(𝑋) , 𝜃)"

).! ,	
где	 𝑓(𝑥, 𝜃) = 𝐹′(𝑥, 𝜃)	 в	 непрерывном	 случае	 называется	

функцией	правдоподобия.	
Определение	 10.	 Оценкой	 максимального	 правдоподобия	

называется	такое	значение	𝜃P,	для	которого	𝐿<𝜃P= = max
D∈F

𝐿(𝜃),	

где	Θ	—	замкнутая	область	допустимых	значений	парамет-
ров.	

Иногда	на	практике	бывает	удобнее	пользоваться	не	самой	
функцией	 правдоподобия,	 а	 ее	 логарифмом.	Функция	 𝑙(𝜃) =	
= 𝑙𝑛𝐿(𝜃)	называется	 логарифмической	 функцией	 правдопо-
добия;	очевидно,	точки	максимума	у	функций	𝐿(𝜃)		и	𝑙(𝜃)	сов-
падают.		

Если	максимум	функции	 𝑙(𝜃)	достигается	внутри	области	
Θ,	то	в	точке	максимума	выполняются	необходимые	условия	
экстремума:	

GH(D)
GD)

= 0, 𝑗 = 1,… , 𝑘.	

Полученные	уравнения	называются	уравнениями	правдо-
подобия.	Решения	системы	уравнений	правдоподобия	могут	
быть	точками	максимума	или	минимума	функции	𝑙(𝜃),	а	могут	
и	не	являться	для	нее	точками	экстремума,	поэтому	необхо-
димо	проверять,	что	полученное	решение	действительно	яв-
ляется	точкой	максимума.	Если	система	уравнений	правдопо-
добия	не	имеет	решений	внутри	области	Θ,	это	означает,	что	
максимум	функции	𝑙(𝜃)	достигается	на	границе	области	допу-
стимых	значений	Θ.		
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Построим	с	помощью	метода	максимального	правдоподо-
бия	 точечные	 оценки	 неизвестных	 параметров	 распределе-
ния	Вейбулла	и	логнормального	распределения.		

Распределение Вейбулла 𝑾(𝒓, 𝝀) 

В	задании	3	требуется	построить	точечную	оценку	параметра	
𝜆,	считая	параметр	𝑟	известным.	Таким	образом,	вектор	неиз-
вестных	параметров	имеет	размерность	k	=	1	и	𝜃 = 𝜆.	По		опре-
делению	9	функция	правдоподобия	имеет	вид:	

𝐿(𝜆, 𝑋!, … , 𝑋") = ∏ 𝑓(𝑋) , 𝜆)"
).! = =*

('*
(∏ 𝑋)"

).! )=$!𝑒$@
$
+
A
'
∑ >,

'*
,-$ ;

тогда	логарифмическая	функция	правдоподобия	равна:	
𝑙(𝜆) = 𝑛	𝑙𝑛𝑟 − 𝑟𝑛	𝑙𝑛𝜆 +	(𝑟 − 1)∑ 𝑙𝑛𝑋)"

).! − !
('
∑ 𝑋)="
).! .	

Дифференцируя	по	𝜆,	получаем	уравнение	правдоподобия:	
−	𝑟𝑛 !

(
+ 𝑟 !

('.$
∑ 𝑋)="
).! = 0.	

Легко	 проверить,	 что	 решение	 этого	 уравнения	 𝜆k =	

= ;!
"
∑ 𝑋)="
).! >

$
'	 	является	точкой	максимума	для	функции	𝑙(𝜆),	

поэтому	𝜆k = ;!
"
∑ 𝑋)="
).! >

$
'	—	оценка	максимального	правдопо-

добия.	
В	 нашем	 примере	 𝑟 = 1,	 тогда	 𝜆k = 𝑋в,	 и	 значение	 оценки	

максимального	 правдоподобия	 совпадает	 со	 значением	
оценки,	 полученной	 методом	 	 моментов.	 В	 общем	 случае	
оценки,	вообще	говоря,	не	совпадают.	

Для	произвольного	распределения	точечные	оценки	мак-
симального	правдоподобия	получаются	использованием	ме-
тода .fit:  
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>>> c, loc, scale = weibull_min.fit(X) 

>>> print(c, loc, scale) 

(0.8818760565106942, 0.003137203338172782, 0.9857005277979247) 

Отметим,	 что	 по	 умолчанию	 данный	 метод	 подбирает	
оценки	для	всех	параметров	распределения,	включая	сдвиг	и	
масштаб.	 Однако	 можно	 зафиксировать	 некоторые	 из	 пере-
менных,	 передав	 методу	 .fit	 аргументы,	 начинающиеся	 с	
буквы	 f.	 Например,	 зафиксируем	 значения	 сдвига	 равным	
нулю	и	параметра	с	равным	единице:			

>>> c, loc,scale = weibull_min.fit(X, floc=0, fc=1) 

>>> print(c, loc, scale) 

(1, 0, 1.0735137411304754) 

Видно,	что	результат	для	масштаба	совпадает	с	вычислен-
ным	«руками».	

Логнормальное распределение 𝑳𝒐𝒈𝑵(𝝁, 𝝈) 

В	задании	3	требуется	построить	точечную	оценку	параметра	
𝜇,	считая	параметр	𝜎	известным.	Поэтому	вектор	неизвестных	
параметров	имеет	размерность	k	=1	и	𝜃 = 𝜇.	По	определению	9	
функция	правдоподобия	имеет	вид:		
𝐿(𝜇, 𝑋!, … , 𝑋") = ∏ 𝑓(𝑋) , 𝜇)"

).! = !

∏ >,*
,-$ C*(2K)

*
!
𝑒$

$
!(!

∑ (H">,$B)!*
,-$ ;	

тогда	логарифмическая	функция	правдоподобия	равна:	

𝑙(𝜇) = −𝑛𝑙𝑛𝜎 − "
2
𝑙𝑛(2𝜋) − ∑ 𝑙𝑛𝑋)"

).! − !
2C!

∑ (𝑙𝑛𝑋) − 𝜇)2"
).! .

Дифференцируя	по	𝜇,	получаем	уравнение	правдоподобия:	
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𝜎2 ��𝑙𝑛𝑋) − 𝑛𝜇

"

).!

� = 0.	

Легко	проверить,	что	решение	этого	уравнения	�̂� = ∑ H">,
*
,-$
"

является	 точкой	 максимума	 для	 функции	 𝑙(𝜇),	 поэтому	 �̂� =	
= ∑ H">,

*
,-$
"

	—	оценка	максимального	правдоподобия.	



36 

Задание 4.  
Доверительные интервалы 

Постановка задачи 

При	рассмотрении	методов	получения	точечных	оценок	было	
показано,	 что	 точечная	оценка	не	 совпадает	 с	 оцениваемым	
параметром;	при	малом	объеме	выборки	такая	оценка	может	
значительно	 отличаться	 от	 истинного	 значения	 параметра.	
Поэтому	разумно	было	бы	указывать	те	допустимые	границы,	
в	 которых	 может	 находиться	 неизвестный	 параметр	 𝜃	 при	
условии	реализации	выборки	(𝑋!, … , 𝑋"),	т.е.	возникает	задача	
интервального	оценивания.	Доверительный	интервал	—	это	
статистическая	 оценка	параметра	 вероятностного	распреде-
ления,	имеющая	вид	интервала,	который	с	заданной	вероят-
ностью	 «накрывает»	 неизвестное	 значение	 параметра,	 а	 его	
границы	являются	функциями	от	результатов	наблюдений.		

Итак,	 пусть	 в	 результате	 наблюдений	 получена	 выборка	
(𝑋!, … , 𝑋")	из	генеральной	совокупности	с	теоретическим	рас-
пределением	𝐹(𝑥, 𝜃),	зависящим	от	числового	параметра	𝜃,	𝜃 ∈ 
Θ ⊆ 𝑅,	значение	которого	неизвестно;	𝛼, 0 < 𝛼 < 1	—	фиксиро-
ванное	число.			

Определение	 11.	 Интервал	 𝐼(𝑋!, … , 𝑋") = <𝜃P!; 𝜃P2=	 с	 грани-
цами	 𝜃P!(𝑋!, … , 𝑋")	 и	 𝜃P2(𝑋!, … , 𝑋"),	 𝜃P! < 𝜃P2,	 такой,	 что	
𝑖𝑛𝑓
D∈F

𝑃<𝜃P! < 𝜃 < 𝜃P2= = 1 − 𝛼,	 называется	 доверительным	 ин-

тервалом	надежности	1 − 𝛼	для	неизвестного	параметра	𝜃.	
Задача	состоит	в	том,	чтобы	по	выборке	(𝑋!, … , 𝑋")	при	за-

данном	уровне	надежности	1 − 𝛼	найти	функции		𝜃P!(𝑋!, … , 𝑋")
и	𝜃P2(𝑋!, … , 𝑋").	

Из	определения	11	 следует,	 что	интервальные	оценки	по-	
зволяют	установить	точность	и	надежность	точечных	оценок.	
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Действительно,	пусть	𝜃P	—	точечная	оценка	неизвестного	па-
раметра	𝜃.	 Точность	 этой	 оценки	 определяется	 отклонением	
s𝜃P − 	𝜃s;	 если	 𝜀 > 0	и	 выполняется	 неравенство	 s𝜃P − 	𝜃s < 𝜀,	
то	чем	меньше	𝜀,	тем	точнее	оценка.	Таким	образом,	положи-
тельное	число	𝜀	характеризует	точность	оценки.		

Поскольку	оценка	𝜃P = 	𝜃P"(𝑋!, … , 𝑋")	является	функцией	от
случайных	величин,	нельзя	наверняка	утверждать,	что	оценка	
𝜃P	удовлетворяет	 неравенству	 s𝜃P − 	𝜃s < 𝜀;	 можно	 говорить	
только	 о	 вероятности,	 с	 которой	 это	 неравенство	 выполня-
ется;	эта	вероятность	называется	надежностью	(или	довери-
тельной	вероятностью)	оценки	𝜃P.		

Пусть	𝑃<s𝜃P − 	𝜃s < 𝜀= = 1 − 𝛼.	Неравенство	s𝜃P − 	𝜃s < 𝜀	рав-
носильно	 неравенству	 𝜃P − 𝜀 < 	𝜃 < 𝜃P + 𝜀,	 поэтому	 𝑃(𝜃P − 𝜀 <	
< 	𝜃 < 𝜃P + 𝜀) = 1 − 𝛼,	т.е.	интервал	<𝜃P − 𝜀; 𝜃P + 𝜀=	является	до-
верительным	 интервалом	 надежности	 1 − 𝛼	 	 для	 неизвест-
ного	параметра	𝜃.	Таким	образом,	интервальная	оценка	опре-
деляет	надежность	точечной	оценки.		

Число	 𝛼	 называется	 уровнем	 значимости.	 В	 математиче-
ской	 статистике	 обычно	 задаются	 следующие	 значения	
уровня	значимости:	𝛼	=	0,1;	0,05;	0,01.		

Доверительный интервал для неизвестного  
математического ожидания при известной дисперсии 

в случае нормального распределения  
генеральной совокупности 

Пусть	(𝑋!, … , 𝑋")		—	выборка	из	генеральной	совокупности	
с	нормальным	распределением	𝑁(𝜃, 𝜎),	𝜃	—	неизвестное	мате-
матическое	ожидание;	дисперсия		𝜎2	предполагается	извест-
ной.	Построим	доверительный	интервал	для	𝜃	при	заданном	
уровне	значимости	𝛼.		
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Точечную	 оценку	 𝜃P	для	 неизвестного	 математического	
ожидания	𝜃	несложно	получить,	например,	с	помощью	метода	
моментов,	 приравнивая	 теоретический	 и	 эмпирический	 мо-
менты	первого	порядка:	𝜃P = 𝑋в.	Теперь,	чтобы	построить	до-
верительный	 интервал	 заданной	 надежности	 1 − 𝛼,	 надо	
найти	такое	число	𝜀,	чтобы	𝑃<s𝑋в − 	𝜃s < 𝜀= = 1 − 𝛼.	

По	 определению	 2	 случайные	 величины	 𝑋!, … , 𝑋"		незави-
симы,	и	распределение	каждой	из	них	совпадает	с	теоретиче-
ским	 распределением:	 𝑋)~𝑁(𝜃, 𝜎);	 соответственно,	 𝐸𝑋) = 𝜃,	
𝐷𝑋) = 𝜎2.	Напомним,	что	сумма	независимых	нормально	рас-
пределенных	 случайных	 величин	 снова	 имеет	 нормальное	
распределение,	 а	линейное	преобразование	aX	+	 b	 при	a	>	0	
не	меняет	 	вид	распределения,	поэтому	случайная	величина	
𝑋в − 	𝜃 =

!
"
∑ 𝑋)"
).! − 	𝜃	 также	 имеет	 нормальное	 распределе-

ние.	Найдем	параметры	этого	распределения.	Используя	свой-
ства	математического	ожидания	и	дисперсии,	получаем:	

𝐸<𝑋в − 	𝜃= =
!
"
∑ 𝐸𝑋)"
).! − 	𝜃 = "D

"
− 	𝜃 = 0;

𝐷<𝑋в − 	𝜃= = 𝐷 ;!
"
∑ 𝑋)"
).! > = !

"!
∑ 𝐷𝑋)"
).! = "C!

"!
= C!

"
.	

Таким	образом,	𝑋в − 	𝜃~𝑁 ;0,
C
√"
> .

Разделим	эту	случайную	величину	на	корень	из	дисперсии	
(напомним,	что	такая	процедура	называется	нормированием	
случайной	величины;	при	 этом	вид	распределения	не	меня-
ется,	а	дисперсия	нормированной	случайной	величины	равна	
1);	тогда	случайная	величина	𝑌1 =

√"M>в$	DO
C

		имеет	стандартное	

нормальное	распределение:	𝑌1~𝑁(0,1).	Следовательно,	
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𝑃<s𝑋в − 	𝜃s < 𝜀= = 𝑃 �
√𝑛s𝑋в − 	𝜃s

𝜎 < √𝑛𝜀
𝜎 � =	

= 𝑃 �|𝑌1| <
√𝑛𝜀
𝜎 � = 𝑃 �−

√𝑛𝜀
𝜎 < 𝑌1 <

√𝑛𝜀
𝜎 � =	

= �
1
√2𝜋

𝑒$
,!
2

√"P
C

$6

𝑑𝑥 − �
1
√2𝜋

𝑒$
,!
2

$√"PC

$6

𝑑𝑥 =	

= 2∫ !
√2K

𝑒$
/!

!
√*1
(

$6 𝑑𝑥 − 1 = 2𝐹1 ;
√"P
C
> − 1 = 1 − 𝛼,

где	 𝐹1(𝑡) = ∫ !
√2K

𝑒$
/!

!
Q
$6 𝑑𝑥	 —	 функция	 распределения	 стан-

дартного	нормального	распределения	𝑁(0,1).	

Получаем,	что	𝐹1 ;
√"P
C
> = 1 − R

2
	.

Напомним,	что	решение	𝑥S	уравнения	𝐹<𝑥S= = 𝑝,	где	𝐹(𝑥)	—	
некоторое	 заданное	 распределение,	 называется	 квантилью	

уровня	 вероятности	 𝑝	 распределения	 𝐹.	 Тогда	 √"P
C
= 𝑑!$2!

,	

где	 𝑑!$2!
	 —	 квантиль	 уровня	 вероятности	 1 − R

2
	 стандарт-

ного	 нормального	 распределения,	 т.е.	 решение	 уравнения	

∫ !
√2K

𝑒$
/!

!
T$#2!
$6 𝑑𝑥 = 1 − R

2
.	Отсюда	следует,	что	𝜀 =

CT$#2!
√"

,	а	интер-

вал	�𝑋в −
CT$#2!
√"

; 𝑋в +
CT$#2!
√"

�	является	доверительным	интерва-

лом	заданной	надежности	1 − 𝛼	для	неизвестного	математиче-
ского	ожидания	𝜃.		

Таким	образом,	 с	 заданной	вероятностью	1 − 𝛼	 выполня-
ется	неравенство:	

𝑋в −
CT$#2!
√"

< 𝜃 < 𝑋в +
CT$#2!
√"

.	
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Точность	 полученной	 интервальной	 оценки	 равна	 𝜀 =	

=
CT$#2!
√"

,	а	границы	имеют	вид: 𝜃P! = 𝑋в −
CT$#2!
√"

; 	𝜃P2 = 𝑋в +
CT$#2!
√"

. 

Доверительный интервал для неизвестного  
математического ожидания в случае произвольного 

теоретического распределения  
генеральной совокупности 

Пусть	 теперь	 (𝑋!, … , 𝑋")	 —	 выборка	 из	 генеральной	 сово-	
купности	 с	 произвольным	 теоретическим	 распределением	
𝐹(𝑥, 𝜃),	отличным	от	нормального;	𝜃	—	неизвестное	матема-
тическое	ожидание;	дисперсия	𝜎2	предполагается	известной.		

В	этом	случае	точечной	оценкой	𝜃P	для	неизвестного	мате-
матического	ожидания	𝜃,	как	и	при	нормальном	распределе-
нии	 генеральной	 совокупности,	 является	 выборочное	 сред-
нее:	𝜃P = 𝑋в.	Это	следует,	например,	из	метода	моментов:	неза-
висимо	от	вида	теоретического	распределения	первый	теоре-
тический	момент	—	это	всегда	математическое	ожидание,	 а	
эмпирический	—	выборочное	среднее.	По	определению	2	слу-
чайные	величины	𝑋!, … , 𝑋"	независимы	и	одинаково	распре-
делены,	поэтому	и	𝐸𝑋) = 𝜃,𝐷𝑋) = 𝜎2, 𝑖 = 1,… , 𝑛.	Согласно	цен-
тральной	предельной	теореме,	если	независимые	одинаково	
распределенные	случайные	величины	𝑋!, … , 𝑋"	имеют	конеч-
ную	дисперсию,	то	каков	бы	ни	был	их	закон	распределения,	
сумма	∑ 𝑋)"

).! 	при	достаточно	больших	n	(𝑛 ≥ 30)	имеет	рас-
пределение,	 близкое	 к	 нормальному.	 Поскольку	 линейное	
преобразование	случайной	величины	Х	aX	+	b	при	a	>	0	не	ме-
няет		вид	распределения,	при	достаточно	большом	объеме	вы-	
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борки	 можно	 считать,	 что	 случайная	 величина	 𝑋в − 	𝜃 =	
= !

"
∑ 𝑋)"
).! − 	𝜃	имеет	нормальное	распределение	с	теми	же	па-

раметрами,	что	и	в	случае	нормального	распределения	гене-
ральной	 совокупности,	 так	как	 общие	 свойства	математиче-
ского	ожидания	и	дисперсии	не	зависят	от	вида	функции	рас-
пределения,	 и	 эти	 числовые	 характеристики	 вычисляются	
аналогично.					

Таким	 образом,	 снова	𝑋в − 	𝜃~𝑁 ;0,
C
√"
>.	 	 Поэтому	 все	 рас-

суждения,	проведенные	при	построении	доверительного	ин-
тервала	для	неизвестного	математического	ожидания	в	слу-
чае	 нормального	 распределения	 генеральной	 совокупности,	
остаются	справедливыми	и	для	генеральной	совокупности	с	
произвольным	 теоретическим	 распределением.	 Соответст-	
венно,	и	доверительный	интервал	заданной	надежности	1 − 𝛼	
для	неизвестного	математического	ожидания	имеет	тот	же	са-

мый	вид:	�𝑋в −
CT$#2!
√"

; 𝑋в +
CT$#2!
√"

�.	

Если	дисперсия	𝜎2	неизвестна,	то	можно	использовать	не-
смещенную	оценку	 для	 дисперсии,	 полученную	по	 выборке;	
напомним,	 что	 такая	 оценка	 называется	 исправленной	 вы-	
борочной	 дисперсией	 и	 вычисляется	 по	 формуле:	 𝜎�2 =	
= !

"$!
∑ <𝑋) − 𝑋в=

2"
).! .	 При	 достаточно	 большом	 объеме	 вы-

борки	оценку	𝜎�2	можно	считать	приблизительно	равной		ис-
тинному	значению	𝜎2,	так	как	с	ростом	числа	наблюдений	эм-
пирическая	функция	распределения	мало	отличается	от	тео-
ретической,	поэтому	и	соответствующие	числовые	характери-
стики	отличаются	незначительно.	Заменяя	𝜎	на	𝜎�,	 получаем	
доверительный	интервал	заданной	надежности	1 − 𝛼	для	не-	



Задачи математической статистики и их решение с использованием  Python

42 

известного	математического	ожидания	генеральной	совокуп-
ности	 с	 произвольным	 теоретическим	 распределением	 при	
неизвестной	дисперсии:	

�𝑋в −
CUT$#2!
√"

; 𝑋в +
CUT$#2!
√"

�,	где	𝜎� = � !
"$!

∑ <𝑋) − 𝑋в=
2"

).! .	

Отметим,	 что	 замена	 𝜎	 на	 𝜎�	оправдана	 при	 достаточно	
большом	объеме	выборки;	для	малых	выборок	такая	замена	
может	привести	к	значительным	ошибкам.		

Вычисление границ  
доверительных интервалов 

При	известной	дисперсии	границы	доверительного	интервала	
для	 неизвестного	 математического	 ожидания	 вычисляются	

следующим	образом:	𝜃P! = 𝑋в −
CT$#2!
√"

; 	𝜃P2 = 𝑋в +
CT$#2!
√"

.	В	наших	

примерах	 значение	 дисперсии	 явно	 не	 задано,	 и	 его	 необхо-
димо	вычислить	по	формулам,	представленным	в	табл.		1.			

Также	необходимо	вычислить	квантиль	нормального	рас-
пределения.	Для	распределений,	реализованных	в	библиотеке	
scipy.stats,	это	производится	следующим	образом.	Для	произ-
вольной	функции	распределения	F(x)	квантиль	xp	на	уровне	p	
является	решением	уравнения	F(xp)	=	p.	В	scipy.stats	функция	
распределения	 называется	 cdf	 (англ.	 cumulative	 density	
function),	а	ее	дополнение	—	sf	(англ.	survival	function),	так	что	
cdf(x)	+	sf(x)	=	1.		

Функция,	обратная	к	cdf,	—	т.е.	дающая	решение	уравнения	
выше,	xp	=	F-1(p)	—	обозначается	ppf	(англ.	percent	point	func-
tion),	обратная	к	sf	обозначается	isf	(англ.	inverse	survival	func-
tion).	
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Таким	образом,	для	нахождения	квантиля	на	уровне	1	–	α/2	
необходимо	 решить	 уравнение	 cdf(x)	 =	 1	 –	 a/2,	 что	 эквива-
лентно	sf(x)	=	a/2,	и	решение	дается	вызовом	isf(a/2).	

Итак,	для	распределения	Вейбулла	W(1,1),	считая	диспер-
сию	известной,	на	уровне	значимости	0,99	(α	=	0,01)	получаем	
следующие	доверительные	интервалы:	

>>> alpha = 0.01 

>>> from scipy.stats import norm 

>>> from scipy.special import gamma 

>>> quantile = norm.isf(alpha/2.) 

>>> c = 1 

>>> sigma = sqrt(gamma(1 + 2./c) - gamma(1 + 1./c)**2) 

# sample mean 

>>> X_av = X.sum() / X.size 

# confidence interval 

>>> delta = quantile * sigma / sqrt(X.size) 

>>> print("quantile =", quantile, " (alpha =", alpha, ")") 

>>> print("W(1, 1) mean = ", weibull_min.mean(c=1)) 

>>> print("sample mean = ", X_av) 

>>> print("conf interval : (%s, %s)" % 

...       (X_av - delta, X_av + delta)) 

Получаем	следующий	результат	вычисления:	

quantile = 2.575829303548901  (alpha = 0.01 ) 

W(1, 1) mean =  1.0 

sample mean =  1.073521178040133 

conf interval : (0.6032412400946148, 1.5438011159856513) 
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Если	 дисперсия	 неизвестна,	 то	 границы	 доверительного	
интервала	для	неизвестного	математического	ожидания	вы-

числяются	по	формулам:	𝜃P! = 𝑋в −
CUT$#2!
√"

; 	𝜃P2 = 𝑋в +
CUT$#2!
√"

,	

где	𝜎� = � !
"$!

∑ <𝑋) − 𝑋в=
2"

).! .	

Для	вычисления	оценки	стандартного	отклонения	исполь-
зуем	библиотечную	функцию,	в	которой	указываем	параметр	
ddof	 =	 1	 для	 получения	 несмещенной	 оценки.	 Отметим,	 что	
значения	 данного	 параметра	 по	 умолчанию	 в	 различных	
функциях	библиотек	NumPy	и	SciPy	не	являются	согласован-
ными,	и	всегда	следует	проверять	данное	значение	по	доку-
ментации.		

# ddof=1 для несмещенной оценки 

>>> sigma = np.std(X, ddof=1) 

>>> delta = quantile*sigma / sqrt(X.size) 

>>> print("quantile =", quantile, " (alpha =", alpha, ")") 

>>> print("W(1, 1) mean = ", weibull_min.mean(c=1)) 

>>> print("sample mean = ", X_av) 

>>> print("conf interval : (%s, %s)" % (X_av - delta, X_av + delta)) 

В	результате	получаем	оценки,	которые	несколько	отлича-
ются	от	оценок	при	известной	дисперсии:		

quantile = 2.575829303548901  (alpha = 0.01 ) 

W(1, 1) mean =  1.0 

sample mean =  1.073521178040133 

conf interval : (0.5598379714978815, 1.5872043845823844) 
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По	 представленным	 результатам	 можно	 сделать	 следую-
щие	выводы:	
1) оценка	𝜎�	 незначительно	 отличается	 от	 истинного	 значе-
ния	𝜎;
2) точность	 доверительного	 интервала	 при	 известной	 дис-
персии	выше,	чем		при	неизвестной;	это	можно	объяснить	тем,
что	в	случае	известной	дисперсии	имеется	больше	информа-
ции	о	генеральной	совокупности;
3) построенные	 доверительные	 интервалы	 накрывают	 ис-
тинное	значение	математического	ожидания;	напомним,	что
для	распределения	Вейбулла	W(1,1)	ЕХ	=	1.
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Задание 5.  
Проверка статистических гипотез 

Постановка задачи 

Статистической	гипотезой	называют	предположение	о	вероят-
ностных	закономерностях,	которым	подчиняется	изучаемое	слу-
чайное	явление	или	процесс.	Как	правило,	статистическая	гипо-
теза	—	это	предположение	о	виде	неизвестного	теоретического	
распределения	и	его	свойствах	или	о	значениях	параметров	из-
вестных	распределений.		

Гипотеза	 называется	 простой,	 если	 она	 содержит	 только	
одно	предположение,	т.е.	определяет	единственное	распределе-
ние	или	 единственную	точку	из	 области	возможных	 значений	
параметров.	Сложной	называется	гипотеза,	которая	состоит	из	
конечного	или	бесконечного	числа	простых	гипотез.		

Одну	 из	 гипотез	 выделяют	 в	 качестве	основной	 (нулевой)	и	
обозначают	𝐻1,	а	другую	—	в	качестве	альтернативной	(конку-
рирующей)	и	обозначают	𝐻!;	конкурирующая	гипотеза	противо-
речит	нулевой.		

Выдвинутая	основная	 гипотеза	может	быть	правильной	или	
неправильной,	 поэтому	 возникает	 необходимость	 ее	 проверки.	
Задача	проверки	статистических	гипотез	состоит	в	том,	чтобы	на	
основе	выборки	(𝑋!, … , 𝑋")	 принять	 (т.е.	 считать	справедливой)	
либо	основную	гипотезу	𝐻1,	либо	конкурирующую	𝐻!.	

Общая схема проверки гипотез 

Для	проверки	гипотезы	формулируется	правило,	в	соответствии	
с	 которым	 принимается	 или	 отклоняется	 основная	 гипотеза.	
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Это	 правило	 определяется	 выбором	подходящей	функции	𝐾 =	
= 𝐾(𝑋!, … , 𝑋")	от	результатов	наблюдений,	которая	служит	ме-
рой	расхождения	между	опытными	(выборочными)	и	гипотети-
ческими	 (теоретическими)	 значениями.	 При	 этом	 предполага-
ется,	что	функция	𝐾,	зависящая	от	выборочных	значений,	явля-
ется	 случайной	 величиной,	 распределение	 которой	 при	 пра-
вильной	 нулевой	 гипотезе	 точно	 или	 приближенно	 известно.	
Такая	специально	подобранная	случайная	величина	𝐾	называ-
ется	критерием.	Значение	критерия,	вычисленное	по	результа-
там	 наблюдений,	 называется	 наблюдаемым	 значением	 крите-
рия;	обозначим	его	𝐾набл.	

Все	 множество	 возможных	 значений	 критерия	 𝐾	разбива-
ется	на	две	непересекающиеся	области:	допустимую	и	крити-
ческую.	

Допустимая	область	D	—	это	совокупность	значений	крите-
рия,	при	которых	нулевая	гипотеза	принимается.	Если	наблюда-
емое	значение	критерия	𝐾набл	попадает	в	допустимую	область,	
то	считается,	что	результаты	наблюдений	не	противоречат	ну-
левой	гипотезе	𝐻1,	и	она	принимается.					

Критическая	область	S	—	это	совокупность	значений	крите-
рия,	при	которых	нулевая	гипотеза	отвергается.	Если	наблюдае-
мое	значение	критерия	𝐾набл	попадает	в	критическую	область,	
то	расхождение	между	гипотетическими	и	опытными	данными	
считается	значимым,	основная	гипотеза	𝐻1	отвергается,	и	при-
нимается	конкурирующая	гипотеза	𝐻!.	

Критическими	точками	𝑘кр	называются	точки,	отделяющие	
критическую	 область	 S	 от	 допустимой	 области	 D.	Поскольку	
критерий	𝐾	—	это	случайная	величина,	все	его	возможные	зна-
чения	 принадлежат	 некоторому	 интервалу.	 Соответственно,	
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критическая	область	S	и	допустимая	область	D	также	являются	
интервалами,	 границы	 которых	 и	 называются	 критическими	
точками.		

Значение	критерия	зависит	от	результатов	наблюдений,	ко-
торые	являются	случайными	величинами,	поэтому	выводы,	сде-
ланные	при	проверке	гипотез	на	основе	статистических	данных,	
могут	оказаться	ошибочными.	При	этом	возможны	ошибки	двух	
родов.	

Ошибка	первого	рода	состоит	в	том,	что	отвергается	правиль-
ная	 нулевая	 гипотеза.	 В	 этом	 случае	 нулевая	 гипотеза	 верна,	
но	значение	критерия	попадет	в	критическую	область,	и	прини-
мается	 конкурирующая	 гипотеза	𝐻!;	 вероятность	 ошибки	 пер-
вого	 рода	 𝛼	 называется	 уровнем	 значимости	 критерия:	 𝛼 =	
= 𝑃(𝐾 ∈ 𝑆|𝐻1).	

Ошибка	второго	рода	состоит	в	том,	что	принимается	непра-
вильная	нулевая	гипотеза.	В	этом	случае	нулевая	гипотеза	не-
верна,	но	значение	критерия	попадет	в	допустимую	область,	и	
нулевая	 	 гипотеза	 	𝐻1	 принимается;	 вероятность	 ошибки	 вто-
рого	рода	обозначим	𝛽:	𝛽 = 𝑃(𝐾 ∈ 𝐷|𝐻!).	

Мощностью	 критерия	 называется	 вероятность	 принятия	
конкурирующей	гипотезы	𝐻!,	если	она	верна;	это	происходит	в	
случае,	когда	при	правильной	конкурирующей	гипотезе	значе-
ние	 критерия	 попадает	 в	 критическую	 область	 S.	 При	 этом	
𝑃(𝐾 ∈ 𝑆|𝐻!) = 1 − 𝑃(𝐾 ∈ 𝐷|𝐻!) = 1 − 𝛽		—	мощность	критерия.		

При	построении	допустимой	области	желательно	было	бы	вы-
брать	ее	границы	таким	образом,	чтобы	при	проверке	гипотез	как	
можно	реже	происходили	ошибки	как	первого,	так	и	второго	рода.	
Но	 одновременно	 минимизировать	 вероятности	 𝛼	 и	 𝛽	 невоз-
можно,	потому	что	для	уменьшения	вероятности	ошибки	первого	
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рода	𝛼	необходимо	расширять	границы	допустимой	области	D,	и,	
наоборот,	для	уменьшения	вероятности	ошибки	второго	рода	𝛽	
(т.е.	увеличения	мощности	критерия)	необходимо	расширять	гра-
ницы	критической	области		S.	Поэтому	обычно	поступают	следу-
ющим	образом:	фиксируют	уровень	значимости	𝛼,	как	более	важ-
ный	с	практической	точки	зрения,	а	затем	при	заданном	уровне	𝛼	
выбирают	критерий,	имеющий	наибольшую	мощность	1 − 𝛽.	

Построение	допустимой	области	заключается	в	выборе	таких	
критических	 точек	 𝑘кр! 	 и	 𝑘кр2 	(возможно,	 𝑘кр! = −∞	 или	 𝑘кр2 =	
= +∞),	чтобы	при	заданном	уровне	значимости	𝛼	вероятность	
попадания	 критерия	 в	 допустимую	 область	 (т.е.	 вероятность	
принять	 нулевую	 гипотезу,	 если	 она	 верна)	 была	 равна	1 − 𝛼:	
𝑃<𝑘кр! < 𝐾 < 𝑘кр2 |	𝐻1= = 1 − 𝛼.	Очевидно,	выбор	допустимой	обла-
сти	не	является	однозначным,	так	как	при	заданном	уровне	𝛼		и	
известном	 распределении	 критерия	 𝐾	 существует	 сколько	
угодно	интервалов,	удовлетворяющих	этому	условию.	Поэтому	
критические	точки	по	возможности	выбираются	таким	образом,	
чтобы	 вероятность	 ошибки	 второго	 рода	 𝛽 = 𝑃(𝑘кр! < 𝐾 <	
< 𝑘кр2 |	𝐻!)	была	минимальной,	т.е.	выбирается	наиболее	мощный	
критерий.	Данная	задача,	как	правило,	тоже	не	имеет	однознач-
ного	решения,	особенно	в	случае	сложной	конкурирующей	гипо-
тезы.	Однако	в	ряде	случаев	удается	найти	так	называемые	рав-
номерно	наиболее	мощные	критерии,	например,	для	параметри-
ческих	 гипотез	 конструктивный	 способ	 построения	 наиболее	
мощного	 критерия	 дает	 лемма	 Неймана	—	Пирсона	 [Ивченко,	
Медведев,	2010].	

В	зависимости	от	вида	конкурирующей	гипотезы	можно	по-
строить	 правостороннюю,	 левостороннюю	 или	 двустороннюю	
критическую	область.		
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Если	 𝑘кр! = −∞,	 то	 критическая	 область	 S	 —	 это	 интервал	
�𝑘кр; +∞),	границу	которого	находят	из	уравнения	𝑃<𝐾 ≥ 𝑘кр= =
= 𝛼;	такая	критическая	область	называется	правосторонней.

Если	 𝑘кр2 = +∞,	 то	 критическая	 область	 S	 —	 это	 интервал	
(−∞;	𝑘кр ,	границу	которого	находят	из	уравнения	𝑃<𝐾 ≤ 𝑘кр= =	

= 𝛼;	такая	критическая	область	называется	левосторонней.	
Двусторонняя	критическая	область	—	это	объединение	двух	

интервалов:	 𝑆 = (−∞;	𝑘кр!   ∪ �𝑘кр2 ; +∞).	 При	 этом	 𝑃<𝐾 ≤ 𝑘кр! = +
+	𝑃<𝐾 ≥ 𝑘кр2 = 	= 𝛼;	часто	выбирается	симметричная	критическая	
область,	для	которой	𝑃<𝐾 ≤ 𝑘кр! = = 𝑃<𝐾 ≥ 𝑘кр2 = 	=

R
2
	.

Таким	 образом,	 общая	 схема	 проверки	 гипотез	 сводится	 к	
следующим	этапам:	
1) задается	уровень	значимости	𝛼;
2) выбирается	критерий	для	проверки	нулевой	гипотезы;
3) определяются	границы	критической	области;
4) по	выборочным	данным	вычисляется	наблюдаемое	значение
критерия;
5) если	значение	𝐾набл	попадает	в	критическую	область,	то	нуле-
вая	гипотеза		𝐻1	отвергается	и	принимается	конкурирующая	ги-
потеза	 	𝐻!;	если	𝐾набл		попадает	в	допустимую	область,	то	нуле-
вая	гипотеза	𝐻1	принимается.

Отметим,	 что	 даже	 если	нулевая	 гипотеза	 	𝐻1	 принимается,	
это	не	является	доказательством	того,	что	она	верна,	потому	что	
принятие	 гипотезы	 происходит	 на	 некотором	 фиксированном	
уровне	 надежности	 и	 основывается	 на	 случайных	 результатах	
наблюдений.	Принятие	гипотезы		𝐻1	означает	только,	что	на	вы-
бранном	уровне	надежности	эта	гипотеза	не	противоречит	по-
лученным	выборочным	данным.		
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Замечание	6.	Альтернативный	способ	проверки	гипотез	связан	
с	вычислением	величины	P-value,	которую	можно	интерпретиро-
вать	как	условную	вероятность	получить	более	«нетипичное»	или	
«экстремальное»	 значение	 критерия	 по	 сравнению	 с	 наблюдае-
мым	при	условии,	что	справедлива	нулевая	гипотеза		𝐻1.	Эта	вели-
чина	характеризует	вероятность	отвергнуть	правильную	нулевую	
гипотезу	на	основе	имеющихся	данных,	соответственно,	чем	выше	
значение	P-value,	тем	меньше	оснований	отклонить	нулевую	гипо-
тезу,	т.е.	данная	величина	показывает	степень	соответствия	полу-
ченных	результатов	нулевой	гипотезе.	Способ	вычисления	P-value	
определяется	 распределением	 критерия,	 который	 используется	
для	проверки	гипотезы,	и	видом	критической	области.	Для	право-
сторонней	критической	области	P-value	=	𝑃(𝐾 ≥ 𝐾набл|	𝐻1),	для	ле-
восторонней	P-value	=	𝑃(𝐾 < 𝐾набл|	𝐻1),	для	двусторонней	P-value	=	
=	 2𝑚𝑖𝑛<𝑃(𝐾 ≥ 𝐾набл|	𝐻1), 𝑃(𝐾 < 𝐾набл|	𝐻1)=.	Решение	 о	 принятии	

или	отклонении	нулевой	гипотезы	принимается	следующим	об-	
разом:	 полученное	 значение	 P-value	 сравнивается	 с	 заданным	
уровнем	значимости	𝛼;	если	P-value	< 	𝛼,	то	нулевая	гипотеза	𝐻1	
отвергается	 и	 принимается	 конкурирующая	 гипотеза	 	𝐻!;	 если		
P-value	≥ 𝛼,	то	нулевая	гипотеза	𝐻1	принимается.				

Проверка гипотезы о распределении  
генеральной совокупности.  

Критерий согласия Пирсона (критерий 𝝌𝟐) 

Иногда	под	конкурирующей	гипотезой	подразумевается	то,	что	
просто	не	выполнена	основная.	В	этом	случае	задача	проверки	
нулевой	гипотезы	ставится	следующим	образом:	требуется	про-	
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верить,	согласуются	ли	результаты	наблюдений	с	высказанным	
предположением.	Соответствующие	критерии	для	проверки	та-
ких	гипотез	называются	критериями	согласия.	

Пусть	имеется	выборка	объема	n	(𝑋!, … , 𝑋")	из	генеральной	
совокупности	 с	 неизвестным	 теоретическим	 распределением.	
По	выборочным	данным	при	заданном	уровне	значимости	𝛼	тре-
буется	проверить	предположение,	что	теоретическое	распреде-
ление	имеет	определенный	вид	𝐹(𝑥, 𝜃),	где	𝜃 = (𝜃!, … , 𝜃/)	—	век-
тор	неизвестных	параметров	распределения,	т.е.	гипотеза		𝐻1	со-
стоит	в	том,	что	функция	распределения	теоретической	случай-
ной	величины	Х	равна:	𝐹(𝑥, 𝜃) = 𝑃(𝑋 < 𝑥);	𝐻1~𝐹(𝑥, 𝜃).	

Для	проверки	данной	гипотезы	необходимо	построить	крите-
рий,	характеризующий	меру	расхождения	между	теоретической	
и	эмпирической	функциями	распределения.	Один	из	таких	кри-
териев	был	предложен	Пирсоном.		

Критерий	 Пирсона	 основан	 на	 сравнении	 теоретических	 и	
эмпирических	 частот.	 Для	 построения	 критерия	 множество	
возможных	 значений	 теоретической	 случайной	 величины	 Х	
разбивается	 на	 m	 непересекающихся	 интервалов:	 (−∞; 𝑧!),	
[𝑧!; 𝑧2), … , [𝑧3$!; +∞);	 затем	 вычисляются	 теоретические	 и	 эм-
пирические	частоты.		

Напомним,	что	эмпирической	частотой	𝑛; 	называется	число	
точек	 вариационного	 ряда,	 попавших	 в	 j-й	 интервал	 �𝑧;$!; 𝑧;=.	

Под	теоретической	частотой	понимается	математическое	ожи-
дание	числа	наблюдений,	которые	должны	попасть	в	j-й	интер-
вал	в	соответствии	с	теоретическим	распределением	𝐹(𝑥, 𝜃).	По	
определению	2	случайные	величины	𝑋!, … , 𝑋"	независимы,	и	рас-
пределение	каждой	из	них	совпадает	с	гипотетическим	распре-	
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делением:	𝑋)~𝐹(𝑥, 𝜃).	Обозначим	𝑝; = 𝑃 ;𝑋) ∈ �𝑧;$!; 𝑧;=>	—	веро-

ятность	 того,	 что	 i-е	 наблюдение	 попало	 в	 j-й	 интервал;	 по-
скольку	случайные	величины	𝑋!, … , 𝑋"	независимы	и	одинаково	
распределены,	эта	вероятность	не	зависит	от	i.	Поэтому	выборку	
можно	интерпретировать	как	результат	n	независимых	испыта-
ний,	 где	 в	 каждом	испытании	успех	 (попадание	наблюдения	в	
j-й	интервал)	происходит	с	вероятностью	𝑝; ,	т.е.	как	схему	неза-

висимых	испытаний	Бернулли.	Напомним,	что	число	успехов	в
схеме	Бернулли	имеет	биномиальное	распределение,	а	матема-
тическое	ожидание	числа	успехов	вычисляется	как	произведе-
ние	числа	испытаний	на	вероятность	успеха	в	одном	испытании.
Таким	образом,	теоретическая	частота	равна	𝑛𝑝; .	Для	вычисле-
ния	 вероятностей	 𝑝; 	 воспользуемся	 известными	 свойствами

функции	распределения:

𝑝; = 𝑃 ;𝑋) ∈ �𝑧;$!; 𝑧;=> = 𝐹<𝑧; , 𝜃= − 𝐹<𝑧;$!, 𝜃=;

для	 первого	 интервала	 эта	 вероятность	 равна:	 𝑝! = 𝑃<𝑋) ∈
(−∞; 𝑧!)= = 𝐹(𝑧!, 𝜃),		

а	для	последнего:	𝑝3 = 𝑃<𝑋) ∈ [𝑧3$!; +∞)= = 1 − 𝐹(𝑧3$!, 𝜃);	оче-
видно,	∑ 𝑝;3

;.! = 1.		

Поскольку	теоретическое	распределение	зависит	от	парамет-
ров,	значения	которых	неизвестны,	в	формулы	для	вычисления	
𝑝; 	 подставляют	 точечные	 оценки	 этих	 параметров	 𝜃P =	
= <𝜃P!, … , 𝜃P/=,	найденные	по	результатам	наблюдений.	

Пирсон	показал,	что	при	𝑛 → ∞,	независимо	от	закона	распре-
деления	 генеральной	 совокупности,	 распределение	 случайной	

величины	 𝐾 = ∑ M")$"S)O
!

"S)
3
;.! 	 сходится	 к	 распределению	 𝜒2	 с
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m	–	k	–	1	степенями	свободы;	m	—	количество	интервалов	разби-
ения,	k	—	число	неизвестных	параметров	гипотетического	рас-
пределения.		

Для	проверки	гипотезы	 	𝐻1	построим	правостороннюю	кри-
тическую	область;	критическая	точка	является	решением	урав-
нения	𝑃<𝐾 ≥ 𝑘кр= = 𝛼,	где	случайная	величина	𝐾	имеет		𝜒2-рас-
пределение	с	m	–	k	–	1	степенями	свободы,	𝐾~𝜒3$/$!2 .	

По	выборочным	данным	найдем	наблюдаемое	значение	кри-
терия	𝐾набл	и	сравним	его	с	𝑘кр.	Если	𝐾набл		попадает	в	критиче-
скую	 область,	 т.е.	𝐾набл > 𝑘кр,	 то	 гипотеза	 	𝐻1	 отвергается.	 Это	
означает,	что	экспериментальные	данные	не	согласуются	с	вы-
двинутым	предположением	о	виде	распределения	генеральной	
совокупности.	 Если	 𝐾набл	попадает	 в	 допустимую	 область,	 т.е.	
𝐾набл < 𝑘кр,	то	гипотеза		𝐻1	принимается,	т.е.	гипотеза	о	виде	тео-
ретического	 распределения	 не	 противоречит	 результатам	 на-	
блюдений.		

Замечание	7.	При	построении	критерия	Пирсона	рекоменду-
ется	выбирать	интервалы	разбиения	таким	образом,	чтобы	для	
каждого	 интервала	 теоретическая	 частота	 была	 не	 менее	 10:	
𝑛𝑝; ≥ 10.		

Замечание	8.	В	данном	случае	конкурирующая	гипотеза	явля-
ется	сложной	(состоит	из	бесконечного	числа	простых	гипотез	о	
виде	 теоретического	 распределения),	 соответственно,	 отсут-
ствует	аналитическое	представление	условного	распределения	
критерия	 при	 условии	 выполнения	 конкурирующей	 гипотезы	
𝑃(𝐾 < 𝑥|𝐻!), 𝑥 ∈ ℝ,	поэтому	вычисление	мощности	критерия	не	
представляется	возможным.		



Задание 5. Проверка статистических гипотез  

55 

Проверка гипотезы об экспоненциальном  
распределении генеральной совокупности 

В	 качестве	 примера	 проверим	 гипотезу	 об	 экспоненциальном	
распределении	 генеральной	 совокупности	 на	 основе	 выбороч-
ных	данных,	полученных	в	задании	1.		

По	замечанию	2	распределение	Вейбулла	𝑊(1,1)	—	это	экс-
поненциальное	 распределение	 с	 параметром	 1	 <𝐸𝑥𝑝(1)=.	 По-
этому	выборка,	смоделированная	в	задании	1,	—	это	выборка	
из	генеральной	совокупности	с	экспоненциальным	теоретиче-
ским	распределением	𝐸𝑥𝑝(1).	Зададим	уровень	значимости	𝛼 =
= 0,1	и	с	помощью	критерия	Пирсона	проверим,	согласуются	ли	
полученные	 выборочные	данные	 с	 гипотезой	 об	 экспоненци-
альном	распределении	генеральной	совокупности.	

По	замечанию	7	интервалы	разбиения	при	построении	крите-
рия	 следует	 выбирать	 таким	 образом,	 чтобы	 𝑛𝑝; ≥ 10.	 По-
скольку	объем	выборки	𝑛	=	30,	то	𝑝; ≥

!
]
,	при	этом	должно	выпол-

няться		условие	∑ 𝑝;3
;.! = 1,	тогда	максимально	возможное	число	

интервалов	 разбиения	m	 =	3,	 и	 для	 каждого	 интервала	𝑝; =
!
]
.

Найдем	точки	разбиения	𝑧!	 и	𝑧2,	 определяющие	 границы	этих	
интервалов.	 По	 формулам	 для	 вычисления	 𝑝; 	 получаем:	 𝑝! =	
= 𝐹(𝑧!, 𝜃) =

!
]
;		𝑝2 = 1 − 𝐹(𝑧2, 𝜃) =

!
]
.	Отсюда,	учитывая,	что	гипо-

тетическое	распределение	F	не	зависит	от	неизвестных	парамет-
ров,	получаем	𝐹(𝑧!, 𝜃) =

!
]
; 	𝐹(𝑧2, 𝜃) =

2
]
	.

Для	 вычисления	 границ	 интервалов	 разбиения	 воспользу-
емся	значениями	обратной	функции	для	проверяемого	распре-
деления:	

>>> z1, z2 = weibull_min.ppf([1/3, 2/3], c=1) 

>>> print(z1, z2) 

(0.4054651081081643, 1.0986122886681096) 
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Теперь	вычислим	наблюдаемые	частоты	попадания	в	интер-
валы	(0; 𝑧!), [𝑧!; 𝑧2), и	[𝑧2; +∞).		

>>> n1 = np.count_nonzero(X < z1) 

>>> n2 = np.count_nonzero((z1 <= X) & (X < z2)) 

>>> n3 = np.count_nonzero(z2 <= X) 

>>> obs_freq = np.array([n1, n2, n3]) 

>>> obs_freq 

array([12, 10,  8]) 

Поскольку	по	построению	ожидаемые	частоты	равны	10	(так	
как	𝑛𝑝; =

!
]
∙ 30 = 10),	наблюдаемое	значение	критерия	Пирсона

𝐾набл =�
<𝑛; − 𝑛𝑝;=

2

𝑛𝑝;
=

3

;.!

�
<𝑛; − 10=

2

10 =
1
10�<𝑛; − 10=

2
3

;.!

3

;.!

оказывается	равным	0,8:	

# Pearson statistic 

>>> exp_freq = 10 

>>> K = np.sum((obs_freq - exp_freq)**2) / exp_freq 

>>> print(K) 

0.8 

Для	 построения	 правосторонней	 критической	 области	
найдем	критическую	точку	𝑘кр.		Для	этого	надо	решить	уравне-
ние	𝑃<𝐾 ≥ 𝑘кр= = 𝛼,	где	уровень	значимости	задан	𝛼 = 0,1,	а	слу-
чайная	величина	𝐾	имеет	распределение	𝜒2	с	m	–	k	–	1=	3	–	0	–	1	=	2	
степенями	свободы:	k	=	0,	поскольку	гипотетическое	распреде-
ление	полностью	задано	и	не	зависит	от	неизвестных	парамет-
ров.		
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Решение	 данного	 уравнения	 находится	 вызовом	 метода	 isf	
распределения	хи-квадрат:	

>>> alpha=0.1 

>>> from scipy.stats import chi2 

>>> k_c = chi2.isf(alpha, df=2) 

>>> print(k_c) 

4.605170185988092 

Поскольку	𝐾набл < 𝑘кр,	 т.е.	 наблюдаемое	 значение	 критерия	
попало	 в	 допустимую	 область,	 гипотеза	 об	 экспоненциальном	
распределении	генеральной	совокупности	принимается.	

Проиллюстрируем	графически	данное	утверждение	(рис.	6):	

>>> xx = np.linspace(0, 7, 101) 

>>> plt.plot(xx, chi2.cdf(xx, df=2), 

... label=r"cdf  $\chi^2$(df=2)") 

>>> alpha = 0.1 

>>> plt.axhline(y=1-alpha, ls='--', 

... label=r"$\alpha = %s$"%alpha, color='C1') 

>>> plt.plot([K, K, 0], 

... [0, chi2.cdf(K, df=2), chi2.cdf(K, df=2)], '-') 

>>> plt.plot(K, chi2.cdf(K, df=2), 'o', ms=8, label='K_Pearson') 

>>> plt.legend(loc='best') 

>>> plt.xlabel('K') 

>>> plt.ylabel('cdf  $\chi^2$') 

>>> plt.grid() 

Отметим	 альтернативный	 способ	 проведения	 вычислений:	
после	того	как	рассчитаны	наблюдаемые	частоты,	проверку	ги-
потезы	осуществляет	библиотечная	функция	chisquare:	
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>>> from scipy.stats import chisquare 

>>> statistic, pvalue = chisquare(obs_freq, [exp_freq]*3) 

>>> print(statistic, pvalue) 

(0.8, 0.6703200460356394) 

Рис.	6.	Критерий	Пирсона:	критическая	область	
и	наблюдаемое	значение	критерия	

Заметим,	 что	 статистика	 совпала	 с	 вычисленным	 «руками»	
значением,	а	величина	p-value	дается	просто	значением	дополне-
ния	 функции	 распределения	 𝜒2,	 поскольку	 в	 данном	 примере	
рассматривается	 правосторонняя	 критическая	 область	 (cр.	 с	
рис.	6):	

>>> chi2.sf(K, df=2) 

0.6703200460356394 

cd
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Заметим,	 что	 на	 рис.	 6	 взят	 уровень	 значимости	 0,1.	 Для	
уровня	 0,01	 или	 0,05	 значения	 статистики	 Пирсона	 и	 p-value	
останутся	неизменными,	т.е.	гипотеза	также	будет	принята.	
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Вопросы для повторения 

1. Задачи	математической	 статистики.	 Генеральная	 совокуп-
ность.	Выборка.	Вариационный	ряд.
2. Эмпирическая	функция	распределения.
3. Гистограмма	и	полигон	частот.
4. Точечные	оценки.	Свойства	оценок	(несмещенность,	состо-
ятельность,	эффективность).
5. Выборочное	среднее.	Выборочная	дисперсия.	Исправленная
выборочная	дисперсия.
6. Метод	моментов.
7. Найти	с	помощью	метода	моментов	точечные	оценки	для:
неизвестного	параметра	𝜆	распределения	Вейбулла	𝑊(𝑟, 𝜆),	счи-
тая	параметр	𝑟	известным;	 	неизвестного	параметра	𝜇	логнор-
мального	распределения	𝐿𝑜𝑔𝑁(𝜇, 𝜎),	считая	параметр	𝜎	извест-
ным.
8. Метод	максимального	правдоподобия.	Функция	правдопо-
добия.
9. Найти	 с	 помощью	 метода	 максимального	 правдоподобия
точечные	оценки	для:	неизвестного	параметра		𝜆	распределения
Вейбулла	𝑊(𝑟, 𝜆),	 считая	параметр	𝑟	известным;	 	неизвестного
параметра	𝜇	логнормального	распределения	𝐿𝑜𝑔𝑁(𝜇, 𝜎),	считая
параметр	𝜎	известным.
10. Доверительные	интервалы.	Точность	и	надежность	довери-
тельных	интервалов.
11. Доверительный	 интервал	 для	 неизвестного	 математиче-
ского	ожидания	при	известной	дисперсии	(нормальное	распре-
деление).
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12. Доверительный	 интервал	 для	 неизвестного	 математиче-
ского	ожидания	при	известной	и	неизвестной	дисперсии	(произ-
вольное	распределение).
13. Статистические	 гипотезы.	 Критерии.	 Ошибки	 первого	 и
второго	рода.	Уровень	значимости.	Схема	проверки	статистиче-
ских	гипотез.
14. Критерий	согласия	Пирсона	(𝜒2).	Проверка	гипотезы	о	виде
распределения	генеральной	совокупности.
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