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Строятся новые содержательные примеры неавтономных векторных полей
на трехмерной сфере, имеющих простую динамику, но нетривиальную тополо-
гию. Построение опирается на две идеи: теорию диффеоморфизмов с диким
вложением сепаратрис и конструкцию неавтономной надстройки над диффео-
морфизмом. В результате получаются периодические, почти периодические
и даже нерекуррентные векторные поля, имеющие конечное число особых ин-
тегральных кривых, обладающих экспоненциальной дихотомией решений на
прямой R, среди которых одна седловая интегральная кривая (с типом дихото-
мии (3, 2)) имеет двумерное неустойчивое дико вложенное многообразие и ди-
ко вложенное трехмерное устойчивое многообразие. Все остальные интеграль-
ные кривые стремятся к этим особым интегральным кривым при t → ±∞.
Также строятся неавтономные векторные поля, обладающие k > 2 специаль-
ными седловыми интегральными кривыми с ручным вложением их двумер-
ных неустойчивых многообразий, образующих умеренно дикие пучки в смысле
Дебруннера–Фокса. В случае периодических векторных полей соответствую-
щие особые интегральные кривые являются периодическими с периодом век-
торного поля и являются почти периодическими в случае почти периодического
векторного поля.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Целью работы является построение новых содержательных примеров неавтоном-
ных периодических, почти периодических и даже нерекуррентных векторных полей
на трехмерной сфере S3. Основной особенностью построенных примеров является
существование некоторой седловой интегральной кривой (ИК) γ, у которой двумер-
ное неустойчивое и трехмерное устойчивое многообразия являются дико вложен-
ными в расширенное фазовое многообразие S3 × R. Таким образом, мы получаем
новые инварианты равномерной эквивалентности неавтономных векторных полей
(см. определения ниже). В остальном, с динамической точки зрения, векторное
поле имеет весьма простую структуру слоения на ИК в S3 × R.

Как будет ясно из конструкции, метод позволяет строить неавтономные равно-
мерно диссипативные векторные поля в пространстве R3 с аналогичной структурой,
у которых ИК входят в некоторую цилиндрическую область вида D3 ×R, D3 ⊂ R3,

у которой граничное многообразие S2×R является равномерно трансверсально ИК.
Напомним сначала понятие неавтономного векторного поля на гладком (клас-

са C∞) замкнутом связном многообразии M . Обозначим через Vr(M) банахово
пространство Cr-гладких, r > 1, векторных полей на M , снабженное Cr-нормой.
Cr-гладким неавтономным векторным полем (НВП) на M называется равномерно
непрерывное ограниченное отображение v : R → Vr(M). Множество НВП снабжа-
ется sup-нормой соответствующих отображений. Как частный случай можно рас-
сматривать периодические НВП, для которых отображение v периодическое, т. е.
существует положительное T ∈ R, для которого v(t+T ) ≡ v(t) при всех t ∈ R. Если
отображение v является почти периодическим [1], [2], говорят о почти периодиче-
ских векторных полях.

Решением НВП v называется C1-дифференцируемое отображение x : I → M ,
где I – интервал на R, такое, что для любого t ∈ I касательный вектор x′(t) =
Dxt(1) ∈ Tx(t)M совпадает с вектором vt(x(t)) = v(x(t), t). Здесь стандартным
образом отождествляется касательное пространство TtR к R в точке t ∈ R с самим
R с помощью сдвигов на аддитивной группе R.

Согласно стандартной теореме о существовании и единственности решений диф-
ференциальных уравнений существует единственное решение НВП, проходящее че-
рез начальную точку (x0, τ) ∈M×R. На замкнутом многообразииM любое решение
НВП продолжается на всю числовую ось R.

График решения x, т. е. множество
⋃
t
(x(t), t) ⊂M×R, есть ИК решения x. Таким

образом, каждое НВП v порождает слоение Lv многообразия M ×R на ИК поля v.
Пример такого слоения в случае M = I представлен на рис. 1.

Следуя [3], два НВП v1, v2 на многообразии M называют равномерно эквивалент-
ными, если существует эквиморфизм (см. определение в приложении) Φ: M × R →
M × R, переводящий слоение Lv1 в Lv2 и сохраняющий ориентацию на R. Здесь
многообразие M × R рассматривается с равномерной структурой прямого произве-
дения равномерной структуры на M , задаваемой топологией M (оно компактно),
и стандартной равномерной структуры на R, инвариантной относительно сдвигов
на абелевой группе (см. в приложении определения равномерной структуры).

НВП, которые строятся ниже, попадают в класс неавтономных градиентноподоб-
ных векторных полей, выделенных в работах [3], [4]. Они удовлетворяют нескольким
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Рис. 1. Слоение на интегральные кривые на сегменте, M = I.

ограничениям на структуру их слоения Lv на ИК, одно из которых – это условие экс-
поненциальной дихотомии для любого решения как на полуоси R+, так и на R− [5]
(типы дихотомии на каждой из полуосей могут быть различны). Это предположение
позволяет получить инвариантные устойчивые и неустойчивые многообразия. Та-
ким образом, расширенное фазовое многообразие M ×R разбивается на устойчивые
гладкие многообразия, другое разбиение порождается неустойчивыми многообра-
зиями. Еще одно предположение состоит в конечности этих разбиений (хотя они
могут быть совершенно различными). Мы не будем здесь углубляться в детали со-
ответствующих определений (см. [3], [4]), так как в примерах, которые построены
в настоящей работе, эти ограничения задаются в явном виде.

НВП на сфере S3, которое мы строим, имеет четыре особые ИК, обладающие
экспоненциальной дихотомией решений на R. Одна такая ИК γα экспоненциально
неустойчива, также имеется седловая ИК γσ, обладающая экспоненциальной дихо-
томией на R типа (3, 2), т. е. такая ИК имеет трехмерное устойчивое многообразие
в S3 × R и двумерное неустойчивое многообразие. Наконец, такое НВП имеет две
экспоненциально устойчивые на R ИК, имеющие четырехмерные устойчивые мно-
гообразия (тип дихотомии (1, 4)).

Поясним смысл термина “дикое вложение”. Возьмем любое сечение t = t0 в S3×R.
Его пересечение с дико вложенным двумерным неустойчивым многообразием есть
одномерный вложенный луч в S3

t0 , являющийся дико вложенной кривой в тополо-
гическом смысле [6]–[8] (см. ниже). Топологическим пределом этого луча является
точка – след одной из двух экспоненциально устойчивых ИК γω2 . Все ИК на этой
половине неустойчивого многообразия стремятся к γσ при t → −∞ и к γω2 при
t → ∞. След на Mt0 трехмерного устойчивого многообразия ИК γσ является вло-
жением R2, а его замыкание в Mt0 есть вложенная сфера, дикая в единственной
точке – следе ИК γα.

Построение таких НВП опирается на две идеи. Одна из них принадлежит Пикс-
тону [7] и далее была развита Бонатти, Гринесом, Починкой и другими [8]–[10].
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Рис. 2. Фазовый портрет диффеоморфизма на S3 с дико вложенными сепа-
ратрисами.

В работе [7] был построен простой трехмерный диффеоморфизм Морса–Смейла на
трехмерной сфере S3, который имеет в качестве неблуждающего множества всего
четыре неподвижные точки: источник α, одно седло σ типа (2, 1) и два стока ω1, ω2.
Далее, замыкание устойчивого многообразия ws

σ точки σ гомеоморфно сфере, глад-
ко вложенной в каждой ее точке, кроме точки α, где она дико вложена (см. рис. 2).
Одномерное неустойчивое многообразие wu

σ седла делится точкой σ на две сепа-
ратрисы lu1 , l

u
2 . Замыкание одной из них (lu2 на рис. 2) является простой дугой,

дико вложенной в точке ω2, а замыкание другой (lu1 ) является простой дугой, ручно
вложенной в каждой точке. Сепаратриса lu2 стремится к стоку ω2 таким образом,
что фундаментальная область вблизи этого стока при отождествлении точек на
ее границе содержит образ сепаратрисы, образующей нетривиальный узел в соот-
ветствующем фактор-пространстве (которое гомеоморфно многообразию S2 × S1).
Более подробно это объясняется в разделе 2. Нетривиальность этого узла влечет
дикое вложение сепаратрисы диффеоморфизма, более того, если эти узлы у двух
диффеоморфизмов негомеоморфны в S2 × S1, то диффеоморфизмы не сопряже-
ны. Этот факт приводит к существованию бесконечного множества топологически
несопряженных диффеоморфизмов Морса–Смейла рассматриваемого типа [8].

Вторая идея заимствована из работы [11]. Она использует конструкцию так на-
зываемой неавтономной надстройки над диффеоморфизмом, введенной в [12] и да-
лее развитой в [11]. Напомним эту конструкцию. Пусть f : M → M – некото-
рый диффеоморфизм гладкого (C∞) замкнутого многообразия M . Чтобы избе-
жать проблемы с гладкостью конструкции, будем предполагать, что f класса C∞.
Его (обычная) надстройка [13] есть гладкое замкнутое многообразие Mf размер-
ности dimM + 1, определяемое следующим образом. Отождествим в цилиндре
M × I, I = [0, 1], точки (x, 1) и (f(x), 0). Более удобно рассматривать многооб-
разие M × R с действием F группы Z по следующему правилу: для любого m ∈ Z
соответствующее Fm действует как Fm(x, s) = (fm(x), s −m). Такое действие сво-
бодно и дискретно (любая орбита действия не имеет точек накопления). Поэтому
фактор-многообразие Mf = (M ×R)/F есть C∞-гладкое многообразие, являющееся
гладким расслоением над окружностью S1, p : Mf → S1 со слоем M . На многообра-
зии Mf определяется векторное поле, порожденное постоянным векторным полем
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V = (0, 1) на M×R (его траектории – прямые (x, t), t ∈ R). После факторизации по-
лучаем гладкое векторное поле vf наMf , имеющее глобальную секущую. В качестве
такой секущей можно взять любое Mθ = p−1(θ), θ ∈ S1. Отображение Пуанкаре,
порожденное на этой секущей, сопряжено с диффеоморфизмом f . Эта конструкция
позволяет строить векторные поля с динамикой, аналогичной динамике итераций
диффеоморфизма [13].

Рассмотрим теперь накрывающее многообразие M̃f для Mf , порожденное стан-
дартным накрытием R → S1, t→ exp[2πit], которое дает коммутативную диаграмму

M̃f
ẽxp−−−−→ Mfyp̃

yp

R exp−−−−→ S1

Многообразие M̃f гомеоморфно M × R, поскольку R – стягиваемое пространство.
Компактное многообразие Mf имеет единственную равномерную структуру, совме-
стимую с топологией [14]. Равномерная структура в M̃f задается поднятием с по-
мощью отображения ẽxp равномерной структуры из Mf . Это легче понять, если
наделить Mf гладкой римановой метрикой и поднять эту метрику в M̃f накрыва-
ющим отображением ẽxp. Поскольку ẽxp является локальным диффеоморфизмом,
мы получаем риманову метрику на M̃f , для которой ẽxp есть локальная изометрия.
Слоение в Mf на траектории векторного поля vf поднимается как слоение Lvf

на
бесконечные кривые в M̃f . Это слоение гомеоморфно слоению многообразия M ×R
на прямые линии (x, t), t ∈ R, но, вообще говоря, слоение в M̃f не эквиморфно
слоению на прямые. Более того, даже само многообразие M̃f с его равномерной
структурой, поднятой с Mf , не всегда эквиморфно M × R. Например, так будет
в случае M = T 2 = R2/Z2, на котором действует аносовский диффеоморфизм (см.
детали в [11]). Следующее предложение, являющееся следствием 4.1 из [11], будет
нам полезно.

Предложение 1. Если M̃f эквиморфно M × R, то существует такое n ∈ Z,
что fn гомотопно idM .

Пусть задан диффеоморфизм f : M → M гладкого (C∞) замкнутого многообра-
зия M . Важным вопросом здесь является следующий: существует ли неавтономное
векторное поле v на M , для которого его слоение Lv на ИК в M × R (с его равно-
мерной структурой прямого произведения) эквиморфно слоению Lvf

на бесконечные
кривые, порожденному векторным полем vf в M̃f? Очевидно, что первым условием
этого является эквиморфность равномерных пространств M×R и M̃f . Это придает
смысл определению, введенному в [11].

Определение 1. Диффеоморфизм f : M →M многообразия M воспроизводит-
ся неавтономным векторным полем v на M (или, эквивалентно, v воспроизводит
структуру f), если слоения Lv в M×R и Lvf

в M̃f эквиморфны. В частности, тогда
равномерные пространства M × R и M̃f эквиморфны.

Замечание 1. Предложение 2.5 в работе [11] показывает, что диффеоморфиз-
мы f и fn воспроизводятся одновременно для любого n ∈ Z.
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Замечание 2. Как известно, бывает так, что у диффеоморфизма f : M → M

его надстройка Mf недиффеоморфна прямому произведению M × S1, но для его
некоторой итерации fn соответствующая надстройка диффеоморфна прямому про-
изведению. Фактически многообразие Mfn является k-кратным накрытием для Mf .
Простейшим примером здесь является M = S1 с координатой ϕ (mod 2π) и диф-
феоморфизмом f(ϕ) = 2π − ϕ. Тогда S1

f является бутылкой Клейна, но f2(ϕ) = ϕ,
поэтому S1

f2 = S1×S1 = T2 (двумерный тор). Таким образом, согласно замечанию 1,
многообразие S̃1

f эквиморфно M × R.

Обозначим через πM : M × R → M стандартную проекцию на первый сомножи-
тель. Для любого неавтономного векторного поля v на многообразии M отобра-
жение Φt

0 : M0 → πM (Mt) сечения M0 = M × {0} на многообразие Mt = M × {t},
порожденное решениями поля v c начальными точками на M0, πM (Mt) = M , диф-
феотопно1) для всех t ∈ R тождественному отображению idM . В частности, если
v – периодическое векторное поле на M , то его отображение Пуанкаре за период
диффеотопно idM .

Нашим первым результатом является приведенная ниже теорема 1, дающая до-
статочные условия, при которых диффеоморфизм f воспроизводится потоком неав-
тономного векторного поля v. Сначала сформулируем очевидную лемму.

Лемма 1. Если диффеоморфизм f диффеотопен idM , то существует диффео-
топия Ft : M →M , t ∈ [0, 1], соединяющая idM и f , у которой диффеоморфизмы Ft

гладко зависят от t, и для некоторого достаточно малого ε > 0 имеем Ft ≡ idM

при t ∈ [0, ε] и ft ≡ f при t ∈ [1− ε, 1].

Теорема 1. Предположим, что диффеоморфизм fn : M → M при некотором
n ∈ N диффеотопен тождественному отображению idM . Тогда справедливы сле-
дующие утверждения.

1) Mf послойно2) диффеоморфен M × S1 ;
2) существует периодическое векторное поле v на M , которое воспроизводит

структуру f .

Доказательство. Для упрощения изложения предположим, что сам диффео-
морфизм f диффеотопен idM . На первом шаге мы построим 1-периодическое век-
торное поле v на M , для которого векторное поле на многообразии M × S1, задава-
емое как (vt, 1), диффеоморфно векторному полю надстройки f на Mf . Для этого
сначала определим на многообразии Mf структуру прямого произведения в явном
виде. Это означает, что нужно на Mf задать два слоения. Одно из них дается сло-
ями расслоения на Mf , его слои диффеоморфны M . Второе слоение на замкнутые
кривые определяется следующим образом. Пусть Ft : M →M, t ∈ [0, 1], есть диффе-
отопия, соединяющая idM и f , т. е. F0 = idM и F1 = f . Мы предположим, согласно
лемме 1, что Ft = idM для t ∈ [0, ε] и Ft = f для t ∈ [1 − ε, 1]. Для любой точки

1)Два диффеоморфизма f, g гладкого многообразия M диффеотопны, если они могут быть
соединены непрерывным путем Ft, F0 = f , F1 = g, так, что каждый Ft является диффеоморфиз-
мом M .

2)Термин “послойно” означает существование диффеоморфизма Ψ: Mf → M × S1, действую-
щего как (x, s) → (ψ(x, s), s).
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x ∈ p−1(0), где p : Mf → S1 – отображение расслоения, определим кривую, проходя-
щую через точку (x, 0) ∈ M × R, задаваемую как (F−1

t (x), t) для t ∈ [0, 1], и затем
применим фактор-отображение, используя отождествление (x, t) = (f(x), t− 1).

Кривая в M ×R с начальной точкой (x, 0) имеет крайней точкой при t = 1 точку
(F−1

1 (x), 1) = (f−1(x), 1). При отождествлении эта точка становится (f ❛ f−1(x), 0) =
(x, 0). Таким образом, все построенные кривые в многообразии Mf замкнуты
и 1-периодичны. Тем самым мы получаем гомеоморфизм h многообразий Mf

и M × S1. Отображение h определяется следующим образом. Для произвольной
точки a ∈Mf обозначим через la замкнутую кривую второго слоения, проходящую
через точку a. Определим отображение p1 : Mf → M0, M0 = p−1(0), согласно пра-
вилу p1(a) = la ∩M0. Получаем отображение h : a → (p1(a), p(a)), которое, вообще
говоря, является гомеоморфизмом, так как зависимость Ft от t может быть толь-
ко непрерывной. Нам, однако, нужен диффеоморфизм расслоений Mf и M × S1,
чтобы траектории потока надстройки преобразовывались в гладкие кривые M ×S1.
Лемма 1 гарантирует, что если диффеоморфизм f : M → M диффеотопен idM , то
существует диффеотопия Ft, соединяющая idM и f , для которой кривые, построен-
ные выше, дают гладкое слоение, т. е. кривые являются гладкими и их зависимость
от точки гладкая, так что отображение p1 гладкое. Это доказывает первую часть
утверждения теоремы.

Теперь построим периодическое векторное поле v на M , для которого слоение
на ИК Lv равномерно диффеоморфно слоению Lvf

на бесконечные кривые в M̃f .
Определенный выше диффеоморфизм h : Mf →M×S1 позволяет отождествить Mf

и M × S1. Таким образом, векторное поле надстройки задается как (V (x, t), n(x, t))
с 1-периодическими по t функциями V, n и n > 0. Поэтому его поток имеет секу-
щую, в качестве которой, например, можно выбрать t = 0. Отображение Пуанкаре
g : M0 → M0 на этой секущей очевидно сопряжено с f . Следовательно, можно рас-
сматривать вместо диффеоморфизма f на M диффеоморфизм g. Поскольку f, g

сопряжены, их неавтономные надстройки эквиморфны, как и их соответствующие
слоения. Компактность M и S1 влечет, что n строго положительна. Мы можем
определить периодическое векторное поле на M как v(x, t) = (x, t)/n(x, t). ИК это-
го периодического векторного поля в M ×R совпадают с траекториями векторного
поля (V (x, t), n(x, t)), поскольку они получены заменой времени, являющейся огра-
ниченной сверху и снизу. Тем самым доказано второе утверждение теоремы. �

2. ДИФФЕОМОРФИЗМЫ С ДИКО
ВЛОЖЕННЫМИ СЕПАРАТРИСАМИ

Приведем некоторые определения и результаты, которые содержатся в книге [10].
Мы представляем их здесь для удобства читателя.

2.1. Дикое вложение.

Определение 2. Топологическое вложение λ : X → Y m-мерного многообра-
зия X в n-мерное многообразие Y (m 6 n) называется локально плоским в точ-
ке λ(x) ∈ Y , если существует карта (U,ψ), λ(x) ∈ U , ψ : U → Rn, в многообразии Y
такая, что ψ(λ(X) ∩ U) = Dm ⊂ Rm. Здесь Rm ⊂ Rn есть множество точек, для
которых последние n−m координат равны нулю или ψ(λ(X) ∩ U) = Rm

+ (Rm
+ ⊂ Rm

есть множество точек с неотрицательными последними координатами).
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Рис. 3. Конструкция дикой кривой в R3.

Вложение λ называется ручным, а многообразие X – ручно вложенным, если λ
является локально плоским в каждой точке λ(x) ∈ Y . В противном случае вло-
жение λ называется диким, а многообразие X называется дико вложенным. Если
вложение λ не является локально плоским в точке λ(x), эта точка называется точ-
кой дикости.

Отметим, что определение ручно вложенного многообразия совпадает с опреде-
лением топологического подмногообразия.

Каждое топологическое вложение в пространство R2 (соответственно, S2) яв-
ляется ручным. В пространстве R3 (соответственно, S3) есть дикие дуги и дикие
2-сферы. В качестве примера дикой дуги мы напомним конструкцию Артина и Фок-
са [6]. Соответствующая дуга является гладкой везде, за исключением ее граничной
точки.

Рассмотрим линейное сжатие φ : R3 → R3, определенное в сферических координа-
тах (ρ, ϕ, θ) как φ(ρ, ϕ, θ) = (ρ/2, ϕ, θ), и обозначим через L ⊂ R3 сферический слой,
определенный неравенствами 1/2 6 ρ 6 1. Его граничными сферами являются
V1/2 = {(ρ, ϕ, θ) | ρ = 1/2} и V1 = {(ρ, ϕ, θ) | ρ = 1}.

Пусть a, b, c ⊂ L – попарно различные простые дуги с граничными точками соот-
ветственно α1, α2;β1, β2; γ1, γ2 (см. рис. 3а) такими, что:

1) α1, α2, γ1 ⊂ V1; β1, β2, γ2 ⊂ V1/2;
2) φ(α1) = γ2, φ(α2) = β1, φ(γ1) = β2.

Выберем дуги a, b, c таким образом, что дуга ℓO ⊂ R3, определенная как ℓO =⋃
k∈Z

φk(a ∪ b ∪ c) ∪ O (см. рис. 3б), является гладкой всюду, кроме точки O. Артин

и Фокс доказали, что ℓO является дико вложенной в R3 и O является точкой дикости.
Этот факт также следует из приведенного ниже критерия, доказанного в работе [5].

Предложение 2. Пусть ℓ – компактная дуга в R3 , гладкая всюду, кроме гра-
ничной точки O . Тогда ℓ является локально плоской в точке O тогда и только
тогда, когда для каждого ε-шара Bε(O) с центром в O существует подмноже-
ство U ⊂ Bε(O), диффеоморфное замкнутому 3-шару такому, что O является
внутренней точкой U , и пересечение ∂U ∩ ℓ состоит из единственной точки.
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Рис. 4. Стереографическая проекция.

Рис. 5. Конструкция дикой кривой в S3.

Теперь мы рассмотрим стандартную сферу

S3 = {x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1}.

Точку N(0, 0, 0, 1) ∈ S3 (точку S(0, 0, 0,−1) ∈ S3) будем называть северным (соот-
ветственно южным) полюсом.

Для каждой точки x ∈ S3\{N} существует единственная прямая линия в R4,
содержащая N и x. Эта линия пересекает плоскость (x1, x2, x3, 0) в единственной
точке ϑ(x), ϑ(x1, x2, x3, x4) = x1

1−x4
, x2

1−x4
, x3

1−x4
. Стереографическая проекция точки

x определяется как точка ϑ(x). Стереографическая проекция есть диффеоморфизм
S3\{N} на R3 (см. рис. 4, где показана стереографическая проекция S2\{N} на R2).

Пусть ℓ = ϑ−1
+ (ℓO)∪S (см. рис. 5а), тогда дуга ℓN (ℓS) на рис. 5б является частью

дуги ℓ от точки ϑ−1
+ (α1) к точке N (от точки ϑ−1

+ (α1) к точке S). Дуга ℓN (ℓS)
является дико вложенной в S3.

Теперь мы можем “раздуть” дуги на рис. 5а, б и получить замкнутые 3-шары,
границы которых являются 2-сферами, дико вложенными в S3, и точки дикости
которых являются полюсами.

2.2. Диффеоморфизмы типа Пикстона на сфере S3. Пусть V – гладкое
замкнутое ориентируемое 3-многообразие, фундаментальная группа которого до-
пускает нетривиальный гомоморфизм ηV : π1(V ) → Z. Обозначим через (V, ηV ) мно-
гообразие V , снабженное гомоморфизмом ηV .
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Рис. 6. Конструкция существенных узла и тора, вложенных в S2 × S1.

Определение 3. Многообразия (V, ηV ) и (V ′, ηV ′) называются эквивалентными,
если существует гомеоморфизм ϕ : V → V ′ такой, что ηV ′ϕ∗ = ηV .

Определение 4. Два гладких подмногообразия a ⊂ V и a′ ⊂ V ′ называются
эквивалентными, если существует гомеоморфизм ϕ : V → V ′ такой, что ηV ′ϕ∗ = ηV

и ϕ(a) = a′.

Определение 5. Гладкое подмногообразие a ⊂ V называется ηV -существен-
ным, если ηV (ia∗(π1(a))) ̸= 0, где ia : a→ V есть отображения включения.

Проиллюстрируем эти определения для многообразия S2 × S1. Представим мно-
гообразие S2 × S1 как пространство орбит (R3\{O})/as гомотетии as, где as есть
гомотетия, заданная формулой as(x) = 0.5x (x = (x1, x2, x3)). Легко проверить, что
естественная проекция p : R3\O → S2 × S1 является накрывающим отображением,
которое индуцирует эпиморфизм3) ηS2×S1 : π1(S2 × S1) → Z.

Обозначим γ̂0 = p(Ox+
1 ), λ̂0 = p(Ox2x3\O), где Ox+

1 – положительная полуось,
Ox2x3 – координатная плоскость x1 = 0. На рис. 6 показан сферический слой, огра-
ниченный сферами радиусов 1 и 0.5. Если мы отождествим точки, которые лежат на
границе сферического слоя и принадлежат одному и тому же радиусу, проходящему
через точку O, мы получим многообразие S2×S1. Более того, если мы отождествим
крайние точки отрезка с одинаковыми номерами (1), мы получим узел γ̂0, а если
мы отождествим крайние точки, лежащие на одном и том же луче, принадлежащие
окружностям с одинаковыми числами (2) и ограничивающие 2-кольцо, мы получим
тор λ̂0 (γ̂0 и λ̂0 вложены в S2 × S1).

Легко проверить, что γ̂0 (соответственно, λ̂0) является ηS2×S1-существенным уз-
лом (соответственно, тором) в многообразии (S2 × S1, ηS2×S1).

Определение 6. Узел (тор) γ̂(λ̂) в многообразии (S2 × S1, ηS2×S1) называется
тривиальным, если он эквивалентен узлу (тору) γ̂0(λ̂0).

Предложение 3. Каждый ηs
S2×S1-существенный тор λ̂ ⊂ (S2×S1, ηs

S2×S1) огра-
ничивает заполненный тор S2 × S1 .

3)Рассмотрим гомотопический класс [c] ∈ π1(S2 × S1) петли c : R/Z → S2 × S1. Тогда петля
c : [0, 1] → S2×S1 поднимается в кривую c̄ : [0, 1] → R3\{O}, соединяющую точку x с точкой (as)n(x)
для некоторого n ∈ Z, где n не зависит от поднятия. Тогда мы определяем ηs

S2×S1
([c]) = n.
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Рис. 7. Фазовый портрет диффеоморфизма из класса P.

Предложение 4. Узел γ̂ (тор λ̂) в многообразии (S2 × S1, ηs
S2×S1) является

тривиальным тогда и только тогда, когда существует его трубчатая окрест-
ность N(γ̂) (соответственно N(λ̂)) в многообразии S2 × S1 такая, что многооб-
разие (S2×S1)\N(γ̂)((S2×S1)\N(λ̂)) гомеоморфно заполненному тору (паре запол-
ненных торов).

Обозначим через P класс диффеоморфизмов Морса–Смейла, у которых неблуж-
дающее множество состоит из источника αf , седла σf и стоков ω1

f , ω2
f . Фазовый

портрет диффеоморфизма из класса P показан на рис. 7. Пикстон построил пример
из класса P, упомянутого выше, поэтому мы называем класс P классом Пикстона.
Мы опускаем ниже индекс f в обозначениях неподвижных точек.

Удивительным фактом является существование счетного множества несопряжен-
ных диффеоморфизмов в классе P. Чтобы понять это, мы опишем ниже узловой
топологический инвариант, предложенный в работе [8]. Более того, этот инвари-
ант объясняет существование в классе P диффеоморфизмов, для которых седловая
неподвижная точка обладает дико вложенными одномерными и двумерными сепа-
ратрисами.

Обозначим через ℓ1, ℓ2 неустойчивые одномерные сепаратрисы точки σ. Соглас-
но Смейлу [13] замыкание cl(ℓi), i = 1, 2, гомеоморфно простой компактной дуге,
состоящей из самой сепаратрисы и двух ее граничных точек: σ и стока (см. пред-
ложение 2.3 в [10]). Более того, замыкания сепаратрис ℓ1 и ℓ2 содержат разные
стоки (см. cледствие 2.2 в [10]). Пусть для определенности ωi принадлежит cl(ℓi)
(см. рис. 7). Для i = 1, 2 обозначим Vi = W s(ωi)\{ωi}. Обозначим через V̂i = Vi/f

соответствующее пространство орбит и пусть pi : Vi → V̂i – естественная проек-
ция, которая является накрытием, индуцирующим эпиморфизм ηi : π1(V̂i) → Z.
Так как для рассматриваемого стока ωi ограничение f |Vi

топологически сопряже-
но с a : R3\{O} → R3\{O}, то многообразие (V̂i, ηi) эквивалентно многообразию
(S2 × S1, ηs

S2×S1) и множество ℓ̂i = pi(ℓi) является ηi-существенным узлом в много-
образии V̂i таким, что ηi(iℓ̂i∗(π1(ℓ̂i))) = Z (см. теорему 2.3 в [10]).

В работе [7] (см. теорему 1 в указанной работе) было доказано, что по крайней
мере один из узлов ℓ̂1, ℓ̂2 тривиален (см. также предложение 4.3 в [10]). Мы пред-
положим ниже для определенности, что узел ℓ̂1 тривиален.

Следующий результат был доказан в [8] (теорема 3) (см. также теорему 4.3 в [10]).

Предложение 5. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ P топологически сопряжены тогда
и только тогда, когда узлы ℓ̂2(f) и ℓ̂2(f ′) эквивалентны.
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Рис. 8. Фазовый портрет диффеоморфизма из класса P и проекция седло-
вых сепаратрис в фактор-пространствах.

Следовательно, класс эквивалентности узла ℓ̂2(f) является полным топологиче-
ским инвариантом для диффеоморфизмов из класса Пикстона. Более того, спра-
ведливо следующее утверждение о реализации (см. теорему 2 в [8] и теорему 4.4
в [10]).

Предложение 6. Для каждого узла ℓ̂ ⊂ (S2 × S1, ηs
S2×S1) такого, что

ηs
S2×S1(iℓ̂∗(π1(ℓ̂))) = Z,

существует диффеоморфизм f : S3 → S3 из класса P такой, что узлы ℓ̂ и ℓ̂2(f)
являются эквивалентными.

Мазур [16] построил пример существенного и нетривиального узла, вложенного
в S2×S1. Согласно предложению 6 существует диффеоморфизм f из класса Пикс-
тона такой, что в точности одна неустойчивая одномерная сепартриса и устойчивая
двумерная сепаратриса седловой точки σ являются дико вложенными.

На рис. 8 показаны узел Мазура l̂uσ, который появляется в фактор-пространст-
ве Ŵ s(ω2), и существенный тор l̂sσ, вложенный Ŵu(α), который является трубчатой
окрестностью узла Мазура.

2.3. Диффеоморфизмы с дико вложенными пучками.

Определение 7. Для k ∈ N назовем k-пучком Fk в Rn в точке p объединение

k простых кривых A1, . . . , Ak, Fk =
k⋃

i=1

Ai, с единственной общей точкой p такой,

что p есть граничная точка каждой кривой Ak, k > 1, и Ai ∩Aj = p, i ̸= j.
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Рис. 9. Конструкция дикого 2-пучка в R3.

Определение 8. Пусть имеется k-пучок Fk =
k⋃

i=1

Ai. Тогда:

• Fk =
k⋃

i=1

Ai называется стандартным, если дуга Ai лежит в плоскости Ox1x2

и определена как ϕ = 2π(i− 1)/k, где ρ, ϕ являются полярными координатами
в Ox1x2.

• Fk =
k⋃

i=1

Ai называется ручным, если существует гомеоморфизм ϕ : Rn → Rn

такой, что ϕ(Fk) является стандартным пучком. В противном случае пучок
Fk называется диким.

• Fk =
k⋃

i=1

Ai называется умеренно диким, если пучок Fk\(Ai\p) является руч-

ным для каждого i ∈ {1, . . . , k}.

Можно легко построить дикий k-пучок, если предположить, что дуга A1 явля-
ется дикой дугой ℓ̃ примера Артина–Фокса [6]. Однако тот факт, что каждая ду-
га Ai ручная, не означает, что пучок Fk ручной. Рис. 9б показывает пример ди-
кого 2-узла. Граничные точки α1, α2, β1, β2 рассматриваемых дуг α, β склеены
посредством φ(α1) = α2, φ(β1) = β2 и A1 =

⋃
k∈Z

φk(a) ∪ O, A2 =
⋃

k∈Z
φk(b) ∪ O,

F2 = A1 ∪ A2. Из предложения 2 следует, что обе дуги A1, A2 являются ручными.
Дебруннер и Фокс [17] представили конструкцию умеренно дикого k-пучка для каж-
дого k > 1.

Пусть f – диффеоморфизм Морса–Смейла. Предположим, что его неблуждаю-
щее множество NW (f) имеет сток ω, для которого существует такая одномерная
неустойчивая сепаратриса ℓσ седла σ ∈ NW (f), что ее замыкание содержит в точ-
ности две граничные точки ω и σ. Обозначим через Lω = {ℓ1, . . . , ℓk} множество
всех таких неустойчивых одномерных сепаратрис, примыкающих к ω. Поскольку
W s

ω гомеоморфно R3 и множество Lω ∪ ω есть объединение простых дуг с общей
точкой ω, мы назовем Lω ∪ ω пучком одномерных неустойчивых сепаратрис, ана-
логично пучку в R3 [17].

Определение 9. Пучок сепаратрис Lω ∪ω называется ручным, если существует
гомеоморфизм ψω : W s

ω → R3 такой, что ψω(Lω ∪ ω) является стандартным пучком
дуг в R3. В противном случае пучок сепаратрис называется диким.
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Рис. 10. Фазовый портрет диффеоморфизма Морса–Смейла на S3 с уме-
ренно диким пучком сепаратрис.

В статье [18] использован метод, аналогичный описанному в п. 2.2, для построения
диффеоморфизма Морса–Смейла, имеющего умеренно дикий пучок одномерных се-
паратрис (см. рис. 10).

3. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ
НА СФЕРЕ S3 С ДИКО ВЛОЖЕННЫМИ
СЕПАРАТРИСНЫМИ МНОЖЕСТВАМИ

Теперь построим периодическое векторное поле на сфере S3 с диким вложени-
ем двумерного неустойчивого сепаратрисного множества и трехмерного устойчиво-
го сепаратрисного многообразия для седловой ИК с экспоненциальной дихотомией
на R типа (3, 2). Также будет получено другое периодическое векторное поле S3,
имеющее умеренно дикий пучок двумерных сепаратрисных многообразий.

Начнем с некоторого диффеоморфизма f класса Пикстона на сфере S3, кото-
рый имеет один гиперболический источник α, одно седло σ типа (2, 1) (двумерное
устойчивое и одномерное неустойчивое многообразия) и два гиперболических сто-
ка ω1, ω2. Устойчивое двумерное многообразие неподвижной точки σ содержит
в своем замыкании неподвижную точку α, т. е. все траектории диффеоморфизма f
с начальными точками на W s(σ), за исключением самой σ, имеют единственную
α-предельную точку α и единственную ω-предельную точку σ. Замыкание множе-
стваW s(σ) есть топологически вложенная сфера Σ в S3, она является границей двух
открытых 3-шаров D1, D2. Неподвижная точка ω1 (сток) лежит внутри шара D1,
другой сток ω2 лежит внутри другого шара D2. Мы предполагаем, что одномер-
ная сепаратриса точки σ, которая входит в D2, является дико вложенной. Отсюда
следует, что устойчивое многообразие W s(σ) также является дико вложенным (см.
рис. 2).

Теперь рассмотрим надстройку над f . Как следует из результатов Серфа [19],
любые два сохраняющие ориентацию диффеоморфизма в S3 могут быть соединены
гладкой дугой. Отсюда следует, что f диффеотопен idS3 и многообразие Mf гомео-
морфно S3 × S1, и, более того, структура прямого произведения может быть полу-
чена с помощью некоторого диффеоморфизма (см. выше). Фиксируем эту струк-
туру и рассмотрим далее надстройку как стандартное многообразие S3 × S1. Та-
ким образом, поток надстройки имеет одну вполне неустойчивую периодическую
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траекторию, одну седловую периодическую траекторию типа (3, 2) и две вполне
устойчивые периодические траектории, все они являются гиперболическими пери-
одическими траекториями. Проекция любой из этих периодических траекторий на
базу является взаимно однозначным соответствием.

Напомним, что поток надстройки является потоком Морса–Смейла. Все его пе-
риодические траектории гиперболические, а любая другая траектория стремится
к одной из этих периодических траекторий при t → ±∞. Конструкция неавтоном-
ной надстройки дает периодическое векторное поле на S3, у которого все четыре
периодические ИК обладают экспоненциальной дихотомией решений на R. Типы их
дихотомии различны: две вполне устойчивые периодические траектории дают две
вполне устойчивые ИК, тип их дихотомии (4, 1) (здесь 4 – это размерность устойчи-
вого многообразия). Седловая периодическая траектория в S3

f приводит к седловой
ИК с дихотомией типа (3, 2), а вполне неустойчивая периодическая траектория дает
вполне неустойчивую ИК с дихотомией типа (1, 4). Все остальные ИК стремят-
ся к этим четырем ИК, поэтому такая ИК обладает экспоненциальной дихотомией
на R− и R+ в зависимости от типа той периодической ИК, к которой она стремится.

Теперь напомним, что диффеоморфизм f имеет гладкую кривую – неустойчи-
вое многообразие Wu(σ) седловой неподвижной точки σ. Для потока надстройки
в S3×S1 мы получаем двумерное гладкое неустойчивое многообразие Wu(γσ) седло-
вой периодической траектории γσ. Многообразие Wu(γσ) есть прямое произведение
Wu(σ) × S1, это следует из конструкции надстройки. Если одна из двух неустой-
чивых сепаратрис точки σ дико вложена в S3 (см. выше), то одна из связных ком-
понент пересечения (обозначим ее Στ ) S3

τ ∩Wu(γσ), τ ∈ S1, есть дико вложенная
кривая в S3

τ .
Предположим для определенности, что сток ω2 является ω-предельным множе-

ством для всех траекторий на дико вложенной сепаратрисе седла σ. Будем говорить,
что соответствующая компонента множества Wu(σ)×S1\γσ является дико вложен-
ной в S3×S1. Следующее рассуждение характеризует это дикое вложение. Выберем
гладкий 3-диск D, трансверсальный периодической траектории γω2 в некоторой ее
точке. Тогда дико вложенная компонента пересекает этот диск вдоль гладкого луча
с крайней точкой D ∩ γω2 , являющейся точкой дикости.

Лемма 2. Если потоки f t, f ′t ∈ P̃ топологически эквивалентны и f t обладает
дико вложенной связной компонентой множества Wu(γS)\γS , то это же спра-
ведливо для потока f ′t .

Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 2. Существует такое гладкое 1-периодическое векторное поле v
на S3 , что v градиентноподобно, имеет только четыре 1-периодических ИК, обла-
дающих экспоненциальной дихотомией на R: вполне неустойчивую (типа (1, 4)),
одну седловую типа (3, 2) и две вполне устойчивые типа (4, 1). Седловая периоди-
ческая ИК имеет дико вложенные двумерное и трехмерное сепаратрисные мно-
жества.

Аналогичным образом, начиная с диффеоморфизма сферы S3, имеющего умерен-
но дикий пучок сепаратрис, описанный выше, мы получим 1-периодическое вектор-
ное поле на S3, которое имеет одну вполне неустойчивую ИК, одну вполне устой-
чивую ИК и n > 2 седловых периодических ИК с экспоненциальной дихотомией
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типа (3, 2) на R, у которых n > 2 двумерных неустойчивых сепаратрис образуют
умеренно дикий пучок, также их n трехмерных устойчивых сепаратрис образуют
умеренно дикий пучок, аналогичный тому, который изображен на рис. 10.

Построенное выше 1-периодическое векторное поле имеет весьма простую струк-
туру слоения на ИК. Выберем некоторые достаточно тонкие равномерные окрест-
ности Uj этих особых ИК, j = 1 − 4. Их можно выбрать таким образом, чтобы
время перехода с одной компоненты границы множества M × R ⊂ ∪jUj на ее дру-
гую компоненту было ограничено сверху и снизу положительными постоянными,
не зависящими от выбора ИК. Это позволяет доказать, что такое неавтономное
векторное поле структурно устойчиво относительно достаточно малых равномерно
ограниченных возмущений. Сформулируем соответствующее утверждение относи-
тельно построенных неавтономных векторных полей.

Теорема 3. Любое достаточно малое равномерное возмущение такого вектор-
ного поля v дает неавтономное векторное поле v′ , которое равномерно эквивалент-
но исходному, т.е. существует эквиморфизм h : S3 × R → S3 × R, который пере-
водит слоение Lv в слоение Lv′ .

Благодаря очень простой структуре слоения Lv доказательство почти очевидно,
тем не менее оно требует некоторой техники и будет проведено в другой работе.

4. ВОЗМУЩЕНИЯ

В этом разделе мы добавляем возмущения в векторные поля, построенные в пре-
дыдущем разделе, причем таким образом, что их структура остается такой же, но
в зависимости от выбранного возмущения возмущенное векторное поле будет почти
периодическим или даже нерекуррентным по времени.

Согласно теореме 3 поле v структурно устойчиво относительно малых равномер-
ных возмущений вида v+ εv1, задаваемых ограниченным равномерно непрерывным
отображением v1 : R → V r(S3) в банахово пространство V r(S3), r > 1. В частно-
сти, такое возмущение может быть выбрано почти периодическим. В этом случае,
поскольку любая из четырех периодических ИК обладает экспоненциальной дихо-
томией на R (различных типов), возмущенное почти периодическое векторное поле
будет иметь в малой равномерной окрестности каждой ИК почти периодическую
ИК того же типа дихотомии. Более того, возмущенное векторное поле будет гра-
диентноподобным и любая из его ИК будет стремится к одной из четырех почти
периодических ИК и обладать экспоненциальной дихотомией на R±. Выбрав возму-
щение малым, но нерекуррентным по времени, мы получим векторное поле с такой
же структурой слоения, но особые ИК будут нерекуррентны.

Таким же образом строятся почти периодические и нерекуррентные неавтоном-
ные векторные поля, обладающие умеренно дикими пучками сепаратрис.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Элементарные сведения из равномерной топологии

Для удобства читателя мы напомним некоторые понятия из равномерной топо-
логии. Основные определения теории равномерных пространств со всеми деталями
можно найти в [14].
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Множество X называется равномерным пространством, если на X × X задан
набор его подмножеств U , удовлетворяющих следующим условиям (если это так, U
называется равномерностью):

1) каждый элемент из U содержит диагональ ∆ = ∪x∈X{(x, x)};
2) если U ∈ U , то U−1 ∈ U , где U−1 – множество всех пар (y, x), у которых

(x, y) ∈ U ;
3) для любого U ∈ U существует такое V ∈ U , что V ❛V ⊂ U , здесь V ❛V означает

композицию: (x, z) ∈ V ❛V , если существует такое y ∈ X, что (x, y) ∈ V
и (y, z) ∈ V ;

4) если U, V ∈ U , то U ∩ V ∈ U ;
5) если U ∈ U и U ⊂ V ⊂ X ×X, то V ∈ U .

Если X – метрическое пространство с метрикой d, то условие 1 соответствует свой-
ству d(x, x) = 0, условие 2 соответствует симметрии d: d(x, y) = d(y, x). Условие 3
соответствует неравенству треугольника: для любой точки x ∈ X и любого шара
радиуса r с центром в x существует шар радиуса r/2 с центром в той же точке.
Условия 3 и 5 аналогичны аксиомам окрестностей точки для топологии, которая
определяется равномерностью.

Равномерность U на данном множестве X можно определить многими способа-
ми, получая тем самым различные равномерные пространства. Это использовалось
выше, где на множестве M × R были определены различные равномерные струк-
туры. Если (X,U), (Y,V) – два равномерных пространства, то определяется по-
нятие равномерного отображения h : X → Y . Именно, отображение h : X → Y
равномерно непрерывно относительно U ,V, если для любого V ∈ V множество
{(x, y) | (h(x), h(y)) ∈ V } принадлежит U . Если h : X → Y взаимно однозначно
и оба h, h−1 равномерно непрерывны, то h называется эквиморфизмом. В этом слу-
чае равномерные пространства (X,U), (Y,V) называются равномерно эквивалент-
ными или эквиморфными.

Равномерность U на множестве X, делающая его равномерным пространством
(X,U), задает определенную топологию на X, делая его топологическим простран-
ством. Это пространство может иметь различные топологические свойства. Об-
ратно, каждая регулярная4) топология T на X является равномерной топологией,
которая соответствует некоторой равномерности, но такая равномерность, вообще
говоря, не единственна. Но если топологическое пространство компактно и регу-
лярно, то существует единственная равномерность, порождающая топологию T .

Конфликт интересов. Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Список литературы

[1] Б. М. Левитан, В.В. Жиков, Почти-периодические функции и дифференциальные
уравнения, Изд-во Моск. ун-та, М., 1978.

[2] C. Corduneanu, Almost Periodic Oscillations and Waves, Springer, New York, 2009.

[3] Л.М. Лерман, Л. П. Шильников, “О классификации грубых неавтономных динамиче-
ских систем 2-го порядка с конечным числом ячеек”, Докл. АН CCCР, 209:3 (1973),
544–547.

4)Топологическое пространство регулярно тогда и только тогда, когда для любой его точки x
и любой ее окрестности U существует замкнутая окрестность V точки x, для которой V ⊂ U .

https://doi.org/10.1007/978-0-387-09819-7
http://mi.mathnet.ru/rus/dan37541
http://mi.mathnet.ru/rus/dan37541
http://mi.mathnet.ru/rus/dan37541


32 В. З. ГРИНЕС, Л.М. ЛЕРМАН

[4] Л.М. Лерман, О неавтономных динамических системах типа Морса–Смейла, Дисс.
. . . канд. физ.-матем. наук, Горьк. гос. ун-т им. Н. И. Лобачевского, Горький, 1975.
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