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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé
â âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè äâóõ M -êðèâûõ ñòåïåíè 4. Íà èçó÷àåìûå ðàñïîëîæåíèÿ
íàëîæåíû óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè (îâàë îäíîé èç ýòèõ êðèâûõ èìååò 16 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
îáùèõ òî÷åê ñ îâàëîì äðóãîé èç íèõ) è óñëîâèå êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà, âûäåëÿþùåå ñïå-
öèàëüíûé òèï òàêèõ ðàñïîëîæåíèé. Ïåðå÷èñëåíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè
ðàñïîëîæåíèé ýòîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèå èçâåñòíûì ôàêòàì î òîïîëîãèè íåîñîáûõ êðèâûõ
è òîïîëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì òåîðåìû Áåçó. Òàêèõ ìîäåëåé îêàçàëîñü áîëåå 2000. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû êðèâûõ ñòåïåíè 8, ðåàëèçóþùèõ íåêîòîðûå èç ýòèõ ìîäåëåé, è äîêàçàíî, ÷òî 1734 ìîäå-
ëåé íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êðèâûìè ñòåïåíè 8. Äîêàçàòåëüñòâà íåðåàëèçóåìîñòè ïðîâîäÿòñÿ
ìåòîäîì Îðåâêîâà, îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïëîñêèå âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, ðàñïàäàþùèåñÿ êðèâûå, êâà-
çèïîëîæèòåëüíûå êîñû, ìåòîä Îðåâêîâà, íåðàâåíñòâî Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà, óñëîâèå Ôîêñà-
Ìèëíîðà.
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ON THE MUTUAL DISPOSITIONS OF TWO M-CURVES OF DEGREE 4

N. D. PUCHKOVA

Abstract. We consider the problem of topological classification of mutual dispositions in the real pro-
jective plane of two M -curves of degree 4. We studi arrangements which are subject to the maximality
condition (the oval of one of these curves has 16 pairwise different common points with the oval of the
other of them) and some combinatorial condition to select a special type of such arrangements. Pairwise
different topological models of arrangements of this type are listed, which satisfy the known facts about
the topology of nonsingular curves and the topological consequences of Bezout’s theorem. There are
more than 2000 such models. Examples of curves of degree 8 realizing some of these models are given,
and it is proved that 1734 models cannot be realized by curves of degree 8. Proofs of non-realizability
are carried out by Orevkov’s method based on the theory of braids and links.

Keywords and phrases: Plane real algebraic curves, decomposable curves, quasi-positive braids,

Orevkov’s method, Murasugi-Tristram inequality, Fox-Milnor condition.

1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåîñîáûõ ïëîñêèõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-
âûõ ñôîðìóëèðîâàíà â ïåðâîé ÷àñòè 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà. Íà äàííûé ìîìåíò çàâåðøåíà
êëàññèôèêàöèÿ íåîñîáûõ êðèâûõ äî ñåäüìîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî.
Íàðÿäó ñ èçó÷åíèåì íåîñîáûõ êðèâûõ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ ðàñïà-

äàþùèåñÿ êðèâûå. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàñïàäàþùèõñÿ êðèâûõ ñòåïåíè 6 ïðè íåêîòî-
ðûõ óñëîâèÿõ ìàêñèìàëüíîñòè è îáùåãî ïîëîæåíèÿ áûëà íàéäåíà Ã.Ì. Ïîëîòîâñêèì â 1977 ã. [4],
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à î êðèâûõ ñòåïåíè 7 ïî÷òè çàâåðøåíà, åé çàíèìàëàñü áîëüøàÿ ãðóïïà àâòî-
ðîâ (À.Á. Êîð÷àãèí, Ã.Ì. Ïîëîòîâñêèé, Ñ.Þ. Îðåâêîâ, Å.È. Øóñòèí è äð., áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè ñì. â [1]). Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé â âåùåñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 äâóõ íåîñîáûõ M -êðèâûõ ñòåïåíè 4, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæå-
íèè. Äàëåå â ðàáîòå ââîäèòñÿ îïðåäåëåííûé òèï òàêèõ ðàñïîëîæåíèé, ðàññìîòðåíèåì êîòîðîãî
îãðàíè÷èâàåìñÿ ââèäó áîëüøîãî ÷èñëà âñåõ ïîäëåæàùèõ èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòåé.
Àâòîð áëàãîäàðèò Ã.Ì. Ïîëîòîâñêîãî çà ïðåäëîæåííóþ çàäà÷ó è ïîìîùü â ðàáîòå.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

×åðåç Ck áóäåì îáîçíà÷àòü âåùåñòâåííóþ ïðîåêòèâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ ñòåïåíè k,
ò. å. îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îò òð¼õ ïåðåìåííûõ,
à ÷åðåç RCk � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ òî÷åê êðèâîé Ck, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê âåùåñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí Ck îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí C8 ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 4: C8 = C4 · C̃4, ò. å.

RC8 = RC4 ∪ RC̃4. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òðîåê

(RP 2,RC8,RC4) (1)

ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

1) Êðèâûå C4 è C̃4 ÿâëÿþòñÿ M -êðèâûìè, ò. å. êàæäàÿ èç íèõ ñîñòîèò â RP 2 èç ÷åòûð¼õ ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îâàëîâ (äâóñòîðîííå âëîæåííûõ â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ
îêðóæíîñòåé), ëåæàùèõ âíå äðóã äðóãà.

2) Îáùèå âåùåñòâåííûå òî÷êè êðèâûõ C4 è C̃4 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è èõ ÷èñëî ìàêñèìàëüíî, ò. å.

#(RC4 ∩ RC̃4) = 16.

3) Âñå ýòè 16 òî÷åê ëåæàò íà îäíîì îâàëå êðèâîé C4 è íà îäíîì îâàëå êðèâîé C̃4.

Íàçîâ¼ì òîïîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàñïàäàþùåéñÿ êðèâîé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà (äëÿ êðàò-
êîñòè íèæå � ïðîñòî �ìîäåëü�) íàáîð âîñüìè òîïîëîãè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå âëîæåíû â
RP 2 äâóñòîðîííå è êîòîðûå âåäóò ñåáÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà è ðàñïîëîæåíèÿ îáùèõ òî÷åê òàê,
êàê äâå êðèâûå ñòåïåíè 4 ïðè óñëîâèÿõ 1) � 3) âûøå. Íàøà çàäà÷à � âûÿñíèòü, êàêèå ìîäåëè
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê îáúåäèíåíèå äâóõ M -êðèâûõ ñòåïåíè 4, à êàêèå � íåò.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî èçó÷åíèåì ñïåöèàëüíîãî âèäà ïåðåñå-

÷åíèÿ âåòâåé, êîòîðûé ââåä¼ì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äâóõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü îâàë O öåëèêîì ëåæèò â àôôèííîé ïëîñêîñòè1. Ðàññìîòðèì íåçà-
ìêíóòóþ äóãó áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, òîæå öåëèêîì ëåæàùóþ â àôôèííîé ïëîñêîñòè è ïåðåñåêàþ-
ùóþ îâàë O â âîñüìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Ýòó äóãó áóäåì íàçûâàòü îáðàçóþùåé äóãîé. Ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ãðàíèöà ε-îêðåñòíîñòè ýòîé äóãè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîé îâàë, êîòîðûé
ïåðåñåêàåò èñõîäíûé îâàë O â 16 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ýòîò âòîðîé îâàë áóäåì íàçûâàòü
çìå¼é, à òàêîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ îâàëîâ áóäåì íàçûâàòü ïåðåñå÷åíèåì âåòâåé òèïà
�çìåÿ, îáâèâàþùàÿñÿ âîêðóã îâàëà�.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 1 îäèí (à, çíà÷èò, è âòîðîé) êîíåö îáðàçóþùåé
äóãè ëåæèò â íåîðèåíòèðóåìîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ ê îâàëó O, è èç ýòîãî êîíöà ìîæíî �óéòè
íà áåñêîíå÷íîñòü� 2, íå ïåðåñåêàÿ îâàë O è îáðàçóþùóþ äóãó, òî îòâå÷àþùóþ òàêîé äóãå çìåþ
íàçîâ¼ì �çìå¼é ñî ñâîáîäíûì êîíöîì�.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé ñïèñîê îãðàíè÷åíèé, âûäåëÿþùèé êëàññ êðèâûõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â
ýòîé ðàáîòå, ñîñòîèò èç óñëîâèé ìàêñèìàëüíîñòè è îáùåãî ïîëîæåíèÿ 1) � 3) è èç ïðåäïîëîæåíèÿ,
÷òî ïåðåñå÷åíèå îâàëîâ èìååò òèï �çìåÿ ñî ñâîáîäíûì êîíöîì, îáâèâàþùàÿñÿ âîêðóã îâàëà�3.
Ïóñòü èìååòñÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 8, ðàñïàäàþùàÿñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèâûõ ñòåïåíè 4, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ âñåì íàëîæåííûì îãðàíè÷åíèÿì. Â äàëüíåéøåì êðèâóþ ñòåïåíè 4, îäèí èç îâàëîâ
êîòîðîé åñòü çìåÿ, áóäåì íàçûâàòü êðèâîé íîìåð 1, à êðèâóþ ñòåïåíè 4, âîêðóã îâàëà êîòîðîé
îáâèâàåòñÿ çìåÿ, áóäåì íàçûâàòü êðèâîé íîìåð 2. Îâàëû, íà êîòîðûõ íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (â
íàøåì ñëó÷àå òàêèõ îâàëîâ øåñòü: òðè îâàëà êðèâîé íîìåð 1 è òðè îâàëà êðèâîé íîìåð 2), íà-
çûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ 1) îâàëû, ïðèíàäëåæàùèå êðèâîé ñ îäíèì
íîìåðîì, ëåæàò âíå äðóã äðóãà.

1Äëÿ îâàëà M -êðèâîé ñòåïåíè 4 ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, âûáðàâ â êà÷åñòâå îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò â
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñëåãêà ñäâèíóòóþ äâîéíóþ êàñàòåëüíóþ ê ýòîé êðèâîé.

2Ò. å. ñîåäèíèòü åãî ñ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ ìîäåëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
3Óñëîâèå ñâîáîäíîãî êîíöà çìåè, ââåä¼ííîå îïðåäåëåíèåì 2, íàëîæåíî äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàññìàòðè-

âàåìûõ âîçìîæíîñòåé. Ñëó÷àé çìåé áåç ñâîáîäíîãî êîíöà áóäåò ðàññìîòðåí â äðóãîé ðàáîòå.
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Çàíóìåðóåì íà îâàëå1 êðèâîé íîìåð 2 ïîäðÿä 8 òî÷åê � òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îâàëà ñ îáðàçóþùåé
äóãîé. Òîãäà ðàñïîëîæåíèå îáðàçóþùåé äóãè îòíîñèòåëüíî ïåðåñåêàåìîãî åþ îâàëà ìîæíî êîäè-
ðîâàòü ïîäñòàíîâêîé ïîðÿäêà 8, çàïèñü êîòîðîé â âèäå öèêëà ïîëó÷àåòñÿ âûïèñûâàíèåì íîìåðîâ
òî÷åê íà îâàëå, ïðîõîäèìûõ ïðè äâèæåíèè ïî îáðàçóþùåé äóãå îò îäíîãî å¼ êîíöà äî âòîðîãî.
Êàê îáû÷íî äåëàåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷, êëàññèôèêàöèÿ òðîåê âèäà (1) ðàçáèâàåòñÿ

íà òðè ýòàïà:
1. Ïåðå÷èñëåíèå ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íàëîæåííûì óñëîâèÿì.
2. Çàïðåòû äîïóñòèìûõ â ñèëó ï. 1 ìîäåëåé.
3. Ðåàëèçàöèÿ íåçàïðåù¼ííûõ ìîäåëåé àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà.
Ìû áóäåì äîêàçûâàòü çàïðåòû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áåçó è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Îðåâêîâà, îñíî-

âàííîãî íà òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé.

3 Ïåðå÷èñëåíèå äîïóñòèìûõ ïîäñòàíîâîê

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàñïîëîæåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ïîäñòàíîâêå ñî âòîðûì ýëå-
ìåíòîì 2 (3, 4), íàéä¼òñÿ ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå, êîòîðîìó îòâå÷àåò ïîäñòàíîâêà ñî âòîðûì
ýëåìåíòîì 8 (cîîòâåòñòâåííî, 7, 6) (ñì. ðèñ. 1), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ïîäñòà-
íîâêè ñî âòîðûì ýëåìåíòîì 6 5.
Åñëè äâóì ðàçíûì ïîäñòàíîâêàì ñîîòâåòñòâóþò ãîìåîìîðôíûå ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ, òî îñòà-

âèì ïîäñòàíîâêó, êîòîðàÿ ìåíüøå â ñìûñëå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.
C ïîìîùüþ óñòðàíåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (ýòè óñòðàíåíèÿ íåçàâèñèìû â ñèëó òåî-

ðåìû Áðþçîòòè � ñì., íàïðèìåð, [3]) äîêàæåì, ÷òî ðàñïîëîæåíèÿ, îòâå÷àþùèå íåêîòî-
ðûì ïîäñòàíîâêàì, íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êðèâîé ñòåïåíè 8. Íàïðèìåð, êðèâàÿ
ðèñ. 3, ïîëó÷àåìàÿ óñòðàíåíèåì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íà ðèñ. 2, èìååò ãíåçäî2 âåñà 3 è ãíåçäî
âåñà 2 ñ ðàçëè÷íûìè âíåøíèìè îâàëàìè; èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ðàñïîëîæåíèå îâàëîâ íå ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî êðèâîé ñòåïåíè 8 (â ñèëó ïðîòèâîðå÷èÿ òåîðåìå Áåçó ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ ïðÿìîé),
ïîýòîìó íåðåàëèçóåìî è ðàñïîëîæåíèå ðèñ. 2.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ïðèìåíåíèåì îïèñàííîãî ïðè¼ìà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Ïîëíûé ñïèñîê ïîäñòàíîâîê, îòâå÷àþùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûì îáðàçóþùèì äóãàì

äëÿ íå ïðîòèâîðå÷àùèõ òåîðåìå Áåçó ìîäåëåé ðàñïîëîæåíèé äâóõ êðèâûõ ñòåïåíè 4 òèïà �çìåÿ
ñî ñâîáîäíûì êîíöîì, îáâèâàþùàÿñÿ âîêðóã îâàëà�, ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîäñòàíîâîê:

1. (1,2,3,4,5,6,7,8)
2. (1,2,3,4,5,6,8,7)
3. (1,2,3,4,5,8,7,6)
4. (1,2,3,4,6,7,8,5)
5. (1,2,3,4,7,6,5,8)
6. (1,2,3,4,8,7,6,5)

7. (1,2,3,6,5,4,7,8)
8. (1,2,3,6,5,4,8,7)
9. (1,2,3,6,7,8,5,4)
10. (1,2,3,8,7,4,5,6)
11. (1,2,4,5,6,7,8,3)
12. (1,2,5,6,7,4,3,8)

13. (1,2,6,5,4,7,8,3)
14. (1,2,6,7,8,5,4,3)
15. (1,2,7,6,5,4,3,8)
16. (1,2,8,7,6,5,4,3)
17. (1,4,3,2,6,7,8,5)
18. (1,4,3,2,7,6,5,8)

19. (1,4,3,2,8,7,6,5)
20. (1,4,5,6,7,8,2,3)
21. (1,4,5,8,7,6,2,3)

1Çäåñü è íèæå, ãäå ýòî íå äîëæíî ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì, ìû äîïóñêàåì äëÿ êðàòêîñòè âîëüíîñòü ðå÷è,
ãîâîðÿ âìåñòî �íà ìîäåëè îâàëà� ïðîñòî �íà îâàëå�.

2Ãíåçäîì âåñà s íàçûâàåòñÿ íàáîð èç s îâàëîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî îêðóæàþùèõ äðóã äðóãà.
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4 Ïåðå÷èñëåíèå âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé ñâîáîäíûõ îâàëîâ

Ïîêàæåì, êàê îïðåäåëÿþòñÿ äîïóñòèìûå èçâåñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè âîçìîæíîñòè äëÿ ðàñïî-
ëîæåíèÿ ñâîáîäíûõ îâàëîâ, ðàññìîòðåâ êîíêðåòíûé ïðèìåð � çìåþ, îòâå÷àþùóþ ïîäñòàíîâêå
(1,2,3,4,5,6,8,7), ñì. ðèñ. 4.

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5 Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Íàéäåì ñíà÷àëà âñå âîçìîæíûå îáëàñòè äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ îâàëîâ êðèâîé íîìåð 1. Íàïîìíèì,
÷òî ýòè îâàëû äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ âíå äðóã äðóãà è âíå çìåè.
Äîïîëíåíèå ê ïåðåñåêàþùèìñÿ îâàëàì âíå çìåè ñîñòîèò èç 9 îáëàñòåé. Ïðîíóìåðóåì ýòè îáëà-

ñòè � ñì. ðèñ. 4 � è áóäåì ñìîòðåòü, äîïóñòèìî ëè ðàñïîëîæåíèå â íèõ ñâîáîäíûõ îâàëîâ. Òàê, â
îáëàñòè ñ íîìåðîì 2 ñâîáîäíûé îâàë ëåæàòü íå ìîæåò: óñòðàíÿÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òàê, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 5, ïîëó÷èì ðàñïîëîæåíèå ñ ãí¼çäàìè âåñà 2 è âåñà 3 ñ ðàçíûìè âíåøíèìè îâàëàìè,
÷åãî íå ìîæåò áûòü ó êðèâîé ñòåïåíè 8. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü
ðàñïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîãî îâàëà êðèâîé íîìåð 1 â îáëàñòÿõ 3 � 6, 8.
Àíàëîãè÷íî íàéäåì âîçìîæíûå îáëàñòè äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ îâàëîâ êðèâîé ñ íîìåðîì 2. Ñíîâà

èìååì 9 îáëàñòåé äëÿ ñâîáîäíûõ îâàëîâ, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû íà ðèñ. 6. Òàêæå ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû Áðþçîòòè óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñâîáîäíûå îâàëû íå ìîãóò ëåæàòü â îáëàñòÿõ 2 � 6 è 9.
Ïîäâåä¼ì èòîã: äîïóñòèìî ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ îâàëîâ òîëüêî ìåæäó ÷åòûðüìÿ îáëàñòÿ-

ìè, ïðîíóìåðîâàííûìè íà ðèñ. 7, ïðè÷åì â îáëàñòè 2 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî îâàëû êðèâîé
íîìåð 1, â îáëàñòè 4 � òîëüêî îâàëû êðèâîé íîìåð 2, à â îáëàñòÿõ 1 è 3 � êàê îâàëû êðèâîé íîìåð
1, òàê è îâàëû êðèâîé íîìåð 2 (íî âíå äðóã äðóãà). Âñå ëîãè÷åñêè âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
øåñòè ñâîáîäíûõ îâàëîâ ïî ýòèì îáëàñòÿì ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, ãäå êîëè÷åñòâî îâàëîâ êðèâûõ
íîìåð 1 è íîìåð 2 îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì íîìåðàì èíäåêñàìè.

5 Çàïðåòû ñ ïîìîùüþ ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé

Íèæå îïèñûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà Îðåâêîâà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè êîñ è
çàöåïëåíèé. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ñ.Þ. Îðåâêîâûì â [6], ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà
ìîæíî íàéòè òàêæå â äðóãèõ ðàáîòàõ � ñì., íàïðèìåð, [1], [2], ïîýòîìó íàøå èçëîæåíèå áóäåò ïî
âîçìîæíîñòè êðàòêèì.
Îïÿòü ïîêàæåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå òîé æå çìåè, îòâå÷àþùåé ïîäñòà-

íîâêå (1,2,3,4,5,6,8,7).
Èçîáðàçèì èññëåäóåìîå ðàñïîëîæåíèå òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8. Çäåñü �çìåÿ� � îâàë, íàðè-

ñîâàííûé òîíêîé ëèíèåé, à îáîçíà÷åíèå îáëàñòåé öèôðàìè òàêîå æå, êàê íà ðèñ. 7.
Âûáåðåì â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òî÷êó P , íå ëåæàùóþ íà êðèâîé, òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ïðÿìàÿ

ïó÷êà ïðÿìûõ ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå ïåðåñåêàëà íàøó êðèâóþ íå ìåíåå, ÷åì â 8−2 = 6 òî÷êàõ, è
íàøëàñü áû ïðÿìàÿ lM (�ìàêñèìàëüíàÿ�), ïåðåñåêàþùàÿ ýòó êðèâóþ â 8 òî÷êàõ, ñì. ðèñ. 8. Òàêîé
ïó÷îê áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì. Ðàçðåæåì ìîäåëü ïëîñêîñòè RP 2 ïî ïðÿìîé lM è ñêëåèì
ïîëîâèíêè ïî ÷àñòÿì ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè, ó÷èòûâàÿ îòîæäåñòâëåíèå å¼ äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 9. Òàêèì îáðàçîì, lM áóäåò íîâîé �áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé ïðÿìîé�,
òî åñòü áóäåò èçîáðàæàòüñÿ ãðàíèöåé êðóãà íà íîâîé ìîäåëè.



Î ÂÇÀÈÌÍÛÕ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈßÕ ÄÂÓÕ Ì-ÊÐÈÂÛÕ ÑÒÅÏÅÍÈ 4 5

Òàáëèöà 1.

� 1 2 3 4
1 3132
2 3122 12
3 3122 12
4 3112 22
5 3112 22
6 3112 12 12
7 31 32
8 31 22 12
9 31 12 22
10 31 32
11 2132 11
12 2122 11 12
13 2122 11 12
14 2112 11 22
15 2112 11 22
16 2112 11 12 12
17 21 11 32
18 21 11 22 12
19 21 11 12 22
20 21 11 32
21 2132 11
22 2122 1112
23 2122 11 12
24 2112 1122
25 2112 11 22
26 2112 1112 12
27 21 1132
28 21 1122 12
29 21 1112 22
30 21 11 32
31 1132 21
32 1122 21 12
33 1122 21 12

� 1 2 3 4
34 1112 21 22
35 1112 21 22
36 1112 21 12 12
37 11 21 32
38 11 21 22 12
39 11 21 12 22
40 11 21 32
41 1132 21
42 1122 2112
43 1122 21 12
44 1112 2122
45 1112 21 22
46 1112 2112 12
47 11 2132
48 11 2122 12
49 11 2112 22
50 11 21 32
51 1132 11 11
52 1122 11 1112
53 1122 11 11 12
54 1112 11 1122
55 1112 11 11 22
56 1112 11 1112 12
57 11 11 1132
58 11 11 1122 12
59 11 11 1112 22
60 11 11 11 32
61 32 31
62 22 31 12
63 22 31 12
64 12 31 22
65 12 31 22
66 12 31 12 12

� 1 2 3 4
67 31 32
68 31 22 12
69 31 12 22
70 31 32
71 32 21 11
72 22 21 1112
73 22 21 11 12
74 12 21 1122
75 12 21 11 22
76 12 21 1112 12
77 21 1132
78 21 1122 12
79 21 1112 22
80 21 11 32
81 32 11 21
82 22 11 2112
83 22 11 21 12
84 12 11 2122
85 12 11 21 22
86 12 11 2112 12
87 11 2132
88 11 2122 12
89 11 2112 22
90 11 21 32
91 32 31
92 22 3112
93 22 31 12
94 12 3122
95 12 31 22
96 12 3112 12
97 3132
98 3122 12
99 3112 22
100 31 32

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9
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Èçîáðàçèì ðèñ. 9 â âèäå �ðàçâ¼ðòêè� (ó Ñ.Þ. Îðåâêîâà � òåðìèí �ïîñëîéíîå ðàñïîëîæåíèå�),
èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 10 (òåïåðü òî÷êà P � �áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ íà âåðòèêàëüíîé îñè OY �).

Ðèñ. 10

Â çàêðàøåííûõ íà ðèñ. 10 âåðòèêàëüíûõ ïîëîñàõ ãäå-òî äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ 6 ñâîáîäíûõ
îâàëîâ, êîòîðûå ïðè äâèæåíèè ïðÿìîé ïó÷êà (âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé íà ðèñ. 10) ïåðåñåêàþòñÿ
ïîî÷åð¼äíî (â ñèëó òåîðåìû Áåçó). Öèôðû â ýòèõ ïîëîñàõ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì îáëàñòåé íà
ðèñ. 8. Â ëåâîé ïîëîñå ìîãóò áûòü òîëüêî îâàëû êðèâîé íîìåð 2, â ïðàâîé � òîëüêî îâàëû êðèâîé
íîìåð 1.
Ñëåäóÿ Ñ.Þ. Îðåâêîâó, ðàçâ¼ðòêè áóäåì êîäèðîâàòü ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî X-êîäà,

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïèñûâàíèåì ñèìâîëîâ ⊂k,⊃k, xk, k ∈ {1,2, . . . , 7},
ïðè äâèæåíèè âäîëü ðàçâ¼ðòêè ñëåâà íàïðàâî; ýòè ñèìâîëû êîäèðóþò ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé
â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ ïðÿìûõ ïó÷êà (òåõ ïðÿìûõ, êîòîðûå êàñàþòñÿ êðèâîé èëè ïðîõî-
äÿò ÷åðåç äâîéíóþ òî÷êó êðèâîé) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 11. Ñèìâîë ok çàìåíÿåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñèìâîëîâ ⊂k⊃k è îòâå÷àåò ðàñïîëîæåíèþ ñâîáîäíîãî îâàëà â ïîëîñå íàä (k − 1)-é ëèíèåé
(�â k-ì ñëîå�), ñ÷èòàÿ ñíèçó.

Ðèñ. 11

Â ÷àñòíîñòè, ðàçâ¼ðòêà ðèñ. 10 îïèñûâàåòñÿ X-êîäîì

x4x5 ⊃6 . . . ⊂6 x5x6x4x5 ⊃7 . . . ⊂3 x3x4x4x3x3x4x4x3x3x4,

ãäå âìåñòî ìíîãîòî÷èé äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ ñèìâîëû, ïîêàçûâàþùèå ðàñïîëîæåíèå ñâîáîäíûõ
îâàëîâ â çàêðàøåííûõ ïîëîñàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçìîæíîñòÿìè, ïåðå÷èñëåííûìè â òàáëèöå 1.
Ïðè ýòîì íàäî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òð¼õ îâàëîâ â ëåâîé çàêðàøåííîé íà ðèñ.
10 ïîëîñå è òð¼õ îâàëîâ â ïðàâîé çàêðàøåííîé ïîëîñå ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà ïðîõîæäåíèÿ îâàëîâ ïðè
äâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî. ×òîáû ïðîâåñòè òàêîé ïåðåáîð, ââåä¼ì â äîïîëíåíèå ê îáîçíà÷åíèÿì
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ðèñ. 11 ïàðàìåòðû ai, bj è ò. ä., îáîçíà÷àþùèå ÷èñëî ñâîáîäíûõ îâàëîâ â q-é ñíèçó ãîðèçîíòàëüíîé
ïîëîñå, ãäå q � çíà÷åíèå èíäåêñà.
Êàæäîé ìîäåëè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîñà èç 8 íèòåé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ âîçìóùåíèåì

ïåðåñå÷åíèÿ êîìïëåêñèôèêàöèè ðàçâ¼ðòêè è êîìïëåêñèôèêàöèè ïó÷êà ïðÿìûõ (ðèñ. 12; ïîäðîá-
íîñòè ñì. [6]). Â [6] ïðèâåäåíû ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå ïî Õ-êîäó çàïèñàòü ýòó êîñó â âèäå ñëîâà
èç ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ σ1, . . . , σ7 ãðóïïû B8 êîñ èç 8 íèòåé1. Èçâåñòíî [7], ÷òî åñëè êî-

Ðèñ. 12. Ïîñòðîåíèå êîñû: ðàçâ¼ðòêà � êîìïëåêñèôèêàöèÿ � âîçìóùåíèå.

ñà èç n íèòåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåòè÷åñêîé òîïîëîãè÷åñêîé ìîäåëè êðèâîé ñòåïåíè n, íå
ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîé2, òî ýòà ìîäåëü íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ìíîæåñòâî âåùå-
ñòâåííûõ òî÷åê êðèâîé ñòåïåíè n. Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè íà êâàçèïîëîæèòåëüíîñòü áóäåì, ñëåäóÿ
Ñ.Þ. Îðåâêîâó, èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

Íåðàâåíñòâî Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà. Ïóñòü b =
∏
σkii ∈ Bm � êîñà èç m íèòåé, ãäå σi,

i = 1, 2, . . . ,m − 1, � ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû êîñ èç m íèòåé, è L � çàìûêàíèå êîñû b.
Åñëè êîñà b êâàçèïîëîæèòåëüíà, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

η = |σ(b)|+m− e(b)− n(b) 6 0,

ãäå σ(b) = σ(L) = σ(V + V T ) � ñèãíàòóðà; n(b) = n(L) = 1 + n(V + V T ) � äåôåêò; V � ìàòðèöà
Çåéôåðòà; e(b) = Σki � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü êîñû b (ò. å. ñóììà âñåõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé â
ðàçëîæåíèè êîñû b ïî îáðàçóþùèì ãðóïïû Bm).

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà äàæå äëÿ îäíîé ìîäåëè ðàñïîëîæå-
íèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ îâàëîâ òðåáóåò âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå íåëüçÿ ïðîâåñòè âðó÷íóþ:
âî-ïåðâûõ, èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ai, bj , . . . ; âî-âòîðûõ,
èç-çà íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòðèö Çåéôåðòà, èìå-
þùèõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåð. Ìû ïîëüçîâàëèñü ïðîãðàììîé, íàïèñàííîé Ì.À. Ãóùèíûì â
2003 ã., êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò ñïèñîê âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ ai, bj , . . . è äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà âû÷èñëÿåò ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Ìóðàñóãè-
Òðèñòðàìà. Ýòà ïðîãðàììà íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü â ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèÿõ.
Õîä âû÷èñëåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñòàíîâêè èëëþñòðèðóåò òàáëèöà 2. Íà âõîä ïðîãðàì-

ìû ïîäà¼òñÿ Õ-êîä ñ ïàðàìåòðàìè ai, bj , . . . è ñóììà çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ò. å. ÷èñëî 6− ν,
ãäå ν � êîëè÷åñòâî áóêâ �î� â Õ-êîäå. Âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû 2 ýòî ÷èñëî óêàçûâàåòñÿ â êâàä-
ðàòíûõ ñêîáêàõ ïîñëå ÷àñòåé Õ-êîäà, ïîêàçûâàþùèõ ïîðÿäîê è ïîëîæåíèå ñâîáîäíûõ îâàëîâ: äî
òî÷êè ñ çàïÿòîé � äëÿ ëåâîé çàêðàøåííîé ïîëîñû íà ðèñ. 10, ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � äëÿ ïðà-
âîé. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ çàïèñàíû áåç îïóñêàíèÿ èõ íà ïîëñòðîêè. Ïðîãðàììà âûäà¼ò
ñïèñîê íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà íå âûïîëíÿåòñÿ. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå âñå ðàñïîëîæåíèÿ çàïðåòèëèñü.
Ñëåäóÿ Ñ.Þ. Îðåâêîâó, ðàñïîëîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà,

ïîïûòàåìñÿ çàïðåòèòü ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Ôîêñà-Ìèëíîðà.

1Ýòà êîñà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæ¼ííîñòè â ãðóïïå êîñ) è ñòðîèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ïî âåùåñòâåííîé ìîäåëè â ñèëó íàëîæåííîãî âûøå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïó÷êà. Åñëè óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè
íå âûïîëíåíî, òî ìåòîä Îðåâêîâà òîæå ïðèìåíèì, îäíàêî òðåáóåò òðóäíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ ïåðåïëåòåíèé
íèòåé â ìíèìîé îáëàñòè.

2Êîñà èç n íèòåé íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîé, åñëè å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∏k

j=1 ωjσijω
−1
j , ãäå ωj ,

j ∈ {1,2, . . . ,k}, � íåêîòîðûå ñëîâà â àëôàâèòå {σ1, . . . , σn−1, σ
−1
1 , . . . , σ−1

n−1}.
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Òàáëèöà 2.

Íîìåðà ñòðîê â òàáëèöå 1 Ïàðàìåòðû è îâàëû â X-êîäå
1, 2, 4, 7, 21, 22, 24, 27, 41, 42, 44, 47, 91, 92, 94, 97 a2b4c6; d2e4f6 [6]
3, 6, 8, 23, 26, 28, 43, 46, 48, 93, 96, 98 a2b4c6o5d4e6; f2g4h6 [5]
5, 9, 25, 29, 45, 49, 95, 99 a2b4c6o5d4e6o5f4g6; h2i4j6 [4]
10, 30, 50, 100 a2b4c6o5d4e6o5f4g6o5h4i6; j2k4l6 [3]
11, 12, 14, 17, 51, 52, 54, 57, 81, 82, 84, 87 a2b4c6; d2e4o3f2g4h6 [5]

a2b4c6; d4e6o5f2g4h6 [5]
13, 16, 18, 53, 56, 58, 83, 86, 88 a2b4c6o5d4e6; f2g4o3h2i4j6 [4]

a2b4c6o5d4e6; f4g6o5h2i4j6 [4]
15, 19, 55, 59, 85, 89 a2b4c6o5d2e4f6o5g4h6; i2j4k6o3l2m4 [3]

a2b4c6o5d2e4f6o5g4h6; i2j4k6o5l4m6 [3]
20, 60, 90 a2b4c6o5d4e6o5f4g6o5h4i6; j2k4o3l2m4n6 [2]

a2b4c6o5d4e6o5f4g6o5h4i6; j4k6o5l2m4n6 [2]
31, 32, 34, 37, 71, 72, 74, 77 a2b4c6; d2e4o3f2g4o3h2i4j6 [4]

a2b4c6; d2e4f6o3o5g2h4i6 [4]
a2b4c6; d4e6o5f4g6o5h2i4j6 [4]

33, 36, 38, 73, 76, 78 a2b4c6o5d4e6; f2g4o3h2i4o3j2k4l6 [3]
a2b4c6o5d4e6; f2g4h6o3o5i2j4k6 [3]
a2b4c6o5d4e6; f4g6o5h4i6o5j2k4l6 [3]

35, 39, 75, 79 a2b4c6o5d4e6o5f4g6; h2i4o3j2k4o3l2m4n6 [2]
a2b4c6o5d4e6o5f4g6; h2i4j6o3o5k2l4m6 [2]
a2b4c6o5d4e6o5f4g6; h4i6o5j4k6o5l2m4n6 [2]

40, 65 a3b5o4c3d5; e3f5 [5]
a3b5; c3d5o4e3f5 [5]

61, 62, 64, 67 a2b4c6; d2e4o3f2g4o3h2i4o3j2k4l6 [3]
a2b4c6; d2e4o3f2g4h6o3o5i2j4k6 [3]
a2b4c6; d4e6o5f2g4h6o3o5i2j4k6 [3]
a2b4c6; d6e4o5f6g4o5h6i4o5j2k4l6 [3]

63, 66, 68 a2b4c6o5m4n6; d2e4o3f2g4o3h2i4o3j2k4l6 [2]
a2b4c6o5l4m6; d2e4o3f2g4h6o3o5i2j4k6 [2]
a2b4c6o5l4m6; d4e6o5f2g4h6o3o5i2j4k6 [2]
a2b4c6o5m4n6; d6e4o5f6g4o5h6i4o5j2k4l6 [2]

69, 80 o2a5; b3c5 [5]
a5o6b5; c3d5 [5]
a5; b3o2c3d5 [5]
a5; b5o6c3d5 [5]

70 a5; b3c5 [6]

Óñëîâèå Ôîêñà-Ìèëíîðà. Ïóñòü b ∈ Bn � êâàçèïîëîæèòåëüíàÿ êîñà, L � å¼ çàìûêàíèå
è ∆L(t) � ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà çàöåïëåíèÿ L. Åñëè e(b) = n − 1, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü
ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ Z[t] òàêîé, ÷òî ∆L(t) = f(t)f(t−1). Åñëè e(b) < n − 1, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî ∆L(t) = 0.

Óòâåðæäåíèå 1. ×òîáû ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ Ôîêñà-Ìèëíîðà,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∆L(−1) áûëî êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè åñòü ñèììåò-
ðè÷íûé ìíîãî÷ëåí â íå÷¼òíîé ñòåïåíè, òî ∆L(t) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
∆L(t) = f(t)f(t−1).

Â 2016 ãîäó È.Ì. Áîðèñîâ äîïîëíèë ïðîãðàììó Ãóùèíà: â ñëó÷àÿõ, êîãäà âû÷èñëåíèÿ äàþò
η = 0, ïðîãðàììà ïðîèçâîäèò ïðîâåðêó âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ôîêñà-Ìèëíîðà. Ïðîãðàììà Áîðè-
ñîâà ïðèìåíÿëàñü â ðàáîòàõ [1], [2].
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäîâàëèñü îñòàëüíûå 20 ïîäñòàíîâîê èç ñïèñêà ëåììû 1. Çàìåòèì,
÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ Ôîêñà-Ìèëíîðà íå äàëè íîâûõ îãðàíè÷åíèé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåðà-
âåíñòâà Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà.
Â ñëåäóþùåé òàáëèöå 3 âî âòîðîé êîëîíêå ïîñëå ïîäñòàíîâêè óêàçàí âûáîð öåíòðà P ïó÷êà, à

â òðåòüåé êîëîíêå � ñîîòâåòñòâóþùèé Õ-êîä áåç ïàðàìåòðîâ. Öåíòð ïó÷êà âñåãäà âûáèðàëñÿ âíå
ñâîáîäíûõ îâàëîâ, ïðè÷¼ì ëèáî âíóòðè çìåè è âíå íåñâîáîäíîãî îâàëà êðèâîé íîìåð 2 � òàêîé
âûáîð îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé A, � ëèáî âíå çìåè è âíóòðè íåñâîáîäíîãî îâàëà êðèâîé íîìåð 2 �
òàêîìó âûáîðó îòâå÷àåò áóêâà B. Çàïèñü As îáîçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà P âûáèðàëàñü âíóòðè äâóó-
ãîëüíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ê ïåðåñåêàþùèìñÿ îâàëàì, íà ãðàíèöå êîòîðîé ëåæèò
òî÷êà ñ íîìåðîì s, à çàïèñü Ast � ÷òî òî÷êà P ëåæèò â ÷åòûð¼õóãîëüíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
ýòîãî äîïîëíåíèÿ, íà ãðàíèöàõ êîòîðîé ëåæàò òî÷êè ñ íîìåðàìè s è t. Çàïèñü âèäà Bpq îçíà÷à-
åò, ÷òî öåíòð P âûáèðàëñÿ âíóòðè íåñâîáîäíîãî îáâàëà êðèâîé 2 â îáëàñòè, â ãðàíèöó êîòîðîé
âõîäèò ÷àñòü äóãè (p,q) ýòîãî îâàëà, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ çàíóìåðîâàííûõ òî÷åê. Â ïîñëåäíåé
êîëîíêå óêàçàíî ÷èñëî ïîäëåæàùèõ ðàññìîòðåíèþ âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñâîáîäíûõ îâàëîâ,
ò. å. äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöû âèäà òàáëèöû 1.
Òàáëèöà 3.

� Ïîäñòàíîâêà X-êîä #
1 (12345678) Íå óäàëîñü íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê.
2 (12345687)A7 x4x5 ⊃6 ... ⊂6 x5x6x4x5 ⊃7 ... ⊂3 x3x4x4x3x3x4x4x3x3x4 100
3 (12345876) Íå óäàëîñü íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê. 367
4 (12346785)A5 x3x4x2x3 ⊃4 ...x4...x5... ⊂4 x3x2x4x1x3x2 ⊃3 ... ⊂4 x5x4x4x5 120
5 (12347658)A56 x5x4x4x5 ⊃4 ... ⊂1 x7x6x6x7x3x2x4x3 ⊃2 ... ⊂4 x3x2x4x3 124
6 (12348765)B56 ⊃4 ... ⊂2 x1x2x3x4x4x3x3x4x4x3x6x7x7x6x6x7 ⊃4 ... ⊂3 100
7 (12365478)B45 ⊃4 ...x4...x5... ⊂4 x3x4x4x3x3x4x2x3x3x2 ⊃1 ... ⊂4 x5x4x6 124
8 (12365487)B45 x6x7 ⊃3 ... ⊂4 x3x4x4x3x3x4x2x3x3x2 ⊃1 ... ⊂4 x5x6x6x6 100
9 (12367854)A67 x4x3 ⊃4 ...x4... ⊂6 x5x6 ⊃7 ... ⊂4 x5x6x4x5x7 ⊃4 ...x4... ⊂5 x6x5x4x7x1 40
10 (12387456) Íå óäàëîñü íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê. 86
11 (12456783)B34 x1x2x2x1x5x6x4x5 ⊃7 ... ⊂4 x7x6x6x7x3x2x4x3 ⊃4 ... ⊂2 115
12 (12567438)A34 x3x2x4x3x1x2 ⊃3 ...x2...x1...x5...x4...x4...x5... ⊂4 x5x6x4x5 ⊃4 ... ⊂4 139
13 (12654783)B56 x3x4x2x3 ⊃2 ... ⊂4 x3x2x4x3 ⊃4 ... ⊂7 x5x4x6x5x5x6x4x5 64
14 (12678543)A45 ⊃3 ... ⊂4 x5x4x6x7x5x6 ⊃5 ...x4...x5... ⊂4 x3x4x4x3x1x2x2x1 ⊃2 ... ⊂4 100
15 (12765438)B67 x5x6x6x5x5x6x4x5 ⊃7 ... ⊂4 x3x2x4x3 ⊃4 ... ⊂4 x3x2x4x3 124
16 (12876543)B56 x4x3 ⊃4 ... ⊂2 x3x2x4x3x1x2 ⊃3 ... ⊂5 x6x6x7x7x7x6 ⊃6 ... ⊂6 x5x4 100
17 (14326785)A34 x1x5x4x6x5 ⊃6 ... ⊂2 x7x6x1x2x6x7 ⊃3 ... ⊂4 x3x2x4x3 64
18 (14327658)A34 x7x6x6x7x3x2x4x3 ⊃2 ... ⊂2 x3x4x2x3 ⊃1 ... ⊂4 x5x4x6x5 64
19 (14328765)A34 x7x6x6x7x2x3 ⊃4 ... ⊂2 x3x4x2x3 ⊃1 ... ⊂6 x5x6x6x5x5x6 100
20 (14567823)B56 ⊃2 ... ⊂2 x3x4x2x1x3x2 ⊃3 ... ⊂5 x6x7x5x4x6x4 ⊃5 ... ⊂6 x5x4x6x5 100
21 (14587623)B56 x1x2x2x1x6x5 ⊃4 ... ⊂4 x5x4x5x4x7x6 ⊃5 ... ⊂2 x3x2x6x7 64

6 Ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ

Ä. Ãèëüáåðò ïîñòðîèë â [5] âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ ñòåïåíåé 2 è 4, ïðåäñòàâëåííîå íà
ðèñ. 13, ãäå êðèâàÿ ñòåïåíè 4 ïîêàçàíà áîëåå æèðíîé ëèíèåé.

Ðèñ. 13
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Ðàññìîòðèì êðèâóþ ñòåïåíè 2, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì C̃2 = C2 + εl1l2 = 0, ãäå ïðÿìûå l1 è
l2 ïåðåñåêàþò êðèâóþ C2 â òî÷êàõ r1, r2, r3, r4, ñì. ðèñ. 14. Ïðè ìàëûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

çíà÷åíèÿõ ε êðèâàÿ C̃2 ëåæèò áëèçêî ê C2 è ïðè ε ïîäõîäÿùåãî çíàêà ïðîõîäèò òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 15. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ìàëûõ èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìû ìîæåì äîáèòüñÿ óñòðàíåíèÿ

äâîéíûõ òî÷åê êðèâîé C2 ·C̃2 = 0, ðåçóëüòàò êîòîðîãî ïîêàçàí íà ðèñ. 16; óðàâíåíèå âîçìóù¼ííîé

êðèâîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå C̃4 = C2 · C̃2 + ε1D4 = 0, ãäå ε1 äîñòàòî÷íî ìàëî ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå è ïîäõîäÿùåãî çíàêà, à D4 � êàêàÿ-íèáóäü êðèâàÿ ñòåïåíè 4 áåç äåéñòâèòåëüíûõ òî÷åê.

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15 Ðèñ. 16 Ðèñ. 17

Ðàñïîëîæåíèå ðèñ. 17 ãîìåîìîðôíî ðàñïîëîæåíèþ, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 16. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ðåàëèçîâàëè ðàñïîëîæåíèå äâóõ M -êðèâûõ ñòåïåíè 4 òèïà �çìåÿ, îáâèâàþùàÿñÿ âîêðóã îâàëà�,
îòâå÷àþùåå ïîäñòàíîâêå (1,2,3,4,5,6,7,8).
Àíàëîãè÷íîå óäâîåíèå êðèâîé ñòåïåíè 2 â ðàñïîëîæåíèÿõ êðèâûõ ñòåïåíè 2 è ñòåïåíè 4, â êîòî-

ðûõ îâàëM -êðèâîé ñòåïåíè 4 ïåðåñåêàåò îâàë êðèâîé ñòåïåíè 2 â âîñüìè òî÷êàõ � êëàññèôèêàöèÿ
òàêèõ ðàñïîëîæåíèé íàéäåíà Ã.Ì. Ïîëîòîâñêèì â [4] � ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå äóã îâàëà êðèâîé
ñòåïåíè 2 äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè l1 è l2 ïîçâîëèëî ðåàëèçîâàòü åù¼ ðÿä ðàñïîëîæåíèé äâóõ
M -êðèâûõ ñòåïåíè 4 ñî çìå¼é, îáâèâàþùåéñÿ âîêðóã îâàëà, ñì. ðèñ. 18 � 21.

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19
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Ðèñ. 20

Ðèñ. 21

7 Câîäêà ðåçóëüòàòîâ

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ äîêàçàíî, ÷òî ðàñïîëîæåíèÿ, îòâå÷àþùèå 13 èç 21
ïîäñòàíîâîê, ïåðå÷èñëåííûõ â ëåììå 1, íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êðèâîé ñòåïåíè 8 íè ïðè êàêîì
ðàñïîëîæåíèè ñâîáîäíûõ îâàëîâ. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ îñòàëüíûõ 8 ïîäñòàíîâîê,
ñîáðàíà â òàáëèöå 4. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê óäàëîñü íàéòè äëÿ 18 èç 21 ïîäñòàíîâîê
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ëåììû 1. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ â ñîâîêóïíîñòè ïîñòðîåíî 5 ðàñïîëîæåíèé è îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ
î ðåàëèçóåìîñòè 3 ðàñïîëîæåíèé, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêàõ â ïðåäïîñëåíåé ñòðîêå òàáëèöû 4.
Ïîñòðîåíî òàêæå 5 ðàñïîëîæåíèé äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà íå áûë íàéäåí ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê.
Òàáëèöà 4.

� Ïîäñòàíîâêà Ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ
1 12345678 Íå óäàëîñü íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê. Ïîñòðîåíû 3 ðàñïîëîæåíèÿ: ñì.

ðèñ. 17, 18.
3 12345876 Íå óäàëîñü íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê. Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå:

ñì. âåðõíèé ðÿä íà ðèñ. 21.
5 12347658 Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå: ñì. íèæíèé ðÿä íà ðèñ. 21; âñå îñòàëüíûå

ðàñïîëîæåíèÿ çàïðåùåíû.
7 12365478 Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå: ñì. ñðåäíèé ðÿä íà ðèñ. 21; âñå îñòàëüíûå

ðàñïîëîæåíèÿ çàïðåùåíû.
10 12387456 Íå óäàëîñü íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê. Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå:

ñì. âåðõíèé ðÿä íà ðèñ. 20
12 12567438 Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå: ñì. ñðåäíèé ðÿä íà ðèñ. 20; âñå îñòàëüíûå

ðàñïîëîæåíèÿ çàïðåùåíû.
15 12765438 Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå: ñì. ðèñ. 19; Âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè ñëåäó-

þùèõ òð¼õ ðàñïîëîæåíèé îòêðûò:

18 14327658 Ïîñòðîåíî îäíî ðàñïîëîæåíèå: ñì. íèæíèé ðÿä íà ðèñ. 20; âñå îñòàëüíûå
ðàñïîëîæåíèÿ çàïðåùåíû.
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