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òèï çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíîãî ñåäëîâîãî

ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè

Èç ãîìîòîïè÷åñêîé òåîðèè ïîâåðõíîñòåé õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáúåì-
ëþùàÿ èçîòîïèÿ íå ìåíÿåò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï çàìêíóòîé êðèâîé. Íà
ÿçûêå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ äóãà â ïðîñòðàíñòâå
äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîåäèíÿþùàÿ èçîòîïíûå äèôôåîìîðôèçìû ñ èíâàðè-
àíòíûìè çàìêíóòûìè êðèâûìè èç ðàçíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ, îáÿçà-
òåëüíî ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàí ñöåíàðèé,
ìåíÿþùèé ãîìîòîïè÷åñêèé òèï çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ñåäëîâîé òî÷êè ïîëÿðíîãî äèôôåîìîðôèçìà íà äâóìåðíîì òîðå íà ëþáîé
çàäàííûé ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíûé òèï. Ïðè ýòîì ïîñòðîåííàÿ äóãà
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ è íå ìåíÿåò êëàññ
òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè èñõîäíîãî äèôôåîìîðôèçìà. Ïðåäëîæåí-
íûå â ðàáîòå èäåè ïîñòðîåíèÿ òàêîé äóãè äëÿ äâóìåðíîãî òîðà ìîãóò áûòü
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùåíû íà ïîâåðõíîñòè áîëüøåãî ðîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâàÿ äóãà, áèôóðêàöèÿ ñåäëî-óçåë, ïîëÿð-
íûå äèôôåîìîðôèçìû

� 1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äóãè ñ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì (êîíå÷íûì)

÷èñëîì áèôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùåé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû (ñèñòå-

ìû Ìîðñà-Ñìåéëà) íà ìíîãîîáðàçèÿõ âîøëà â ñïèñîê ïÿòèäåñÿòè ïðîáëåì

Ïàëèñà-Ïüþ [29] ïîä íîìåðîì 33.

Â 1976 ãîäó Ø. Íüþõàóñîì, Äæ. Ïàëèñîì, Ô. Òàêåíñîì [22] áûëî ââåäåíî

ïîíÿòèå óñòîé÷èâîé äóãè, ñîåäèíÿþùåé äâå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû íà

ìíîãîîáðàçèè. Òàêàÿ äóãà íå ìåíÿåò ñâîèõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïðè ìàëîì

øåâåëåíèè. Â òîì æå ãîäó Ø. Íüþõàóñ è Ì. Ïåéøîòî [24] äîêàçàëè ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðîñòîé äóãè (ñîäåðæàùåé ëèøü ýëåìåíòàðíûå áèôóðêàöèè) ìåæäó

ëþáûìè äâóìÿ ïîòîêàìè Ìîðñà-Ñìåéëà. Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû Æ. Ôëåéòàñ [8]

âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòóþ äóãó, ïîñòðîåííóþ Íüþõàóñîì è Ïåéøîòî âñåãäà ìîæíî

çàìåíèòü íà óñòîé÷èâóþ [23].

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ëþáîé

ðàçìåðíîñòè èçâåñòíû ïðèìåðû ñèñòåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû

Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äèôôåîìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà âûïîëíåíî ïðè ïîä-
äåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 17-11-01041), ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ äèíàìèêè
äóãàìè áåç áèôóðêàöèé âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è
ìàòåìàòèêè ¾ÁÀÇÈÑ¿, ïîñòðîåíèå äóãè âûïîëíåíî â Ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæåíèé ÍÈÓ ÂØÝ ïðè ïîääåðæêå Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè (äîãîâîð � 075-15-2019-1931).
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óñòîé÷èâîé äóãîé (ñì. òî÷íîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîé äóãè â ðàçäåëå 2). Ïðå-

ïÿòñòâèÿ ïîÿâëÿþòñÿ óæå äëÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ

îêðóæíîñòè S1, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé òîëüêî â ñëó÷àå ñîâ-

ïàäåíèÿ ÷èñåë âðàùåíèÿ [25].

Íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè äâà ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñó-

ùåñòâîâàíèþ óñòîé÷èâûõ äóã ìåæäó èçîòîïíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè. Îíè

ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê [4], [27], ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷å-

íèé [17], äèêèõ âëîæåíèé ñåïàðàòðèñ [7] è äð. Íà øåñòèìåðíîé ñôåðå èçâåñòíû

ïðèìåðû äèôôåîìîðôèçìîâ èñòî÷íèê-ñòîê, íå ñîåäèíÿþùèõñÿ íèêàêîé ãëàä-

êîé äóãîé [6], ÷òî, ñîáñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

ãëàäêèõ ñòðóêòóð íà ñôåðå ðàçìåðíîñòè 7. Â ðàçìåðíîñòè äâà è òðè íåòðèâè-

àëüíûé ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòè áåç áèôóðêàöèé (äóãè, ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ) ìåæ-

äó äâóìÿ ñèñòåìàìè èñòî÷íèê-ñòîê óñòàíîâëåí â ðàáîòàõ [6], [26].

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñèñòåì èñòî÷íèê-ñòîê ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûå äèô-

ôåîìîðôèçìû � äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

Ωf êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî äâå óçëîâûå òî÷êè, à èìåííî îäíó ñòîêîâóþ è îäíó

èñòî÷íèêîâóþ. Èç òåîðèè Ìîðñà ñëåäóåò, ÷òî òàêèå äèôôåîìîðôèçìû ñóùå-

ñòâóþò íà ëþáûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íàïðèìåð òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñäâèãàìè

íà åäèíèöó âðåìåíè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà ôóíêöèè Ìîðñà ñ îäíèì ìèíèìóìîì

è îäíèì ìàêñèìóìîì. Äåôîðìàöèÿ òàêèõ ïîòîêîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ äåôîðìà-

öèÿìè èõ ôóíêöèé Ìîðñà. Îäíàêî, ïîëÿðíûå äèôôåîìîðôèçìû òèïè÷íî íå

ÿâëÿþòñÿ ñäâèãàìè íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, ïîýòîìó ïðÿ-

ìîé ñâÿçè ìåæäó äåôîðìàöèÿìè äèôôåîìîðôèçìîâ è äåôîðìàöèÿìè ôóíê-

öèè Ìîðñà íåò. Áîëåå òîãî, äàæå â ñëó÷àå âêëþ÷àåìîñòè äèôôåîìîðôèçìà

â ïîòîê, âîçíèêàþùèå ñòàíäàðòíûå áèôóðêàöèè (íàïðèìåð ãåòåðîêëèíè÷åñêîå

êàñàíèå) ïðè äåôîðìàöèè ôóíêöèé Ìîðñà íà óðîâíå äèñêðåòèçàöèè íå ÿâëÿþò-

ñÿ òèïè÷íûìè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîé äóãè

ìåæäó äèôôåîìîðôèçìàìè ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ïîëÿðíûõ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíîì òîðå T2, â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè íåïîäâèæíû è èìåþò ïîëîæèòåëüíûé

òèï îðèåíòàöèè. Â ðàçäåëå 3 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì

f ∈ G èìååò â òî÷íîñòè äâå ñåäëîâûå òî÷êè è èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó.

Êðîìå òîãî, âñå äèôôåîìîðôèçìû ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïîïàðíî òîïîëî-

ãè÷åñêè ñîïðÿæåíû (ñì., íàïðèìåð, [5], [11]). Ïðè ýòîì çàìûêàíèÿ óñòîé÷èâûõ

(íåóñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ òî÷åê ðàçíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ëþáûì ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññàì çàìêíóòûõ êðèâûõ íà

òîðå (ñì. ðèñóíîê 1). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò

äóãè áåç áèôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùåé äâà äèôôåîìîðôèçìà ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-

ìû.

Òåîðåìà 1. Ëþáûå äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé÷èâîé

äóãîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé.
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Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G

� 2. Óñòîé÷èâûå äóãè â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðà-

çèÿ M (äóãó) ϕt : M →M, t ∈ [0, 1]. Äóãà ϕt íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ãëàäêèì

ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå F : M × [0, 1]→M , çàäàííîå ôîðìóëîé F (x, t) = ϕt(x).

Ãëàäêàÿ äóãà ϕt íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ãëàäêèõ äóã ϕ1
t è ϕ

2
t òàêèõ, ÷òî

ϕ1
1 = ϕ2

0, åñëè ϕt =

{
ϕ1

2τ(t), 0 6 t 6 1
2 ,

ϕ2
2τ(t)−1,

1
2 6 t 6 1,

ãäå τ : [0, 1] → [0, 1] � ãëàäêàÿ

ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî τ(t) = 0 äëÿ 0 6 t 6 1
3 è τ(t) = 1 äëÿ 2

3 6 t 6 1.

Ìû áóäåì ïèñàòü ϕt = ϕ1
t ∗ ϕ2

t .

Ñîãëàñíî [23], ãëàäêàÿ äóãà ϕt íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííåé òî÷êîé êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îòíîøå-

íèÿ: äóãè ϕt, ϕ
′
t íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû

h : [0, 1] → [0, 1], Ht : M → M òàêèå, ÷òî Htϕt = ϕ′h(t)Ht, t ∈ [0, 1] è Ht íåïðå-

ðûâíî çàâèñèò îò t.

Â ðàáîòå [23] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî äóãà {ϕt}, ñîñòîÿùàÿ èç äèôôåî-

ìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè

äèôôåîìîðôèçìàìè çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà áèôóðêàöèîííûõ òî÷åê,

ϕbi , i = 1, . . . , q òàêèõ, ÷òî:

1) ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà ϕbi ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ

íåãèïåðáîëè÷åñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-óçëîì èëè

ôëèïîì;

2) äèôôåîìîðôèçì ϕbi íå èìååò öèêëîâ;

3) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà

ϕbi ïåðåñåêàòñÿ òðàíñâåðñàëüíî;

4) ïåðåõîä ÷åðåç ϕbi ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íî ïðîõîäÿùåé áèôóðêàöèåé ñåäëî-óçåë

èëè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïðè ýòîì ñåäëî-óçëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåêðèòè÷åñêîé.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå òèïè÷íî ïðîõîäÿùåé áèôóðêàöèè äëÿ ñëó÷àÿ íåïî-

äâèæíîãî ñåäëî-óçëà.

Ãîâîðÿò, ÷òî äóãà {ϕt} ∈ Q ïðîõîäèò òèïè÷íî ÷åðåç ñåäëî-óçëîâóþ áèôóð-

êàöèþ ϕbi (ñì. ðèñóíîêè 2), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêîé
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Ðèñ. 2. Ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ

òî÷êè (p, bi) äóãà ϕt ñîïðÿæåíà äóãå

ϕ̃t̃(x1, x2, . . . , x1+nu , x2+nu , . . . , xn) =(
x1 +

x1

2

2
+ t̃,±2x2, . . . ,±2x1+nu ,

±x2+nu

2
, . . . ,

±xn
2

)
,

ãäå (x1, . . . , xn) ∈ Rn, |xi| < 1/2, |t̃| < 1/10.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn, t̃) áèôóðêàöèÿ ïðîèñõîäèò â ìîìåíò

âðåìåíè t̃ = 0 è íà÷àëî êîîðäèíàò O ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷êîé. Ïðè
ýòîì îñü Ox1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì W c

O, ïîëóïðîñòðàíñòâî

{(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 > 0, x2+nu = · · · = xn = 0} ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì

ìíîãîîáðàçèåì Wu
O, ïîëóïðîñòðàíñòâî {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 6 0, x2 =

· · · = x1+nu = 0} ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W s
O òî÷êè O.

Åñëè p � ñåäëî-óçëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà ϕbi , òî íà óñòîé÷èâîì ìíî-

ãîîáðàçèè W s
p òî÷êè p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ϕbi-èíâàðèàíòíîå ñëîåíèå F

ss
p

ñ ãëàäêèìè ñëîÿìè òàêèìè, ÷òî ∂W s
p ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ýòîãî ñëîåíèÿ [15]. F ssp íà-

çûâàåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì ñëîåíèåì (ñì. ðèñóíîê 3). Àíàëîãè÷íîå ñèëüíî

íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå îáîçíà÷àåòñÿ Fuup . Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ s-êðèòè÷åñêîé,

åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà q òàêàÿ, ÷òî

Wu
q ïåðåñåêàåò íåêîòîðûé ñëîé ñëîåíèÿ F ssp íå òðàíñâåðñàëüíî; u-êðèòè÷íîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ

- ïîëóêðèòè÷åñêîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî s- ëèáî u-êðèòè÷åñêîé;

- áèêðèòè÷åñêîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ s- è u-êðèòè÷åñêîé;

- íåêðèòè÷åñêîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóêðèòè÷åñêîé1.

� 3. Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàþòñÿ îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà

äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G.

Íàïîìíèì, ÷òî G � êëàññ ïîëÿðíûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèç-

ìîâ f : T2 → T2 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè íåïîäâèæíû

è èìåþò ïîëîæèòåëüíûé òèï îðèåíòàöèè.

Äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå

ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê è èíâàðèàíò-

íûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ.

1Âïåðâûå ýôôåêò íåóñòîé÷èâîñòè äóãè â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñåäëî-óçëà áûë îò-
êðûò â 1974 ã. Â. Àôðàèìîâè÷åì è Ë. Øèëüíèêîâûì [1], [2]. Ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ
ñëîåíèé F ss

p , Fuu
p ðàíåå òàêæå áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå Â. Ëóêüÿíîâà è Ë. Øèëüíèêîâà [16].
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p

p

p

p

p

Ðèñ. 3. Ñèëüíî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè

Çàôèêñèðóåì ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà T2 = S1×
S1:

a = S1 × {0} =< 1, 0 >; b = {0} × S1 =< 0, 1 > .

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì L̂ : T2 → T2 òîðà T2 = R2/Z2

íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëåííûé ìàòðèöåé L =

(
α β

γ δ

)
, ïðèíàä-

ëåæàùåé ìíîæåñòâó GL(2,Z) óíèìîäóëÿðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö � ìàòðèö

ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Òî åñòü

L̂(x, y) = (αx+ βy, γx+ δy) (mod 1).

Òåîðåìà 2. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

1. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò â òî÷íî-

ñòè èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê: ñòîêà ωf , èñ-

òî÷íèêà αf è ñåäåë σ1
f , σ

2
f , çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé êî-

òîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè:

cs1f = clW s
σ1
f

= W s
σ1
f
∪ αf , cu1

f = clWu
σ1
f

= Wu
σ1
f
∪ ωf ,

cs2f = clW s
σ2
f

= W s
σ2
f
∪ αf , cu2

f = clWu
σ2
f

= Wu
σ2
f
∪ ωf .

2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âûáîð íóìåðàöèè ñåäëîâûõ òî÷åê σ1
f , σ

2
f

è îðèåíòàöèè çàìûêàíèé èõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé òàêîé, ÷òî

êðèâûå cs1f , c
u2
f èìåþò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï < µ1

f , ν
1
f > è êðèâûå cs2f , c

u1
f

èìåþò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï < µ2
f , ν

2
f > â áàçèñå a, b, ïðè ýòîì Jf =(

µ1
f µ2

f

ν1
f ν2

f

)
ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

a) µ1
f > µ2

f > 0,

b) ν1
f > ν2

f , åñëè µ
1
f = µ2

f ,

c) ν2
f = 1, åñëè µ2

f = 0.

3. Äèôôåîìîðôèçì f èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ G. Äîêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ïóíêòû

òåîðåìû.

1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k0
f , k

1
f , k

2
f ÷èñëî ñòîêîâ, ñåäåë è èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, äèôôåîìîðôèçìà f . Ñîãëàñíî [30] íà òîðå T2 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

Ìîðñà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Ωf è

èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñîâïàäàþò ñ ðàçìåðíîñòÿìè íåóñòîé÷èâûõ ìíîãî-

îáðàçèé íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f . Òîãäà èç íåðàâåíñòâ Ìîðñà

(ñì., íàïðèìåð, [20]) ñëåäóåò, ÷òî

k0
f − k1

f + k2
f = 0.

Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíûì, òî k0
f = k2

f = 1 è, ñëåäî-

âàòåëüíî k1
f = 2. Òàêèì îáðàçîì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf äèôôåîìîð-

ôèçìà f ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê:

ñòîêà ωf , èñòî÷íèêà αf è ñåäåë σ1
f , σ

2
f .

Òàê êàê èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåî-

ìîðôèçìà f íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî, ñîãëàñíî [13; ïðåäëîæåíèå 2.1.3],

cl(Wu
σ1
f
) \Wu

σ1
f

= cl(Wu
σ2
f
) \Wu

σ2
f

= ωf ,

cl(W s
σ1
f
) \W s

σ1
f

= cl(W s
σ2
f
) \W s

σ2
f

= αf

è ìíîæåñòâà cu1
f = clWu

σ1
f
, cs1f = clW s

σ1
f
, cu2

f = clWu
σ2
f
, cs2f = clW s

σ2
f
ãîìåîìîðô-

íû îêðóæíîñòÿì.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç < µ1
f , ν

1
f >, < µ2

f , ν
2
f > ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû îðèåí-

òèðîâàííûõ êðèâûõ cs1f , c
u1
f , ñîîòâåòñòâåííî, â áàçèñå a, b. Ïîëîæèì Jf =(

µ1
f µ2

f

ν1
f ν2

f

)
. Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòûå êðèâûå cs1f , c

u1
2

èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ σ1
f . Òîãäà èíäåêñ

ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ ïî ìîäóëþ ðàâåí åäèíèöå. Ïîñêîëüêó ýòîò èíäåêñ

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû Jf (ñì., íàïðèìåð, [31; óïð.7, ñòð. 28]),

òî ìàòðèöà Jf ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé. Òàêèì îáðàçîì, êðèâûå cs1f , c
u1
f íå ãî-

ìîòîïíû íóëþ. Òîãäà, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ

íà êðèâûõ áûëà âûáðàíà òàê, ÷òî µif > 0 è νif = 1, åñëè µif = 0 (ýòè óñëîâèÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì îðèåíòèðóþò êðèâûå).

Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, òî êðèâûå

cu1
f , c

s2
f è cu2

f , c
s1
f ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå

cu2
f , c

s2
f òàêæå èìåþò ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû < µ1

f , ν
1
f > è < µ2

f , ν
2
f >, ñîîòâåò-

ñòâåííî, â áàçèñå a, b (ñì., íàïðèìåð, [31; òåîðåìà 13, ñòð. 25]). Òîãäà, íå

óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê âûáðàíà

òàê, ÷òî µ1
f > µ2

f è, åñëè µ1
f = µ2

f , òî ν1
f > ν2

f (ýòè óñëîâèÿ åäèíñòâåííûì

îáðàçîì îïðåäåëÿþò íóìåðàöèþ ñåäëîâûõ òî÷åê).

3. Äèôôåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì f∗ : π1(T2) → π1(T2) â ôóí-

äàìåíòàëüíîé ãðóïïå òîðà π1(T2), èçîìîðôíîé àáåëåâîé ãðóïïå Z2. Òîãäà èçî-

ìîðôèçì f∗ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé

Lf =

(
α β

γ δ

)
, ïåðåâîäÿùåé áàçèñ a, b â áàçèñ < α, γ >, < β, δ >. Äèôôåîìîð-

ôèçì f èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Lf = E, ãäå
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E =

(
1 0

0 1

)
(ñì., íàïðèìåð, [31; ëåììà 3, ñòð. 26]). Ïîêàæåì, ÷òî Lf = E äëÿ

f ∈ G.
Ïîëîæèì h = Ĵ−1

f fĴf : T2 → T2. Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì h ãëàäêî

ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì f . Ïðè ýòîì êðèâûå cs1h , c
u2
h è cs2h , c

u1
h èìåþò

ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû < 1, 0 > è < 0, 1 >, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó âñå ýòè

êðèâûå ÿâëÿþòñÿ h-èíâàðèàíòíûìè, òî Lh = E. Òàê êàê f = ĴfhĴ
−1
f , òî

Lf = JfLhJ
−1
f = JfEJ

−1
f = E.

� 4. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîé äóãè

ìåæäó äèôôåîìîðôèçìàìè êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñî ññûëêàìè

íà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû â íèæåñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Ïóñòü f, f ′ ∈ G. Äîêàæåì, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé-

÷èâîé äóãîé ϕt : T2 → T2, t ∈ [0, 1], âñå äèôôåîìîðôèçìû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûìè çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òèïè÷íî ïðîõîäÿùèõ

íåêðèòè÷åñêèõ ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàçäåëå 5, äëÿ ëþáîé óíèìîäóëÿðíîé öåëî÷èñëåííîé

ìàòðèöû J =

(
µ1 µ2

ν1 ν2

)
òàêîé, ÷òî µ1 > µ2 > 0 è ν1 > ν2, åñëè µ1 = µ2, ìû

ïîñòðîèì ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì fJ ∈ G, äëÿ êîòîðîãî JfJ = J . Â ñèëó

ëåììû 6.1, êàæäûé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G ñîåäèíÿåòñÿ ñ ìîäåëüíûì äèôôåî-

ìîðôèçìîì fJf äóãîé áåç áèôóðêàöèéHf,t. Â ñèëó ëåììû 8.2, äèôôåîìîðôèçì

fJ ñîåäèíÿåòñÿ äóãîé HJ,t ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òèïè÷íî ïðîõîäÿùèõ íåêðèòè÷å-

ñêèõ ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé ñ äèôôåîìîðôèçìîì f0. Òîãäà èñêîìàÿ äóãà

ϕt èìååò âèä

ϕt = Hf,t ∗HJf ,t ∗HJf′ ,1−t ∗Hf ′,1−t.

� 5. Ïîñòðîåíèå ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ â êëàññå G

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ëþáîé óíèìîäóëÿðíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû J =(
µ1 µ2

ν1 ν2

)
òàêîé, ÷òî µ1 > µ2 > 0 è ν1 > ν2, åñëè µ1 = µ2, ìû ïîñòðîèì

ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì fJ ∈ G, äëÿ êîòîðîãî JfJ = J .

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì äèôôåîìîðôèçìà èç êëàññà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ êîïèé äèôôåîìîðôèçìà èñòî÷íèê-ñòîê íà îêðóæíîñòè S1, îáî-

çíà÷èì åãî ÷åðåç f0. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äèôôåîìîðôèçì èñòî÷íèê-ñòîê íà

îêðóæíîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàñññìîòðèì ôóíêöèþ F̄0 : R → R, çàäàííóþ ôîðìó-

ëîé:

F̄0(x) = x− 1

4π
sin

(
2π

(
x− 1

4

))
.

Ïî ïîñòðîåíèþ x = 1
4 è x = 3

4 � íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ F̄0 íà îòðåçêå

[0, 1] (ñì. ðèñóíîê 4). Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π : R → S1 çàäàííóþ ôîðìóëîé

π(x) = e2πix. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ F̄0 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùåé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F̄0(x+1) = F̄0(x)+1, îíà äîïóñêàåò ïðîåêöèþ
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íà îêðóæíîñòü â âèäå äèôôåîìîðôèçìà

F0 = πF̄0π
−1 : S1 → S1.

Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì F0 èìååò íåïîäâèæíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê

Ðèñ. 4. Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ F̄0

â òî÷êåN = π
(

1
4

)
è íåïîäâèæíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê â òî÷êå S = π

(
3
4

)
.

Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì f0 : T2 → T2 ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 5)

f0(z, w) = (F0(z), F0(w)), z, w ∈ S1.

N N

S S

Ðèñ. 5. Äåêàðòîâ êâàäðàò äèôôåîìîðôèçìà F0

Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì f0 èìååò íåïîäâèæíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé

ñòîê â òî÷êå ω = (N,N), ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê α = (S, S) è èìååò äâå
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ñåäëîâûå òî÷êè σ1 = (N,S), σ2 = (S,N) (ñì. ðèñóíîê 6). Ïðè ýòîì, çàìûêàíèÿ

èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé êàæäîé èç íèõ ëåæàò â êëàññå îáðàçóþùèõ a, b.

Èìåííî,

cs1f0
= clW s

σ1
= S1 × {S}, cu1

f0
= clWu

σ1
= {N} × S1,

cs2f0
= clW s

σ2
= {S} × S1, cu2

f0
= clWu

σ2
= S1 × {N}.

Ðèñ. 6. Äèôôåîìîðôèçì f0

Ïîëîæèì fJ = Ĵf0Ĵ
−1. Áóäåì íàçûâàòü äèôôåîìîðôèçì fJ ìîäåëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ fE = f0.

� 6. Ïîñòðîåíèå äóãè Hf,t

6.1. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ.

Ëåììà 6.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G ñîåäèíÿåòñÿ äóãîé áåç áèôóðêà-

öèé Hf,t ñ äèôôåîìîðôèçìîì fJf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.1 ñî ññûëêàìè

íà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû íèæå.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: 1) Jf = E, 2) Jf 6= E.

1) Â ñèëó ëåììû 6.2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f â îêðåñòíîñòè

ñòîêà ωf èìååò ëîêàëüíóþ êàðòó (Uωf , ψωf ), ψωf : Uωf → R2 òàêóþ, ÷òî äèô-

ôåîìîðôèçì g = ψωf fψ
−1
ωf

: R2 → R2 èìååò âèä g(x, y) =
(
x
2 ,

y
2

)
. Êðîìå òîãî, â

ñèëó ëåììû 7.1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ψωf (cu2
f ∩ Uωf ) ⊂ Ox, ψωf (cu1

f ∩ Uωf ) ⊂ Oy,

òî åñòü êðèâûå cu2
f , c

u1
f ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Ïîñêîëüêó îíè ëåæàò â îäíîì

ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå ñ êðèâûìè cu2
f0

= S1 × {N}, cu1
f0

= {N} × S1, òî, â ñè-

ëó ïðåäëîæåíèÿ 1, ñóùåñòâóåò ãëàäêî èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîð-

ôèçì ξ : T2 → T2 òàêîé, ÷òî

ξ(cu1
f ) = cu1

f0
, ξ(cu2

f ) = cu2
f0
.
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Ïóñòü ξt : T2 → T2 � ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ òàêàÿ, ÷òî ξ0 = id è ξ1 = ξ. Òîãäà

äóãà ξtfξ
−1
t : T2 → T2 ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì f ñ äèôôåîìîðôèçìîì f1 =

ξfξ−1 ∈ G òàêèì, ÷òî

cu1
f1

= cu1
f0
, cs2f1

= cs2f0
.

Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû f1 è f0 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû íà çàìûêà-

íèÿõ íåóñòîé÷èâûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèé, òî, â ñèëó ëåììû 7.2, ñóùåñòâóåò

äóãà áåç áèôôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùàÿ f1 ñ äèôôåîìîðôèçìîì f2 ∈ G, ñîâïàäà-
þùèì ñ f0 â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ K

u
1 , K

u
2 êðèâûõ cu1

f0
, cu2
f0
.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèå ìíîæåñòâî A = cu1
f0
∪cu2

f0
ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì

äèôôåîìîðôèçìîâ f2, f0 è ìíîæåñòâî UA = Ku
1 ∪Ku

2 ÿâëÿåòñÿ åãî îêðåñòíî-

ñòüþ. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâî T2 \ UA ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó äèñêó è

ñîäåðæèò â ñâîåé âíóòðåííîñòè òî÷êè α è αf2 . Â ñèëó [14; òåîðåìà 3.2, ãëàâà

8], ñóùåñòâóåò ãëàäêî èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçì η : T2 → T2

òàêîé, ÷òî

η(αf ) = α, η|UA = id.

Â ñèëó òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè èçîòîïèè (ñì., íàïðèìåð, [18; Òåîðåìà 5.8]),

ñóùåñòâóåò äóãà ηt : T2 → T2 òàêàÿ, ÷òî η0 = id, η1 = ξ è ηt|UA = id. Òîãäà

äóãà ηtf2η
−1
t : T2 → T2 ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì f2 ñ äèôôåîìîðôèçìîì

f3 = ηf2η
−1 ∈ G òàêèì, ÷òî f2|UA∪α = f0|UA∪α. Áîëåå òîãî, â ñèëó ëåììû

6.2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f3 ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì

f0 â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà α. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 7.3, ñóùåñòâóåò äóãà áåç

áèôôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùàÿ äèôôåîìîðôèçì f3 ñ äèôôåîìîðôèçìîì f0 =

fEf .

2) Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G òàêîãî, ÷òî Jf 6= E ïîëîæèì h = Ĵ−1
f fĴf :

T2 → T2. Òîãäà äèôôåîìîðôèçì h ïðèíàäëåæèò êëàññó G è Jh = E. Ñîãëàñíî

ïóíêòó 1) ñóùåñòâóåò äóãà áåç áèôóðêàöèé ζt : T2 → T2 òàêàÿ, ÷òî ζ0 = h è

ζ1 = f0. Òîãäà

Hf,t = ĴfζtĴ
−1
f : T2 → T2

� èñêîìàÿ èçîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äèôôåîìîðôèçì Hf,0 = f ñ äèôôåîìîð-

ôèçìîì Hf,1 = Ĵff0Ĵ
−1
f = fJf .

6.2. Ïðèâåäåíèå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà ê ëè-

íåéíîìó â îêðåñòíîñòÿõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ïóñòü p � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f : Mn →
Mn. Òèïîì òî÷êè p íàçûâàåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ (qp, νp, µp), ãäå qp = dimWu

p ,

νp = +1(−1), åñëè f |Wu
p
ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ è µp = +1(−1), åñëè

f |W s
p
ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ. Â ñèëó [28; Òåîðåìà 5.5], äèôôåîìîð-

ôèçì f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p òèïà (qp, νp, µp) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
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æåí ëèíåéíîìó äèôôåîìîðôèçìó ïðîñòðàíñòâà Rn, çàäàííîìó ìàòðèöåé

Ap =



νp · 2 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 2 . . . 0 0 0 . . . 0
. . .

0 0 . . . 2 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 µp · 1/2 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 1/2 . . . 0
. . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1/2


,

ãäå êîëè÷åñòâî ñòðîê ìàòðèöû Ap, ñîäåðæàùèõ ÷èñëî 2 (âêëþ÷àÿ νp · 2), ðàâíî
qp. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Āp : Rn → Rn ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé

ìàòðèöåé Ap. Ïîëîæèì Ru = Ox1 . . . xqp , Rs = Oxqp+1 . . . xn, Ā
u
p = Āp|Ru è

Āsp = Āp|Rs . Òîãäà â êîîðäèíàòàõ xu = (x1, . . . , xqp) ∈ Ru, xs = (xqp+1, . . . , xn) ∈
Rs äèôôåîìîðôèçì Āp èìååò âèä

Āp(x
u, xs) = (Āup(xu), Āsp(x

s)).

Ëåììà 6.2. Ïóñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì ϕ0 : Mn →
Mn èìååò èçîëèðîâàííóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó p, è ïóñòü

(U0, ψ0) � ëîêàëüíàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêàÿ, ÷òî p ∈ U0, ψ0(p) = O

è U0 íå ñîäåðæèò íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ϕ0, îòëè÷íûõ îò

p. Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U1, U2 òî÷êè p, U2 ⊂ U1 ⊂ U0, è äóãà

ϕt : Mn →Mn, t ∈ [0, 1] áåç áèôóðêàöèé òàêàÿ, ÷òî:

1) äèôôåîìîðôèçì ϕt, t ∈ [0, 1], ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ0 âíå ìíî-

æåñòâà U1;

2) p � èçîëèðîâàííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ êàæäîãî ϕt;

3) W s
p (ϕt) = W s

p (ϕ0) è Wu
p (ϕt) = Wu

p (ϕ0) âíå ìíîæåñòâà U1;

4) äèôôåîìîðôèçì ψ0ϕ1ψ
−1
0 ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì Āp íà ìíîæå-

ñòâå ψ0(U2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ r > 0 ïîëîæèì Br = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n∑
i=1

x2
i 6

r2}, Bur = {(x1, . . . , xqp) ∈ Ru :
qp∑
i=1

x2
i 6 r2} è Bsr = {(xqp+1, . . . , xn) ∈ Rs :

n∑
i=qp+1

x2
i 6 r2}.

Â ñèëó ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìà ϕ0, ëþáîé äîñòàòî÷-

íî áëèçêèé ê ϕ0 â C1-òîïîëîãèè äèôôåîìîðôèçì ñîåäèíÿåòñÿ ñ ϕ0 äóãîé áåç

áèôóðêàöèé. Òîãäà, â ñèëó ëåììû Ôðýíêñà [9]2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåî-

2Â ëåììå Ôðýíêñà â îêðåñòíîñòè Up íåïîäâèæíîé òî÷êè p äèôôåîìîðôèçìà f : Mn →
Mn ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êàðòà (Up, ψp), ãäå ψ

−1
p = exp : TxMn → Up � ýêñïîíåí-

öèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà â ýòèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äèôôåîìîðôèçì f èìååò âèä
f̂ = exp−1fexp : Rn → Rn. Óòâåðæäåíèå ëåììû Ôðýíêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì g, èìåþùèé íåïîäâèæíóþ òî÷êó p è
ëèíåéíîå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ĝ = exp−1gexp, åñëè îíî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê Dfp. Òàêèì
îáðàçîì, â ëþáîé îêðåñòíîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì g, èìåþùèé
íåïîäâèæíóþ òî÷êó p è ëèíåéíîå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé, âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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ìîðôèçì ϕ̄0 = ψ0ϕ0ψ
−1
0 â íåêîòîðîì øàðå Br0 ⊂ ψ0(U0) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì

äèôôåîìîðôèçìîì Φ̄p : Rn → Rn, çàäàííûì ìàòðèöåé Φp, âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà äèôôåîìîðôèçì Φ̄p ãëàäêî ñîïðÿ-

æåí ñ ëèíåéíûì äèôôåîìîðôèçìîì Q̄p, çàäàííûì íîðìàëüíîé Æîðäàíîâîé

ôîðìîé Qp ìàòðèöû Φp (ñì., íàïðèìåð, [10; Ãëàâà 3]). Òî åñòü ñóùåñòâóåò ñî-

õðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì ξ : Rn → Rn òàêîé, ÷òî Q̄p = ξΦ̄pξ
−1.

Â ñèëó [19; Ðàçäåë 6, Ëåììà 2], ξ ÿâëÿåòñÿ èçîòîïíûì òîæäåñòâåííîìó, ÷òî

îçíà÷àåò íàëè÷èå èçîòîïèè ξt îò ξ0 = id äî ξ1 = ξ. Â ñèëó òåîðåìû î ïðî-

äîëæåíèè èçîòîïèè (ñì., íàïðèìåð, [18; Òåîðåìà 5.8]), ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ

Ξt : R2 → R2 îò òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ Ξ0 = id, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ξt
íà Br2 è ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòåííîé âíå Br1 äëÿ íåêîòîðûõ r2 < r1 < r0. Òàêèì

îáðàçîì, äóãà η̄t = ΞtΦ̄pΞ
−1
t : Rn → Rn ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì η̄0 = Φ̄p ñ

äèôôåîìîðôèçìîì η̄1, ñîâïàäàþùèì ñ Q̄p íà Br2 è ñ Φ̄p âíå Br1 . Êðîìå òî-

ãî, η̄t � äóãà áåç áèôóðêàöèé, O � èçîëèðîâàííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ

êàæäîãî η̄t è W
s
O(η̄t) = W s

O(Φ̄p), W
u
O(η̄t) = Wu

O(Φ̄p) âíå ìíîæåñòâà Br1 .

Åñëè Qp = Ap, òî ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó òîãî, ÷òî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Qp ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îíà èìååò êâàçèäèàãî-

íàëüíóþ ôîðìó ñ áëîêàìè, ñîñòîÿùèìè ëèáî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëèáî

èç ìàòðèö âèäà

(
α β

−β α

)
, ãäå 0 < α2 + β2 < 1 èëè α2 + β2 > 1. Òîãäà

äèôôåîìîðôèçì Q̄p èìååò âèä

Q̄p(x
u, xs) = (Q̄up(xu), Q̄sp(x

s)),

ãäå (Q̄up)−1(Bur ) ⊂ intBur äëÿ ëþáîãî äèñêà Bur è Q̄sp(B
s
r) ⊂ intBsr äëÿ ëþáîãî

äèñêà Bsr . Âûáåðåì r3 < r2 òàê, ÷òî Bur3 × (Q̄sp)
−1(Bsr3) ⊂ intBr2 . Âûáåðåì

ru4 , r
s
4 ∈ (r3/2, r3) òàêèì îáðàçîì, ÷òî (Q̄up)−1(Bur3) ⊂ intBuru4 è Q̄sp(B

s
r3) ⊂ intBrs4 .

Â äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 5.4 ìîíîãðàôèè [28] ïîñòðîåíû äóãè τ̄ut :

Ru → Ru, τ̄st : Rs → Rs èç ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñæàòèé, òàêèå, ÷òî
� (τ̄ut )−1(Bur ) ⊂ intBur äëÿ ëþáîãî äèñêà Bur è τ̄st (Bsr) ⊂ intBsr äëÿ ëþáîãî
äèñêà Bsr ;

� τ̄u0 = Q̄up , τ̄
u
1 = Āup è τ̄

s
0 = Q̄sp, τ̄

s
1 = Āsp.

Ðàññìîòðèì èçîòîïèè λ̄ut = Q̄up τ̄
u
t , λ̄

s
t = (Q̄sp)

−1τ̄st , êîòîðûå ñîåäèíÿþò

òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå λ̄u0 = λ̄s0 = id ñ äèôôåîìîðôèçìàìì λ̄u1 =

Q̄up(Āup)−1, λ̄s1 = (Q̄sp)
−1Āsp, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïîñòðîåíèþ λ̄ut (Bur3) ⊂ Q̄up(Bru4 )

è λ̄st (B
s
r3) ⊂ (Q̄sp)

−1(Brs4) äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1]. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû î ïðî-

äîëæåíèè èçîòîïèè (ñì., íàïðèìåð, [18; Òåîðåìà 5.8]), ñóùåñòâóþò èçîòîïèè

Λ̄ut : Ru → Ru, Λ̄st : Rs → Rs îò òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ Λ̄u0 = Λ̄s0 = id,

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ λ̄ut , λ̄
s
t íà Bur3 , B

s
r3 è ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè âíå

Q̄up(Bru4 ), (Q̄sp)
−1(Brs4), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

Λ̄t(x
u, xs) = ((Λ̄ut )−1Q̄up(xu), Q̄spΛ̄

s
t (x

s)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ̄t : Rn → Rn äóãó, ñîâïàäàþùóþ ñ η̄1 âíå Br2 è ñîâïàäàþùàÿ

ñ Λ̄t íà Br2 . Âûáåðåì r5 < r4 òàê, ÷òî Br5 ⊂ Q̄up(Bur3)×Bsr3 . Ïîëîæèì Ū2 = Br5 ,

Ū1 = Br1 è

ϕ̄t = η̄t ∗ ζ̄t.
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Òîãäà ϕ̄t � äóãà áåç áèôóðêàöèé, ñîâïàäàþùàÿ ñ ϕ̄0 âíå Ū1, O � èçîëèðîâàííàÿ

ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ êàæäîãî ϕ̄t, W
s
O(ϕ̄t) = W s

O(ϕ̄0), Wu
O(ϕ̄t) = Wu

O(ϕ̄0)

âíå ìíîæåñòâà Ū1 è äèôôåîìîðôèçì ϕ̄1 ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì Āp íà

Ū2. Òàêèì îáðàçîì, äóãà ϕt : Mn → Mn, ñîâïàäàþùàÿ ñ ψ−1
0 ϕ̄1ψ0 íà U0 è

ñîâïàäàþùàÿ ñ ϕ0 âíå U0 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû îòíîñèòåëüíî

îêðåñòíîñòåé U1 = ψ−1
0 (Ū1) è U2 = ψ−1

0 (Ū2).

Ñëåäñòâèå 6.1. Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 6.2 èìååò ìåñòî è â

ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì m. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü èçîòîïèþ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fm ñ íåïîäâèæ-

íîé òî÷êîé p, ñóùåñòâóþùóþ â ñèëó ëåììû 6.2, è ðàñïðîñòðàíèòü åå äâîëü

îêðåñòíîñòè îðáèòû òî÷êè p â ñèëó äèôôåîìîðôèçìà f .

� 7. Âûïðÿìëåíèå èíâàðèàíòíûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèé

Èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëîâîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà

Ìîðñà-Ñìåéëà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Îäíàêî åãî

çàìûêàíèå äàæå â ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîì ñëó÷àå ìîæåò íå ÿâëÿåòñÿ äàæå

òîïîëîãè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì (ñì., íàïðèìåð, ðèñóíîê 7). Â ýòîì ðàç-

äåëå ìû ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ è ôàêòû, ïîçâîëÿþùèå ñîåäèíèòü ëþáîé

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé 2-äèôôåîìîðôèçì äóãîé áåç áèôóðêàöèé ñ äèôôåîìîð-

ôèçìîì, ó êîòîðîãî çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ

òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 1. ([31; òåîðåìà 13, ñòð. 25] è [21], [13; óòâåðæäåíèå 10.60]

è [13; óòâåðæäåíèå 10.51]) Ïóñòü íà òîðå T2 èìååòñÿ p ∈ N ∪ {0} ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ãëàäêèõ êðèâûõ c1, . . . , cp, èìåþùèõ ãîìîòîïè÷å-

ñêèé òèï < 1, 0 > è q ∈ N∪{0} ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ãëàäêèõ
êðèâûõ d1, . . . , dq, èìåþùèõ ãîìîòîïè÷åñêèé òèï < 0, 1 > òàêèõ, ÷òî êàæ-

äàÿ ïàðà êðèâûõ ci, dj ïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî îäíîé òî÷êå. Ïóñòü

Cp � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå p îêðóæíîñòåé âèäà S1 × {w}, w ∈ S1 è Dq

� äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå q îêðóæíîñòåé âèäà {z} × S1, z ∈ S1. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçì ξ : T2 → T2 òàêîé,

÷òî ξ(c1 ∪ · · · ∪ cp) = Cp è ξ(d1 ∪ · · · ∪ dq) = Dq.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì ϕ0 : M2 → M2 èìååò ãèïåðáîëè÷å-

ñêèé ñòîê ω0 è ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëà σ1, . . . , σk òàêèå, ÷òî èõ íåóñòîé÷è-

âûå ñåïàðàòðèñû γ1
ϕ0
, . . . , γkϕ0

ëåæàò â áàññåéíå ñòîêà W s
ω0

è èìåþò òîò

æå ïåðèîä m, ÷òî è ñòîê ω0. Ïóñòü (U0, ψ0) � ëîêàëüíàÿ êàðòà ìíîãî-

îáðàçèÿ M2 òàêàÿ, ÷òî ω0 ∈ U0, ψ0(ω0) = O è ϕm0 (U0) ⊂ U0. Ïóñòü

Lk ⊂ R2 � ïó÷îê ëó÷åé l1, . . . , lk, èìåþùèõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ρ, θ) âèä

li = {(ρ, θ) ∈ R2 : θ = θi}, θi ∈ [0, 2π). Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè V1, V2

òî÷êè ω0 òàêèå, ÷òî V2 ⊂ V1 ⊂ U0 è äóãà ϕt : M2 → M2, t ∈ [0, 1] áåç áèôóð-

êàöèé ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äèôôåîìîðôèçì ϕt, t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ0 âíå ìíî-

æåñòâà
m−1⋃
k=0

ϕk0(V1) è
m−1⋃
k=0

ϕk0(ω0) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòîêîâîé îðáèòîé

ïåðèîäà m äëÿ âñåõ ϕt;
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2) ψ0(
k⋃
i=0

γiϕ1
)∩ V2) ⊂ Lk, ãäå γiϕ1

íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäåë σi îòíî-

ñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà ϕ1.

1

2

1

2 2

2

1

1

Ðèñ. 7. Âûïðÿìëåíèå ñåïàðàòðèñû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ0 = ϕm0 è φ̄0 = ψ0φ0ψ
−1
0 : R2 → R2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç O(0, 0) íà÷àëî êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè R2. Äëÿ ëþáîãî r > 0 ïîëîæèì

Br = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2}. Â ñèëó ëåììû 6.2, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ̄0 = g, ãäå g(x, y) =
(
x
2 ,

y
2

)
íà äèñêå B2r0 äëÿ íåêîòîðîãî

r0 > 0. Ïîëîæèì K0 = B2r0 \Br0 ,γiφ̄0
= ψ0(γiϕ0

).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eg ìíîæåñòâî ñæàòèé φ̄ : R2 → R2, ñîâïàäàþùèõ ñ φ̄0 âíå

B2r0 è ñ g íà Brφ̄ , ãäå rφ̄ 6 2r0. Äëÿ ëþáîãî φ̄ ∈ Eg ïîëîæèì

γiφ̄ =
⋃
k∈Z

φ̄k(γiφ̄0
∩K0).

Ïî ïîñòðîåíèþ φ̄-èíâàðèàíòíûå êðèâûå γi
φ̄
ñîâïàäàþò c φ̄0-èíâàðèàíòíûìè êðè-

âûìè γi
φ̄0

âíå äèñêà Br0 . Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîñòðî-

èòü äóãó èç ñæàòèé φ̄t : R2 → R2, t ∈ [0, 1] òàêóþ, ÷òî

1̄) äèôôåîìîðôèçì φ̄t, t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì φ̄0 âíå ìíî-

æåñòâà Br0 ;

2̄) ψ0(
k⋃
i=0

γiϕ1
) ∩ V2) ⊂ Lk.

Äóãà ϕt : M2 →M2 ïîëó÷àåòñÿ èç äóãè φ̄t êàê è â ëåììå 6.2, åñëè ïîëîæèòü

V1 = ψ−1
0 (Br0) è V2 = ψ−1

0 (Brφ̄1
).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äóãè φ̄t ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëþáîãî äèô-

ôåîìîðôèçìà φ̄ ∈ Eg.
Ïðåäñòàâèì äâóìåðíûé òîð T2 êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåî-

ìîðôèçìà g íà ìíîæåñòâå R2 \O è îáîçíà÷èì ÷åðåç p : R2 \O → T2 åñòåñòâåí-

íóþ ïðîåêöèþ. Çàôèêñèðóåì íà òîðå T2 îáðàçóþùèå â = p(OX+) è b̂ = p(S1).

Ïîëîæèì l̂i = p(li) è Kφ̄ = Brφ̄ \ Brφ̄/2, γ̂
i
φ̄

= p(γi
φ̄
∩ Kφ̄). Òîãäà êðèâûå γ̂i

φ̄
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ÿâëÿþòñÿ óçëàìè íà òîðå T2, èìåþùèìè ðàçëîæåíèå < 1,−nφ̄ >, nφ̄ ∈ Z ïî

áàçèñó â, b̂ (ñì., íàïðèìåð, [13]).

Äóãà φ̄t áóäåò ãëàäêèì ïðîèçâåäåíèåì äóã ηt è ζt, ãäå

I) äóãà ηt, t ∈ [0, 1] ñîñòîèò èç ñæàòèé, ñîâïàäàþùèõ ñ äèôôåîìîðôèçìîì φ̄0

âíå ìíîæåñòâà Br0 è ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì η0 = φ̄0 ñ íåêîòîðûì äèôôåî-

ìîðôèçìîì η1 ∈ Eg òàêèì, ÷òî óçëû γ̂η1
è ξ̂η1

èìåþò ðàçëîæåíèå < 1, 0 > ïî

áàçèñó â, b̂;

II) äóãà ζt ∈ Eg, t ∈ [0, 1] ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì ζ0 = η1 ñ äèôôåîìîð-

ôèçìîì ζ1 òàêèì, ÷òî γ̂
i
ζ1

= l̂i.

1

2

Ðèñ. 8. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 7.1, ÷àñòü I)

I) Åñëè nφ̄ = 0, òî ïîëîæèì ηt = φ̄0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì θt, t ∈ [0, 1] : R2 → R2 â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ρ, ϕ òàê, ÷òî θt(O) = O è θt(ρe
iϕ) = ρei(ϕ+ϕt(ρ)), ãäå ϕt(ρ) � ãëàäêàÿ ìîíîòîííàÿ

ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 2nφ̄πt äëÿ ρ 6 1
2 è ðàâíàÿ 0 äëÿ ρ > 1. Òîãäà ηt = θtφ̄0 : R2 →

R2 èñêîìàÿ äóãà (ñì. ðèñóíîê 8).

II) Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì η1 ∈ Eg è óçëû γ̂iη1
èìåþò ðàçëîæåíèå

< 1, 0 > ïî áàçèñó â, b̂. Ïîëîæèì L̂k = p(Lk). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ñóùå-

ñòâóåò ãëàäêî èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçì ĥ : T2 → T2 òàêîé,

÷òî ĥ(
k⋃
i=1

γ̂iη1
) = L̂k. Äëÿ r > 0 ïîëîæèì Kr = Br \ Br/2. Âûáåðåì îòêðû-

òîå ïîêðûòèå D = {D1, . . . , Dq} òîðà T2 òàêîå, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè D̄i

ìíîæåñòâà p−1(Di) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Kri äëÿ íåêîòîðûõ ri <
ri−1

2 è

r1 6 r0/2. Ñîãëàñíî [3; ëåììà î ôðàãìåíòàöèè] ñóùåñòâóþò ãëàäêî èçîòîï-

íûå òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìû ŵ1, . . . , ŵq : T2 → T2 ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

i) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , q} ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ {ŵi,t}, òîæäå-
ñòâåííàÿ âíå Di è ñîåäèíÿþùàÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ŵi;

ii) ĥ = ŵ1 . . . ŵq.

Ïóñòü wi,t : R2 → R2 äèôôåîìîðôèçì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (p|Kri )
−1ŵi,tp

íà Kri è ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì âíå Kri (ñì. ðèñóíîê 9).

Òîãäà èñêîìàÿ äóãà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ζt = ν1w1,t . . . wq,t.
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1

2

1

2

Ðèñ. 9. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 7.1, ÷àñòü II)

7.1. Èçìåíåíèå äèíàìèêè â îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà. Â ýòîì ðàç-

äåëå ìû äîêàæåì, ÷òî äèíàìèêà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî 2-äèôôåîìîðôèçìà â

îêðåñòíîñòè ãëàäêî âëîæåííîãî çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëî-

âîé òî÷êè, ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáóþ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííóþ ïåðåõîäîì

ïî äóãå áåç áèôóðêàöèé.

Ëåììà 7.2. Ïóñòü

� φ0 : M2 → M2 � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì

Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûé íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M2,

� σ1, . . . , σn � ñåäëîâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà φ0, êðèâàÿ

c =
n⋃
i=1

clWu
σi � ãëàäêî âëîæåíà â M2 è èìååò çàõâàòûâàþùóþ îêðåñò-

íîñòü K0,

� äèôôåîìîðôèçì φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì φ0 íà

êðèâîé c è â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè.

Òîãäà ñóùåñòâóåò äóãà áåç áèôóðêàöèé ϕt : M2 →M2, t ∈ [0, 1] è îêðåñòíîñòü

K∗ ⊂ K0 êðèâîé c ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ϕ0 = φ0, ϕ1 ñîâïàäàåò c φ1 íà K∗ è ñîâïàäàåò ñ φ0 âíå K0;

2. φ1 ñîâïàäàåò ñ φ0 âíå K0 è, åñëè φ1 ñîâïàäàåò ñ φ0 â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè ñòîêà íà êðèâîé c, òî ϕt ñîâïàäàåò ñ φ0 â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ c ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé

(â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ c íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âëîæåíèå ν : S1 × [−1, 1] → M2 òàêîå, ÷òî ν : S1 ×
{0} = c è K0 = ν(S1 × [−1, 1]).
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Èñêîìàÿ äóãà ϕt áóäåò ãëàäêèì ïðîèçâåäåíèåì äóã áåç áèôóðêàöèé µt è δt,

ãäå

I) äóãà µt, t ∈ [0, 1] ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì µ0 = ϕ0 ñ äèôôåîìîðôèçìîì

µ1 òàêèì, ÷òî Ωη1|c = Ωφ1|c ;

II) äóãà δt, t ∈ [0, 1] ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì δ0 = µ1 ñ èñêîìûì äèôôåî-

ìîðôèçìîì δ1 = ϕ1.

I) Åñëè Ωφ0|c = Ωφ1|c , òî µt = φ0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, ïî óñëîâèþ äèôôåîìîðôèçìû w0 = φ0|c, w1 = φ1|c ÿâëÿþòñÿ òî-

ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ãðóáûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îêðóæíîñòè. Â ñè-

ëó [17], îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðèòÿãèâàþùèõ è îò-

òàëêèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ÷åðåäóþùèõñÿ íà îêðóæíîñòè. Òîãäà

âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè c: 1) ñóùå-

ñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè p0
0, p

1
0 äèôôåîìîðôèçìîâ w0, w1, ñîîòâåòñòâåí-

íî, êîòîðûå ñîâïàäàþò è èìåþò îäèíàêîâóþ óñòîé÷èâîñòü; 2) ñóùåñòâóåò äó-

ãà β ⊂ c òàêàÿ, ÷òî int β ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè p0
0, p

1
0 äèôôåîìîð-

ôèçìîâ w0, w1, ñîîòâåòñòâåííî, îäèíàêîâîé óñòîé÷èâîñòè è íå ñîäåðæèò äðó-

ãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìîâ w0, w1; 3) ñóùåñòâóåò äóãà β ⊂ c

òàêàÿ, ÷òî int β ñîäåðæèò âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îáîèõ äèôôåîìîðôèçìîâ

p0
0, p

0
1, p

1
0, p

1
1, . . . , p

0
2n−2, p

0
2n−1, p

1
2n−2, p

1
2n−1, ðàñïîëîæåííûå íà äóãå â óêàçàííîì

ïîðÿäêå, ãäå p0
2i, p

1
2i � ïðèòÿãèâàþùèå òî÷êè, p

0
2i−1, p

1
2i−1 � îòòàëêèâàþùèå òî÷-

êè äèôôåîìîðôèçìîâ w0, w1, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ i ∈ {0, . . . , n− 1}.
Â ñëó÷àå 1) ïîëîæèì β = c \ U0, ãäå U0 � äóãà îêðóæíîñòè c, ñîäåðæàùàÿ

òî÷êó p0
0 è íå ñîäåðæàùàÿ íèêàêèõ äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîð-

ôèçìîâ w0, w1. Âûáåðåì òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü N(β) ⊂ K0 äóãè β òàê, ÷òî

ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì h : N(β) → Π, ãäå Π = [0, 1] × [−1, 1]. Ïåðåíóìå-

ðóåì p0
1, p

0
2, . . . , p

0
2n−1; p1

1, p
1
2, . . . , p

1
2n−1 ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìîâ

w0, w1, ñîîòâåòñòâåííî, íà äóãå β òàê, ÷òî 0 < h(p0
1) < h(p0

2) < · · · < h(p0
2n−1) <

1; 0 < h(p1
1) < h(p1

2) < · · · < h(p1
2n−1) < 1.

Ðèñ. 10. Ãðàôèê ôóíêöèè r(x)

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ r(x) : [0, 1]→ [0, 1],

ÿâëÿþùóþñÿ òîæäåñòâåííîé â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê 0, 1 è íà ìíî-

æåñòâå h(ν(B)), òàêóþ, ÷òî r(h(p0
i )) = h(p1

i ) (ñì. ðèñóíîê 10). Ïîëîæèì
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rt(x) = tr(x) + (1 − t)x, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1] è rt,y(x) = (1 − y)rt(x) + yx, x ∈
[0, 1], t ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]. Îïðåäåëèì ãëàäêóþ èçîòîïèþ Rt : Π→ Π ôîðìóëîé

Rt(x, y) = (rt,y2(x), y).

Ïîñêîëüêó èçîòîïèÿ Rt ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé íà ∂Π äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], òî

ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ ρt : M2 →M2, òîæäåñòâåííàÿ âíå N(β) è ñîâïà-

äàþùàÿ ñ h−1Rth íà N(β). Òîãäà µt = ρtfρ
−1
t ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èçîòîïèåé,

ñîâìåùàþùåé ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà w0 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè

òî÷êàìè äèôôåîìîðôèçìà w1 íà äóãå β.

Â ñëó÷àå 2), èñïîëüçóÿ òåõíèêó âûøå, èñêîìàÿ èçîòîïèÿ µt ñîñòàâëÿåòñÿ èç

èçîòîïèè, ñîâìåùàþùåé òî÷êó p0
0 ñ òî÷êîé p1

0 íà äóãå β è èçîòîïèè, ñîâìåùà-

þùåé ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà w0 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè

äèôôåîìîðôèçìà w1 íà äóãå, äîïîëíèòåëüíîé ê β.

Â ñëó÷àå 3) èñêîìàÿ èçîòîïèÿ µt ñîâìåùàåò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåî-

ìîðôèçìà w0 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè äèôôåîìîðôèçìà w1 ñ ñîõðàíåíèåì

ïîðÿäêà íà äóãå β.

Åñëè φ1 ñîâïàäàåò ñ φ0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñòîêà íà êðèâîé c, òî, î÷å-

âèäíî, äóãó µt ìîæíî ïîñòðîèòü ñîâïàäàþùåé ñ φ0 â ýòîé îêðåñòíîñòè.

II) Åñëè µ1 ñîâïàäàåò ñ φ1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îêðóæíîñòè c, òî δt = µ1

äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü c ÿâëÿåòñÿ àò-

òðàêòîðîì äëÿ äèôôåîìîðôèçìà φ1, òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå êîëüöîK ⊂ intK0,

ÿâëÿþùååñÿ çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòüþ àòòðàêòîðà c äèôôåîìîðôèçìà φ1.

Âûáåðåì çíà÷åíèå 0 < ε∗ < 1 òàê, ÷òî äëÿ êîëüöàK∗ = ν(S1×[−ε∗, ε∗]) ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå K∗ ⊂ int (φ2

1(K) ∩ µ2
1(K0)). Èç òåîðåìû î êîëüöå (ñì., íàïðè-

ìåð, [31]), ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γ : K → K0 òàêîé, ÷òî γ|Kε∗ = id

è γ(φi1(K)) = µi1(K0), i = 1, 2. Çàäàäèì íà S1 × [−1, 1] äèôôåîìîðôèçìû

φ̃1 = ν−1γφ1γ
−1ν è µ̃1 = ν−1µ1ν. Ïîëîæèì

ξ̃t = (1− t)µ̃1 + tφ̃1.

Òîãäà äóãà q̃t = µ̃−1
1 ξ̃t ñîåäèíÿåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå q̃0 = id ñ äèôôåî-

ìîðôèçìîì q̃1 = µ̃−1
1 φ̃1 è q̃t(µ̃1(S1 × [−1, 1])) ⊂ S1 × (−1, 1). Â ñèëó òåîðåìû î

ïðîäîëæåíèè èçîòîïèè (ñì., íàïðèìåð, [18; Òåîðåìà 5.8]), ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ

Q̃t : S1× [−1, 1]→ S1× [−1, 1], ñîâïàäàþùàÿ q̃t íà µ̃1(S1× [−1, 1]) è òîæäåñòâåí-

íàÿ íà S1 × {−1, 1}. Òîãäà èñêîìàÿ èçîòîïèÿ δt : M2 →M2, ñîâïàäàåò ñ µ1 âíå

K0 è ñîâïàäàåò ñ µ1νQ̃tν
−1 íà K0.

Åñëè φ1 ñîâïàäàåò ñ µ1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñòîêà íà êðèâîé c, òî, î÷å-
âèäíî, êîëüöî K ìîæíî âûáðàòü ñîâïàäàþùèì ñ êîëüöîì K0 è äèôôåîìîð-

ôèçì γ òîæäåñòâåííûì â ýòîé îêðåñòíîñòè.

7.2. Èçìåíåíèå äèíàìèêè â áëóæäàþùåì ìíîæåñòâå. Çàìûêà-

íèÿ íåóñòîé÷èâûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèé ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî

2-äèôôåîìîðôèçìà îáðàçóþò ñâÿçíûé àòòðàêòîð ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà, à

äóàëüíûé ê íåìó ðåïåëëåð ñîñòîèò èç âñåõ èñòî÷íèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [12]). Â

ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâà äèôôåîìîðôèçìà, ñîâïàäàþùèå â

íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà, ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû

äóãîé áåç áèôóðêàöèé.
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Ëåììà 7.3. Ïóñòü ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå 2-äèôôåîìîðôèçìû ϕ0, ϕ1 :

M2 → M2 ñîâïàäàþò íà çàìûêàíèÿõ íåóñòîé÷èâûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèé

è â íåêîòîðûõ èõ îêðåñòíîñòÿõ, à òàêæå â îêðåñòíîñòÿõ èñòî÷íèêîâ. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò äóãà áåç áèôóðêàöèé èõ ñîåäèíÿþùàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìîâ ϕ0, ϕ1, îáðà-

çîâàííûé çàìûêàíèÿìè íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê, è R

� äóàëüíûé ê íåìó ðåïåëëåð, ñîñòîÿùèé èç èñòî÷íèêîâ. Ïóñòü KA � çàõâà-

òûâàþùàÿ îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà A. Òîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

M2 \KA ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì äèñêîì, ëåæàùèì â áàññåéíå íåêîòîðîãî èñòî÷-

íèêà èç ðåïåëëåðà R. Âûáåðåì â ðåïåëëåðå èñòî÷íèêè α1, . . . , αk ñ ïîïàðíî

íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ îðáèòàìè ïåðèîäîâ m1, . . . ,mk, ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî

R =
k⋃
i=1

mi−1⋃
j=0

ϕj0(αi).

Íèæå ìû ïîñòðîèì äóãó Hϕ0,α1,t áåç áèôóðêàöèé ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè:

- Hϕ0,α1,t ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì ϕ0 ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕα1
= Hϕ0,α1,1

òàêèì, ÷òî ϕα1
= ϕ1 íà KA ∪

mi−1⋃
j=0

ϕj0(Wu
α1

);

- Hϕ0,α1,t = ϕ0 âíå KA ∪
mi−1⋃
j=0

ϕj0(Wu
α1

).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ äóãè Hϕα1 ,α2,t, . . . ,Hϕαk−1
,αk,t. Òîãäà èñêî-

ìàÿ äóãà ϕt áóäåò ñëåäóþùèì ãëàäêèì ïðîèçâåäåíèåì äóã

ϕt = Hϕ0,α1,t ∗ · · · ∗Hϕαk−1
,αk,t

Ïîñòðîåíèå äóãè Hϕ0,α1,t. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü èñòî÷íèê α1 íåïî-

äâèæíûì. Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà α1 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì m1

äîñòàòî÷íî âçÿòü èçîòîïèþ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fm1 ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

α1 è ðàñïðîñòðàíèòü åå äâîëü îêðåñòíîñòè îðáèòû òî÷êè α1 â ñèëó äèôôåî-

ìîðôèçìà ϕ0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φϕ1 ìíîæåñòâî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

ïîâåðõíîñòè M2, ñîâïàäàþùèõ ñ ϕ1 íà KA è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

α1 (â ÷àñòíîñòè, äèôôåîìîðôèçì ϕ0 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Φϕ1
). Òîãäà

ëþáîé äèôôåîìîðôèçì ϕ ∈ Φϕ1 ãëàäêî ñîïðÿæåí íàW
u
α1
\α1 ñ ϕ1 ïîñðåäñòâîì

äèôôåîìîðôèçìà

ρϕ(x) = ϕ−k1 (ϕk(x)),

ãäå k ∈ Z òàêîå, ÷òî ϕk(x) ∈ KA äëÿ x ∈Wu
α1
\α. Òàêèì îáðàçîì, ϕ1 = ρϕϕ0ρ

−1
ϕ

íà Wu
α1
\ α1.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà ϕ âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: I) ρϕ ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ

íà òî÷êó α1 óñëîâèåì ρϕ(α1) = α1, II) ρϕ íå ïðîäîëæàåòñÿ ãëàäêî íà òî÷êó α1.

Â ñëó÷àå I), â ñèëó [32] äèôôåîìîðôèçì ρϕ èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó. Áî-

ëåå òîãî, â ñèëó òåîðåìû Òîìà î ïðîäîëæåíèè èçîòîïèè, íà Wu
α1

ñóùåñòâóåò

ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ %ϕ,t òàêàÿ, ÷òî %ϕ,0 = id, %ϕ,1 = ρϕ è %ϕ,t = id, t ∈ [0, 1] â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Kϕ ⊂ KA àòòðàêòîðà A. Èçîòîïèÿ %ϕ,t ïðîäîëæàåòñÿ
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äî èçîòîïèè íåñóùåé ïîâåðõíîñòè %ϕ,t : M2 → M2 òîæäåñòâåííûì îòîáðàæå-

íèåì âíå Wu
α1
. Òîãäà äóãà áåç áèôóðêàöèé

Hϕ,α1,t = %−1
ϕ,tϕ%ϕ,t

ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì ϕ ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ1.

Â ñëó÷àå II), ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü (Uα1
, ψα1

), ψα1
:

Uα1 → R2, ψα1 = O � ëîêàëüíàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M2. Ðàññìîòðèì íà R2

äèôôåîìîðôèçìû ϕ̄ = ψα1
ϕψ−1

α1
, ϕ̄1 = ψα1

ϕ1ψ
−1
α1

è ρ̄ϕ = ψα1
ρϕψ

−1
α1
, ÿâëÿþùèå-

ñÿ ëîêàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äèôôåîìîðôèçìîâ ϕ,ϕ1 è ρ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì èñòî÷íèêîì äèôôåîìîðôèçìîâ

ϕ è ϕ1, òî ñóùåñòâóåò 2-äèñê Bϕ 3 O òàêîé, ÷òî ϕ̄−1(Bϕ) ⊂ intBϕ è êîëüöî

Kϕ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà ϕ̄ íà

intBϕ \ {O}.
Ïðåäñòàâèì T2 êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò (intBϕ \ {O})/ϕ̄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

pϕ : Bϕ \ {O} → T2 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà êðèâàÿ b = pϕ(∂Bϕ) èìååò

ãîìîòîïè÷åñêèé òèï <0,1> è ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü êðèâóþ a, èìåþ-

ùóþ ãîìîòîïè÷åñêèé òèï <1,0> òàêóþ, ÷òî êðèâûå a, b ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè

ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(T2). Òàê êàê ρ̄ϕ ïåðåâîäèò îðáèòû ϕ̄ â îðáèòû ϕ̄1

è Kϕ ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äëÿ ϕ̄, ϕ̄1 íà int Bϕ \{O}, òî
ρ̄ϕ ïðîåêòèðóåòñÿ íà T2 ôîðìóëîé ρ̂ϕ = pϕρ̄ϕp

−1
ϕ . Òîãäà èíäóöèðîâàííûé èçî-

ìîðôèçì ρ̂ϕ∗ : π1(T2) → π1(T2) ñîõðàíÿåò ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îáðàçóþùåé

a è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäàåòñÿ ìàòðèöåé(
1 0

nϕ 1

)
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî nϕ.

Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ: a) nϕ = 0; á) nϕ 6= 0.

Â ïîäñëó÷àå a), ïîñòðîèì äóãó áåç áèôóðêàöèé νϕ,t : M2 → M2 òàêóþ, ÷òî

νϕ,0 = ϕ, νϕ,1 ∈ Φϕ1
è äèôôåîìîðôèçì ρνϕ,1 ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà èñòî÷íèê

α1. Òîãäà äóãà áåç áèôóðêàöèé

Hϕ,α1,t = νϕ,t ∗ (%−1
νϕ,1,tνϕ,1%νϕ,1,t)

ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì ϕ ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ1.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå äóãè νϕ,t.

Âûáåðåì ïîêðûòèå U = {U1, . . . , Uq} òîðà T2, ñîñòîÿùåå èç 2-äèñêîâ òà-

êèõ, ÷òî íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1
ϕ (Ui) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì êîëüöà Ki = Bi \ ϕ̄−1(Bi), ïîëó÷åííîãî èç 2-äèñêà Bi òàêîãî, ÷òî

Bi ⊂ ϕ̄−1(Bϕ), i = 1, . . . , q.

Â ñèëó ëåììû î ôðàãìåíòàöèè [3] ñóùåñòâóþò ãëàäêî èçîòîïíûå òîæäåñòâåí-

íîìó äèôôåîìîðôèçìû ŵ1, . . . , ŵq : T2 → T2 òàêèå, ÷òî

i) äëÿ êàæäîãî i = 1, q ñóùåñòâóåò Uj(i) ∈ U òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈
[0, 1] îòîáðàæåíèå ŵi,t ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì âíå Uj(i), ãäå {ŵi,t} � ãëàäêàÿ

èçîòîïèÿ ìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì è ŵi;

ii) ρ̂ϕ = ŵ1 . . . ŵq.

Âûáåðåì ÷èñëà ni ∈ N òàê, ÷òî ϕ̄−nq (Bj(q)) ⊂ · · · ⊂ ϕ̄−n1(Bj(1)). Ïîëîæèì

K̄i = ϕ̄−nj(i)(Bj(i)) \ ϕ̄−nj(i)−1(Bj(i)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç w̄i,t : R2 → R2 äèô-

ôåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ (pϕ|K̄i)
−1ŵi,tpϕ íà K̄i è òîæäåñòâåííûé âíå K̄i.
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Ïîëîæèì w̄t = w̄1,t . . . , w̄q,t è ν̄ϕ,t = ϕ̄w̄−1
t . Îáîçíà÷èì ÷åðåç νϕ,t : M2 → M2

äèôôåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ ψ−1
α1
ν̄ϕ,tψα1

íà Bϕ è ñîâïàäàþùèé ñ ϕ âíå

Bϕ. Òîãäà νϕ,1 ∈ Φϕ1
ïîñêîëüêó ν̄ϕ,1 ñîâïàäàåò ñ ϕ̄1 íà íåêîòîðîì äèñêå

Bνϕ,1 = ϕ̄−m(Bϕ) ⊂ ϕ̄−nj(q)−1(Bj(q)). Ïî ïîñòðîåíèþ ρ̄νϕ,1 = ϕ̄−m1 ρ̄ϕ(ϕ̄w̄−1
1 )m

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ̂νϕ,1(x̂) = x̂, x̂ ∈ T2.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåîìîðôèçì ρνϕ,1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè α1 ñîâïàäàåò ñ

íåêîòîðîé ñòåïåíüþ äèôôåîìîðôèçìà ϕ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêî ïðîäîëæà-

åòñÿ íà òî÷êó α1.

Â ïîäñëó÷àå b), ïîñòðîèì äóãó áåç áèôóðêàöèé µϕ,t : M2 → M2 òàêóþ, ÷òî

µϕ,0 = ϕ, µϕ,1 ∈ Φϕ1
è nµϕ,1 = 0. Òîãäà äóãà áåç áèôóðêàöèé

Hϕ,α1,t = µϕ,t ∗ νµϕ,1,t ∗ (%−1
νµϕ,1,1,t

νµϕ,1,1%νµϕ,1,1,t)

ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçì ϕ ñ äèôôåîìîðôèçìîì ϕ1.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå äóãè µϕ,t.

Ââåäåì íà äèñêå Bϕ êîîðäèíàòû r, φ â êîòîðûõ êðèâàÿ ϕ̄−k(∂Bϕ), k ∈ N èìå-

åò âèä r = 2−k, φ ∈ [0, 2π). Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì θ̄t : R2 → R2 òàê, ÷òî

θ̄t(O) = O è θ̄t(r, φ) = rei(φ+φt(r)), ãäå φt(r) � ãëàäêàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ,

ðàâíàÿ −2nϕπt äëÿ r 6 1
2 è ðàâíàÿ 0 äëÿ r > 1. Ïîëîæèì µ̄ϕ,t = ϕ̄θ̄t è îáîçíà-

÷èì ÷åðåç µϕ,t : M2 →M2 äèôôåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ ψ−1
α1
µ̄ϕ,tψα1

íà Bϕ
è ñîâïàäàþùèé ñ ϕ âíå Bϕ. Òîãäà µϕ,1 ∈ Φϕ1 ïîñêîëüêó µ̄ϕ,1 ñîâïàäàåò ñ ϕ̄1

íà äèñêå Bµϕ,1 = ϕ̄−1(Bϕ). Ïî ïîñòðîåíèþ ρ̄µϕ,1 = ϕ̄−1
1 ρ̄ϕϕ̄θ̄1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

nµϕ,1 = 0.

� 8. Ïîñòðîåíèå äóãè HJ,t

8.1. Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñòðî-

èì ìîäåëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàíû â ïîñòðîå-

íèè óñòîé÷èâîé äóãè. Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ëåæèò ïðèíöèï ñêëåéêè áåñêîíå÷íî

ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé ñèãìîèä-ôóíêöèè.

Ïóñòü a < b è δ
a;b

: R → [0, 1] ñèãìîèä-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

(ñì. ðèñóíîê 11)

δ
a;b

(x) =


0, x 6 a,

1

1+exp
(

(a+b)/2−x
(x−a)2(x−b)2

) , a < x < b,

1, x > b.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ̄1 : R→ R ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 12):

φ̄1(x) = x− 1

12π
sin

(
6π

(
x− 1

4

))
.
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a b

Ðèñ. 11. Ãðàôèê ñèãìîèä-ôóíêöèè

Ðèñ. 12. Ãðàôèê ôóêöèè φ̄1(x)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ḡ1 : R→ R ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 13):

ḡ1(x) =



φ̄0(x), 0 6 x 6 0, 26,

(1− δ0,26;0,27(x))φ̄0(x) + δ0,26;0,27(x)φ̄1(x), 0, 26 < x < 0, 27,

φ̄1(x), 0, 27 6 x 6 0, 76,

(1− δ
0,76;0,77

(x))φ̄1(x) + δ
0,76;0,77

(x)φ̄0(x), 0, 76 < x < 0, 77,

φ̄0(x), 0, 77 6 x 6 1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ̄2 : R→ R ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 14):

φ̄2(x) = x+
1

4π
sin

(
5

6
π

(
x− 5

12

))
.
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Ðèñ. 13. Ãðàôèê ôóíêöèè ḡ1(x)

Ðèñ. 14. Ãðàôèê ôóêöèè φ̄2(x)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ḡ2 : R→ R ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 15):

ḡ2(x) =



ḡ1(x), 0 6 x 6 0, 42,

(1− δ0,42;0,43(x))ḡ1(x) + δ0,42;0,43(x)φ̄2(x), 0, 42 < x < 0, 43,

φ̄2(x), 0, 43 6 x 6 0, 98,

(1− δ0,98;0,99(x))φ̄2(x) + δ0,98;0,99(x)ḡ1(x), 0, 98 < x < 0, 99,

ḡ1(x), 0, 99 6 x 6 1.
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Ðèñ. 15. Ãðàôèê ôóêöèè ḡ2(x)

8.2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëüíûõ äóã. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì äóãè, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè êîìïîíåíòàìè, ñîñòàâëÿþùèìè äóãó HJ,t.

Äëÿ n ∈ Z ïîëîæèì Jn =

(
1 0

n 1

)
.

Ëåììà 8.1. Äèôôåîìîðôèçì f0 ñîåäèíÿåòñÿ ñ äèôôåîìîðôèçìîì fJ1

óñòîé÷èâîé äóãîé H0,1,t ñ äâóìÿ òèïè÷íî ïðîõîäÿùèìè íåêðèòè÷åñêèìè

ñåäëî-óçëîâûìè áèôóðêàöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåçäå äàëåå â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå îòîáðàæåíèÿ áåç ÷åð-

òû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà S1 ïîñðåäñòâîì π îòîáðàæåíèÿ ñ ÷åðòîé, çàäàííîãî

íà ïðÿìîé R. Óñòîé÷èâàÿ äóãà H0,1,t, ñîåäèíÿþùàÿ äèôôåîìîðôèçì f0 ñ äèô-

ôåîìîðôèçìîì fJ1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äóã Γ1
t , Γ2

t , ïîñòðîåííûõ â øàãå 1

è øàãå 2 íèæå è äóãè HΓ2
1,t
.

Øàã 1. Ïåðâàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ.

1. Ðîæäåíèå ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè.

Íà÷íåì ñ äèôôåîìîðôèçìà f0 : T2 → T2, îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé:

f0(z, w) = (φ0(z), φ0(w)), z, w ∈ S1.

Ïîëîæèì

η̄1
t (x) = (1− t)φ̄0(x) + tḡ1(x), x ∈ R, t ∈ [0, 1]

è

η̄1
t,τ (x) = (1− τ)η̄1

t (x) + τ φ̄0(x), x ∈ R, t ∈ [0, 1], τ ∈ [0, 1].
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Îïðåäåëèì ãëàäêóþ äóãó H1
t : T2 → T2, t ∈ [0, 1] ôîðìóëîé:

H1
t (z, w) =

{
(φ0(z), η1

t,|8x−2|(w)), z = π(x), x ∈
(

1
8 ,

3
8

)
, w ∈ S1,

f0(z, w), z = π(x), x ∈
(
− 5

8 ,
1
8

)
, w ∈ S1

.

Ïðè t = 3
4 , äèôôåîìîðôèçì H1

3
4

èìååò ñåäëî-óçëîâóþ òî÷êó p = (N, π(0)),

÷üå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ïîëóïëîñêîñòè, ãðàíèöåé êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ äóãà γp (ñì. ðèñóíîê 16).

1

gp

H 3
4
-

1

H 1

1

Ðèñ. 16. Èçîòîïèÿ H1
t íà òîðå

2. Ïîâîðîò ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ2.

Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü K =
[
π(0), π

(
1
4

)]
× S1 îãðàíè÷åíèÿ

äèôôåîìîðôèçìà f0 íà V =
[
π
(
− 1

4

)
, π
(

1
4

)]
× S1. Ïîëîæèì V̂ = V/f0. Òîãäà

V̂ � äâóìåðíûé òîð, ïîëó÷åííûé èç K îòîæäåñòâëåíèåì ãðàíèö â ñèëó îòîá-

ðàæåíèÿ f0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q : V → V̂ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Ïîëîæèì

γ̂2 = q(Wu
σ2
∩ V ) è γ̂1 = q(W s

σ1
∩ V ). Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì Ht ïðè âñåõ

t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ f0 íà êîëüöå
[
π(− 1

4 ), π
(

1
8

)]
× S1, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíà

îêðóæíîñòü γ̂p = q(γp ∩K).

ÏîëîæèìW =
[
π
(
− 1

4

)
;π
(

1
4

)]
×
[
π
(
− 1

4

)
;π
(

1
4

)]
è Ŵ = p(W ). Ïî ïîñòðîåíèþ

îêðóæíîñòü γ̂p äåëèò êîëüöî Ŵ íà äâà êîëüöà, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ îáîçíà÷èì

÷åðåç Ŵ1, Ŵ2, ïîëàãàÿ, ÷òî γ̂1 ⊂ Ŵ1 è γ̂2 ⊂ Ŵ2 (ñì. ðèñóíîê 17).

Âûáåðåì ãëàäêóþ íå ãîìîòîïíóþ íóëþ êðèâóþ γ̂ ⊂ int Ŵ1, òðàíñâåðñàëü-

íóþ ïðîåêöèè ñèëüíî óñòîé÷èâîãî ñëîåíèÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè. Òàêàÿ êðèâàÿ

âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ êàæäîãî ñëîÿ ýòîãî ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

êðèâîé, íàêðó÷èâàþùåéñÿ íà óçåë γ̂1 (ñì. ðèñóíîê 17). Ñîãëàñíî ðàáîòå [31],

ñóùåñòâóåò ãëàäêî èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçì ĥ1 : V̂ → V̂

òàêîé, ÷òî ĥ1(γ̂2) = γ̂.

Äëÿ xi ∈ [− 1
4 ; 0] ïîëîæèì Ki = [π(xi); (π(φ̄−1

0 (xi))] × S1. Âûáåðåì îòêðû-

òîå ïîêðûòèå D = {D1, . . . , Dk1
} òîðà T2 òàêîå, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè D̄i

ìíîæåñòâà q−1(Di) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ki äëÿ íåêîòîðûõ xi < φ̄−1
0 (xi−1).

Ñîãëàñíî ëåììå î ôðàãìåíòàöèè [3] ñóùåñòâóþò ãëàäêî èçîòîïíûå òîæäåñòâåí-

íîìó äèôôåîìîðôèçìû ŵ1, . . . , ŵk1
: T2 → T2 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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Ðèñ. 17. Âûáîð êðèâîé γ̂

i) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k1} ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ {ŵi,t}, òîæäå-
ñòâåííàÿ âíå Di è ñîåäèíÿþùàÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ŵi;

ii) ĥ1 = ŵ1 . . . ŵk1 .

Ïóñòü wi,t : R2 → R2 äèôôåîìîðôèçì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (q|Ki)−1ŵi,tq íà

Ki è ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì âíå Ki. Ïîëîæèì

ζt = w1,t . . . wk1,tf0, G1
t =

{
ζ2t, 0 6 t < 1

2 ,

ζ1,
1
2 6 t 6 1

.

Ðèñ. 18. Èçîòîïèÿ G1
t íà òîðå

3. Îáúåäèíåíèå èçîòîïèé H1
t è G1

t .
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Îïðåäåëèì ãëàäêóþ äóãó Γ1
t : T2 → T2, t ∈ [0, 1] ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 19):

Γ1
t (z, w) =


H1
t (z, w), z = π(x), x ∈

(
1
8 ,

3
8

)
, w ∈ S1,

G1
t (z, w), z = π(x), x ∈

(
− 1

4 , 0
)
, w ∈ S1,

f0(z, w), z = π(x), x ∈
[
− 5

8 ,−
1
4

]
∪ [0; 1

8 ], w ∈ S1

.

G1
0

Ðèñ. 19. Èçîòîïèÿ Γ1
t íà òîðå

Øàã 2. Âòîðàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ.

1. Ñëèÿíèå ñåäëîâîé è óçëîâîé òî÷åê.

Äëÿ âñåõ t ∈ [0; 1] ïîëîæèì η̄2
t (x) = tḡ2(x) + (1− t)ḡ1(x), x ∈ R è

η̄2
t,τ (x) = (1− τ)η̄2

t (x) + τ φ̄0(x), x ∈ R, t ∈ [0, 1], τ ∈ [0, 1].

Îïðåäåëèì ãëàäêóþ äóãó H2
t : T2 → T2, t ∈ [0, 1] ôîðìóëîé:

H2
t (z, w) =

{
(φ0(z), η2

t,|8x−2|(z)), z = π(x), x ∈
(

1
8 ,

3
8

)
, w ∈ S1,

Γ1(z, w), z = π(x), x ∈
(
− 5

8 ,
1
8

)
, w ∈ S1

.

Äóãà H2
t ðåàëèçóåò ñëèÿíèå ñòîêà ω̃ è ñåäëà σ1 â ñåäëî-óçëîâóþ òî÷êó p̃ è

äàëüíåéøåå åå èñ÷åçíîâåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç βp̃ ãðàíèöó óñòîé÷èâîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ ñåäëî-óçëà p̃.

2. Ïîâîðîò ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ2.

Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì H2
t ïðè âñåõ t ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ f0 íà êîëüöå

K, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíû îêðóæíîñòè β̂2 = q(Wu
σ2
∩K), β̂1 = q(W s

σ̃ ∩K) è

β̂p̃ = q(βp̃∩K). Ïîëîæèì Ŵ3 îêðåñòíîñòü êðèâîé β̂1, òîãäà âûáåðåì ãëàäêóþ íå

ãîìîòîïíóþ íóëþ êðèâóþ γ̂ ⊂ Ŵ3, òðàíñâåðñàëüíóþ ïðîåêöèè ñèëüíî óñòîé÷è-

âîãî ñëîåíèÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè. Òàêàÿ êðèâàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó

ïðîåêöèÿ êàæäîãî ñëîÿ ýòîãî ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé, íàêðó÷èâàþùåéñÿ íà

óçåë β̂1 (ñòðîèì àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2 øàãà 1).

Ñîãëàñíî ðàáîòå [31], ñóùåñòâóåò ãëàäêî èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó äèô-

ôåîìîðôèçì ĥ2 : V̂ → V̂ òàêîé, ÷òî ĥ2(β̂2) = β̂ è ĥ2(β̂1) = β̂1.

Âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå U = {U1, . . . , Uk2
} òîðà T2 òàêîå, ÷òî êîìïîíåí-

òà ñâÿçíîñòè Ūi ìíîæåñòâà q
−1(Ui) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ki äëÿ íåêîòîðûõ
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xi < φ̄−1
0 (xi−1). Ñîãëàñíî ëåììå î ôðàãìåíòàöèè [3] ñóùåñòâóþò ãëàäêî èçîòîï-

íûå òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìû v̂1, . . . , v̂k2
: T2 → T2 ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

i) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k2} ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ {v̂i,t}, òîæäå-
ñòâåííàÿ âíå Ui è ñîåäèíÿþùàÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è v̂i;

ii) ĥ2 = v̂1 . . . v̂k2 .

Ïóñòü vi,t : R2 → R2 äèôôåîìîðôèçì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (q|Ki)−1v̂i,tq íà

Ki è ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì âíå Ki. Ïîëîæèì

ξt = v1,t . . . vk2,tΓ1, G2
t =

{
ξ2t, 0 6 t < 1

2 ,

ξ1,
1
2 6 t 6 1

.

3. Îáúåäèíåíèå èçîòîïèé H2
t è G2

t .

Îïðåäåëèì ãëàäêóþ äóãó Γ2
t : T2 → T2, t ∈ [0, 1] ôîðìóëîé (ñì. ðèñóíîê 19):

Γ2
t (z, w) =


H2
t (z, w), z = π(x), x ∈

(
1
8 ,

3
8

)
, w ∈ S1,

G2
t (z, w), z = π(x), x ∈

(
− 1

4 , 0
)
, w ∈ S1,

f0(z, w), z = π(x), x ∈
[
− 5

8 ,−
1
4

]
∪ [0; 1

8 ], w ∈ S1

.

à)t = 0 á)t = 1
2 á)t = 1

Ðèñ. 20. Èçîòîïèÿ Γ2
t íà òîðå.

Â ñèëó ëåììû 6.1 äèôôåîìîðôèçì Γ2
1 ìîæíî ñîåäèíèòü äóãîé áåç áèôôóð-

êàöèé HΓ2
1,t

ñ äèôôåîìîðôèçìîì fJ1
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn,n+1,t äóãó ñ äâóìÿ ñåäëî-óçëîâûìè áèôóðêàöèÿìè, ñî-

åäèíÿþùóþ äèôôåîìîðôèçìû fJn , fJn+1
è çàäàííóþ ôîðìóëîé

Hn,n+1,t = ĴnH0,1,tĴ
−1
n .
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8.3. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äóãè HJ,t. Â ýòîì ðàçäåëå, èñïîëüçóÿ ïîñòðî-

åííûå âûøå ìîäåëüíûå äóãè, ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 8.2. Äèôôåîìîðôèçì fJ ñîåäèíÿåòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé HJ,t ñ êî-

íå÷íûì ÷èñëîì òèïè÷íî ïðîõîäÿùèõ íåêðèòè÷åñêèõ ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêà-

öèé ñ äèôôåîìîðôèçìîì f0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J =

(
µ1 µ2

ν1 ν2

)
� óíèìîäóëÿðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ

ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî µ1 > µ2 > 0 è ν1 > ν2, åñëè µ1 = µ2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùèå âîçìîæíîñòè äëÿ ìàòðèöû J : 1) µ2 = 0; 2) µ1 = µ2 = 1; 3) µ2 > µ1 > 0.

Ïîñòðîèì äóãó HJ,t â êàæäîì èç ñëó÷àåâ îòäåëüíî.

Â ñëó÷àå 1) J = Jn. Åñëè n > 0, òî HJn,t = Hn−1,n,1−t∗· · ·∗H0,1,1−t � èñêîìàÿ

äóãà. Åñëè n < 0, òî HJn,t = ĴnHJ−n,1−tĴ
−1
n � èñêîìàÿ äóãà.

Â ñëó÷àå 2) HJ,t = ĴHJ−1,1−tĴ
−1 ∗HJν2,t

� èñêîìàÿ äóãà.

Â ñëó÷àå 3) ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà ê ïàðå µ1, µ2 ïîðîæäàåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nm, k1, . . . , km òàêèõ, ÷òî µ1 = n1µ
2+k1,

µ2 = n2k1 + k2, k1 = n3k2 + k3, . . . , km−2 = nmkm−1 + km, ãäå km−1 = 1, km = 0.

Ïîëîæèì k−1 = µ1, k0 = µ2. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k−1, k0, k1, . . . , km óäî-

âëåòâîðÿåò ðåêóðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

ki+1 = ni+1ki − ki−1, i = 0, ...,m− 1.

Ïîëîæèì l−1 = ν1, l0 = ν2 è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l−1, l0, l1, . . . , lm
ðåêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

li+1 = ni+1li − li−1, i = 0, ...,m− 1.

Ïîëîæèì Li =

(
ki−1 ki
li−1 li

)
, i = 0, ...,m. Òîãäà äóãà Fi,t = L̂i−1HJ−ni ,t

L̂−1
i−1, i =

1, ...,m ñîåäèíÿåò äèôôåîìîðôèçìû fLi−1
è fLi è ñîäåðæèò 2ni íåêðèòè÷åñêèõ

ñåäëî-óçëîâûõ áèôôóðêàöèé. Ïîñêîëüêó fLm = fJlm−1
, òî HJ,t = F1,t ∗ ... ∗

Fm,t ∗HJlm−1
� èñêîìàÿ äóãà.
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