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Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
(г. Нижний Новгород, Российская Федерация)

Аннотация. Работа посвящена решению задачи о топологической классификации
структурно-устойчивых потоков, восходящей к классическим работам Андронова,
Понтрягина, Леонтович и Майера. К настоящему времени имеются исчерпывающие
классификационные результаты для потоков Морса-Смейла (структурно-устойчивых
потоков, неблуждающее множество которых состоит из конечного числа неподвижных
точек и периодических траекторий), заданных на многообразиях, размерность которые
не превышает трех, и совсем небольшое число результатов для высших размерностях.
Это объясняется возрастающей сложностью топологических задач, которые возника-
ют при описании структуры разбиения многомерного фазового пространства на тра-
ектории. В настоящей работе рассматривается класс G(Mn) потоков Морса-Смейла на
замкнутом связном ориентируемом многообразии Mn, неблуждающее множество кото-
рых состоит в точности из четырех точек: источника, стока и двух седел. Для случая,
когда размерность n несущего многообразия равна 4 и выше, дополнительно предпо-
лагается, что одно из инвариантных многообразий каждого седлового состояния рав-
новесия одномерно. Для потоков из этого класса описана топология несущего многооб-
разия, получена оценка минимального числа гетероклинических кривых, необходимые
и достаточные условия топологической эквивалентности, а также описан алгоритм реа-
лизации стандартного представителя каждого класса топологической эквивалентности.
Один из удивительных результатов работы состоит в том, что если при n = 3 имеется
счетное множество многообразий, допускающих потоки из рассматриваемого класса, то
в размерности n > 3 несущее многообразие всего одно (с точностью до гомеоморфизма).
Ключевые слова: поток Морса-Смейла, полярный поток, топологическая классифи-
кация, топология несущего многообразия, гетероклиническая кривая
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Abstract. The work solves the classification problem for structurally stable flows, which
goes back to the classical works of Andronov, Pontryagin, Leontovich and Mayer. One
of important examples of such flows is so-called Morse-Smale flow, whose non-wandering
set consists of a finite number of fixed points and periodic trajectories. To date, there are
exhaustive classification results for Morse-Smale flows given on manifolds whose dimension
does not exceed three, and a very small number of results for higher dimensions. This is
explained by increasing complexity of the topological problems that arise while describing
the structure of the partition of a multidimensional phase space into trajectories. In this paper
authors investigate the class G(Mn) of Morse-Smale flows on a closed connected orientable
manifold Mn whose non-wandering set consists of exactly four points: a source, a sink,
and two saddles. For the case when the dimension n of the supporting manifold is greater
or equal than four, it is additionally assumed that one of the invariant manifolds for each
saddle equilibrium state is one-dimensional. For flows from this class, authors describe the
topology of the supporting manifold, estimate minimum number of heteroclinic curves, and
obtain necessary and sufficient conditions of topological equivalence. Authors also describe
an algorithm that constructs standard representative in each class of topological equivalence.
One of the surprising results of this paper is that while for n = 3 there is a countable set of
manifolds that admit flows from class G(M3), there is only one supporting manifold (up to
homeomorphism) for dimension n > 3.
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1. Введение и формулировка результатов

Напомним, что гладкий поток f t :Mn →Mn, заданный на замкнутом гладком мно-
гообразии Mn размерности n, называется градиентно-подобным, если его неблужда-
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ющее множество Ωft состоит из конечного числа гиперболических состояний равнове-
сия, а инвариантные многообразия состояний равновесия пересекаются трансверсально.

Число indp, равное размерности неустойчивого многообразия Wu
p гиперболического

состояния равновесия p, называется его индексом Морса. Сoстояния равновесия, индекс
Морса которого равен n(0), называется источником (стоком); состояние равновесия,
индекс Морса которого меньше n, но больше нуля, называется седловым.

Пусть p, q — седловые состояния равновесия градиентно-подобного потока, такие что
Wu
p ∩W s

q ̸= ∅. Пересечение Wu
p ∩W s

q будем называть гетероклиническим пересечением.
Если пересечение Wu

p ∩ W s
q одномерно, то каждую его компоненту связности будем

называть гетероклинической кривой.
Полярным потоком называется градиентно-подобный поток, неблуждающее мно-

жество которого содержит один источник, один сток и произвольное число седловых
состояний равновесия.

Обозначим G(Mn) класс полярных потоков на ориентируемом многообразии Mn

размерности n ≥ 2, такой что для любого f t ∈ G(Mn) множество седловых состояний
равновесия состоит ровно из двух точек, при этом если n ≥ 3, то седловые состояния
равновесия имеют индексы Морса, равные 1 и (n − 1) соответственно. При n = 2 это
условие выполняется автоматически для всех потоков; в предложении 2.1 будет пока-
зано, что при n = 3 этому требованию удовлетворяет любой полярный поток с двумя
седловыми состояниями равновесия. Будем обозначать ω (α) стоковое (источниковое)
состояние равновесия потока f t ∈ G(Mn), σ1, σn−1 — седловые состояния равновесия
индексов 1, (n− 1) соответственно.

Напомним, что линзой Lp,q называется многообразие, полученное склейкой полно-
ториев Π1 и Π2 по диффеоморфизму φ : ∂Π1 → ∂Π2, переводящему меридиан Π1 пол-
нотория в кривую l ∈ ∂Π2, гомотопический класс которой определяется парой (p, q),
где (p, q) — взаимно простые числа, p > q > 0. При этом гомотопический класс (0, 1)
соответствует меридиану полнотория (кривой, не гомотопной нулю на граничном торе,
но гомотопной нулю на полнотории), а класс (1, 0) – параллели. Трехмерную сферу S3
и прямое произведение S2 × S1 двумерной сферы на окружность будем также считать
линзами L1,0, L0,1 соответственно.

Топология многообразия Mn и гетероклинические пересечения потоков из рассмат-
риваемого класса описывается следующим образом.

Т е о р е м а 1.1. Пусть Mn — ориентируемое замкнутое многобразие, допус-
кающее поток f t ∈ G(Mn). Тогда:

1) если n = 2, то многообразие Mn является тором и поток f t не имеет гетеро-
клинических пересечений;

2) если n = 3, то многообразие Mn является линзой Lp,q и блуждающее множе-
ство потока f t содержит не менее чем p гетероклинических кривых;

3) если n ≥ 4, то многообразие Mn гомеоморфно прямому произведению Sn−1 × S1,
при этом Wu

σ1
∩W s

σn−1
= ∅, а пересечение W s

σ1
∩Wu

σn−1
либо пусто, либо состоит

из конечного числа компонент связности.

Из классических результатов Пейшото [1] следует, что любые два потока f t, gt ∈
∈ G(M2) топологически эквивалентны. Топологическая классификация потоков из
класса G(M3) следует из работ [2–3]. Идея работы [2] используется для получения необ-
ходимых и достаточных условий топологической эквивалентности потоков из класса
G(Mn), n ≥ 4.
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Положим Aft =Wu
σ1
∪ω, Rft =W s

σn−1
∪α, Vft =Mn\(Aft ∪Rft). В предложении 2.3

мы показываем, что существует гладкое замкнутое подмногообразие Σft ∈ Vft , дифео-
морфное Sn−2 ×S1 и пересекающееся трансверсально с каждой траекторией потока f t,
лежащей в Vft .

Положим Lsft =W s
σ1

∩ Σft , Luft =Wu
σn−1

∩ Σft .

Т е о р е м а 1.2. Потоки f t, gt ∈ G(Mn), n ≥ 2, топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда существует гомеоморфизм h : Σft → Σgt , такой что
h(Lsft) = Lsgt , h(L

u
ft) = Lugt .

2. Топология несущего многообразия и гетероклинические пе-
ресечения

Этот раздел посвящен доказательству теоремы 1.1.
Положим Bn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + . . . xn ≤ 1}, Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

x1 + . . . xn = 1}, n ≥ 1.
Обозначим через ci число состояний равновесия произвольного градиентно-

подобного потока, индекс Морса которых равен i ∈ {0, 1, . . . , n}, и через χ(Mn) эйлеро-
ву характеристику несущего многообразия Mn. В силу [4] (Теорема 4.1) справедливо
следующее равенcтво

c0 − c1 + · · ·+ (−1)ncn = χ(Mn). (2.1)

Доказательство п. 1 теоремы 1.1. В случае n = 2 из формулы (2.1) непосред-
ственно следует, что если многообразие M2 допускает поток из класса G(M2), то его
эйлерова характеристика равна 0. Поскольку многообразие M2 предполагается ориен-
тируемым, то отсюда следует, что оно диффеоморфно тору. По условию, определяюще-
му класс G(Mn), инвариантные многообразия седловых состояний равновесия пересе-
каются трансверсально. В случае n = 2 размерность эти инвариантных многообразий
равна единице, следовательно, их пересечение либо пусто, либо нульмерно (т. е. состо-
ит из изолированных точек). Если пересечение непусто, то в силу его инвариантности
вместе с каждой точкой в пересечении содержится орбита этой точки, следовательно,
пересечение одномерно. Полученное противоречие доказывает, что в случае n = 2 поток
f t ∈ G(Mn) не имеет гетероклинических пересечений. Таким образом, п. 1 теоремы 1.1
доказан. Отметим, что при доказательстве отсутствия гетероклинического пересечения
использовалось только условие трансверсальности пересечения и двумерность объем-
лющего многообразия, так что эти рассуждения доказывают, что любой градиентно-
подобный поток на поверхности не имеет гетероклинических пересечений. В отличие
от потоков, градиентно-подобные диффеоморфизмы на поверхностях допускают ге-
тероклинические пересечения (см. [5–6], где получена топологическая классификация
содержательных классов градиентно-подобных диффеоморфизмов поверхностей).

Для доказательства теоремы 1.1 при n > 2 приведем несколько вспомогательных
предложений.

П р е д л о ж е н и е 2.1. Множество седловых состояний равновесия потока
f t ∈ G(M3) состоит в точности из седел σ1, σ2, индексы Морса которых равны 1 и 2
соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Эйлерова характеристика любого трехмерного многооб-
разия равна нулю, а из определения класса G(M3) следует, что c0 = cn = 1, c21+ c22 > 0.
Тогда из формулы (2.1) получаем, что c1 = c2 = 1, что и требовалось доказать.

E.Ya. Gurevich, N. S. Denisova. On a topological classification of multidimensional polar flows
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Напомним, что α, ω обозначают источниковое и стоковое состояния равновесия по-
тока f t ∈ G(Mn); σi обозначает седловое состояние равновесия такое, что dimWu

σi
= i,

i ∈ {1, (n− 1)}, n ≥ 3.

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть f t ∈ G(Mn), n ≥ 3. Тогда:

1) Wu
σ1

∩W s
σn−1

= ∅,W s
σn−1

∩Wu
σ1

= ∅;

2) clWu
σ1

=Wu
σ1

∪ ω, clW s
σn−1

=W s
σn−1

∪ α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению многообразия Wu
σ1
,W s

σn−1
одномерны,

поэтому доказательство первого пункта утверждения аналогично докaзательству от-
сутствия гетероклинических пересечений для случая n = 2. Докажем пункт 2. Пусть
x ∈ Wu

σ1
. Так как многообразие Mn замкнуто, то орбита Ox =

⋃
t∈R

f t(x) точки x содер-

жит последовательность, сходящуюся к некоторой точке x∗ ∈ Mn. Тогда существует
окрестность U ∈Mn точки x∗ и возрастающая последовательность n1, . . . , ni, . . . , такая,
что fni(x) ⊂ U для всех i > 0. Тогда для любого i ∈ N точка fni+1−ni(fni(x)) = fni+1(x)
лежит одновременно в U и в fni+1−ni(U), поэтому fni+1−ni(U) ∩ U ̸= ∅, точка x∗ явля-
ется неблуждающей и x ∈ W s

x∗
. Так как Wu

σ1
∩W s

σn−1
= ∅, Wu

σ1
∩W s

σ1
= σ1 и W s

α = α,
то единственный возможный вариант это x∗ = ω. Таким образом, clWu

σ1
= Wu

σ1
∪ ω.

Аналогично доказывается, что clW s
σn−1

=W s
σn−1

∪ α.

Следующее утверждение является непосредственным следствием [7] (Theorem B), [8]
(Theorem 2).

У т в е р ж д е н и е 2.1. Для любого градиентно-подобного потока f t на
гладком замкнутом многообразии Mn существует гладкая функция φ : Mn −→ [0, n]
такая, что:

1) φ является функцией Морса;

2) Множество критических точек функции φ совпадает с Ωft потока f t;

3) φ(f t(x)) < φ(x) для любой точки x /∈ Ωft и любого t > 0.

4) Для любого состояния равновесия φ(p) = dimWu
p ;

5) для любого c ∈ (0, n) \ N множество φ−1(c) является гладким замкнутым под-
многообразием, трансверсально пересекающим все траектории потока f t.

Функция φ, описанная в утверждении 2.1, называется самоиндексирующейся энер-
гетической функцией потока f t.

П р е д л о ж е н и е 2.3. Существует топологическое вложение η : Bn−1×S1 →
→Mn, такое что:

1) Aft ⊂ int η(Bn−1 × S1);

2) Rft ⊂Mn \ int η(Bn−1 × S1);

3) Mn \ int η(Bn−1 × S1) гомеоморфно Bn−1 × S1;

4) Σft = η(∂ Bn−1×S1) является гладким подмногообразием многообразия Mn и пе-
ресекает каждую траекторию, лежащую в Vft , трансверсально.

Е.Я. Гуревич, Н. С. Денисова. О топологической классификации многомерных полярных потоков
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть φ :Mn → [0, n] — самоиндексирующаяся энергети-
ческая функция потока f t. Положим Va = φ−1([0, n/2]). Из определения следует, что
Aft ⊂ Va, Rft ⊂Mn \ int Va и множество Σft = ∂ Vaпересекает каждую траекторию, ле-
жащую в Vft , трансверсально. Покажем, что Va диффеоморфно прямому произведению
Bn−1 × S1. Положим M0 = φ−1[0, 1− ε]. В силу определения класса G(Mn), M0 лежит
в устойчивом многообразии единственной стоковой точки W s

ω. В локальных координа-
тах функция φ около этой стоковой точки имеет вид φ = x21 + · · ·+ x2n, следовательно,
множество M0 диффеоморфно шару x2 + · · ·+ x2n ≤ 1− ε.

Из теории Морса (см., например, [9]) следует, что множество Va получается из M0

следующим образом. Пусть Hn
1 = B1 × Bn−1, F = (∂B1) × Bn−1 и ψ : F → ∂M0 —

гладкое вложение. Тогда Va гомеоморфно фактор-пространствуM0∪ψHn
1 , полученному

из объединения M0 ∪Hn
1 отождествлением точек x ∈ F и ψ(x).

Пусть ξ : M0 → B1 × Bn−1 — гомеоморфизм такой, что ξ(ψ(F )) = ∂B1 × Bn−1.
Тогда многообразие Va гомеоморфно фактор-пространству B1 × Bn−1 ∪ξψ B1 × Bn−1,
полученному из объединения B1 × Bn−1 ∪ B1 × Bn−1 отождествлением точек x ∈ F
и ξψ(x). Из конструкции следует, что это фактор-пространство гомеоморфно прямому
произведению S1×Bn−1. Примененим аналогичные рассуждения к функции φ̃ = n−φ,
являющейся самоиндексирующейся энергетической функцией потока f−t, и получим,
что многообразие φ̃−1([0, n/2]) гомеоморфно S1 × Bn−1.

Доказательство п. 2 теоремы 1.1. Докажем, что в случае n = 3 многообразие
Mn является линзой Lp,q и блуждающее множество потока f t содержит не менее p гете-
роклинических кривых. Пусть η : B2×S1 →M3 — топологическое вложение, удовлетво-
ряющее заключению предложения 2.3. Положим Πω = η(B2×S1), Πα =M3 \η(B2×S1),
Lsft = W s

σ1
∩ Σft , Luft = Wu

σ2
∩ Σft . Поскольку пересечение W s

σ1
∩ Σ трансверсально,

то Lsft является замкнутым многообразием размерности 1, следовательно, гомеомор-
но окружности. По определению многообразие M3 является результатом склейки двух
полноториев Πω,Πα, следовательно, является линзой.

Поскольку Lsft является секущей для потока f t|W s
σ1

\σ1
, то Lsft ограничивает в W s

σ1

диск D = φ−1([1, 3/2]) ∩ W s
σ1

, содержащий точку σ1. Диск D принадлежит полното-
рию Πω и пересекается с его границей только по кривой Lsft , поэтому Lsft является
меридианом полнотория Πω. Аналогично доказывается, что Luft является меридианом
полнотория Πα.

Из [10] (Глава 9B) следует, что топологический тип линзы M3 зависит только от
гомотопического класса кривой Lsft в полнотории Πα. Возможны следующие варианты:

1) Lsft – параллель полнотория Πα. Тогда M3 есть сфера S3, индекс пересечения
Lsft ∩ Luft равен единице, следовательно, минимальное число точек пересечения Lsft∩
∩Luft равно единице. Поскольку траектория каждой точки пересечения Lsft ∩ Luft яв-
ляется гетероклинической, то минимальное число гетероклинических кривых в этом
случае равно 1;

2) Lsft – меридиан полнотория Πω. Тогда M3 гомеоморфно S2 × S1, индекс пересе-
чения Lsft ∩ Luft равен нулю, и минимальное число гетероклинических кривых в этом
случае равно 0;

3) [Lsft ] = (p, q), p2 + q2 ̸= 0. Тогда M3 является линзой Lp,q, а минимальное число
гетероклинических траекторий в этом случае равно p.

П. 2 доказан.
Для доказательства п. 3 теоремы 1.1 нам потребуется следующее утверждение, до-

казанное в [11].
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У т в е р ж д е н и е 2.2. Пусть φ : S1×Sn−2 → S1×Sn−2 — гомеоморфизм. Тогда
существует гомеоморфизм Φ : S1 ×Bn−1 → S1 ×Bn−1 такой, что Φ|S1×Sn−2 = φ.

Доказательство п. 3 теоремы 1.1. Покажем, что при n ≥ 4 многообразие Mn

гомеоморфно прямому произведению Sn−1 × S1 и пересечение W s
σ1

∩Wu
σn−1

либо пусто,
либо состоит из конечного числа компонент связности.

Конечность числа компонент пересечения W s
σ1

∩Wu
σn−1

следует из наблюдения, что
каждое из многообразий W s

σ1
,Wu

σn−1
пересекает Σft по компактному подмножеству,

следовательно, пересечения W s
σ1

∩Σft ,Wu
σn−1

∩Σft являются замкнутыми подмногооб-
разиями Σft . Тогда пересечение P = (W s

σ1
∩Wu

σn−1
) ∩ Σft также является замкнутым

гладким подмногообразием и, следовательно, состоит из конечного числа компонент
связности. Из утверждения 2.1 следует, что пересечение W s

σ1
∩Wu

σn−1
имеет структуру

прямого произведения P ×R, следовательно, также состоит из конечного числа компо-
нент связности.

Для доказательства того, что многообразие Mn гомеоморфно прямому произведе-
нию Sn−1 × S1 определим некоторые модельные многообразия.

Введем на множестве Rn \ {O} отношение эквивалентности ∼ следующим обра-
зом: (x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn) тогда и только тогда, когда существует целое m такое,
что yi = 2mxi для всех i ∈ {1, . . . , n}. Обозначим через Â = (Rn \ {0})/∼ фактор-
пространство по этому отношению эквивалентности и через p : Rn \{O} → Â естествен-

ную проекцию. Внутренность шарового слоя A =

{
(x1, ..., xn) : 1 ≤

n∑
i=1

xi ≤ 4

}
не со-

держит эквивалентных точек, а для любой точки, принадлежащей компоненте связно-
сти края Sn−1

1 =
{
(x1, ..., xn) : x

2
1 + ...+ x2n = 1

}
, Sn−1

2 =
{
(x1, ..., xn) : x

2
1 + ...+ x2n = 4

}
,

найдется в точности одна эквивалентная ей точка. Поэтому пространство Â гомеомор-
но многообразию, полученному из A отождествлением эквивалентных точек, принадле-
жащих сферам Sn−1

1 , Sn−1
2 . Из конструкции следует, что пространство Â гомеоморфно

прямому произведению Sn−1 × S1.
Положим K = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn \{O}| xn = 0}, Rn+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn \{O}| xn >

> 0}, Rn− = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn \ {O}| xn < 0}. Аналогично рассуждениям выше доказы-
вается, что множество K̂ = p(K) гомеоморфно Sn−1 × S1 и делит Â на две компоненты
связности R̂n+ = p(Rn+), R̂

n
− = p(Rn−), замыкания которых гомеоморфны Bn−1 × S1.

Из предложения 2.3 следует, что секущая Σft делит многообразие Mn на две ком-
поненты связности, замыкания которых Πω,Πα гомеоморфны Bn−1 × S1.

Пусть ψ+ : Πω → cl R̂n+ —произвольный гомеоморфизм. Из утверждения 2.2 сле-
дует, что ограничение гомеоморфизма ψ+ на множество ∂Πω продолжается до гомео-
морфизма ψ− : Πα → cl, R̂n−. Поэтому отображение Ψ : Mn → Â, совпадающее с ψ+

на множестве Πω и с ψ− на множестве Πα, является гомеоморфизмом. Таким образом,
Mn гомеоморфно Sn−1 × S1. Теорема 1.1 доказана.

3. Топологическая классификация потоков из класса G(Mn)

Докажем теорему 1.2. Необходимость ее условий непосредственно следует из опре-
деления топологической эквивалентности потоков и свойств энергетической функции
потока. Докажем достаточность. Предположим, что f t, gt ∈ G(Mn) и существует го-
меоморфизм h : Σft → Σgt , такой что h(Lsft) = Lsgt , h(L

u
ft) = Lugt .
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Построим гомеоморфизм H : Vft → Vgt , переводящий траектории потока f t в тра-
ектории потока gt. Пусть φ,φ′ :Mn → R — энергетические функции для потоков f t, gt
соответственно. Для c ∈ (0, n) положим Σc = φ−1(c), Σ′

c = φ′−1
(c). Пусть x ∈ Vft . То-

гда найдется единственное число c и единственная точка y ∈ Σft , такие что x ∈ φ−1(c)
и x принадлежит траектории ly точки y. Снабдим штрихом обозначения аналогичных
объектов для потока gt.

Определим гомеоморфизм H : Vft → Vgt формулой H(ly ∩ Σc) = l
′

h(y) ∩ Σ
′

c, где
y ∈ Σft , c ∈ (0, n).

Покажем, что гомеоморфизмH продолжается на множества Aft иRft . При c ∈ (0, 1)
поверхности уровня Σc являются гладкими сферами размерности (n − 1). По постро-
ению гомеоморфизм H определен на множестве Σc \ Aft , являющемся сферой с дву-
мя выколотыми точками (принадежащими Aft), поэтому его можно продолжить по
неперывности на всю сферу Σc и, следовательно, на множество Aft \ ω. Аналогичным
образом гомеоморфизм H продолжается на множество Rft \ α и далее по непрерыв-
ности на множество ω ∪ α. Таким образом, построен гомеоморфизм H : Mn → Mn,
переводящий траектории потока f t в траектории потока gt с сохранением ориентации
на траекториях. Теорема 1.2 доказана.
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