
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

В. З. Гринес, Е. Я. Гуревич, Индекс Морса седловых состояний равно-
весия градиентно-подобных потоков на связной сумме S

n−1
× S

1, Ма-

тем. заметки, 2022, том 111, выпуск 4, 616–619

DOI: https://doi.org/10.4213/mzm13351

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru подразумевает, что вы

прочитали и согласны с пользовательским соглашением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 109.184.174.225

12 апреля 2022 г., 14:28:35



Математические заметки �
Том 111 выпуск 4 апрель 2022

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Индекс Морса седловых состояний равновесия
градиентно-подобных потоков на связной сумме S𝑛−1 × S1

В. З. Гринес, E. Я. Гуревич

Ключевые слова: индекс Морса, градиентно-подобные потоки, топологи-
ческая классификация.

DOI: https://doi.org/10.4213/mzm13351

1. Введение и формулировка результатов. Напомним, что поток 𝑓 𝑡, заданный на
гладком замкнутом многообразии, называется градиентно-подобным, если его неблуждаю-
щее множество состоит из конечного числа гиперболических состояний равновесия и инва-
риантные многообразия состояний равновесия пересекаются трансверсально. В работе [1]
Смейл доказал, что на любом замкнутом многобразии существует функция Морса (глад-
кая функция, все критические точки которой невырождены) и ее градиентный поток при
некотором выборе метрики является градиентно-подобным. Поэтому градиентно подоб-
ный поток существует на любом замкнутом многообразии. В [2] Смейл также доказал,
что для градиентно-подобных потоков верны неравенства Морса, связывающие структуру
неблуждающего множества потока с топологией несущего многообразия. Как показывает
предложение 1 ниже, эта связь становится наиболее явной при некоторых дополнительных
требованиях.

Будем говорить, что градиентно-подобный поток 𝑓 𝑡 принадлежит классу 𝐺(𝑀𝑛), где
𝑀𝑛 – связное замкнутое ориентируемое многообразие размерности 𝑛 > 3, если выполнены
следующие условия:

(a) индекс Морса (размерность неустойчивого многообразия) любого седлового состо-
яния равновесия потока 𝑓 𝑡 равен либо 1, либо 𝑛− 1;

(b) инвариантные многообразия различных седловых состояний равновесия не пересе-
каются.

Для потока 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺(𝑀𝑛) обозначим через 𝜈𝑓𝑡 и 𝜇𝑓𝑡 число седловых и узловых состояний
равновесия соответственно и положим

𝑔𝑓𝑡 =
𝜈𝑓𝑡 − 𝜇𝑓𝑡 + 2

2
.

Везде ниже S 𝑛
𝑔 обозначает многобразие, гомеоморфное сфере S𝑛 при 𝑔 = 0 и связной

сумме копий многообразий S𝑛−1 × S1 при 𝑔 > 0.

Предложение 1. Пусть 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺(𝑀𝑛), 𝑛 > 2. Тогда 𝑀𝑛 гомеоморфно S 𝑛
𝑔𝑓𝑡

.
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Для 𝑛 = 2 предложение 1 непосредственно следует из работы [2]. Для 𝑛 > 3 предложе-
ние 1 следует из работ [3], [4], в которых был получен его аналог для диффеоморфизмов
Морса–Смейла без гетероклинических кривых.

Теорема. Пусть 𝑓 𝑡 – градиентно-подобный поток, заданный на многообразии S 𝑛
𝑔 , 𝑔 >

0, 𝑛 > 4. Если инвариантные многообразия различных седловых состояний равновесия
потока 𝑓 𝑡 не пересекаются, то все седловые состояния равновесия имеют индекс Морса,
равный 1 или 𝑛−1, т.е. 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺(S 𝑛

𝑔 ). При этом существует 𝑘 > 0 такое, что 𝜈𝑓𝑡 = 2𝑔+𝑘
и 𝜇𝑓𝑡 = 𝑘 + 2.

Другими словами, теорема утверждает, что для многообразий S 𝑛
𝑔 с 𝑛 > 4 условие (b)

влечет условие (a).
Для сферы справедливость теоремы доказана в работе [5], где были получены необ-

ходимые и достаточные условия топологической эквивалентности потоков в классе 𝐺(𝑆𝑛),
𝑛 > 3. Теорема позволит получить топологическую классификацию потоков из класса S 𝑛

𝑔 ,
𝑔 > 0 в комбинаторных терминах с помощью методов работ [5], [6].

2. Гомологии связных сумм многообразий, гомеоморфных S𝑛−1 × S1. Везде
ниже мы рассматриваем гомологии только с целыми коэффициентами. Наша цель вычис-
лить гомологии 𝐻𝑖(S

𝑛
𝑔 ) = 0 для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}, 𝑛 > 4, см. следствие ниже.

Будем говорить, что топологическое пространство 𝑋 принадлежит классу Z , если груп-
пы его сингулярных гомологий (с коэффициентами в Z) являются свободными абелевыми
группами конечных рангов, отличными от нуля только для конечного числа размерностей.
Положим 𝛽𝑖(𝑋) = rank 𝐻𝑖(𝑋) для 𝑖 > 0. Тогда корректно определена конечная сумма

𝑝𝑋(𝑡) =
∑︁

𝑖

𝛽𝑖(𝑋)𝑡𝑖,

которая называется многочленом Пуанкаре пространства 𝑋.
В частности, если 𝑋, 𝑌 ∈ Z , то из формулы Кюннета следует, что

𝐻𝑖(𝑋 × 𝑌 ) =
⨁︁

𝑎+𝑏=𝑖

𝐻𝑎(𝑋)⊗𝐻𝑏(𝑌 )

для всех 𝑖 > 0 (см., например, [7; следствие (29.11.1)]). Так как группы гомологий 𝑋 и 𝑌
предполагаются свободными абелевыми, то

rank(𝐻𝑎(𝑋)⊗𝐻𝑏(𝑌 )) = rank 𝐻𝑎(𝑋) rank 𝐻𝑏(𝑌 ),

откуда непосредственно вытекает следующее равенство:

𝑝𝑋×𝑌 (𝑡) = 𝑝𝑋(𝑡) 𝑝𝑌 (𝑡). (1)

Предложение 2. Пусть 𝑋 , 𝑌 – связные замкнутые ориентируемые многообразия
размерности 𝑛 > 2. Тогда

𝐻0(𝑋♯𝑌 ) = 𝐻𝑛(𝑋♯𝑌 ) = Z и 𝐻𝑖(𝑋♯𝑌 ) = 𝐻𝑖(𝑋)⊕𝐻𝑖(𝑌 ) для 1 6 𝑖 6 𝑛− 1.

В частности, если 𝑋, 𝑌 ∈ Z , то 𝑋♯𝑌 ∈ Z и

𝑝𝑋♯𝑌 (𝑡) = 1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝛽𝑖(𝑋) + 𝛽𝑖(𝑌 ))𝑡𝑖 + 𝑡𝑛. (2)

Доказательство. Тождества 𝐻0(𝑋♯𝑌 ) = 𝐻𝑛(𝑋♯𝑌 ) = Z следуют из того, что 𝑋♯𝑌
является связным ориентируемым многообразием. Докажем остальные утверждения.

Пусть 𝐷𝑛
1 ⊂ 𝑋, 𝐷𝑛

2 ⊂ 𝑌 – замкнутые 𝑛-диски, 𝜋 : (𝑋 ∖ int 𝐷1) ∪ (𝑌 ∖ int 𝐷2) → 𝑋♯𝑌 –
естественная проекция,

𝑋 ′ = 𝜋(𝑋 ∖ int 𝐷1), 𝑌 ′ = 𝜋(𝑌 ∖ int 𝐷2), S𝑛−1 = 𝑋 ′ ∩ 𝑌 ′ ⊂ 𝑋♯𝑌.
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Покажем, что 𝐻𝑛(𝑋 ′) = 0 и что для каждого 1 6 𝑖 6 𝑛− 1 группа 𝐻𝑖(𝑋♯𝑌 ) изоморфна
группе 𝐻𝑖(𝑋

′) ⊕ 𝐻𝑖(𝑌
′). Тогда из того, что 𝑋 гомеоморфно 𝑋♯S𝑛, будет следовать, что

группа 𝐻𝑖(𝑋) изоморфна группе 𝐻𝑖(𝑋
′) ⊕ 𝐻𝑖(𝐷1), которая в свою очередь изоморфна

𝐻𝑖(𝑋
′). Это докажет, что группа 𝐻𝑖(𝑋♯𝑌 ) изоморфна 𝐻𝑖(𝑋) ⊕ 𝐻𝑖(𝑌 ) для 1 6 𝑖 6 𝑛 − 1,

откуда непосредственно будет вытекать формула (2).
Рассмотрим точную последовательность Майера–Вьеториса для (𝑋♯𝑌 ; 𝑋 ′, 𝑌 ′) (см., на-

пример, [7; (17.7)]):

· · · → 𝐻𝑖(S𝑛−1)
A𝑖−−−−−−−−−−→

𝑧 ↦→(𝛼𝑖(𝑧),𝛽𝑖(𝑧))
𝐻𝑖(𝑋

′)⊕𝐻𝑖(𝑌
′)

B𝑖−−→ 𝐻𝑖(𝑋♯𝑌 )
𝜕𝑖−→ 𝐻𝑖−1(S𝑛−1)

A𝑖−1−−−→ · · · ,

где 𝛼𝑖 и 𝛽𝑖 индуцированы вложениями S𝑛−1 ⊂ 𝑋 ′ и S𝑛−1 ⊂ 𝑌 ′ соответственно. Тогда из
того, что 𝐻𝑖(S𝑛−1) = 0 при 𝑖 ̸= 0, 𝑛−1, получаем, что B𝑛−1 – эпиморфизм, B𝑖 – изоморфизм
при 2 6 𝑖 6 𝑛− 2, а B1 – мономорфизм.

С другой стороны, так как S𝑛−1 = 𝜕𝑋 ′ = 𝜕𝑌 ′, то 𝛼𝑛−1, 𝛽𝑛−1, а значит, и A𝑛−1 нулевые.
Поэтому B𝑛−1 инъективен и, следовательно, является изоморфизмом. Кроме того, так как
S𝑛−1, 𝑋 ′ и 𝑌 ′ связны, то 𝛼0 и 𝛽0 – изоморфизмы. Поэтому A0 инъективен. Следовательно,
B1 сюръективен, а значит, является изоморфизмом.

Наконец, так как A𝑛−1 = 0, то 𝜕𝑛 : Z = 𝐻𝑛(𝑋♯𝑌 ) → 𝐻𝑛−1(S𝑛−1) = Z сюръективен,
а значит, является изоморфизмом. Следовательно, A𝑛 : 0 = 𝐻𝑛(S𝑛−1) → 𝐻𝑛(𝑋 ′)⊕𝐻𝑛(𝑌 ′)
сюръективен. Поэтому 𝐻𝑛(𝑋 ′) = 𝐻𝑛(𝑌 ′) = 0.

Следствие. Группа 𝐻𝑖(S
𝑛
𝑔 ), 𝑛 > 3, тривиальна при 2 6 𝑖 6 𝑛 − 2, изоморфна Z𝑔 при

𝑖 ∈ {1, 𝑛− 1} и изоморфна Z при 𝑖 ∈ {0, 𝑛}.

Доказательство. Заметим, что S𝑘 ∈ Z для 𝑘 > 1 и 𝑝S𝑘 (𝑡) = 1 + 𝑡𝑘. Поэтому из
формулы (1) cледует, что

𝑝S𝑛−1×S1(𝑡) = 𝑝S𝑛−1(𝑡)𝑝S1(𝑡) = (1 + 𝑡𝑛−1)(1 + 𝑡) = 1 + 𝑡 + 𝑡𝑛−1 + 𝑡𝑛.

Тогда в силу формулы (2)
𝑝S 𝑛

𝑔
(𝑡) = 1 + 𝑔𝑡 + 𝑔𝑡𝑛−1 + 𝑡𝑛

при 𝑔 > 0. Это и означает, что

𝐻0(S
𝑛
𝑔 ) = 𝐻𝑛(S 𝑛

𝑔 ) = Z, 𝐻1(S
𝑛
𝑔 ) = 𝐻𝑛−1(S

𝑛
𝑔 ) = Z𝑔, 𝐻𝑖(S

𝑛
𝑔 ) = 0, 2 6 𝑖 6 𝑛− 2.

3. Индекс пересечения. Пусть 𝑋, 𝑌 – гладкие замкнутые ориентированые подмно-
гообразия гладкого ориентированого многообразия 𝑀𝑛, пересекающиеся трансверсально,
причем dim 𝑋 + dim 𝑌 = 𝑛. Тогда пересечение 𝑋 ∩ 𝑌 состоит из конечного числа точек.
Каждой точке 𝑝 ∈ 𝑋∩𝑌 припишем число 𝑗𝑝, равное 1 (соответственно −1), если ориентация
касательного пространства 𝑇𝑥𝑀𝑛 совпадает (соответственно противоположна) с ориента-
цией, порождаемой ориентацией касательных пространств 𝑇𝑝𝑋, 𝑇𝑝𝑌 . Число, равное сумме∑︁

𝑝∈𝑋∩𝑌

𝑗𝑝,

называется индексом пересечения многообразий 𝑋 и 𝑌 .
Следующее утверждение вытекает из [8; теорема I, § 70].

Предложение 3. Пусть 𝑆𝑝 , 𝑆𝑞 – сферы размерностей 𝑝, 𝑞 , гладко вложенные в ори-
ентируемое гладкое многообразие 𝑀𝑛 , 𝑝 + 𝑞 = 𝑛, и сфера 𝑆𝑞 гомологична нулю. Тогда
индекс пересечения сфер 𝑆𝑝 , 𝑆𝑞 равен нулю.



КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 619

4. Доказательство теоремы. Пусть 𝑓 𝑡 – градиентно-подобный поток без гетерокли-
нических пересечений, заданный на многообразии S 𝑛

𝑔 , 𝑔 > 0. Покажем, что множество
его седловых состояний равновесия состоит из точек, индексы Морса которых равны 1 и
𝑛 − 1. Предположим противное: пусть 𝑓 𝑡 – поток, удловлетворяющий условиям предло-
жения и его неблуждающее множество содержит седловое состояние равновесия 𝜎, индекс
Морса которого 𝑖 принадлежит множеству {2, . . . , 𝑛−2}. Так как по предположению инва-
риантные многообразия различных седловых состояний равновесия не пересекаются, то
в силу [9; теорема 2.1] найдется единственная пара 𝛼, 𝜔 источникового и стокового состо-
яний равновесия такая, что

cl 𝑊 𝑠
𝜎 = 𝑊 𝑠

𝜎 ∪ 𝛼, cl 𝑊 𝑢
𝜎 = 𝑊 𝑢

𝜎 ∪ 𝜔.

Следовательно, замыкания устойчивого и неустойчивого инвариантных многообразий точ-
ки 𝜎 являются сферами размерностей 𝑛− 𝑖 и 𝑖 соответственно, гладко вложенными во всех
точках, кроме, может быть, точек 𝛼, 𝜔. Эти сферы трансверсально пересекаются в един-
ственной точке 𝜎, поэтому их индекс пересечения равен по модулю единице. С другой
стороны, согласно следствию

𝐻𝑖(S
𝑛
𝑔 ) = 𝐻𝑛−𝑖(S

𝑛
𝑔 ) = 0, 2 6 𝑖 6 𝑛− 2.

Поэтому в силу предложения 3 индекс пересечения сфер cl 𝑊 𝑢
𝜎 и cl 𝑊 𝑠

𝜎 должен быть равен
нулю. Полученное противоречие доказывает отсутствие седлового состояния равновесия
с индексом Морса 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛− 2}.

Пусть 𝑐𝑖 – число неподвижных точек потока 𝑓 𝑡 индекса 𝑖. Тогда 𝜈𝑓𝑡 = 𝑐1 + 𝑐𝑛−1 и 𝜇𝑓𝑡 =
𝑐0 + 𝑐𝑛. Кроме того, в силу неравенств Морса, доказанных в [5; теорема 4.1], 𝑐𝑖 > 𝛽𝑖(S𝑛

𝑔 ).
В силу следствия имеем 𝑐1, 𝑐𝑛−1 > 𝑔, а значит, 𝜈𝑓𝑡 = 2𝑔 + 𝑘 для некоторого 𝑘 > 0. Поэтому

𝜇𝑓𝑡 = 𝜈𝑓𝑡 + 2− 2𝑔 = 𝑘 + 2.
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