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Цель настоящей работы – обзор исследований коллективной динамики в сетях активных элементов с им-
пульсными связями. Для многих сетевых колебательных систем характерно межэлементное взаимодействие в форме
обмена короткими сигналами, или импульсами. Важнейший класс сетевых систем, для которых характерен импульс-
ный тип взаимодействий – биологические нейронные сети, то есть популяции нервных клеток. Описаны основные
известные подходы к исследованию сетей с импульсными связями и систематизированы полученные к настоящему
времени результаты.

Рассматриваемые в обзоре работы используют, как правило, достаточно простые модели для описания ло-
кальной динамики элементов сети типа накопление-и-сброс или ее обобщения. Простота этих моделей позволяет во
многих случаях исследовать их аналитически, и основные идеи этого анализа описаны в обзоре. Что касается струк-
туры рассматриваемых сетей, они достаточно разнообразны и включают полносвязные сети, сети с редкими связями,
многопопуляционные и модульные (кластерные) сети.

Обзор структурирован по типу коллективной динамики, наблюдаемой в сетях с импульсными связями. Сна-
чала описаны работы по синхронной динамике, исследование которой в сетях с импульсными связями было исто-
рически первым. Далее мы переходим к асинхронной динамике, характеризующейся отсутствием корреляции между
моментами генерации импульсов различными элементами сети. Важным частным случаем такой динамики являет-
ся нерегулярная асинхронная динамика, рассмотренная в следующем разделе. Наконец, рассматриваются частично-
синхронные режимы, характеризующиеся выраженными колебаниями среднего поля. В конце обзора систематизиро-
ваны современные подходы к редукции сетевой динамики, направленные на получение низкоразмерных динамиче-
ских систем, описывающих динамику сети в терминах усредненных переменных.
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Aim of the paper is to review of collective dynamics study of networks of active units with pulse couplings. Many
network oscillatory systems are characterized by interactions between the nodes in the form of an exchange of short signals,
or pulses. The most important class of such network systems is biological neural networks, that is, populations of nerve cells.
Main approaches to the study of networks with pulse coupling are described and the results obtained to date are systematized.

The works considered in the review usually use fairly simple models to describe the local dynamics of network
elements such as integrate-and-fire and its generalizations. The simplicity of these models allows in many cases to study
them analytically, and the main ideas of this analysis are described in the review. As for the structure of the networks,
they are quite diverse and include fully-connected networks, networks with sparce coupling, multi-population and modular
(cluster) networks.

The review is structured according to the type of collective dynamics observed in networks with pulse coupling.
First, works on synchronous dynamics were described, the study of which in networks with impulse communications was
historically the first. Next, we turn to asynchronous dynamics, characterized by the absence of a correlation between the
moments of pulse generation by various network units. An important special case of such dynamics is irregular asynchronous
dynamics, which is discussed in the next section. Finally, partially synchronous regimes are considered, characterized by
pronounced fluctuations in the mean field. At the end of the review, modern approaches to reducing network dynamics are
systematized, aimed at obtaining low-dimensional dynamic systems that describe network dynamics in terms of averaged
variables.
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Введение

Последние десятилетия отмечены все возрастающим интересом к сетям различной приро-
ды – сложным системам, состоящим из большого числа взаимодействующих простых подсистем.
Коллективная динамика, то есть поведение во времени сетевых систем, определяется совокуп-
ностью нескольких факторов: свойствами составляющих сеть элементов, свойствами межэле-
ментных связей, а также топологией сети [1, 2]. Каждый из этих факторов может оказывать на
сетевую динамику существенное влияние.

Для многих сетевых систем различной природы характерно взаимодействие элементов в
форме обмена короткими импульсными сигналами. Важнейшим примером таких систем явля-
ются биологические нейронные сети, то есть популяции взаимодействующих нервных клеток.
Электрические сигналы, которыми обмениваются нейроны, представляют собой короткие им-
пульсы напряжения длительностью около 1 мс [3–6]. Другие примеры систем с импульсными
взаимодействиями – клетки сердечной ткани [7, 8], беспроводные сенсорные сети [9], лазеры в
режиме синхронизации мод [10], электронные [11] и химические [12] осцилляторы, популяции
светлячков [13], аплодирующие аудитории [14] и проч.
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В наиболее общем виде сеть с импульсными связями описывается системой дифференци-
альных уравнений вида

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥𝑗) + 𝑔𝑗(𝑥𝑗)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑗𝑘
∑︁
𝑠

𝑝(𝑡− τ𝑗𝑘 − 𝑡𝑠𝑘). (1)

Здесь 𝑥𝑗 – вектор, описывающий состояние 𝑗-го узла сети, 𝑓𝑗(𝑥𝑗) и 𝑔𝑗(𝑥𝑗) – нелинейные функ-
ции, 𝑎𝑗𝑘 – коэффициент связи, а τ𝑗𝑘 – величина запаздывания между 𝑘-м и 𝑗-м узлами сети,
𝑝(𝑡) – функция, определяющая форму импульсов, передающих взаимодействие в сети (часто
выбирается в форме дельта-функции Дирака). Моменты 𝑡𝑠𝑘 генерации импульсов 𝑘-м узлом сети
определяются как моменты пересечения траекторией системы некоторой поверхности 𝑆𝑘(𝑥𝑘)=0,
причем только в положительном направлении (𝑑𝑆𝑘/𝑑𝑡 > 0). Заметим, что в таких моделях дина-
мика отдельных элементов также часто носит импульсный характер, что может рассматриваться
как частный случай импульсной связи элемента с самим собой.

Коллективная динамика сетевых систем с импульсными связями сочетает черты непрерыв-
ной и дискретной динамики. Она представляет собой череду дискретных событий, связанных с
генерацией и получением элементами сети импульсных сигналов. Между данными событиями
локальная динамика элементов сети является непрерывной и независимой [15,16]. Как показали
многочисленные исследования, импульсный характер взаимодействий зачастую определяет осо-
бенности коллективного поведения сетевых систем, отличающие их от систем с непрерывными
связями.

Настоящий обзор посвящен результатам исследований по коллективной динамике сете-
вых систем с импульсными связями. Ввиду громадного количества работ, опубликованных по
данной тематике в последние десятилетия, полный охват темы не представляется возможным,
поэтому автор ограничился наиболее интересными (с его точки зрения) и важными направлени-
ями исследований. Рассматриваемые в обзоре работы используют, как правило, достаточно про-
стые модели для описания локальной динамики элементов сети типа накопление-и-сброс или ее
обобщения. Простота этих моделей позволяет во многих случаях исследовать их аналитически,
и основные идеи этого анализа описаны в обзоре. Что касается структуры рассматриваемых
сетей, они достаточно разнообразны и включают полносвязные сети, сети с редкими связями,
многопопуляционные и модульные (кластерные) сети. Первая глава обзора посвящена иссле-
дованию синхронизации в сетях с импульсными связями. Во второй главе описаны результаты
исследований асинхронной динамики. Третья глава посвящена особому виду асинхронной дина-
мики сети, при которой элементы сети демонстрируют нерегулярную динамику. Четвертая глава
посвящена частичной синхронизации сетей, при которой в них возникают колебания среднего
поля. В пятой главе описаны современные методы редукции динамики крупномасштабных сетей
к низкоразмерным динамическим системам для усредненных переменных.

1. Синхронизация в сетях с импульсными связями

Взаимная синхронизация как подстройка ритмов колебаний взаимодействующих систем
наблюдается в популяциях автоколебательных элементов самой различной природы [17, 18].
В математическом анализе синхронизации важный шаг был сделан Winfree [19], который сфор-
мулировал приближение сильно притягивающих предельных циклов. При таком допущении
амплитуды автоколебаний остаются приблизительно постоянными, и можно ограничиться иссле-
дованием фазовой динамики. Winfree обнаружил, что взаимная синхронизация является
кооперативным эффектом, в чем-то подобным фазовым переходам в статистической физике.
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Математическое описание перехода к взаимной синхронизации в популяции фазовых осцил-
ляторов, взаимодействующих через среднее поле, было дано в работе Kuramoto [20]. Им было
показано, что при слабой связи динамика популяции является асинхронной, что приводит к тому,
что среднее поле (суммарная активность элементов) является постоянным во времени. При пре-
вышении силой связи критической величины часть осцилляторов начинает синхронизироваться,
и дальнейшее увеличение силы связи приводит к постепенному росту размера синхронной груп-
пы. Вследствие синхронизации в системе возникают макроскопические колебания среднего поля,
амплитуда которых возрастает с увеличением силы связи.

Сценарий Курамото описывает случай осцилляторов с непрерывными взаимодействиями.
Синхронизация в больших популяциях нейроподобных осцилляторов с импульсными связями
была впервые проанализирована Mirollo и Strogatz [21]. Ими рассмотрена сеть идентичных эле-
ментов и исследована ее полная синхронизация, под которой понимается режим идентичных вре-
менных реализаций каждого элемента. Авторы использовали обобщенную модель «накопление-
и-сброс», предложенную ранее Peskin [8]. Динамика элемента у Peskin описывается следующим
дифференциальным уравнением для переменной состояния, или потенциала 𝑥𝑖:

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑆0 − γ𝑥𝑖. (2)

Кроме того, в систему добавлен следующий пороговый механизм возбуждения: при достиже-
нии элементом значения 𝑥𝑖 = 1 элемент «возбуждается», его состояние мгновенно изменяется
на 𝑥𝑖 = 0. Легко показать, что при γ < 𝑆0 элемент совершает колебания с периодом 𝑇 =

= − ln(1 − γ/𝑆0)/γ. Взаимодействие элементов организовано следующим образом: при возбуж-
дении 𝑖-го элемента он испускает импульс, который воздействует на все остальные элементы,
мгновенно увеличивая их потенциалы на величину 𝜀:

𝑥𝑖(𝑡) = 0 ⇒ 𝑥𝑗(𝑡 + 0) = min(1, 𝑥𝑗(𝑡− 0) + 𝜀). (3)

Mirollo и Strogatz обобщили модель локальной динамики таким образом, что мембранный по-
тенциал у них изменяется во времени как 𝑥 = 𝑓(φ), где φ ∈ [0, 1] – фаза осциллятора, подчиняю-
щаяся уравнению 𝑑φ/𝑑𝑡 = 1/𝑇 . Функция 𝑓(θ) является произвольной непрерывной, монотонно
возрастающей, выпуклой вверх функцией с 𝑓(0) = 0 и 𝑓(1) = 1. Правило возбуждения осцилля-
торов и взаимодействия между ними остаются при этом теми же, что в модели Peskin. Авторы
показали, что в популяции из произвольного числа 𝑁 одинаковых элементов с выпуклой вверх
функцией 𝑓(φ) и произвольной силой связи 𝜀 при почти всех начальных условиях наступает пол-
ная синхронизация, то есть элементы начинают возбуждаться строго одновременно. Интересно,
что синхронизация наступает за конечное время, и механизм синхронизации основан на слиянии
элементов в синхронизированные группы с их последующим взаимным слиянием. Чем больше
становится размер группы, тем большее влияние она оказывает на оставшиеся осцилляторы и
тем сильнее их к себе притягивает. Таким образом, в системе возникает положительная обратная
связь, приводящая к ее быстрой полной синхронизации.

Для доказательства наступления синхронизации авторы [21] рассмотрели отображение,
связывающее состояния сети между двумя последовательными моментами зажигания ее элемен-
тов. Состояние сети полностью описывается набором фаз φ = (φ1, ...,φ𝑛), которые можно без
ограничения общности положить упорядоченными: φ1 < φ2 < ... < φ𝑛. Тогда ближайший им-
пульс будет сгенерирован 𝑛-м элементом спустя время δ𝑡 = 1 − φ𝑛. Фазы всех осцилляторов к
этому моменту примут значения σ𝑖 = φ𝑖 + δ𝑡, а после воздействия их значения станут равными
τ𝑖 = 𝑔(𝑓(σ𝑖) + 𝜀), где 𝑔 = 𝑓−1 – обратная к 𝑓 функция. Авторы проанализировали отображение
(φ1, ...,φ𝑛) ↦→ (τ1, ..., τ𝑛) и показали, что, если функция 𝑓(φ) является выпуклой вверх, то при
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почти всех начальных условиях система покидает область 0 < φ𝑖 < 1 за конечное время, то есть
наступает полная синхронизация.

В дальнейшем исследование синхронизации в сетях импульсных осцилляторов привлекало
пристальное внимание многих исследователей. Bottani показал [22], что синхронизация может
наступить даже для линейной функции 𝑓(φ) и для функций, выпуклых вниз, для больших сетей
с силой связи 𝜀 ∼ 1/𝑁 . Также синхронизация сохраняется при введении в популяцию беспоряд-
ка в виде неравных собственных частот осцилляторов. Допустимый разброс частот, при котором
сохраняется синхронизация, зависит от силы межэлементных связей в сети. В той же работе
была рассмотрена сеть с топологией в виде двумерной решетки, в которой элементы связаны с
ближайшими соседями. В такой сети синхронный режим может разрушаться, и система пере-
ходит в состояние так называемой самоорганизованной критичности: в ней возникают лавины
синхронных разрядов, размер которых в широкой области параметров имеет степенное распре-
деление (см. также [23]).

В работе Gernster и van Hemmen [24] модель Mirollo и Strogatz была обобщена на слу-
чай, когда воздействие импульса на осциллятор происходит не мгновенно, а в течение конечного
времени. Такая модель позволяет более реалистично описывать, например, нейроны, взаимодей-
ствующие посредством химических синапсов – специальных контактов между двумя нейронами.
При данном взаимодействии возбуждение одного нейрона, называемого пресинаптическим, вы-
зывает выделение нейромедиаторов в месте контакта, вследствие чего второй нейрон, называе-
мый постсинаптическим, получает импульс тока. Конечное время распространения возбуждения
от тела нейрона к синапсу, а также инертность химических процессов выделения нейромедиато-
ров приводит к формированию импульса сложной формы и конечной длительности.

В модели [24] при генерации пресинаптическим нейроном 𝑗 импульса в момент времени 𝑡𝑓𝑗
входной сигнал, поступающий на постсинаптический нейрон 𝑖, задается выражением ℎext𝑖 (𝑡) =

= 𝐽𝑖𝑗ε(𝑡− 𝑡𝑓𝑗 ), где 𝐽𝑖𝑗 – вес связи между нейронами, а ε(𝑡) – функция отклика, имеющая вид так
называемой α-функции

ε(𝑡) = α2(𝑡− ∆) exp(−α(𝑡− ∆)) при 𝑡 > ∆, (4)

где ∆ – синаптическая задержка, а α−1 – характерное время действия синаптических токов.
Также в работе [24] модель нейрона характеризуется усложненной подпороговой динамикой
после генерации потенциала действия, которая задается произвольной функцией возбудимости
η(𝑡). Авторы рассматривали η(𝑡) = (𝑇 − 𝑡)−1 при 𝑡 > 𝑇 и η(𝑡) = −∞ при 𝑡 < 𝑇 , где 𝑇 –
рефрактерный период. Описание динамики нейрона на основе функции отклика ε(𝑡) и функции
возбудимости η(𝑡) позднее получило название модели спайкового отклика (spike response).

В работе [24] был получен критерий устойчивости синхронного состояния популяции эле-
ментов. Показано, что синхронное возбуждение сети с периодом 𝑇osc является устойчивым, если
функция отклика имеет положительный наклон 𝑑ε(𝑇osc)/𝑑𝑡 > 0. В дальнейшем Gernster пока-
зал [25], что сеть всегда сходится к состоянию фазовой синхронизации, при котором все элемен-
ты возбуждаются периодически с постоянными сдвигами фаз, но не обязательно одновременно.
Важную роль в структуре формирующегося паттерна активности играет распределение межэле-
ментных задержек.

Известно, что запаздывание в межэлементных связях оказывает существенное влияние на
синхронизацию сетей [26]. Для импульсных связей впервые влияние задержек на синхрониза-
цию было детально исследовано в работах Ernst с соавторами [27, 28]. В своих работах они
рассмотрели модель, аналогичную Mirollo и Strogatz, но ввели запаздывание τ между момен-
тами генерации импульса и его действия на остальные элементы (данная модель соответствует
функции отклика (4) при α → ∞). Также они рассмотрели как возбуждающие (𝜀 > 0), так и
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подавляющие (𝜀 < 0) связи между элементами. В случае возбуждающих связей наличие нену-
левого запаздывания приводит к спонтанным переходам между синхронными и асинхронными
состояниями. В случае подавляющих связей при наличии запаздывания в системе возникает
несколько кластеров, внутри каждого из которых элементы синхронны.

Синхронизация в сети с импульсными связями возможна и при топологиях связей, отлич-
ных от случая каждый-с-каждым. Тогда сила связи между каждой парой элементов 𝑖 и 𝑗 характе-
ризуется числом ε𝑖𝑗 , которое может быть положительным (возбуждающая связь), отрицательным
(подавляющая связь) или нулевым (связь отсутствует). При этом, очевидно, не всегда возмож-
на точная или полная синхронизация, характеризующаяся строго одновременным возбуждением
всех элементов. Полная синхронизация сети возможна лишь при условии нормализации связей:
суммарная сила входящих связей должна быть равной для всех элементов сети,

∑︀
𝑗 ε𝑖𝑗 = ε.

Timme и соавторы [29] исследовали синхронизацию в сети со случайными нормализованными
связями и показали, что для подавляющих связей синхронный режим всегда является устойчи-
вым. Интересно, что при этом он может сосуществовать с асинхронным режимом, при котором
локальная динамика элементов нерегулярна; такие режимы описаны подробнее ниже. В рабо-
те [30] авторы изучили синхронизацию сети нейронов типа накопление-и-сброс с нормализо-
ванными связями и произвольной топологией. Для сети со случайными связями (для каждого
узла связанные с ним узлы выбираются случайным образом с равной вероятностью) с использо-
ванием теории случайных матриц они получили аналитически спектр ляпуновских показателей
синхронного состояния. Это позволило не только получить критерий устойчивости синхрониза-
ции в сети, но и оценить скорость ее установления. Оказалось, что при фиксированном числе
входящих связей 𝑘 и большом размере сети 𝑁 ≫ 𝑘 эта скорость ограничена независимо от того,
насколько сильны связи.

Если условие нормализации связей нарушается, синхронизация сети может быть только
приближенной, но не точной. Для сети со случайной топологией связей Golomb и Hansel по-
казали [31], что синхронизация наступает, когда число связей на элемент превышает некоторое
критическое значение. Причина состоит в том, что, если в сети из 𝑁 элементов на каждый из
них в среднем приходится 𝑀 связей, то дисперсия числа входящих связей по элементам се-
ти тоже равна 𝑀 , что дает коэффициент вариации 1/

√
𝑀 . При слишком малом числе связей

коэффициент вариации велик, что приводит к сильному разбросу величины входных сигналов,
получаемых различными элементами, и разрушению синхронизации. Аналогичные результаты
были получены для синхронизации в сетях возбуждающих и подавляющих нейронов со случай-
ными связями: синхронизация наступает при достаточно плотных связях [32].

Синхронизация в сетях с локальными связями была изучена Hopfield и Herz [33], которые
рассмотрели динамику решетки осцилляторов типа накопление-и-сброс, связанных с ближай-
шими соседями. Было показано, что в течение нескольких периодов в такой сети наступает ло-
кальная синхронизация элементов с соседями из некоторой окрестности, после чего происходит
процесс установки глобальной синхронизации, который может происходить довольно медлен-
но. Однако в работе [34] было показано, что скорость установления глобальной синхронизации
𝑟𝑠 существенно зависит от параметров связи и локальной динамики, и соответствующим выбо-
ром этих параметров ее можно существенно повысить. Среднее время установления глобальной
синхронизации оценено как 𝑇𝑠 ∼ log𝑁/𝑟𝑠, где 𝑁 – размер сети, и может составлять всего
несколько периодов колебаний даже для больших сетей 𝑁 ∼ 1000. Быстрый выход на синхрон-
ный режим позволяет использовать сеть для обработки видеообразов. Например, добавление
дальнодействующих (или глобальных) подавляющих связей позволяет получить в сети кластеры
локальной синхронной активности, возбуждающиеся последовательно друг за другом и кодиру-
ющие несколько видеообразов (ср. также [35–37].
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Удобным инструментом исследования синхронизации в сетях импульсных элементов явля-
ется так называемая кривая переустановки фазы, phase resetting curve (PRC) [38]. Концепция PRC
позволяет описывать широкий класс осцилляторов с импульсными взаимодействиями. В ее рам-
ках каждый осциллятор описывается единственной переменной – фазой φ ∈ [0, 1] (иногда рас-
сматривается φ ∈ [0, 2π]), которая монотонно возрастает с постоянной скоростью 𝑑φ/𝑑𝑡 = 1/𝑇 .
При достижении фазой максимального значения она обнуляется, а осциллятор испускает им-
пульс. Действие импульса на другие осцилляторы описывается функцией 𝑍(φ), которая и на-
зывается кривой переустановки фазы. При получении импульса фаза осциллятора мгновенно
изменяется на величину, определяемую этой функцией, так что φ(𝑡 + 0) = φ(𝑡 − 0) + 𝑍(φ).
Общность подхода на основе кривой переустановки фазы заключается в том, что соответству-
ющую функцию можно вычислить или даже экспериментально измерить для произвольного
осциллятора.

Исследование синхронизации с применением описания на основе кривых переустановки
фазы было проведено Achuthan и Canavier [39]. Авторы рассмотрели сеть из 𝑁 одинаковых ней-
ронов с импульсными связями каждый-с-каждым. Аналитическое исследование было основано
на рассмотрении динамики системы как последовательности дискретных событий, связанных
с возбуждением нейронов и действием сгенерированных импульсов. Тогда можно построить
отображение, описывающее эволюцию системы между моментами генерации последовательных
импульсов. В синхронном режиме генерация импульсов всеми элементами происходит периоди-
чески и одновременно, что соответствует тривиальной неподвижной точке отображения. Было
показано, что глобальная синхронизация устойчива только при отрицательном наклоне кривой
переустановки фазы в нуле*. Однако, если наклон кривой переустановки фазы становится слиш-
ком большим, синхронизация также теряет устойчивость.

Детальный анализ потери устойчивости синхронным режимом был описан Lücken и Yan-
chuk в работе [40]. Было показано, что дестабилизация синхронного режима может сопровож-
даться возникновением двухкластерных режимов, в которых популяция распадается на две груп-
пы, внутри каждой из которых осцилляторы возбуждаются синхронно. Устойчивость как син-
хронного, так и двухкластерных режимов определяется наклонами кривой переустановки фаз
в точках непосредственно после возбуждения (φ = +0) и перед возбуждением (φ = 1 − 0).
В специальном случае, когда оба эти наклона равны нулю, наблюдаются режимы перемежаю-
щейся синхронизации, в которой периоды почти полной синхронизации чередуются с короткими
эпизодами «проскальзывания» фазы осцилляторов друг относительно друга.

В работе [41] было исследовано влияние запаздывания на динамику ансамбля идентичных
осцилляторов с импульсными связями каждый-с-каждым. Запаздывание было введено в связи
между элементами, так что между моментами генерации импульса и его получения остальны-
ми элементами сети проходит конечное время τ. Вследствие наличия запаздывания, в синхрон-
ном режиме осцилляторы получают входные сигналы в ненулевой фазе ψ, пропорциональной
величине запаздывания (при малом запаздывании). Поэтому устойчивость режима глобальной
синхронизации определяется наклоном кривой переустановки фазы не в нуле, а в фазе ψ. При
малом запаздывании и единичном собственном периоде данная фаза равна величине запазды-
вания: ψ = τ. Был получен критерий устойчивости синхронизации в зависимости от величины
запаздывания и силы связи, а также показано, что «проскальзывание» фазы является типичным
сценарием разрушения синхронизации при произвольном виде кривой переустановки фазы.

*В работе [39] кривая переустановки фаз определялась как величина уменьшения (а не приращения) фазы под
действием импульса, что соответствует общепринятой кривой переустановки фазы с обратным знаком. Поэтому в
данной работе критерий устойчивости синхронизации сформулирован как положительный наклон кривой переуста-
новки фазы в нуле.

Клиньшов В.В.
Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5 471



2. Асинхронная динамика сетей

Противоположным синхронному является асинхронный режим коллективной динамики
сети, характеризующийся независимостью моментов генерации импульсов различными элемен-
тами сети. Устойчивость асинхронного режима в сети идентичных осцилляторов с импульсными
связями каждый-с-каждым была впервые исследована Abbot и van Vreeswijk [42]. Они рассмот-
рели модель осцилляторов в достаточно общей форме

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑥𝑖) + 𝐺(𝑥𝑖)𝐸(𝑡), (5)

которая является обобщением модели (2) «накопление-и-сброс». Здесь 𝑥 – мембранный потенци-
ал, функция 𝐹 характеризует автономное поведение элемента. При достижении значения 𝑥 = 1
элемент генерирует импульс и переходит в состояние 𝑥 = 0. Функция 𝐺 описывает отклик ос-
циллятора на внешнее воздействие, а 𝐸(𝑡) – сигнал, поступающий на осциллятор от сети. В этот
сигнал вносит вклад каждый импульс, сгенерированный любым элементом сети: при генерации
импульса в момент времени 𝑡0 сигнал 𝐸(𝑡) увеличивается как 𝐸(𝑡) → 𝐸(𝑡) + 𝑓(𝑡0 − 𝑡),

𝑓(𝑡) =
α1α2

(α2 − α1)𝑁

(︁
𝑒α1(𝑡0−𝑡) − 𝑒α2(𝑡0−𝑡)

)︁
, (6)

где α1 < α2 характеризуют скорость роста и спадания синаптического тока. При α2 → α1 = α
функция отклика (6) стремится к альфа-функции (4).

Асинхронный режим характеризуется отсутствием корреляции между моментами генера-
ции импульсов различными элементами. В этом случае средняя скорость генерации спайков
сетью в целом не зависит от времени, и при большом числе элементов 𝑁 → ∞ является посто-
янной. Постоянство скорости генерации спайков приводит к независимому от времени сигналу
сети 𝐸(𝑡) = 𝐸0. Легко показать, что этот сигнал равен частоте генерации спайков индивиду-
альными элементами. При постоянном входе 𝐸(𝑡) = 𝐸0 динамика каждого элемента является
периодической с периодом 1/𝐸0. Проинтегрировав (5) за один период, получим

1

𝐸0
=

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

𝐹 (𝑥) + 𝐸0𝐺(𝑥)
. (7)

Уравнение (7) является условием самосогласованной динамики сети: элементы получают сигнал
интенсивности 𝐸0 и сами в ответ генерируют импульсы с частотой 𝐸0. Данное уравнение имеет
решение при достаточно свободных условиях на функции 𝐹 и 𝐺, что соответствует асинхрон-
ному режиму сети с частотой 𝐸0.

Для исследования устойчивости асинхронного режима авторами был применен подход на
основе уравнения непрерывности Лиувилля (см. также [43–45]). Для удобства авторы [42] с по-
мощью взаимно-однозначного отображения перешли к новым переменным 𝑦𝑖=𝐸0

∫︀ 𝑥𝑖

0 𝑑𝑥/(𝐹 (𝑥)+
+ 𝐸0𝐺(𝑥), которые изменяются от 0 до 1 и подчиняются уравнению

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝐸0 + Γ(𝑦𝑖)𝜀(𝑡), (8)

где Γ(𝑦) = 𝐸0𝐺(𝑥)/(𝐹 (𝑥) + 𝐸0𝐺(𝑥)), 𝜀(𝑡) = 𝐸(𝑡) − 𝐸0. Тогда для плотности распределения
ρ(𝑦, 𝑡) поток задается как 𝐽(𝑦, 𝑡) = [𝐸0 + Γ(𝑦)𝜀(𝑡)]ρ(𝑦, 𝑡), а уравнение непрерывности имеет вид

𝜕ρ
𝜕𝑡

= −𝜕𝐽

𝜕𝑦
. (9)

В асинхронном режиме ρ(𝑦, 1) = 1 и 𝐽(𝑦, 𝑡) = 𝐸0, а для исследования его устойчивости уравне-
ние (9) следует линеаризовать около данного решения. Авторы вычислили спектр асинхронного
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режима и определили условия устойчивости данного режима. Основной результат заключается
в том, что подавляющие связи (𝐺(𝑥) < 0) не могут стабилизировать асинхронные режимы, то-
гда как при возбуждающих связях (𝐺(𝑥) > 0) это возможно. При этом важное значение имеют
коэффициенты α1 и α2, характеризующие временные масштабы динамики синаптических токов.
Также авторы рассмотрели влияние шума и пришли к выводу, что он стабилизирует асинхронные
режимы.

В более общем случае устойчивость асинхронных режимов исследована в серии работ
Gerstner [46]. Он рассмотрел полносвязную сеть идентичных элементов, описываемых моделью
спайкового отклика c произвольными функциями отклика и возбудимости. Также в модели учи-
тывалось действие шума либо в виде стохастических флуктуаций в механизме возбуждения,
либо в виде прямого шумового воздействия в уравнение для динамики состояний элементов.

Было показано, что условиями стабилизации асинхронного режима является присутствие
в системе достаточно сильного шума и/или синаптической задержки. При дестабилизации асин-
хроннного режима в сети могут возникать периодические колебания активности 𝐸(𝑡) на различ-
ных характерных частотах. Также были исследованы переходные процессы в асинхронной сети
при изменяющемся во времени внешнем воздействии. Показано, что несмотря на конечное вре-
мя реакции отдельных нейронов (порядка времени перезарядки мембраны), отклик сети в целом
на изменение внешнего воздействия наступает очень быстро (мгновенно). Это связано с тем, что
в асинхронном режиме в сети всегда присутствует определенная доля нейронов, находящихся
вблизи порога возбуждения и готовых быстро отреагировать на изменившийся внешний сигнал.
Таким образом, нейронная сеть в асинхронном режиме может эффективно передавать сигналы
вплоть до очень высоких частот.

В работе [47] была исследована асинхронная активность в сети, состоящей из возбужда-
ющей и подавляющей популяций. Все элементы сети были связаны друг с другом, также в сеть
была введена неоднородность в форме различия внешних стимулов, действующих на разные
элементы. Динамика локального элемента описывалась моделью квадратичного накопления и
сброса

𝑑𝑉𝑖α

𝑑𝑡
= 𝑉 2

𝑖α + 𝐼𝑖α + 𝐼syn𝑖α (𝑡) − 𝐼thα , (10)

где 𝑉𝑖α – мембранный потенциал 𝑖-го элемента из популяции α = 𝐸, 𝐼 (возбуждающая или подав-
ляющая), 𝐼thα – постоянный ток смещения, а 𝐼𝑖α – неоднородная компонента тока, распределение
которой по элементам популяции α задано в виде 𝑄α(𝐼). Взаимодействие в сети описывается
входным током 𝐼syn𝑖α (𝑡), который поступает от всех элементов обеих популяций:

𝐼syn𝑖α (𝑡) =
∑︁
𝑗β

𝐺syn
𝑖𝑗αβ

∑︁
𝑡𝑠𝑗β

𝑓β(𝑡− 𝑡𝑠𝑗β). (11)

Здесь 𝑡𝑠𝑗β – моменты генерации спайков 𝑗-м элементом из популяции β, 𝑓(𝑡) – функция отклика
на один спайк (6), а синаптические связи 𝐺syn

αβ = 𝑔αβ/𝑁β однородны и обратно пропорциональны
размеру сети, причем 𝑔𝐸β > 0, 𝑔𝐼β < 0. При достижении потенциалом порогового значения 𝑉𝑡

элемент генерирует спайк, и его потенциал мгновенно приобретает значение 𝑉𝑟.
В асинхронном режиме активность каждой популяции постоянна во времени, однако ча-

стота генерации спайков разными элементами различна в силу различия токов 𝐼𝑖α. Активность
элементов задается условиями самосогласованности

ν𝑖α =

[︂∫︁ 𝑉𝑡

𝑉𝑟

𝑑𝑉

𝑉 𝐼
𝑖α − 𝐼thα +

∑︀
β 𝑔αβνβ

]︂−1

, (12)
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где νβ – средняя активность элементов в популяции β. Исследование устойчивости асинхронной
динамики в сети из двух взаимодействующих популяций проводилось методами, аналогичными
примененным в работе [42]. Были определены условия устойчивости асинхронного режима и
показано, что он возможен даже при достаточно сильных связях.

Асинхронный режим был изучен и в так называемых «разреженных» сетях, в которых
случайным образом удаляется некоторое (небольшое) число межэлементных связей [48]. Если
в полносвязной сети идентичных элементов асинхронный режим соответствует поочередному
периодическому возбуждению элементов сети через строго равные интервалы времени (так на-
зываемое splay state), то случайное удаление даже небольшого числа связей приводит к возник-
новению беспорядка. Интервалы между моментами возбуждения элементов начинают несколько
отличаться друг от друга, однако асинхронный режим с упорядоченным возбуждением элемен-
тов сохраняет свою устойчивость. Интересно, что переходный процесс к асинхронному режиму
принципиально отличается в случае слабых и сильных связей. При слабых связях асинхронный
режим устанавливается достаточно быстро, тогда как при сильных связях переходный процесс
длится экспоненциально долго (с ростом размера сети) и обладает чертами стационарного про-
цесса. В термодинамическом пределе переходный процесс превращается в устойчивый нерегу-
лярный режим, в котором порядок возбуждения элементов и фазовые соотношения между ними
претерпевают постоянные квазислучайные изменения.

3. Нерегулярная асинхронная динамика

Важной разновидностью асинхронной динамики является так называемая нерегулярная
динамика, при которой временная структура генерируемых элементами сети импульсов нерегу-
лярна и близка к случайной. Нерегулярная спонтанная активность в больших сетях импульсных
элементов была впервые получена в серии работ Brunel c соавторами, посвященных моделирова-
нию кортикальных нейронных сетей. В работах [49, 50] были введены базовые идеи и заложена
основа теоретического метода анализа коллективной динамики сети с учетом флуктуаций ло-
кальных входных сигналов. Более детально данный метод был развит в работе [51] для сети
подавляющих нейронов. Наконец, полностью разработанная методика и наиболее детальные ре-
зультаты исследования для сети возбуждающих и подавляющих нейронов были опубликованы в
работе [52]. Остановимся подробнее на модели, рассмотренной в данной работе.

Автор изучил нейронную сеть, состоящую из двух популяций – 𝑁𝐸 возбуждающих и 𝑁𝐼

подавляющих нейронов. Каждый нейрон получает равное число входящих синаптических сиг-
налов от 𝐶𝐸 = 𝜀𝑁𝐸 от возбуждающих нейронов и 𝐶𝐼 = 𝜀𝑁𝐼 от подавляющих нейронов. При
этом связи являются редкими (𝜀 ≪ 1), а пресинаптические нейроны, проектирующие на каж-
дый нейрон, выбираются случайным образом. Кроме того, каждый нейрон получает 𝐶ext = 𝐶𝐸

внешних возбуждающих сигналов, каждый из которых представляет собой случайный пуассо-
новский процесс с частотой νext. Локальная динамика каждого нейрона описывается моделью
накопление-и-сброс:

τ𝑉𝑖(𝑡) = −𝑉𝑖(𝑡) + 𝑅𝐼𝑖(𝑡), (13)

где 𝑉𝑖 – мембранный потенциал 𝑖-го нейрона, τ определяет характерное время зарядки мем-
бранной емкости, а 𝐼𝑖(𝑡) представляет собой суммарный синаптический ток, поступающий на
нейрон. При достижении мембранным потенциалом пороговой величины θ нейрон генерирует
потенциал действия (спайк), и становится нечувствительным к внешнему воздействию в тече-
ние рефрактерного периода τrp. После этого его мембранный потенциал принимает значение
𝑉𝑟, и нейрон продолжает эволюционировать согласно уравнению (13) до следующего момента
достижения порога.

474
Клиньшов В.В.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5



Внешний сигнал 𝑅𝐼𝑖(𝑡) представляет собой последовательность δ-импульсов

𝑅𝐼𝑖(𝑡) = τ
∑︁
𝑗

𝐽𝑖𝑗
∑︁
𝑘

δ(𝑡− 𝑡𝑘𝑗 −𝐷). (14)

Здесь 𝐽𝑖𝑗 – синаптический вес связи между 𝑗-м и 𝑖-м нейронами. Синаптические веса выбраны
равными 𝐽 для всех возбуждающих синапсов (в том числе внешних) и −𝑔𝐽 для подавляющих
синапсов. Моменты 𝑡𝑘𝑗 – это моменты генерации потенциала действия 𝑗-м нейроном, а 𝐷 – синап-
тическая задержка. При генерации нейроном потенциала действия на все нейроны, c которыми
он связан, спустя время 𝐷 поступают сигналы в виде δ-импульсов.

Аналитическое исследование модели проводилось в пределе больших сетей (𝑁 ≫ 1) с ред-
кими связями (𝜀 ≪ 1) и слабыми синапсами (𝐽 ≪ θ). В этом случае каждый нейрон получает
большое число слабых сигналов, и входящий синаптический ток можно аппроксимировать как
белый шум с переменными во времени средним и интенсивностью:

𝑅𝐼𝑖(𝑡) = µ(𝑡) + σ
√
τη𝑖(𝑡). (15)

При этом, так как для любой пары нейронов доля общих пресинаптических нейронов мала,
их входные сигналы можно считать некоррелированными. В пределе 𝑁 → ∞ можно ввести
плотность распределения мембранного потенциала нейронов 𝑃 (𝑉, 𝑡), которая равна вероятности
обнаружить случайный нейрон в состоянии 𝑉 в момент 𝑡. Тогда от уравнений (13) и (15) можно
перейти к уравнению Фоккера–Планка для плотности распределения

𝜕𝑃 (𝑉, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕𝑆(𝑉, 𝑡)

𝜕𝑉
, (16)

где

𝑆(𝑉, 𝑡) = −σ
2(𝑡)

2τ
𝜕𝑃 (𝑉, 𝑡)

𝜕𝑉
− 𝑉 − µ(𝑡)

τ
𝑃 (𝑉, 𝑡) (17)

описывает поток вероятности через потенциал 𝑉 в момент 𝑡. Заметим, что частота генерации
спайков представляет собой не что иное, как поток вероятности через порог возбуждения: ν(𝑡) =
= 𝑆(θ, 𝑡). Уравнение Фоккера–Планка совместно с условием нормировки и набором граничных
условий дает полное описание динамики сети. Стационарные решения системы характеризуются
не зависящей от времени плотностью распределения 𝑃 (𝑉, 𝑡) = 𝑃0(𝑉 ) и постоянной частотой
ν(𝑡) = ν0 и удовлетворяют условию самосогласованности: синаптический ток на входе нейронов
согласован с частотой генерируемых ими сигналов.

Анализ самосогласованных стационарных решений (16) показал, что в зависимости от ба-
ланса возбуждения и подавления 𝑔 характеристики стационарного режима системы могут быть
качественно различными. При доминировании возбуждения (𝑔 < 𝑁𝐸/𝑁𝐼 ) сеть демонстриру-
ет высокую активность, близкую к максимальной νmax = 1/τrp. При доминировании подавле-
ния (𝑔 > 𝑁𝐸/𝑁𝐼 ) активность сети низкая и определяется в основном внешней частотой νext.
Несмотря на то, что переход между режимами высокой и низкой активности носит непрерыв-
ный (небифуркационный) характер, он становится все более резким при увеличении числа си-
напсов 𝐶𝐸 . Более того, кроме количественного различия глобальной активности, в этих двух
режимах наблюдается качественное различие локальной динамики отдельных нейронов. Если
в режиме высокой активности эта динамика является регулярной, то режим низкой активности
характеризуется сильной вариабельностью межспайковых интервалов (коэффициент вариации
больше единицы). Максимальная нерегулярность достигается вблизи сбалансированного состо-
яния (𝑔 ≈ 𝑁𝐸/𝑁𝐼 ), при увеличении подавления коэффициент вариации приближается к единице,
при этом сигналы, генерируемые нейронами, становятся близки к пуассоновскому процессу.
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Стационарные режимы сети являются асинхронными, так как активность отдельных ней-
ронов не коррелирована, в результате чего суммарный сигнал (среднее поле), генерируемый
сетью, является постоянным с точностью до эффектов конечного размера сети. При дестаби-
лизации стационарного режима и возникновении глобальных колебаний микроскопическая ди-
намика сети характеризуется возникновением корреляции между нейронами, то есть частичной
синхронизацией сети (более подробно частично синхронные режимы описаны в следующей гла-
ве обзора). Заметим, что при конечном размере сети стохастические эффекты конечного размера
приводят к сглаживанию резкого перехода между асинхронными и синхронными режимами.
В асинхронном режиме возникают стохастические колебания активности сети, а в синхронном
режиме возникает стохастическая диффузия фазы глобальных колебаний. Оба эффекта исчезают
в пределе 𝜀 → 0.

Модель Brunel вызвала волну интереса к исследованию самоподдерживающейся асинхрон-
ной нерегулярной активности в нейронных сетях. Так, в работе [53] была предложена сеть с
самоподдерживающейся активностью, демонстрирующая спонтанные переходы между состоя-
ниями с высокой и низкой активностью. В работе [54] показано, что асинхронная самоподдержи-
вающаяся активность возможна даже для сетей с существенной долей общего входного сигнала
различных нейронов. Нерегулярная активность с малой степенью синхронизации была обна-
ружена в крупномасштабных сетях с реалистичной структурой, имитирующей кортикальную
микроколонку [55].

Заметим, однако, что в строгом смысле активность, возникающую в большинстве опи-
санных моделей, нельзя считать самоподдерживающейся, так как необходимым условием для
ее поддержания является наличие внешнего возбуждающего воздействия на нейроны. Это воз-
действие может иметь вид либо входящей импульсной последовательности, либо постоянного
тока смещения, что в обоих случаях приводит к формированию самоподдерживающейся локаль-
ной динамики элементов. Внутрисетевые взаимодействия приводят к формированию сложных
некоррелированных временных паттернов активности, однако недостаточны для поддержания
активности сами по себе. При выключении внешнего воздействия самоподдерживающаяся ак-
тивность сети продолжается в течение времени порядка нескольких секунд, после чего сеть
переходит в состояние покоя [56, 57]. Отметим, что самоподдерживающаяся нерегулярная ак-
тивность без внешнего воздействия была получена в сети нейронов с редкими связями и ло-
гнормальным распределением синаптических весов [58]. Такое распределение характеризуется
тяжелым хвостом, то есть наличием некоторого числа очень сильных связей, и соответству-
ет результатам экспериментальных исследований связей в кортикальных нейронных сетях [59].
Введение логнормального распределения весов связей позволяет получить самоподдерживаю-
щуюся нерегулярную динамику в сети в отсутствие дополнительного внешнего воздействия.
Также наличие очень сильных синапсов приводит к ряду интересных свойств сети, например
оптимизации параметров передачи информации в виде спайковых последовательностей.

Динамика становится самоподдерживающейся и в случае равных синаптических весов, ес-
ли они становятся достаточно сильными [60]. При этом нерегулярная динамика сети качественно
изменяется, наблюдается переход к так называемому неоднородному асинхронному режиму [61].
В данном режиме вариабельность межспайковых интервалов индивидуальных нейронов суще-
ственно возрастает, нейроны приобретают тенденцию к генерации бёрстов, то есть пачек импуль-
сов с коротким межимпульсным интервалом, разделенных длительным интервалом отсутствия
возбуждения. Таким образом, активность элементов демонстрирует сильные медленные флук-
туации во времени. При этом корреляция между моментами генерации импульсов различными
элементами остается на уровне 1/𝑁 , что позволяет приписывать ее эффектам конечного размера
сети и рассматривать описываемый неоднородный режим как асинхронный.
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4. Частичная синхронизация и колебания среднего поля

Асинхронная динамика соответствует отсутствию корреляции между реализациями от-
дельных элементов сети, тогда как при полной синхронизации эти реализации идентичны. Про-
межуточное положение между этими режимами занимают режимы частичной синхронизации,
при которых коэффициент корреляция между реализациями элементов сети отличен от нуля, но
меньше единицы. Частичная синхронизация часто возникает при дестабилизации асинхронно-
го режима и приводит к появлению колебаний среднего поля. Возникновение таких колебаний
впервые продемонстрировал van Vreeswijk [62]. Им была рассмотрена сеть типа (5) c функцией
отклика в виде альфа-функции (4). При достаточно быстрых возбуждающих связях (значение
α превышает некоторую критическую величину) асинхронный режим сети теряет устойчивость,
и в сети возникают периодические колебания среднего поля. Механизм возникновения колебаний
связан с бифуркацией Андронова–Хопфа, то есть вблизи точки потери устойчивости колебания
имеют фиксированную частоту и малую амплитуду. При этом динамика отдельных элементов
сети является квазипериодической, а средняя частота генерации импульсов ниже частоты коле-
баний среднего поля сети.

Возникновение частичной синхронизации и колебаний среднего поля было также обна-
ружено в сетях со случайной структурой связей [31, 63]. При этом важным условием является
достаточно большое число связей, приходящихся на один элемент сети. При повышении чис-
ла связей сеть переходит от асинхронного к частично-синхронному режиму и далее к режиму
полной синхронизации.

Частичная синхронизация наблюдалась и в режимах с нерегулярной динамикой элемен-
тов [52]. Было обнаружено несколько механизмов возникновения быстрых колебаний среднего
поля при потере устойчивости стационарным асинхронным режимом. При сильном подавле-
нии и большой частоте внешнего воздействия в сети возникают быстрые колебания на высокой
частоте, которая определяется, в основном, синаптической задержкой 𝐷. При низкой частоте
внешнего воздействия колебания возникают на низкой частоте, определяемой, в основном, мем-
бранным временем τ. В режиме доминирования возбуждения типичным является возникновение
сильных высокочастотных колебаний на частотах 𝑘/𝐷 для целых 𝑘.

В работе [64] высокочастотные колебания похожей природы были обнаружены в сети с
более реалистичными синапсами, генерирующими импульсные сигналы конечной длительности
формы (4) (см. также [65]).

При увеличении плотности в модели [64] число общих пресинаптических нейронов и,
следовательно, доля общего входного сигнала для различных элементов сети перестают быть
малыми, вследствие чего коллективная динамика сети становится частично синхронизирован-
ной. В работах [66, 67] и др. исследовано возникновение коллективной нерегулярной динамики
в модели Brunel со сравнительно плотными связями, а именно когда число связей 𝐾 ∼ 𝑁 .
В этом случае даже при очень больших размерах сети 𝑁 коллективная динамика характеризу-
ется наличием существенных хаотических колебаний среднего поля, что не позволяет считать
их эффектами конечного размера сети. Эти колебания сохраняются в широком диапазоне па-
раметров сети, а также при наличии запаздывания в связях и внешнего шума. Единственный
случай, когда коллективные нерегулярные колебания исчезают в пределе 𝑁 → ∞, это случай
разреженной сети 𝐾/𝑁 → 0.

Коллективная нерегулярная динамика в смысле выраженных хаотических колебаний сред-
него поля наблюдалась также и в сетях нейронов со связями каждый-с-каждым [68, 69], однако
в этом случае необходимым ингредиентом является наличие неоднородности параметров эле-
ментов. Сценарий возникновения коллективных колебаний в этом случае несколько напомина-
ет сценарий Курамото: при слабой связи элементы колеблются с собственными (или близкими
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к собственным) частотами, тогда как увеличение связи приводит к их частичной синхронизации.
Однако в отличие от сценария Курамото возникающие коллективные колебания с самого начала
являются хаотическими.

Нерегулярные колебания с медленными флуктуациями активности могут возникать бла-
годаря сложным структурам синаптических связей, например присутствию кластеров [70, 71].
В работе [70] исследовано влияние степени кластеризации связей на режимы ее коллективной
активности. Для этого сеть разбивалась на несколько подгрупп равного размера, причем связи
между элементами каждой группы устанавливались случайно с вероятностью 𝑝in, а связи меж-
ду элементами различных групп – тоже случайно, но с меньшей вероятностью 𝑝out. Степень
кластеризации контролировалась коэффициентом 𝑅 = 𝑝in/𝑝out, причем 𝑅 = 1 соответствует од-
нородной сети, а 𝑅 = ∞ соответствует несвязанным кластерам. Было обнаружено, что при сред-
них значениях 𝑅 активность элементов сети характеризуется сильной вариабельностью, то есть
испытывает существенные флуктуации во времени. Это связано с возникновением метаустойчи-
вых состояний повышенной активности отдельных кластеров, в которые они время от времени
спонтанно переходят. При таком переходе частота всех элементов данного кластера временно
повышается, после чего вновь становится равной средней по сети. При больших коэффициентах
кластеризации 𝑅 состояния повышенной локальной активности становятся устойчивыми, и сеть
в целом характеризуется высокой мультистабильностью между различными состояниями повы-
шенной локальной активности. Наличие аналогичных метастабильных и стабильных состояний
повышенной локальной активности было также показано в сетях с биологически релевантным
распределением синаптических весов и реалистичными параметрами кластеров [72].

5. Редуцированные модели сетевой динамики

Динамика сложных сетей, состоящих из большого числа взаимодействующих элементов,
описывается высокоразмерными системами дифференциальных уравнений, исследование кото-
рых зачастую затруднительно как численными, так и аналитическими методами. Особенно остро
эта проблема стоит в задачах моделирования динамики нейронных популяций, размер которых
может достигать миллионов и миллиардов. В связи с этими трудностями актуальность приобре-
тают методы редукции коллективной динамики к низкоразмерным динамическим системам для
усредненных переменных. Такие редуцированные системы могут описывать динамику однород-
ных популяций мезомасштаба, а макромасштабные неоднородные сети могут моделироваться
как системы взаимодействующих популяций мезоуровня. Широко используемые модели для ме-
зоскопических нейронных популяций основаны на эвристических (качественных) уравнениях
для активности популяции [73–75]. Однако в последнее время стал развиваться подход, основан-
ный на выводе редуцированных моделей из уравнений для микроскопической динамики сетей
нейронов с импульсными связями.

В работе [76] была получена редуцированная низкоразмерная система, описывающая сред-
неполевую динамику большой сети нейронов с импульсными связями каждый-с-каждым. Дина-
мика локального элемента сети описывалась моделью квадратичного накопления и сброса

𝑑𝑉𝑗

𝑑𝑡
= 𝑉 2

𝑗 + 𝐼𝑗 , (18)

при достижении мембранным потенциалом порогового значения 𝑉𝑝 нейрон генерирует спайк
и его мембранный потенциал становится равным 𝑉𝑟 (заметим, что при 𝐼𝑗 > 0 решения уравне-
ния (18) могут достигать бесконечности за конечное время, поэтому в дальнейшем полагалось
𝑉𝑝 = +∞, 𝑉𝑟 = −∞). Входной ток 𝐼𝑗 задается как

𝐼𝑗 = η𝑗 + 𝐽𝑠(𝑡) + 𝐼(𝑡), (19)
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где внешний входной сигнал имеет общую составляющую 𝐼(𝑡) и неоднородную компоненту η𝑗 ,
распределенную по некоторому закону 𝑔(η), синаптический вес 𝐽 характеризует силу взаимо-
действий внутри сети, а синаптическая активность 𝑠(𝑡) полагается в простейшем случае равной
частоте генерации спайков 𝑟(𝑡), которая определяется как

𝑟(𝑡) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑡𝑘𝑗

δ(𝑡− 𝑡𝑘𝑗 ), (20)

где 𝑡𝑘𝑗 – моменты генерации спайков. В термодинамическом пределе 𝑁 →]∞ состояние сети
может быть описано функцией плотности ρ(𝑉 |η, 𝑡), уравнение для которой имеет вид

𝜕𝑡ρ+ 𝜕𝑉 [𝑆ρ] = 0, (21)

где поток 𝑆(𝑉 |η, 𝑡) = 𝑉 2 + η + 𝐽𝑟 + 𝐼 . Частота генерации спайков нейронами с параметром
η определяется как поток на бесконечности 𝑟(η, 𝑡) = 𝑆(+∞|η, 𝑡), а полная частота генерации
спайков сетью 𝑟(𝑡) =

∫︀∞
−∞ 𝑔(η)𝑟(η, 𝑡)𝑑η.

Ключевой идеей работы [76] является поиск решения уравнения (21) с использованием
подстановки в виде

ρ(𝑉 |η, 𝑡) =
1

π
𝑥(η, 𝑡)

[𝑉 − 𝑦(η, 𝑡)]2 + 𝑥(η, 𝑡)2
, (22)

вследствие чего уравнение сводится к виду

𝜕𝑡𝑤(η, 𝑡) = 𝑖[η+ 𝐽𝑟(𝑡) − 𝑤(η, 𝑡)2 + 𝐼(𝑡)], (23)

где 𝑤(η, 𝑡) = 𝑥(η, 𝑡) + 𝑖𝑦(η, 𝑡), а 𝑟(𝑡) = 1
π

∫︀∞
−∞ 𝑥(η, 𝑡)𝑔(η)𝑑η. Поиск решения в таком виде осно-

вывается на гипотезе о том, что соответствующее многообразие является притягивающим [77].
Дальнейшая редукция возможна для произвольного аналитического распределения 𝑔(η), напри-
мер для распределения Лоренца

𝑔(η) =
1

π
∆

(η− η̄)2 + ∆2
(24)

интеграл для 𝑟(𝑡) может быть вычислен с помощью теории вычетов, в результате чего уравнение
(23) сводится к системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑟̇ = ∆/π+ 2𝑟𝑣, (25)

𝑣̇ = 𝑣2 + η̄+ 𝐽𝑟 + 𝐼(𝑡) − π2𝑟2. (26)

Здесь 𝑟 и 𝑣 являются макроскопическими переменными, характеризующими состояние сети в
целом: 𝑟 определяет среднюю частоту генерации спайков элементами сети, а 𝑣 – средний мем-
бранный потенциал. Уравнения (25) и (26) полностью описывают динамику сети, в том числе
переходные процессы и отклики на нестационарные стимулы 𝐼(𝑡). При отсутствии внешнего
воздействия 𝐼(𝑡) = 0 в широкой области параметров система является бистабильной – в ней
сосуществуют два устойчивых состояния равновесия, соответствующих низкой и высокой ак-
тивности сети. Так, для обоих состояний частота 𝑟 является постоянной, динамика сети в обоих
случаях является асинхронной. Однако важным свойством является то, что состояние с высо-
кой степенью активности может являться фокусом, и сеть может демонстрировать затухающие
колебания около данного состояния равновесия. Колебательная динамика частоты 𝑟 является
признаком частичной синхронизации нейронов, а затухание этих колебаний говорит о том, что
синхронизация носит преходящий характер и может временно возникать, например, в ответ на
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резкое изменение внешней стимуляции. При периодическом внешнем воздействии колебания
активности сети носят перманентный харакетр, в том числе могут быть и хаотическими.

Подход на основе использования подстановки в виде распределения Лоренца может быть
применен и к более сложным моделям, например в случае более реалистичной динамики синап-
сов. Ratas и Pyragas [78] рассмотрели сеть квадратичных нейронов накопление-и-сброс,
в которых динамика синаптического тока задается уравнением

𝐼syn𝑗 = −𝐾(𝑉𝑗 − 𝑉𝑠)𝑆, (27)

где 𝑉𝑠 – реверсивный потенциал синапсов, 𝐾 – сила связи, связанная с максимальной синапти-
ческой проводимостью, а 𝑆 – средняя проводимость синапсов, определяемая как

𝑆 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑉𝑘 − 𝑉th).

Здесь 𝑉th – порог открывания синапсов, а 𝐻(𝑉 ) – функция Хевисайда. Таким образом, вклад
в проводимость вносят только нейроны, потенциал которых превышает 𝑉th, и при конечном
значении 𝑉th генерируемые такими нейронами импульсы имеют ненулевую длительность. В ра-
боте [78] была получена редуцированнная модель, аналогичная системе (25) и (26), но учи-
тывающая конечную длительность генерируемых нейронами импульсов. Основным следствием
импульсов конечной длины является способность сети генерировать незатухающие колебания
среднего поля.

При моделировании неоднородных сетей со сложной конфигурацией модели типа (25)
могут использоваться для описания отдельных однородных популяций внутри сети. Так, в рабо-
те [79] была рассмотрена сеть, состоящая из двух взаимодействующих идентичных популяций,
причем сила связей внутри популяции 𝐽in отличалась от силы связей между популяциями 𝐽ex.
В работе была получена редуцированная система дифференциальных уравнений для средних
величин обеих популяций и проведен их подробный бифуркационный анализ, который выявил
возможность различных режимов, таких как асинхронные режимы, периодические противофаз-
ные колебания популяций, хаотические колебания и химероподобные состояния с разрушением
симметрии. В работе [80] была рассмотрена сеть из двух популяций возбуждающих и подавля-
ющих нейронов в режиме сбалансированной динамики, исследован переход между синхронным
и асинхронным режимами.

Другой подход, позволяющий получить редуцированные системы для больших популяций
нейронов с импульсными связями, основан на так называемом методе рефрактерной плотно-
сти (refractory density method, RDM). Данный метод позволяет описывать динамику однород-
ных стохастических популяций импульсных элементов. Для этого каждый элемент популяции
характеризуется так называемым «возрастом» τ – временем, прошедшим с момента генерации
им последнего импульса. Подход основан на гипотезе о том, что вероятность генерации спай-
ка определяется возрастом элемента: 𝑝(𝑡; 𝑡 + ∆𝑡) = ρ𝐴(𝑡, τ)∆𝑡, где 𝐴(𝑡) – история активности
популяции. Распределение элементов по возрасту называется рефрактерной плотностью 𝑝(τ, 𝑡)
и подчиняется уравнению [46]

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

𝜕𝑝

𝜕τ
= −ρ𝐴(τ, 𝑡)𝑝, (28)

при этом активность сети определяется числом элементов, только что испустивших импульсы,
то есть имеющих возраст τ = 0:

𝐴(𝑡) = 𝑝(0, 𝑡) =

∫︁ ∞

0
ρ𝐴(τ, 𝑡)𝑝(τ, 𝑡)𝑑τ. (29)

Динамика популяции определяется видом функции ρ𝐴(τ, 𝑡) – так называемой функции
уровня опасности (hazard rate), которая в свою очередь зависит от свойств элементов сети и меж-
элементных связей. Вид этой функции был получен для систем различного вида, например для
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сети элементов типа накопление-и-сброс обобщенного вида со стохастическим механизмом ге-
нерации импульсов [81], для сети реалистичных нейронов под внешним шумовым воздействи-
ем [82,83], а также в случае неоднородного детерминированного внешнего воздействия, распре-
деленного по логнормальному закону [84]. Также метод рефрактерной плотности был обобщен
на популяции конечного размера [85].

Подход на основе рефрактерной плотности может быть использован для описания дина-
мики неоднородных нейронных сетей, которые можно представить как состоящие из нескольких
однородных субпопуляций, каждая из которых описывается уравнением типа (28). С использо-
ванием такого подхода было проведено моделирование активности визуальной коры [86] и эпи-
лептических разрядов в коре головного мозга [87]. Заметим, что к уравнению в частных произ-
водных для рефрактерной плотности (28) в ряде случаев могут быть применены приближенные
методы понижения размерности [88], что позволяет сводить динамику крупномасштабных сетей
к системам небольшого числа связанных обыкновенных дифференциальных уравнений.

Заключение

Исследование коллективной динамики сетей активных элементов с импульсными связями
продолжает оставаться одним из актуальных направлений современной нелинейной динамики.
Такие исследования в первую очередь востребованы в контексте моделирования динамики ней-
ронных популяций. Работы по данной тематике начались в 90-х годах прошлого века с изучения
синхронизации в сетях нейроподобных элементов. Синхронизация в кортикальных сетях мозга
лежит в основе его колебательной активности, регистрируемой в виде альфа- и гамма-ритмов
ЭЭГ, а также играет важнейшую роль при выполнении мозгом информационных и когнитивных
функций, выступая в качестве интегративного механизма, объединяющего широко распределен-
ный набор нейронов в единый согласованный ансамбль для когнитивного акта [89]. С другой
стороны, чрезмерная синхронизация может быть вредной для нервной системы (особенно для
высших мозговых центров) и привести к патологическим типам активности, таким как эпилеп-
сия [90] или шизофрения [91].

В 2000-х годах исследования сетей с импульсными связями переключились на более слож-
ные режимы коллективной динамики, такие как возникновение сложных хаотических колебаний
активности, синхронных либо асинхронных. Такие режимы важны с точки зрения информа-
ционно-вычислительных свойств нейронных сетей. Так, синхронная хаотическая динамика поз-
воляет нейронным популяциям быстро реагировать на изменения в их внешних входах [92]
и облегчает доступ сети к состояниям, кодирующим различные стимулы [93]. Богатство, слож-
ность и большая размерность динамики в системах, демонстрирующих асинхронный хаос, также
наделяет их исключительными вычислительными возможностями [94–96].

В последнее десятилетие интерес исследователей заметно сместился в сторону разработки
методов редукции динамики больших сетей с импульсными связями к низкоразмерным моделям.
Громадные размеры нейронных сетей (миллионы и миллиарды нейронов) определяют актуаль-
ность разработки редуцированных моделей, описывающих динамику не отдельных элементов
сети, а целых популяций. Такие модели позволят более эффективно моделировать динамику
крупномасштабных сетей как систем взаимодействующих популяций [97, 98]. Именно разра-
ботка и применение редуцированных моделей привлекает основное внимание исследователей
динамики сетей с импульсными связями в настоящее время.
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