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1. Введение. Пусть K – алгебраически замкнутое поле нулевой характеристи-
ки. Аддитивную группу поля K будем обозначать Ga. Рассмотрим неприводимое
аффинное алгебраическое многообразие X над полем K. Если алгебраический тор
T ⇠= (K⇥)n действует на X с открытой орбитой, то X называется торическим. Зача-
стую в понятие торического многообразия вкладывают еще условие нормальности.
Мы же не предполагаем X нормальным.

Мы будем изучать группу автоморфизмов многообразия X. В работе [1] введе-
на подгруппа специальных автоморфизмов SAut(X) в группе регулярных автомор-
физмов Aut(X). Подгруппа SAut(X) по определению порождена всеми алгебраи-
ческими подгруппами, изоморфными Ga. Точка x 2 X называется гибкой, если
касательное пространство TxX порождается касательными векторами к орбитам
Ga-подгрупп. Это эквивалентно тому, что орбита SAut(X)x открыта в X. Если все
гладкие точки X являются гибкими, то многообразие X называется гибким. Напом-
ним, что действие группы G на множестве называется бесконечно транзитивным,
если для любых двух конечных наборов (a1, . . . , am), ai 6= aj , и (b1, . . . , bm), bi 6= bj ,
одинаковой длины существует элемент g 2 G такой, что g ·ai = bi для всех 1 6 i 6 m.
Интерес к гибким многообразиям во многом обусловлен следующей теоремой.

Теорема 1 [1; теорема 0.1]. Для неприводимого аффинного многообразия X раз-
мерности > 2 следующие условия эквивалентны:

(i) группа SAut(X) действует транзитивно на Xreg ;
(ii) группа SAut(X) действует бесконечно транзитивно на Xreg ;
(iii) многообразие X гибко.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда (проект
№ 19-11-00172).
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Есть множество работ, которые доказывают гибкость многообразий того или ино-
го класса, например, [1]–[5]. Один из первых примеров гибких многообразий дают
невырожденные (т.е. без непостоянных обратимых регулярных функций) нормаль-
ные торические многообразия, см [2]. С другой стороны, если отказаться от условия
нормальности, то торическое многообразие может оказаться не гибким. Напри-
мер, торическая кривая {x2 = y3

} не является гибкой. Основной результат данной
работы состоит в том, что получен критерий гибкости не обязательно нормальных
торических многообразий. Ответ сформулирован как в терминах комбинаторного
описания торических многообразий (теорема 1 и следствия 2 и 4), так и в геометри-
ческих терминах (следствие 1). Заметим, что теорема 1 обобщает результаты [2], так
как в случае, когда торическое многообразие нормально, теорема 1 дает в точности
условие невырожденности многообразия.

Гибкие многообразия соответствуют ситуации, когда группа SAut(X) большая
и действует на Xreg транзитивно. В некотором смысле противоположная ситуа-
ция имеет место, когда группа SAut(X) тривиальна. В этом случае X называется
жестким многообразием. Жесткие многообразия характерны тем, что в группе
автоморфизмов Aut(X) существует единственный максимальный алгебраический
тор; см. [6; теорема 2.1]. Иногда это дает возможность явно описать группу автомор-
физмов многообразия X, см. [6], [7]. Мы получаем критерий жесткости аффинного
торического многообразия (теорема 2), а также явное описание групп автоморфиз-
мов таких многообразий (теорема 3). Группа автоморфизмов жесткого торического
многообразия X изоморфна полупрямому произведению тора на дискретную под-
группу S(X), которую мы называем группой симметрий моноида весов многообра-
зия X; см. определение 2. Если многообразие X не имеет непостоянных обратимых
функций, то группа S(X) конечна. Таким образом, группа автоморфизмов жестко-
го торического многообразия без непостоянных обратимых функций – это конечное
расширение тора.

Еще один класс торических многообразий, для которого мы опишем группу авто-
морфизов – это аффинные торические почти жесткие многообразия. Многообра-
зие X называется почти жестким, если оно не жесткое и подгруппа SAut(X) спе-
циальных автоморфизмов является абелевой. В данной работе получен критерий
почти жесткости аффинного торического многообразия (теорема 4), а также опи-
сана группа автоморфизмов аффинного почти жесткого торического многообразия,
как полупрямое произведение трех подгрупп (теорема 5).

2. Локально нильпотентные дифференцирования. Алгебраические Ga-
подгруппы в группе автоморфизмов аффинного многообразия X тесно связаны с ло-
кально нильпотентными дифференцированиями (ЛНД) алгебры регулярных функ-
ций K[X]. Линейное отображение � : K[X] ! K[X] называется дифференцированием
алгебры K[X], если оно удовлетворяет тождеству Лейбница

�(fg) = f�(g) + �(f)g.

Дифференцирование � называется локально нильпотентным, если для любого f 2
K[X] найдется такое натуральное число n, что �n(f) = 0. Подробные сведения
о ЛНД можно найти в книге [8]. Для данного ЛНД � можно рассмотреть линейный
оператор на K[X], который называется экспонентой �:

exp(�)(f) = f + �(f) +
�2(f)

2!
+
�3(f)

3!
+ · · · .
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Поскольку � локально нильпотентно, сумма в определении экспоненты конечна.
Оператор exp(�) задает автоморфизм K[X] и, значит, соответствует автоморфизму
многообразия X. Если функция f лежит в ядре ЛНД �, то отображение f� также
ЛНД; оно называется репликой дифференцирования �. Заметим, что константы
лежат в ядре каждого ЛНД, а значит, для любого ЛНД � операторы t�, t 2 K также
являются ЛНД. Используя это, каждому ЛНД � можно поставить в соответствие
Ga-подгруппу H� = {exp(t�) | t 2 K} в Aut(K[X]). Более того, так получаются все
алгебраические подгруппы, изоморфные Ga.

Пусть на алгебре K[X] задана градуировка некоторой абелевой группой G:

K[X] =
M

g2G

K[X]g.

Тогда дифференцирование � алгебры K[X] называется G-однородным степени g0,
если для любого g 2 G и любого однородного f 2 K[X]g выполнено �(f) 2 K[X]g+g0 .
В случае торического многообразия X алгебра K[X] обладает естественной граду-
ировкой группой характеров тора. В п. 4 описано соответствие между однородны-
ми относительно этой градуировки ЛНД и так называемыми корнями Демазюра.
Эти дифференцирования будут играть ключевую роль в дальнейшем повествовании.
Если фиксирована Z-градуировка K[X], то любое ЛНД @ раскладывается в сумму
однородных дифференцирований @ =

Pk
i=l @i при этом крайние компоненты @l и

@k – это ЛНД; см. [9; раздел 3]. Отсюда следует, что если задана Zn-градуировка,
то любое ЛНД раскладывается в сумму однородных дифференцирований, выпуклая
оболочка степеней полученных дифференцирований – это многогранник, а диффе-
ренцирования, соответствующие его вершинам, локально нильпотентны.

В дальнейшем нам понадобится следующая лемма.

Лемма 1. Группа SAut(X) коммутативна тогда и только тогда, когда у всех
локально нильпотентных дифференцирований алгебры K[X] ядра совпадают.

Доказательство. Допустим, что есть два ЛНД �1 и �2 алгебры K[X], ядра кото-
рых не совпадают. Можно считать, что существует f 2 Ker(�1) \Ker(�2). Докажем,
что не все ЛНД перестановочны между собой. Если �1 � �2 6= �2 � �1, то все доказано.
Иначе рассмотрим следующие два ЛНД: f�1 и �2. Имеем

(�2 � f�1)(g) = �2(f)�1(g) + f(�2 � �1)(g) = �2(f)�1(g) + (f�1 � �2)(g).

Если g таково, что �1(g) 6= 0, то

(�2 � f�1)(g) 6= (f�1 � �2)(g).

Таким образом, найдутся два некоммутирующих ЛНД. Несложно видеть, что груп-
пы H� для этих ЛНД также не коммутируют, что доказывает некоммутативность
SAut(X).

Пусть теперь ядра всех ЛНД совпадают. Рассмотрим два ЛНД �1 и �2. Согласно
[8; принцип 12] существуют такие элементы f, g 2 Ker(�1) = Ker(�2), что f�1 = g�2.
Тогда �1 и �2 коммутируют, а значит, группы H�1 и H�2 коммутируют. Таким обра-
зом, SAut(X) порождена семейством перестановочных между собой коммутативных
подгрупп. Следовательно, SAut(X) коммутативна. Лемма 1 доказана.
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3. Аффинные торические многообразия. В этом пункте мы изложим ос-
новные факты об аффинных торических многообразиях. Более подробные сведения
о торических многообразиях можно найти, например в книгах [10] и [11]. Неприводи-
мое алгебраическое многообразие называется торическим, если алгебраический тор
T = (K⇥)n регулярно действует на нем с открытой орбитой. Действие T на X можно
считать эффективным. Подчеркнем, что в определении торического многообразия
мы не предполагаем, что X нормально. Нас интересует случай аффинного много-
образия X. Аффинное торическое многообразие X задается конечно порожденным
моноидом P весов T -полуинвариантных регулярных функций. А именно, отожде-
ствим группу характеров T со свободной абелевой группой M = Zn; при этом цело-
численному вектору m 2 Zn соответствует характер �m. Поскольку открытая орби-
та в X изоморфна T , имеем вложение алгебр регулярных функций K[X] ,! K[T ].
Отождествляя алгебру K[X] с ее образом при этом вложении, получаем следующую
P -градуированную подалгебру:

K[X] =
M

m2P

K�m
⇢

M

m2M

K�m = K[T ].

Рассмотрим векторное пространство MQ = M ⌦Z Q над полем рациональных чисел.
Моноид P порождает конус �_ = Q>0P ⇢ MQ. Поскольку P конечно порожден,
конус �_ является конечно порожденным конусом. То, что действие T на X эффек-
тивно, равносильно тому, что моноид P не лежит ни в какой собственной подре-
шетке решетки M , отсюда в частности следует, что конус �_ не лежит ни в каком
собственном подпространстве пространства MQ. Многообразие X является нор-
мальным тогда и только тогда, когда моноид P насыщен, т.е. P = M \�_. В случае,
когда P не насыщен, моноид Psat = M \ �_ будем называть насыщением монои-
да P . Элементы из Psat \P будем называть дырками моноида P . Введем несколько
определений согласно [12].

Определение 1. Элемент p моноида P называется точкой насыщения монои-
да P , если сдвинутый конус p + �_ не содержит дырок, т.е. (p + �_) \M ⇢ P .

Грань ⌧ конуса �_ называется почти насыщенной, если в ней есть точка насы-
щения моноида P . Иначе ⌧ называется нигде не насыщенной.

Следующая лемма известна, но для удобства мы приведем ее доказательство.

Лемма 2. Максимальная грань (весь конус �_) является почти насыщенной.

Доказательство. Пусть a1, . . . , ar – система порождающих моноида P . Так как
множество

S = {�1a1 + · · · + �rar | �i 2 Q, 0 6 �i < 1}

является ограниченным, в нем содержится лишь конечное число элементов из M .
Обозначим S \ M = {b1, . . . , bl}. Так как действие T на X эффективно, группа,
порожденная P , совпадает с M . Значит, для каждого j существуют cj и dj из P
такие, что bj = cj � dj . Рассмотрим d = d1 + · · · + dl. Докажем, что

(d + �_) \M ⇢ P.

Пусть m 2 �_ \M , что равносильно условию d + m 2 (d + �_)\M . Поскольку век-
торы a1, . . . , ar порождают �_, элемент m представляется линейной комбинацией

m = µ1a1 + · · · + µrar, µi 2 Q, µi > 0.
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Обозначая через [ · ] целую часть числа, а через { · } – дробную, получаем

m =
rX

i=1

[µi]ai +
rX

i=1

{µi}ai.

Поскольку первое слагаемое лежит в M и m 2 M , то и второе слагаемое лежит в M .
Так как {µi} < 1, получаем, что

Pr
i=1{µi}ai 2 S. Следовательно, существует k

такое, что
Pr

i=1{µi}ai = bk. Получаем

d + m =
lX

j=1

dj +
rX

i=1

[µi]ai + bk =
X

j 6=k

dj +
rX

i=1

[µi]ai + ck 2 P.

Лемма 2 доказана.

Решетку однопараметрических подгрупп тора T обозначим через N . Решетка N
является двойственной решеткой к решетке M , между ними есть целочисленное спа-
ривание M⇥N ! Z, которое мы будем обозначать h · , · i. Это спаривание продолжа-
ется по линейности до спаривания между векторными пространствами NQ = N⌦Z Q
и MQ. В пространстве NQ определим конус �, двойственный к �_, следующим обра-
зом:

� = {v 2 NQ | 8w 2 �_ : hw, vi > 0}.

Конус � является строго острым (т.е. он не содержит ненулевых подпространств)
конечно порожденным конусом.

Существует биекция между гранями размерности k конуса � и гранями размер-
ности n� k конуса �_. А именно, грани ⌧ 4 � соответствует грань

b⌧ = ⌧? \ �_ 4 �_.

Также существует биекция между гранями размерности n�k конуса �_ и k-мерными
T -орбитами в X. Грани b⌧ 4 �_ соответствует орбита, открытая в множестве нулей
идеала

Ib⌧ =
M

m2P\b⌧

K�m.

Композиция этих биекций дает биекцию между k-мерными гранями конуса � и
k-мерными T -орбитами. Орбиту, соответствующую грани ⌧ , будем обозначать O⌧ .

В случае нормального многообразия X множество особых точек Xsing имеет
коразмерность не менее 2, а значит, алгебры регулярных функций на всем X и
на множестве гладких точек Xreg совпадают. В случае же ненормального многооб-
разия эти алгебры различаются. Несмотря на то, что многообразие Xreg может не
являться аффинным, удобно будет переходить от X к Xreg, так как алгебра K[Xreg]
устроена проще, чем K[X].

Лемма 3. Пусть аффинному торическому многообразию X соответствует ко-
нус � . Уберем у конуса � те ребра, которые соответствуют орбитам, состоя-
щим из особых точек, и рассмотрим конус � , порожденный оставшимися ребрами.
Тогда алгебра регулярных функций на квазиаффинном многообразии Xreg гладких
точек – это

K[Xreg] =
M

m2M\�_

K�m.



842 И.А. БОЛДЫРЕВ, С.А. ГАЙФУЛЛИН

Доказательство. Поскольку многообразие Xreg является T -инвариантным, его
алгебра функций раскладывается в прямую сумму весовых компонент. Таким обра-
зом, нужно лишь понять, какие из функций �m регулярны на Xreg. Допустим, что
некоторая функция �m0 не регулярна на Xreg. Множество точек, где эта функция не
определена, является T -инвариантным, т.е. состоит из орбит. Если удалить из Xreg

подмножество, состоящее из всех орбит коразмерности 2, то алгебра регулярных
функций не изменится. На открытой орбите все функции �m, m 2 M , регуляр-
ны. А значит, функция �m0 не определена на некоторой T -орбите коразмерности 1.
Итак, функция �m регулярна на Xreg тогда и только тогда, когда она регулярна на
всех гладких орбитах коразмерности 1.

Многообразие Xreg нормально. Известная формула, см. [11; раздел 3.3], утвер-
ждает, что порядок функции �m на дивизоре O⇢ равен hm, v⇢i. Регулярность �m

на Xreg дает условие hm, v⇢i > 0 для всех ребер ⇢ таких, что O⇢ состоит из гладких
точек. Эти условия и задают конус �_. Лемма 3 доказана.

Иногда моноид весов обладает симметриями, что дает возможность рассмотреть
некоторую дискретную подгруппу в группе автоморфизмов торического многообра-
зия. Пусть ' : MQ ! MQ – линейный оператор, причем ' 2 GLn(Z), т.е. '(M) = M .
Предположим, что '(P ) = P . Оператор ' индуцирует автоморфизм ↵(') алгеб-
ры K[X] по формуле ↵(')(�m) = �'(m). Пусть  – еще один линейный оператор
из стабилизатора StGLn(Z)(P ). Легко видеть, что ↵(' �  ) = ↵(') � ↵( ). Таким
образом, ↵ – это инъективный гомоморфизм из StGLn(Z)(P ) в Aut(X).

Определение 2. Образ вложения ↵ назовем группой симметрий моноида P и
будем обозначать S(X).

Замечание 1. Пусть конус �_ не содержит прямой, что эквивалентно тому, что
конус � не лежит ни в какой гиперплоскости и тому, что X не допускает непо-
стоянных обратимых функций. Тогда группа S(X) конечна. Это следует из того,
что оператор ' должен переставлять примитивные (т.е. с взаимно простыми в сово-
купности координатами) векторы на ребрах конуса �_. Также группа S(X) будет
конечной в случае, когда �_ – прямая, поскольку в этом случае S(X) изоморфна
подгруппе в GL1(Z) ⇠= Z2.

В любом другом случае группа S(X) является бесконечной дискретной группой.
В самом деле, есть два варианта. Первый состоит в том, что �_ – все простран-
ство MQ размерности n > 2. Тогда несложно убедиться, что P = M и S(X) =
GLn(Z). Второй вариант состоит в том, что �_ содержит нетривиальное подпро-
странство, но сам пространством не является. Обозначим через W максимальное
подпространство в �_. Тогда L = W \ M – это некоторая ненулевая подрешетка
в M . Фиксируем некоторый элемент v 6= 0 решетки N . Тогда для любого элемента
l 2 L оператор 'l, заданный по формуле 'l(m) = m + hm, vil обладает свойством
'l(P ) = P . Автоморфизмы ↵('l) для всех l 2 L образуют подгруппу в Aut(X),
изоморфную L.

4. ЛНД на аффинных торических многообразиях. Пусть Y – нормаль-
ное торическое многообразие. В работе [13] описаны все нормализуемые тором
Ga-подгруппы в Aut(Y ) для полных торических многообразий Y . Нас же инте-
ресует случай аффинного многообразия Y . В этом случае нормализуемые тором
Ga-подгруппы в Aut(Y ) соответствуют M -однородным ЛНД алгебры K[Y ], которые
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были описаны в [14]. Мы напомним эту классификацию и применим для того, что-
бы построить M -однородные дифференцирования для не нормального аффинного
торического многообразия X.

Пусть многообразию X соответствует моноид P и конус �. Обозначим через Y
нормальное аффинное торическое многообразие, соответствующее моноиду Psat.
Рассмотрим ребро ⇢ конуса �. Обозначим через v⇢ примитивный целочисленный
вектор вдоль ребра ⇢. Элемент e 2 M называется корнем Демазюра конуса �, соот-
ветствующим ⇢, если he, v⇢i = �1 и для любого другого ребра ⇠ конуса � выполнено
he, v⇠i > 0. Множество всех корней Демазюра, соответствующих ребру ⇢, будем обо-
значать R⇢. Несложно видеть, что для каждого ребра ⇢ множество R⇢ непусто и,
более того, бесконечно. Каждому корню Демазюра e 2 R⇢ соответствует ЛНД @e

алгебры A = K[Y ] =
L

m2Psat
K�m, которое задается на однородных элементах фор-

мулой
@e(�m) = hm, v⇢i�

m+e.

Любое M -однородное ЛНД алгебры A пропорционально @e для некоторого корня
Демазюра. Дифференцирование @e является M -однородным степени e. Ядром диф-
ференцирования @e является подалгебра

L
m2M\b⇢ K�m. Если подалгебра K[X] ⇢ A

является @e-инвариантной, то @e индуцирует ЛНД алгебры K[X], которое мы будем
обозначать �e. Несложно видеть, что подалгебра K[X] является @e-инвариантной
тогда и только тогда, когда (P + e) \ Psat ⇢ P .

Пример 1. Рассмотрим многобразие, соответствующее моноиду

P = {(a, b) 2 Z2
>0 | (a, b) 6= (1, 0)}.

Имеем �_ = cone((1, 0), (0, 1)), � = cone((1, 0), (0, 1)). Обозначим ⇢ = Q>0(0, 1).
Тогда R⇢ = {ek = (k,�1) | k 2 Z>0}. Дифференцирование �ek корректно определено
при k > 2 (см. рис. 1).
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Рис. 1

Следующее предложение является ключевым для всей работы. Оно дает крите-
рий существования корректно определенного дифференцирования �e, e 2 R⇢, для
данного ⇢, как в терминах гладкости орбит коразмерности 1, так и на комбинатор-
ном языке в терминах полугруппы P .

Предложение 1. Пусть X – аффинное торическое многообразие, � – соответ-
ствующий конус и ⇢ – ребро � . Пусть O⇢ – соответствующая орбита. Тогда
следующие условия эквивалентны:

1) гипергрань b⇢ конуса �_ почти насыщена;
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2) существует корень Демазюра e 2 R⇢ конуса � такой, что соответствую-
щее дифференцирование �e алгебры K[X] корректно определено;

3) орбита O⇢ состоит из гладких точек.

Доказательство. 1)) 2). Пусть P – моноид весов многообразия X. Поскольку
гипергрань b⇢ почти насыщена, существует элемент w 2 P \ b⇢ такой, что

(w + �_) \M ⇢ P.

Пусть r 2 R⇢ – некоторый корень Демазюра, соответствующий ребру ⇢. Возьмем
целочисленный вектор u в относительной внутренности грани b⇢. Тогда для любого
k 2 N и для любого ребра ⇠ 6= ⇢ конуса � имеем

hr + ku, v⇢i = hr, v⇢i+ khu, v⇢i = �1, hr + ku, v⇠i = hr, v⇠i+ khu, v⇠i > 0.

Таким образом, r+ku 2 R⇢ для любого натурального k. При достаточно большом k
для любого z 2 r + ku + �_ выполнено hz, v⇠i > hw, v⇠i при всех ⇠ 6= ⇢. Значит,

(r + ku + �_) \ �_ ⇢ w + �_.

Обозначим e = r + ku для данного k. Тогда

(e + P ) \ Psat ⇢ (e + �_) \ �_ ⇢ w + �_.

Отсюда
(e + P ) \ Psat ⇢ (w + �_) \M ⇢ P.

А значит, формула �e(�m) = hm, v⇢i�m+e задает корректно определенное диффе-
ренцирование на K[X].

2)) 3). Доказательство этой импликации практически повторяет доказательство
леммы 14 и теоремы 6 из [4]. Дифференцирование �e соответствует Ga-действию He

на X. Поскольку идеал функций, обращающихся в нуль на O⇢ – это

Ib⇢ =
M

m2P\b⇢

K�m и Ker �e =
M

m2P\b⇢

K�m,

существует функция f = �m такая, что f 2 Ib⇢, но �e(f) /2 Ib⇢. Возьмем такую
точку x 2 O⇢, что �e(f)(x) 6= 0. Можно считать, что x не лежит в замыканиях
орбит O⇠ для всех ребер ⇠ конуса �, отличных от ⇢. Тогда найдется s 2 He такое,
что s · x /2 O⇢. Поскольку He-орбита точки x неприводима и не лежит целиком
ни в каком O⇣ , существует точка y = s · x такая, что y не лежит в замыкании
орбиты O⇣ для всех ребер ⇣ конуса �. Значит, y лежит в открытой T -орбите. Так
как открытая T -орбита состоит из гладких точек, точка y гладкая. Следовательно,
и точка x гладкая, т.е. O⇢ состоит из гладких точек.

3) ) 1). Фиксируем точку x 2 O⇢. Точка x является гладкой точкой замыка-
ния O⇢. Алгебра регулярных функций на многообразии O⇢ – это

K[O⇢] =
M

m2P\b⇢

K�m.
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Обозначим через mx максимальный идеал в алгебре K[O⇢], соответствующий x,
а через Mx – максимальный идеал в алгебре K[X], соответствующий x. Тогда
Mx = mx � Ib⇢. Отсюда

Mx/M2
x = mx/m2

x � Ib⇢/(I2b⇢ + mxIb⇢).

Так как x – гладкая точка X, выполнено dim X = dimTxX = dimMx/M2
x. С другой

стороны, поскольку x – гладкая точка O⇢, имеем

dim O⇢ = dimTxO⇢ = dim mx/m2
x.

Из того, что O⇢ – орбита коразмерности 1, следует, что

dim Ib⇢/(I2b⇢ + mxIb⇢) = 1.

Выберем �w
2 Ib⇢ такой, что

Ib⇢ = h�w
i � (I2b⇢ + mxIb⇢).

Фиксируем некоторую систему порождающих a1, . . . , ar полугруппы P . Будем
считать, что a1, . . . , al лежат в грани b⇢, а элементы al+1, . . . , ar не лежат в этой
грани. Предположим, что решетка L = Z(a1, . . . , al) не совпадает с M \ ⇢?. Рас-
смотрим решетку ⇤ = Z(a1, . . . , al, w). Докажем, что Ib⇢ лежит в пространстве W =L

�2⇤ K��. Для каждого натурального k введем обозначение

Vk =
M

m2M, hm,v⇢i=k

K�m.

Докажем по индукции, что (Ib⇢ \ Vk) ⇢ W .
База индукции. Пусть k0 – наименьшее число для которого Vk0 \ Ib⇢ 6= {0}.

Поскольку I2b⇢ \ Vk0 = {0}, получаем, что

Ib⇢ \ Vk0 ⇢ h�
w
i �mxIb⇢.

Заметим, что
{m 2 ⇤ | hm, v⇢i = k0} = w + L.

Если Ib⇢\Vk0 не лежит в
L

m2w+L K�m, то существует ↵ 2 M \⇤ такое, что h↵, v⇢i =
k0 и

S =
M

m2↵+L

K�m
6= {0}.

Так как Ib⇢ \ Vk0 ⇢ h�
w
i �mxIb⇢, получаем

mxIb⇢ \ Vk0 ⇢

M

m2w+L

K�m + mxIb⇢.

Отсюда следует, что S = mxS. Поскольку идеал Ib⇢ конечно порожден, S являет-
ся конечно порожденным K[O⇢]-модулем. По лемме Накаямы существует элемент
u 2 mx такой, что u · f = f для всех f 2 S. Однако если u · �m = �m, то u = 1,
а 1 /2 mx.
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Шаг индукции. Пусть k0 > k0 и для k < k0 утверждение доказано. Тогда выпол-
нено

Ib⇢ \ Vk0 ⇢ I2b⇢ �mxIb⇢.

Однако из предположения индукции следует, что I2b⇢ \ Vk0 ⇢ W . Если Ib⇢ \ Vk0 не
лежит в W , то существует ↵ 2 M \ L такое, что h↵, v⇢i = k0 и

Sk0 =
M

m2↵+L

K�m
6= {0}.

С другой стороны, Sk0\I2b⇢ = {0}, что означает, что Sk0 ⇢ mxIb⇢, а значит, Sk0 = mxSk0 .
Опять получаем противоречие с леммой Накаямы.

Итак, мы доказали, что Ib⇢ ⇢ W . Отсюда следует, что K[X] ⇢ W . Так как дейст-
вие T на X эффективно, отсюда следует, что ⇤ = M .

Допустим, что грань b⇢ нигде не насыщена. Теорема 3.3 из работы [12] утверждает,
что для некоторого элемента b базиса Гильберта полугруппы Psat не существует
разложения в виде

b = x1a1 + · · · + xrar, где xi 2 Z, xj > 0, j > l.

Из того, что ⇤ = M , следует, что L = M \⇢?. Следовательно, b не лежит в грани b⇢.
Пусть hb, v⇢i = k. Тогда Vk \ Ib⇢ = {0}. Значит, k не делится на k0. Следовательно,
k0 6= 1. С другой стороны то, что T действует на X эффективно, влечет то, что
есть ek такое, что ek не делится на k0 и Vek\Ib⇢ 6= {0}. Будем считать, что ek минимально
с таким свойством. Тогда Vek \ I2b⇢ = {0}. Опять из леммы Накаямы следует, что
не может быть верно включение Vek \ Ib⇢ ⇢ mxIb⇢. Значит, dim Ib⇢/(I2b⇢ + mxIb⇢) > 2,
противоречие. Предложение 1 доказано.

5. Гибкие торические многообразия. В этом пункте будет доказан крите-
рий гибкости аффинного торического многообразия (теорема 1), а также даны его
переформулировки в геометрических и комбинаторных терминах (следствия 1, 2
и 4).

Лемма 4. Пусть X – гибкое аффинное многообразие. Тогда квазиаффинное мно-
гообразие Xreg не допускает непостоянных обратимых регулярных функций.

Доказательство. Поскольку X гибкое, SAut(X) действует на Xreg транзитив-
но. Так как автоморфизм переводит гладкие точки в гладкие, любое Ga-действие
на X можно ограничить на Xreg. Как доказано в работе [15], каждому Ga-действию
на квазиаффинном многообразии соответствует ЛНД алгебры регулярных функ-
ций на нем. Однако обратимая функция лежит в ядре любого ЛНД; см. [8; прин-
цип 1 (b)]. Получаем, что любая обратимая функция f является SAut(X)-инвари-
антной. Значит, множества {f = c} являются SAut(X)-инвариантными для всех
c 2 K, что противоречит гибкости, если f не постоянна. Лемма 4 доказана.

Теорема 1. Пусть аффинному торическому многообразию X соответствует
конус � . Удалим те ребра конуса � , которые соответствуют орбитам, состоя-
щим из особых точек, и рассмотрим конус � , порожденный оставшимися ребрами.
Многообразие X гибкое тогда и только тогда, когда конус � не лежит ни в какой
гиперплоскости.
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Доказательство. Пусть конус � лежит в некоторой гиперплоскости H ⇢ NQ.
Тогда конус �_ содержит прямую H?. По лемме 3 наличие прямой в �_ влечет
наличие непостоянных обратимых регулярных функций на Xreg. По лемме 4 мно-
гообразие X не является гибким.

Пусть теперь конус � не лежит ни в какой гиперплоскости. Это значит, что в кону-
се � можно выбрать такие n ребер ⇢1, . . . , ⇢n, соответствующих гладким орбитам,
что {v⇢1 , . . . , v⇢n} образуют базис NQ. По предложению 1 существуют корни Дема-
зюра e1, . . . , en, где ei 2 R⇢i такие, что корректно определены ЛНД �ei . Рассмотрим
точку p = (1, 1, . . . , 1) 2 T ⇢ X. Тогда для стандартного базиса

{m1 = (1, 0, . . . , 0), . . . ,mn = (0, . . . , 0, 1)}

решетки M выполнено �mi(p) = 1, откуда для любого m 2 M выполнено �m(p) = 1.
Касательные векторы к Ga-орбитам Heip имеют вид (�ei(�m1)(p), . . . , �ei(�mn)(p)).
При этом

�ei(�
mj )(p) = hmj , v⇢ii�

mj+ei(p) = hmj , v⇢ii.

Для того, чтобы доказать, что касательные векторы в точке p к орбитам Heip
линейно независимы, нужно доказать, что определитель матрицы n ⇥ n с элемен-
тами hmj , v⇢ii не равен нулю. Это следует из того, что {m1, . . . ,mn} – базис MQ, а
{v⇢1 , . . . , v⇢n} – базис NQ.

Мы получили, что p – гибкая точка многообразия X. Так как p лежит в открытой
T -орбите, вся эта орбита состоит из гибких точек.

Для любой грани ⌧ конуса �_ можно выбрать примитивный вектор n 2 N такой,
что ⌧ = �_ \ hni?. Это дает градуировку

K[X]i =
M

hm,ni=i

K�m.

Эта градуировка имеет тривиальные отрицательные компоненты. Из [5; предложе-
ние 3, следствие 1] следует, что для каждой гладкой орбиты ее замыкание не являет-
ся SAut(X)-инвариантным. (Так как статья [5] посвящена нормальным многообра-
зиям, в условии предложения 3 статьи [5] есть условие нормальности многообразия,
но нигде в доказательстве оно не используется, поэтому оно верно и для много-
образий, не являющихся нормальными.) Значит, существует элемент из SAut(X),
который переводит точку этой орбиты в точку открытой орбиты. Это означает, что
все гладкие точки X являются гибкими. Теорема 1 доказана.

Замечание 2. Если многообразие X нормально, то все орбиты коразмерности 1
гладкие. Значит, конус � совпадает с конусом �. В этом случае утверждение теоре-
мы 1 совпадает с результатом [2; теорема 2.1].

Дадим несколько эквивалентных переформулировок теоремы 1. Первая из них
дает критерий гибкости торического многообразия в чисто геометрических терми-
нах, т.е. не содержит комбинаторных данных конуса, соответствующего торическому
многообразию X.

Следствие 1. Аффинное торическое многообразие X гибкое тогда и только
тогда, когда не существует регулярной функции f 2 K[X] такой, что множе-
ство нулей функции f состоит только из особых точек.
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Доказательство. То, что множество нулей f состоит только из особых точек
эквивалентно тому, что f обратима на Xreg. Непостоянная обратимая функция
в K[Xreg] является M -однородной, см. [16; теорема 3.1], т.е. имеет вид c�m, где
c, m 6= 0. Обратный элемент к c�m – это c�1��m, поэтому обратимость c�m эквива-
лентна наличию прямой в �_. По теореме 1 в �_ есть прямая тогда и только тогда,
когда X не гибко. Следствие 1 доказано.

Вторая переформулировка теоремы 1, напротив, дает критерий гибкости в тер-
минах моноида весов P . Она получается применением предложения 1 к результатам
теоремы 1.

Следствие 2. Аффинное торическое многообразие X гибкое тогда и только
тогда, когда не существует гиперплоскости в пространстве NQ , содержащей все
ребра ⇢i конуса � такие, что грань b⇢i является почти насыщенной.

Любая ограниченная часть моноида P не влияет на почти насыщенность грани.
То есть если есть два моноида P и P 0, которые отличаются друг от друга только
конечным числом элементов, то они соответствуют одному и тому же конусу �_,
и если грань ⌧ 4 �_ насыщена для P , то она насыщена и для P 0. Отсюда получаем
следующее утверждение.

Следствие 3. Если в P конечное число дырок и конус � не лежит ни в какой
гиперплоскости, то многообразие X гибкое.

Несложно видеть, что для двумерного конуса условие почти насыщенности обеих
гиперграней равносильно конечности количества дырок. В общем случае условие
конечности числа дырок не является необходимым для гибкости, так как можно
расположить бесконечное количество дырок так, чтобы это не изменило почти насы-
щенности гиперграней. Однако можно утверждать, что все дырки P расположены
“вдоль” нигде не насыщенных гиперграней и граней меньшей размерности.

Лемма 5. Пусть P – моноид, соответствующий конусу � . Обозначим через
⇢1, . . . , ⇢k ребра � и через v1, . . . , vk – примитивные векторы на них. Для заданного
натурального числа d 2 N введем обозначение

Li(d) = {m 2 M \ �_ | hm, vii 6 d}.

Пусть зафиксировано натуральное s 6 k . Тогда следующие условия эквивалентны:
1) гиперграни b⇢1, . . . , b⇢s почти насыщены;
2) существует константа c 2 N такая, что для любой дырки u моноида P

либо u 2 Lt(c) для некоторого t > s, либо u 2 Li(c) \ Lj(c) для некоторых
i, j 6 s.

Доказательство. 1) ) 2). По лемме 2 в �_ есть точка насыщения, обозначим
ее z. Пусть xi = hz, vii. Возьмем d > xi для всех i. Тогда если для всех i выполнено
u /2 Li(d), то hu, vii > d > hz, vii, а значит, u � z 2 �_ \ M . То, что z – точка
насыщения, означает, что u 2 P , что противоречит условию, что u – дырка. Таким
образом, существует i такое, что u 2 Li(d).

Пусть i 6 s. Тогда в грани b⇢i есть точка насыщения w. Обозначим yj = hw, vji.
Возьмем ci > yj для всех j. Тогда если для всех j 6= i выполнено u /2 Lj(ci), то
hu, vji > ci > hw, vji. Так как hw, vii = 0, получаем u�w 2 �_\M , что противоречит
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тому, что w – точка насыщения, а u – дырка. Таким образом, существует j 6= i такое,
что u 2 Lj(ci).

Положим c = max{d, c1, . . . , cs}. Тогда u 2 Li(c) и если i 6 s, то u 2 Lj(c) для
некоторого j 6= i.

2) ) 1). Фиксируем натуральное i 6 s. Рассмотрим такую точку w 2 b⇢i \M , что
w /2 Lj(c) для всех j 6= i. Тогда для любого u 2 w + �_ \M выполнено u /2 Lj(c),
а значит, u 2 P . Лемма 5 доказана.

Лемма 5 и следствие 2 позволяют получить еще одну переформулировку теоре-
мы 1, которая дает критерий гибкости торического многообразия в терминах дырок
в соответствующем моноиде.

Следствие 4. Пусть аффинному торическому многообразию X соответству-
ет моноид P и конус � . Тогда X гибкое тогда и только тогда, когда существует
такая нумерация ⇢1, . . . , ⇢k ребер конуса � , что выполнены следующие условия:

1) ребра ⇢1, . . . , ⇢n не лежат в одной гиперплоскости;
2) существует натуральное число c такое, что для любой дырки u моноида P

либо u 2 Lt(c) для некоторого t > n, либо u 2 Li(c) \ Lj(c), где i, j 6 n.

Пример 2. Приведем пример гибкого торического многообразия с множеством
особых точек коразмерности 1. Рассмотрим подмоноид P в Z3, состоящий из всех
точек (a, b, c), удовлетворяющих условиям a, b, c 2 Z>0, c 6 a + b, c 6= a + b � 1.
Конус �_ задан неравенствами a, b, c 2 Z>0, c 6 a + b и имеет 4 гиперграни, на каж-
дой из которых одно неравенство обращается в равенство. Легко убедиться, что
гиперграни {a = 0}, {b = 0} и {c = 0} являются почти насыщенными, а гипергрань
{c = a + b} – нигде не насыщенной. По предложению 1 орбита коразмерности 1,
соответствующая гиперграни {c = a+b} состоит из особых точек. При этом конус �
порожден векторами (1, 0, 0), (0, 1, 0) и (0, 0, 1), следовательно, по теореме 1 ториче-
ское многообразие, соответствующее P , гибко.

6. Жесткие торические многообразия. Напомним, что аффинное многооб-
разие X называется жестким, если группа специальных автоморфизмов SAut(X)
тривиальна. Это условие эквивалентно тому, что алгебра K[X] не допускает нетри-
виальных ЛНД. В этом пункте мы доказываем критерий жесткости аффинного
торического многообразия X, а также даем явное описание группы автоморфиз-
мов жесткого торического многообразия.

Теорема 2. Аффинное торическое многообразие X является жестким тогда и
только тогда, когда множество гладких точек Xreg совпадает с открытой T -ор-
битой.

Доказательство. Множество гладких точек открыто. Значит, если на X есть
не открытая орбита, состоящая из гладких точек, то любая орбита, содержащая ее
в замыкании, также состоит из гладких точек. Следовательно, существует орбита
коразмерности 1, состоящая из гладких точек. Тогда по предложению 1 существует
ЛНД �e алгебры K[X], т.е. многообразие X не жесткое.

Пусть теперь Xreg совпадает с открытой T -орбитой. Тогда Xreg ⇠= T , а зна-
чит, алгебра K[Xreg] порождена обратимыми функциями. Это означает, что K[Xreg]
не допускает ненулевых ЛНД, т.е. Xreg жестко. Поскольку любое нетривиальное
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Ga-действие на X задает нетривиальное Ga-действие на Xreg, многообразие X жест-
ко. Теорема 2 доказана.

Замечание 3. Лемма 1 дает критерий жесткости многообразия X по его монои-
ду весов P . А именно, многообразие X жесткое тогда и только тогда, когда ни одна
из гиперграней конуса �_ не является почти насыщенной.

Жесткие многообразия характерны тем, что их группа автоморфизмов имеет
единственный максимальный тор, являющийся нормальной погруппой в Aut(X);
см. [6; теорема 2.1]. Это дает возможность описать явно группу автоморфизмов
жесткого аффинного торического многообразия. Напомним, что мы уже знаем две
подгруппы в Aut(X): так как X торическое, тор T вложен в Aut(X); кроме того,
в определении 2 введена подгруппа S(X) ⇢ Aut(X).

Теорема 3. Пусть X – жесткое аффинное торическое многообразие. Группа
автоморфизмов Aut(X) есть полупрямое произведение S(X) i T .

Доказательство. Пусть  – автоморфизм K[X]. Так как T – нормальная под-
группа в Aut(X), автоморфизм  переводит M -однородные функции в M -одно-
родные. Из того, что  сохраняет умножение, следует, что существует линейный
оператор ' : MQ ! MQ такой, что '(P ) = P , и для любого m 2 M существует
ненулевая константа � такая, что  (�m) = ��'(m). Напомним, что в п. 3 введен
гомоморфизм ↵ : StGLn(Z)(P ) ! Aut(X).

Рассмотрим автоморфизм ⇣ =  � ↵(')�1. Имеем ⇣(�m) = ��m. Из того, что
⇣ – автоморфизм, следует, что коэффициенты пропорциональности � согласованы и
отображение m 7! � является гомоморфизмом M ! K⇥. Следовательно, ⇣ действу-
ет на K[X] так же, как некоторый элемент тора T . Таким образом, мы доказали,
что S(X) и T порождают Aut(X). То, что они не пересекаются, очевидно. Посколь-
ку T – нормальная подгруппа Aut(X), получаем Aut(X) ⇠= S(X) i T . Теорема 3
доказана.

Пример 3. Рассмотрим многообразие X, соответствующее моноиду P , состоя-
щему из всех целых точек (a, b) таких, что a > 0, b > 0, кроме точек (0, 2k + 1) и
точек (2k + 1, 0), k 2 Z>0 (см. рис. 2). Данное многообразие жесткое, так как обе
одномерных грани не насыщенные.
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Рис. 2

Подгруппа S(X) изоморфна Z2. Она состоит из тривиального автоморфизма и
автоморфизма, отражающего конус относительно диагонали. Группа автоморфиз-
мов многообразия X изоморфна Z2 i (K⇥)2.
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7. Почти жесткие торические многообразия. В этом пункте мы изучим
еще один класс аффинных торических многообразий, у которых возможно описать
группу автоморфизмов. Эта группа уже не будет алгебраической, однако она оказы-
вается полупрямым произведением трех своих подгрупп, каждая из которых имеет
явное описание.

Определение 3. Многообразие X называется почти жестким, если оно не
является жестким и все ЛНД алгебры K[X] коммутируют между собой.

Для почти жесткого многообразия X обозначим коммутативную группу SAut(X)
через U(X). Из леммы 1 следует, что многообразие X почти жесткое тогда и только
тогда, когда ядра всех ЛНД на K[X] совпадают. Пусть есть ЛНД @, тогда можно
рассмотреть следующую коммутативную подгруппу в группе автоморфизмов U(@) =
{exp(f@) | f 2 Ker @}. Иногда термин “почти жесткое многообразие” применяют
к более узкому классу многообразий, для которых все ЛНД являются репликами
одного дифференцирования @. В этом случае U(X) = U(@). Однако не любое почти
жесткое многообразие обладает таким свойством; см. пример 5.

Теорема 4. Аффинное торическое многообразие X является почти жестким
тогда и только тогда, когда в конусе � существует единственное ребро ⇢ такое,
что гипергрань b⇢ почти насыщенная.

Доказательство. Если почти насыщенных гиперграней у конуса �_ нет, то по
теореме 2 многообразие X жесткое. Пусть у конуса �_ есть почти насыщенная
гипергрань ⇢. По предложению 1 существует корень Демазюра e 2 R⇢ такой, что
дифференцирование �e корректно определено. Тогда выполняется

Ker �e =
M

m2P\b⇢

K�m.

Если есть хотя бы две почти насыщенные гиперграни, то не для всех ЛНД ядра сов-
падают, а значит, X не является почти жестким. Напротив, предположим, что есть
лишь одна почти насыщенная гипергрань ⌧ . Пусть @ – ЛНД на K[X]. Тогда @ рас-
кладывается в сумму однородных дифференцирований. Вершины многогранника
степеней слагаемых являются степенями однородных ЛНД, т.е. корнями Демазюра.
Все они имеют степень �1 по отношению к градуировке, соответствующей гипер-
грани ⌧ . Значит, @ также имеет степень �1 по отношению к этой градуировке.
Следовательно, @ содержит в ядре нулевую компоненту этой градуировки. По [8;
принцип 11] степень трансцендентности Ker @ на 1 меньше, чем dim X. Отсюда
Ker @ совпадает с нулевой компонентой. Значит, ядра всех ЛНД совпадают и X
почти жесткое. Теорема 4 доказана.

Пусть b⇢ – единственная почти насыщенная гипергрань конуса �_. Ей соответ-
ствует Z-градуировка

K[X] =
M

i2Z
K[X]i, где K[X]i =

M

hm,v⇢i=i

�m.

Опишем группу автоморфизмов почти жесткого торического многообразия.

Теорема 5. Группа автоморфизмов почти жесткого аффинного торического
многообразия X изоморфна полупрямому произведению (S(X) i T ) i U(X).
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Доказательство. Так как � имеет единственную почти насыщенную гипер-
грань, конус �_ – полупространство. Следовательно, алгебра K[Xreg] изоморфна
A = K[x1, x2, x

�1
2 , . . . , xn, x�1

n ]. Поскольку каждый автоморфизм многообразия X
при ограничении на Xreg задает автоморфизм Xreg и разные автоморфизмы X дают
разные автоморфизмы Xreg, мы имеем вложение

⇥ : Aut(X) ,! Aut(Xreg) ⇠= Aut(A).

Заметим, что любое M -однородное ЛНД имеет степень �1 по отношению к Z-гра-
дуировке, введенной перед теоремой. Рассмотрим произвольное ЛНД @. Его можно
разложить в конечную сумму Z-однородных дифференцирований. При этом край-
ние компоненты будут локально нильпотентны. Если крайние компоненты имеют
степень �1, исходное ЛНД было однородным степени �1. Допустим @k – крайняя
компонента (и следовательно, ЛНД) степени k 6= �1 относительно Z-градуировки.
Тогда @k можно разложить на M -однородные компоненты, каждая из которых имеет
степень k относительно Z-градуировки. Но хотя бы одна из этих компонент соответ-
ствует вершине выпуклой оболочки степеней и является ЛНД. То есть получается
M -однородное ЛНД со степенью k по отношению к Z-градуировке. Противоречие.
Значит, @ однородно степени �1 по Z-градуировке.

Обозначим
B = K[x2, x

�1
2 , . . . , xn, x�1

n ].

Ядро любого ЛНД @ имеет вид K[X]\B. В самом деле, так как степень @ равна �1,
то нулевая компонента градуировки лежит в ядре. С другой стороны, так как b⇢ –
гипергрань, степень трансцендентности K[X] \ B равна dim X � 1. А так как это
нулевая компонента градуировки, если прибавить любой элемент не из K[X]\B, то
степень трансцендентности возрастет. Однако по [8; принцип 11 (e)] степень транс-
цендентности Ker @ равна dim X � 1. То есть Ker @ = K[X] \ B. Отсюда, так как
deg @ = �1, следует, что

Ker @2 = K[X] \ (B � x1B).

То есть ядро квадрата любого ЛНД имеет вид K[X] \ (B � x1B). Таким образом,
при любом автоморфизме ' алгебры K[X], имеем

⇥(')(x1) = fx1 + g, где f, g 2 B.

Так как ' – автоморфизм, то f обратим, а значит, f = c�m, где m,�m 2 P и c 6= 0.
Существуют � 2 S(X) и ⌧ 2 T такие, что

⇥(�)(x1) = ��mx1 и ⇥(⌧)(x1) = c�1x1.

Тогда
⇥(⌧ � � � ')(x1) = x1 + h, где h 2 B.

Обозначим  = ⇥(⌧ � � � '). Так как  – это образ автоморфизма X, для каж-
дого p 2 P элемент  (�p) 2 A раскладывается на линейную комбинацию эле-
ментов �m, m 2 P . Рассмотрим отображение  : A ! A, которое на B совпада-
ет с  и  (x1) = x1. Мономы Лорана, входящие с ненулевыми коэффициентами
в  (�m), образуют подмножество в множестве мономов Лорана, входящих с ненуле-
выми коэффициентами в  (�m). Следовательно,  индуцирует эндоморфизм K[X].
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Но так как  �1 = ( )�1, получаем, что  – образ при ⇥ некого автоморфизма
� 2 Aut(X). Более того, автоморфизм � индуцирован автоморфизмом из Aut(B) ⇠=
GLn�1(Z) i T , и значит, � есть композиция элементов S(X) и T . Имеем

⇥(��1
� ⌧ � � � ')(x1) = x1 + eh, eh 2 B,

⇥(��1
� ⌧ � � � ')(xi) = xi, i > 2.

Если в eh входит с ненулевым коэффициентом моном Лорана �m, то P инвариантен
относительно сдвига на e = m � (1, 0, . . . , 0). Тогда корректно определено ЛНД �e
алгебры K[X]. Тогда ��1

� ⌧ � � � ' – композиция автоморфизмов из U(X).
Таким образом, мы проследили, что любой автоморфизм ' 2 Aut(X) раскладыва-

ется в композицию автоморфизмов из S(X), T и U(X). При этом U(X) = SAut(X) –
нормальная подгруппа в Aut(X), каждый элемент которой унипотентен. С дру-
гой стороны, дискретная подгруппа S(X) нормализует тор T . Значит, пересечение
S(X) i T с U(X) тривиально и Aut(X) = (S(X) i T ) i U(X). Теорема 5 доказана.

Пример 4. Рассмотрим многообразие X, соответствующее моноиду P , состоя-
щему из всех точек (a, b) 2 Z2

>0, кроме точек (2k+1, 0), k 2 Z>0 (см. рис. 3). Данное
многообразие почти жесткое, так как грань Q>0(0, 1) конуса �_ почти насыщена, а
грань Q>0(1, 0) нигде не насыщена.
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Рис. 3

Подгруппа S(X) для этого многообразия тривиальна. Несложно убедиться, что
подгруппа U(X) в данном случае имеет вид U(�e), где e = (�1, 1). Группа автомор-
физмов многообразия X изоморфна T i U(�e).

Выпишем автоморфизмы явно. Имеем

K[X] = K[x2, y, xy] = K[u, v, w]/(uv2
� w2).

Тор T действует по правилу

(t1, t2) · (u, v, w) = (t21u, t2v, t1t2w).

Дифференцирование �e задано по правилу �e(u, v, w) = (w, 0, v2). При этом Ker �e =
K[v]. В итоге получается, что любой автоморфизм X имеет вид

0

@
u
v
w

1

A 7!

0

BBB@

t21

✓
u + f(v)w +

f2(v)v2

2

◆

t2v

t1t2(w + f(v)v2)

1

CCCA
, t1, t2 2 K⇥, f 2 K[v].
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Пример 5. Удалим из моноида P в предыдущем примере точку (0, 1). На суще-
ствование насыщенных точек в гранях это не повлияет. Таким образом, соответ-
ствующее многообразие X останется почти жестким (см. рис. 4).
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Рис. 4

Группы S(X), U(X) и Aut(X) будут такие же, как в прошлом примере. Однако
теперь не все ЛНД являются репликами �e. Действительно, например, для e0 =
(�1, 2) выполнено �e0 = �(0,1)@e. Но в этом примере �(0,1) не является регулярной
функцией на X. Таким образом, U(X) не совпадает с U(�) ни для какого ЛНД �.

Авторы выражают благодарность И. В. Аржанцеву за полезные обсуждения.
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