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Предисловие 

 

Данное учебное пособие посвящено теоретико-автоматному 

подходу к синтезу криптографической защиты информации. Обоб-

щение и универсальность изложения методов синтеза шифр-

аппаратуры достигается выбором теоретико-автоматного языка. 

Одновременно постановка задач криптографической защиты в тер-

минах теории автоматов и их решения существенно расширили 

классическое содержание теории автоматов. 

Шифры могут описываться моделями автоматов. Так, входной 

последовательностью (входным словом) автомата является откры-

тый текст, подлежащий шифрованию. Выходной последовательно-

стью является шифрованный (зашифрованный) текст. Ключами яв-

ляются компоненты начальных состояний и/или функции переходов 

и выходов автомата. В блочных шифрах открытый текст трактуется 

как начальное состояние автомата, шифрованный текст – как за-

ключительное состояние автомата, в которое он приходит под воз-

действием последовательности раундовых ключей. Управляющие 

блоки шифров предварительного шифрования моделируются авто-

номными автоматами. Для обеспечения реверсивности устройств 

шифрования требуется взаимная однозначность частичных функций 

переходов автомата, моделирующего данное устройство, то есть 

изучение так называемых перестановочных автоматов.  

Учитывая криптографическую направленность приводимых 

теоретико-автоматных утверждений и их приложения, мы называем 

автоматы с изучаемыми свойствами шифрующими автоматами. 

В пособии представлена методика оценки периодов и прибли-

женных периодов выходных последовательностей автоматов при 

заданных начальных состояниях и входных периодических после-

довательностях.  

В ней решаются задачи, связанные: 

 с неотличимостью состояний перестановочных автоматов и 

их слабой автономностью; 

 запретами автоматов и двоичных функций; 

 оценкой периодов выходных последовательностей конечных 

автоматов; 

 оценкой приближенных периодов выходных последователь-

ностей автоматов; 

 оценками мер приближенных периодов выходных последо-

вательностей автоматов, моделирующих поточные шифры. 
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Представлены следующие классы автоматов: 

 автоматы без потери информации; 

 перестановочные автоматы; 

 автоматы без внешне автономных состояний; 

 автономные последовательные соединения автоматов; 

 линейные векторные автоматы; 

 автоматы Медведева; 

 кодирующие устройства с конечной памятью; 

 обратимые автоматы; 

 полноцикловые автоматы. 

Цель пособия состоит в описании разработанных методов син-

теза шифрующих автоматов, которые связаны: 

 с описанием новых методов оценки количества эквивалент-

ных ключей шифров, основанных на представлении шифр-системы 

или ее отдельного блока конечным автоматом; 

 оценками мощностей классов неотличимых состояний авто-

номных последовательных соединений перестановочных автоматов, 

моделирующих шифры предварительного шифрования; 

 описанием новых методов оценки периодов выходных по-

следовательностей конечных автоматов, моделирующих шифры 

предварительного шифрования.  

Другими словами, она состоит в нахождении новых классов 

дискретных устройств с гарантированными периодами выходных 

псевдослучайных последовательностей и получении методики 

оценки мер приближенных периодов выходных последовательно-

стей конечных автоматов, моделирующих шифры предварительного 

шифрования. 

Для класса перестановочных автоматов указаны новые алго-

ритмы доказательства их приведенности. Разработаны новые спосо-

бы проверки наличия у автоматов автономных и слабоавтономных 

состояний. Приведены доказательства верхних оценок сложности 

таких алгоритмов. 

Указаны новые методы доказательства приведенности автома-

тов из следующих классов: перестановочных, аффинных и автоном-

ных нелинейных векторных автоматов, автономного последова-

тельного соединения перестановочных автоматов. При этом даны 

удобные для применения в криптографической практике методы 

оценки числа неэквивалентных ключей шифров, построенных по 

классической схеме – управляющий блок и шифрующий блок (чис-
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ло классов неотличимых состояний автономных последовательных 

соединений перестановочных автоматов и оценки их мощностей).  

Приведенный в работе алгоритм нахождения областей импри-

митивности групп подстановок, заданных системой образующих 

элементов, более эффективен, чем известные ранее. Он позволяет 

для ряда шифр-систем применять новый способ доказательства от-

сутствие в них эквивалентных ключей. Дело в том, что нетривиаль-

ная система классов эквивалентных ключей в этих шифр-системах 

является и некоторой системой областей импримитивности группы 

подстановок. Полученная оценка длины запрета произвольной дво-

ичной функции говорит о намного меньшей трудоемкости известно-

го метода распознавания закона функционирования проходной ли-

нии задержки с неизвестной функцией выхода, основанного на 

наличии запретов у данного криптографического узла. Описаны ме-

тоды построения новых классов автоматов с гарантированными пе-

риодами их выходных последовательностей. Так, в частности, 

найдены условия кратности периодов выходных последовательно-

стей автоматов из построенных классов периоду входной последо-

вательности. Эти классы таковы: автоматы без потери информации, 

перестановочные автоматы, автоматы без внешне автономных со-

стояний, автономные последовательные соединения автоматов, ли-

нейные векторные автоматы, автоматы Медведева, кодирующие 

устройства с конечной памятью, обратимые автоматы. 

Введены понятия: 

 меры приближенного периода периодической последова-

тельности элементов, отражающее Хэмминговую близость последо-

вательности к периодической последовательности заданного перио-

да; 

 изопериода периодической последовательности элементов; 

 σ-периода периодической последовательности элементов. 

Приведены: 

 оценки приближенных периодов выходных последователь-

ностей полноциклового автомата, представимого последовательным 

соединением автономного автомата с неавтономным перестановоч-

ным автоматом; 

 оценки изопериода и σ-периода последовательностей специ-

альных автоматов, моделирующих получение суммарных шифров 

поточных шифров. 

Приведенные алгоритмы и методы являются новыми и более 

эффективными, чем ранее известные. 
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Полученные результаты являются фундаментом для построения 

шифрующих автоматов с гарантированными периодами их управ-

ляющих и результирующих гамм. Они могут быть использованы в 

криптографической практике. Одновременно эти результаты явля-

ются основой для построения приближенных моделей автоматов и 

построения на их основе новых методов криптографического анали-

за и синтеза. 

 

Определения, обозначения и сокращения 

 

Для множества Z, состоящего из элементов 1, 2, …, k использу-

ется обозначение Z  = {1, 2, …, k}.  

Далее:  

(a, b) – наибольший общий делитель двух чисел a, b, или 

ОНД(а, b);  

НОК(a, b) – наибольшее общее кратное чисел a, b, в ряде случае 

для удобства используется и обозначение [a, b];  

a|b – a делит b; 

XY – декартовым произведением множеств X и Y; 

Xk – множество слов в алфавите X длины k; 

|M| – мощность множества М; 

h(M’) – образ подмножества M’  М для отображения h:  

M   V. Часто мы будем опускать скобки и писать hM’, а для эле-

мента mM будем писать h(m) или hm. 

Под словом «автомат» подразумевается конечный автомат  

A = (X, S, Y, h, f), где: 

X – конечное непустое множество, названное множеством 

входных символов (входной алфавит); 

X* – множество всех слов конечной длины в алфавите X; 

S – конечное непустое множество, названное множеством состо-

яний (внутренний алфавит); 

Y – конечное непустое множество, названное множеством вы-

ходных символов (выходной алфавит); 

h: SX → S – функция переходов;  

f: SX→ Y – функция выхода. 

Если в момент времени t = 1, 2, … автомат A находится в со-

стоянии s(t)S и на его вход поступил символ x(t)X, то в этот же 

момент времени на выходе автомата A образуется символ f(s(t), x(t)) 

и автомат A переходит в новое состояние s(t + 1) = h(s(t), i(t)). 
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При условии, что f(s, x) = λ(s) для любых xX, sS, где λ: S→Y, 

автомат Мили A может рассматриваться как автомат Мура и будет 

обозначатся через:  

A = (X, S, Y, h, λ). 

Если X состоит из одного элемента |X| = 1, то такой автомат 

называется автономным, и обозначается через A = (S, Y, h, λ).  

Автомат часто задают его графом переходов: вершинами графа 

являются состояния автомата. Из каждого состояния s и каждого 

xX проводится ориентированная дуга (стрелка) в состояние  

s`= h(x, s). Она помечается двумя символами (x, y), где y = f(x, s). 

Таким образом, из каждого состояния выходят |X| дуг. Говорят, что 

состояние s` достижимо из s в автомате A, если в его графе перехо-

дов существует ориентированный путь из s в s`.  Для таких пар со-

стояний (s, s`) можно ввести минимальное расстояние m(s, s`) от s до 

s` как минимальное число дуг, по которым можно перейти из s в s`.  

Диаметром автомата A называют величину 
( , `)

max ( , `)
s s
m s s , где 

максимум берется по всем парам состояний (s, s`), для которых су-

ществует m(s, s`).  

Граф переходов автомата (или просто «автомат») называют 

связным, если для любых его двух состояний s, s` в графе существу-

ет неориентированный путь  из s в s`, что равносильно существова-

нию неориентированного пути из s` в s. Неориентированный путь – 

это путь по состояниям графа переходов, использующий обычные 

дуги  и обратные к ним . Если автомат не связный, то его граф 

переходов состоит из нескольких связных компонент – связных  

подавтоматов автомата. 

Автономный автомат A = (S, Y, h, λ) называют полноцикловым, 

если его граф состоит из цикла, содержащего все его состояния. 

Граф переходов автомата (автомат) называют сильно связным, 

если для любой пары упорядоченных его состояний (s, s`) суще-

ствует ориентированный путь из s в s`. В любом связном автомате 

можно выделить сильно связный подавтомат.  

Зачастую нам удобно использовать несколько другое обозначе-

ние автомата: A = (X, S, Y, h, f). 

Определим так называемые частичные функции переходов 

(hx)xX и выходов (fx)xX через h и f следующим образом: 

hx: SS, hx(s) = h(x, s); fx: SY,  fx(s) = f(x, s). 

Новое обозначение автомата A имеет вид:  

A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX). 
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 Итак: 

hx: S→S – частичная функция переходов автомата A, соответ-

ствующая входному символу xX, задаваемая соотношением  

hx(s) = h(s, x), sS (для удобства ниже в этой записи мы опускаем 

скобки при hx: hxs = h(s, x); 

hx(Z) – образ множества Z, ZS при отображении hx; 

fx: S→Y – частичная функция выхода соответствующая вход-

ному символу xX, задаваемая соотношением fx(s) = f(s, x), sS 

(для удобства ниже в этой записи мы опускаем скобки при fx:  

fxs = f(s, x)). 

Читателю необходимо помнить, что cлово в каком-либо алфа-

вите мы пишем, отделяя буквы запятыми.  

Используются дополнительные обозначения: 

P = x(1), x(2), …, x(k), x(j)X, j{1, 2, …, k} – входное слово 

длины k автомата A;  

в ряде случаев (например, чтобы отличить обозначение вероят-

ности P), мы используем и другие обозначения, в частности обозна-

чение  = x(1) ,x(2), …, x(k), или J = x(1), x(2), …, x(k);  

|P| – длина входного слова P автомата A;  

....( 1) ( 2) (1)
h h hh
x k x k xP    – отображение S→S, осуществля-

емое автоматом A в результате приложения к нему входного слова  

P = x(1), x(2), …, x(k);  

каждое состояние вида ( )xh s  называется 1-приемником состоя-

ния s;  

состояние вида .... ( )( 1) (1)( )
h hh sx k xx k   называется k-м пре-

емником состояния s; 

....( 1) ( 1) (1)( )
f h h hfP x k x k xx k


  – отображение S→Y, осу-

ществляемое автоматом A в результате приложения к нему входного 

слова P = x(1), x(2), …., x(k); 

fPs или P(s) – заключительное состояние автомата, полученное с 

начального состояния s при водном слове (последовательности) Р; 

A(s, P) = y1, y2, ..., yk, yiY, j[1, k] – выходное слово автомата 

A, полученное в результате  приложения входного слова P = x(1), 

x(2), …., x(k) к автомату A с начальным состоянием sS; 

АМ(s, P) = s1, s2, …, sj,… – последовательность состояний авто-

мата А = (X, S, Y, h, f), отвечающая его входной последовательно-

сти Р и начальному состоянию s = s1 из S; 
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полугруппа G = <(hx)xX> автомата A – это полугруппа отобра-

жений множества S в себя, порожденная частичными функциями 

перехода (hx)xX  автомата A и тождественным отображением S  в 

себя; 

Автомат A называют перестановочным, если его частичные 

функции переходов (hx)xX осуществляют взаимно однозначные 

отображения S в S; говорят также: биекции S в S, (подстановки на 

S). 

Имея дело с несколькими автоматами, будем отмечать пятерки 

X, S, Y, h, f различными символами (верхними и нижними), напри-

мер, A = (XA, SA, YA, hA, fA). Если же автомат обозначается симво-

лом A с каким-нибудь индексом, например A’, то иногда для про-

стоты мы будем помечать элементы его пятерки тем же индексом, 

например, (X’, S’, Y’, h’, f’). Аналогичным образом мы будем по-

ступать и для различения введенных параметров автоматов, напри-

мер, полугруппа автоматов A и B удобно соответственно обозначать 

через GA и GB. 

Напомним следующие основные понятия. 

Определение 1. Состояние s и s’ автомата A называется  

k-неотличимыми, если A(s, P) = A(s’, P) для любого входного слова 

P = x(1), x(2),…, x(k) длины k автомата A. В противном случае они 

называются k-различимыми.  

Определение 2. Состояния s и s’ автомата A называются неот-

личимыми, если они k-неотличимы для любого k. В противном слу-

чае они называются различными (отличными).  

Хорошо известна следующая теорема [14; 21]. 

Теорема 1. Для неотличимости двух состояний автомата  

A = (X, S, Y, h, f) достаточна их (│S│– 1)-неотличимость.  

Поскольку бинарное отношение k-неотличимости состояний 

автомата является отношением эквивалентности, все множество со-

стояний S автомата A разбивается на непересекающиеся классы  

k-неотличимых состояний.  

 Будем обозначать это разбиение через: 

Nk = ( 1 2, ,.....,
k

k k k
lN N N ), 

где 
k
jN , j [1, l k] – классы k-неотличимых состояний автомата A, а 

lk – число классов k-неотличимых состояний автомата A.  

Классы неотличимых состояний автомата A будем обозначать 

через Nj, j  [1, l], а само разбиение множества S эти классы через  

 



16 

 

N = (N1, N2, …, Nl), 

где l – число классов неотличимых состояний автомата A.  

Определение 3. Число R называется степенью различимости 

автомата A, если  

 

NR  = N и Nk  ≠ N при k < R. 
 

Определение 4. Автомат A называется приведенным (или 

находится в приведенной форме), если │Nj│ = 1 для любого j[1, l].  

Очевидно, если A приведенный автомат, то l = │S│. 
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Любая тайна, порожденная человеческим сознанием,  

им же может быть и раскрыта.  

Артур Конан Дойл  

…Едва ли разуму человека дано загадать такую загадку,  

 которую разум другого его собрата,  

направленный должным образом, не смог бы раскрыть.  

Эдгар По  

Нет недешифруемых шифров.  

Л. П. Берия  

Шифр случайного гаммирования дешифруем. 

А. В. Бабаш 

 

Глава 1. КЛАССЫ АВТОМАТОВ И ОПЕРАЦИИ  

НАД АВТОМАТАМИ 

 

Ниже приводятся некоторые классы автоматов, используемые 

при синтезе симметричных шифр-систем [16]. 

 

1.1. Автономный линейный регистр сдвига 

 

Обозначим через F2 из двух элементов, 2
nF  – координатное век-

торное пространство размерности n над полем F2 (вектора – двоич-

ные наборов длины n). Выберем некоторую линейную двоичную 

функцию на 2
nF , которую запишем в виде  

(а, x) = a1x1a2x2…anxn, 

(a1, a2, …, an) 2
nF , x = (x1, …, xn) – двоичные переменные,  – 

сложение по модулю 2. 

Автономным линейным регистром сдвига называется автоном-

ный автомат  

A = (S, Y, h, ), 

где  S = 2
nF \(o); 

2
nF  с исключенным нулевым вектором;  

Y = F2, h: SY, для v = (v1, v2, …, vn) 2
nF \(o); 

h(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn  (a, v)); 

 – произвольная, отличная от нуля линейная функция на 2
nF  (ее 

ограничение на  2
nF \(o) мы обозначили той же буквой). 
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1.2. Неавтономный линейный регистр сдвига 

 

Используем введенные обозначения. Неавтономным линейным 

регистром сдвига называется автомат  

A = (X, S, Y, (hx)xX, ), 

где X = F2, S = 2
nF \(0); 

h0(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn, (a, v)); 

h1(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn, 1,(a, v)); 

 – произвольная отличная от нуля линейная функция на 2
nF . 

 

1.3. Неавтономный регистр сдвига 

 

Используем введенные обозначения и дополнительно через 

(x1, …, xn) обозначим произвольную двоичную функцию на 2
nF . 

Неавтономным регистром сдвига называется автомат  

A = (X, S, Y, (hx)xX, ), 

где  X = F2, S = 2
nF ; 

h0(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn, (v1, v2, …, vn)); 

h1(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn, 1(v1, v2, …, vn)); 

(v1, v2, …, vn) 2
nF ,  – произвольная двоичная функция на 2

nF .   

Автономный регистр сдвига A = (S, Y, h, ) отличается от неав-

тономного наличием одной частичной функции перехода: 

h(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn, (x1, …, xn)). 

 

1.4. Проходная линия задержки 

 

Проходная линия задержки – это неавтономный автомат A = (X, 

S, Y, (hx)xX, ) вида  X = F2, S = 2
nF , Y = F2, h0(v1, v2, …, vn) = (v2, …, 

vn–1, 0), h1(v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn–1,1),  – произвольная двоичная 

функция.  

В качестве упражнения: 

 определите аналогичные автоматы для произвольного конеч-

ного поля Fq; 

 докажите, что неавтономный регистр сдвига будет перестано-

вочным автоматом тогда и только тогда, когда двоичная функция  

имеет вид 

(x1, …, xn) = x1  `(x2, …, xn), 
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где `(x2,…,xn) – произвольная функция от двоичных переменных 

x2,…,xn. 

 

1.5. Шифрующий автомат  

 

Понятие шифрующего автомата трактуется неоднозначно [6].  

Первое определение состоит в том, что шифрующий автомат 

есть множество автоматов А(r), rR c начальными состояниями 

s(r)S(r). Такое определение равносильно тому, что под шифрую-

щим автоматом понимают некоторое множество автоматных 

отображений множества открытых текстов в шифрованные.  

Второе определение шифрующего автомата состоит в том, что 

автомат А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) является шифрующим автома-

том, если его автоматные отображения А,s X*Y*, sS являют-

ся инъективными отображениями. Такое определение согласуется 

с определением шифра (Х, К, У, f) в том смысле, что в качестве 

отображений f берутся автоматные инъективные отображения.  

Для большей общности иногда второе определение обобщают. 

Именно рассматривают автоматы, у которых X = Г@, где Г – ал-

фавит внешней части ключа, часть ключа:  = 1, 2, …, L, jГ;  

@ – алфавит открытого текста. При фиксированных частях ключа 

ГL и sS требуют инъективность отображения @L в YL, то есть 

при входных различных последовательностях вида P = (a1, 1), (a2, 

2), …, (aL, L) и P` = (a`1, 1), (a`2, 2), …, (a`L, L) требуют, чтобы 

А(s, P)  А(s, P`) при любом натуральном L. 

Выясним условия, при которых автомат А = (X, S, Y, h, f) явля-

ется шифрующим автоматом, то есть автоматные отображения А,s 

X*Y*, sS являются инъективными отображениями. Для отобра-

жения f: XSY обозначим через fs отображение X в Y:  

fs(x) = f(x, s). Через Ss обозначим множество состояний автомата А, 

содержащее s и все состояния s`S, достижимые из s в графе пере-

ходов автомата А, то есть для которых есть пути из s в s`. На мно-

жестве Ss определен подавтомат Аs = (X, Ss, Y, h, f) автомата А 

(здесь ограничения отображений h, f обозначены теми же буквами). 

С использованием введенных определений несложно доказывается.  

Утверждение. Автоматное отображение А,s X*Y*, sS явля-

ется инъективным тогда и только тогда, если при каждом состоянии 

s` из Ss отображение fs` инъективно. 
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В третьем определении под шифрующим автоматом понимают 

автомат, моделирующий устройство шифрования либо некоторого 

его блока. В таком понимании устройство шифрования моделируют 

автоматом А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), у которого отображения 

(hx)xX S в S являются биекциями S в S. Такие автоматы обычно 

называют перестановочными [6]. Часто гаммообразующее устрой-

ство шифратора называют шифрующим автоматом.  

В последнее время появилось еще одно понимание шифрующе-

го автомата. Четвертое определение состоит в следующем.  Пусть 

K – произвольное конечное множество, названное множеством 

ключей. Определим автомат A = (X, S, Y, h, f) следующим образом:  

S = S` K, 

где S` – некоторое конечное непустое множество, названное новым 

множеством состояний.  

Тогда по определению автомата  

h: S`KXS`K, f: S`KXY. 

Теперь представляют действие h в виде  

h(s`, k, x) = (h1(s`, k, x), h2(s`, k, x)), 

где  h1, h2 – координатные функции h;  

h1: S`KXS`, h2: S`KXK. 

В [34] эти функции названы: 

 функцией переходов (h1); 

 функцией обновления ключа (h2).  

Вводится еще одна функция z: KS`, которая названа функци-

ей инициализации. 

 

1.6. Операции над автоматами  

 

Последовательным соединением автоматов A = (X, SA, Y, hA, 

fA), B = (XB = Y, SB, Z, hB, fB) называют автомат AB = (X, SASB, Z, 

h, f), где для любых xX, (sA, sB) SASB 

h((sA, sB), x) = (hA(sA, x), hB(sB, fA(sA, x)), f((sA, sB), x) = fB(sB, fA(sA, x)). 

Последовательное соединение AB изображается в виде схемы 

(рис. 1). 

 

AB: 

 

 
Рис. 1 

A B 
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Под обобщенным последовательным соединением с выходной 

функцией Ф автоматов A = (X, SA, Y, hA, fA), BМ = (XB = Y, SB, Z, hB) 

называют автомат 
ФA B  = (X, SASB, Z, h, Ф), 

где для любых xX, (sA, sB)SASB 

h((sA, sB), x) = (hA(sA, x), hB(sB, fA(sA, x)), Ф: SASBZ. 

Параллельным соединением автоматов A = (X, SA, Y, hA, fA),  

B = (X, SB, Z, hB, fB) называют автомат C = (X, SASB, Z, (hA, hB), (fA, 

fB)), где (hA, hB)((sA, sB), x) = (hA(sA, x), hB(sB, x)), 

(fA, fB)((sA, sB), x) = (fA(sA, x),fB(sB, x)). 

Параллельное соединение автоматов A и B представляется в 

виде схемы (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2 

 

В ряде случаев параллельное соединение автоматов A = (XA, SA, 

Y, hA, fA), B = (XB, SB, Z, hB, fB) представляют в виде, показанном на 

рис. 3. 

 

 
Рис. 3 

 

В качестве упражнения выпишите законы функционирования 

такого соединения автоматов. Объединением автоматов A = (X, SA, 

Y, hA, fA), B = (X, SB, Z, hB, fB) называют автомат C, состоящий из 

подавтоматов A и B. При этом требуют, чтобы SASB=. Так, 

С = (X, SASB, YC, hC, fC), 

где  hC(s, x) = hA(s, x), если sSA, hC(s, x) = hB(s, x), ), если sSB, 

fC(s, x)= fA(s, x), если sSA, fC(s, x)= fB(s, x), ), если sSB.

B 

A 

A 

B 
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Глава 2. НЕОТЛИЧИМОСТЬ СОСТОЯНИЙ АВТОМАТОВ  

 

2.1. Основные понятия 

 

Напомним следующие основные понятия [16; 27; 17]. 

Определение 1. Состояние s и s’ автомата A называется  

k-неотличимыми, если A(s, P) = A(s’, P) для любого входного слова 

P = x(1), x(2), …, x(k) длины k автомата A. В противном случае они 

называются k-различимыми.  

Определение 2. Состояния s и s’ автомата A называются неот-

личимыми, если они k-неотличимы для любого k. В противном слу-

чае они называются различными (отличными).  

Рассмотрим хорошо известную теорему. 

Теорема 1. Для неотличимости двух состояний автомата  

A = (X, S, Y, h, f) достаточна их (│S│–1)-неотличимость.  

Поскольку бинарное отношение k-неотличимости состояний 

автомата является отношением эквивалентности, все множество со-

стояний S автомата A разбивается на непересекающиеся классы  

k-неотличимых состояний. Будем обозначать это разбиение: 

Nk  = ( 1 2, ,.....,
k

k k k
lN N N ), 

где k
jN , j[1, l k] – классы k-неотличимых состояний автомата A, lk – 

число классов k-неотличимых состояний автомата A. Здесь k играет 

роль индекса (не надо путать Nk с декартовой степенью множества).  

Классы неотличимых состояний автомата A будем обозначать 

через Nj, j[1, l], а само разбиение множества S эти классы через  

N = (N1, N2, ..., Nl), 

где l – число классов неотличимых состояний автомата A.  

Определение 3. Число R = R(A) называется степенью различи-

мости автомата A, если  

NR  = N и Nk  ≠ N при k<R. 

Определение 4. Автомат A называется приведенным (или 

находится в приведенной форме), если │Nj│ = 1 для любого j[1, l].  

Очевидно, что если A – приведенный автомат, то l =│S│. 

Теорема 2. Для степени различимости R(A) любого автомата  

A = (X, S, Y, h, f) с числом состояний |S|2 справедлива достижимая 

верхняя оценка R(A)  (|S| – 1). 

Доказательство. Используем введенное ранее обозначение 

Nk = ( 1 2, ,.....,
k

k k k
lN N N ). 
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Возможны два случая.  

а) Функции выходов постоянны на S, что равносильно  

N1 = ( 1
1N ), то есть 1

1 SN  , 1 1l  . Тогда очевидно, что Nk= N1. Следо-

вательно, R(A) = 1 и R(A)  |S| – 1. 

б) Функции выходов не постоянны на S. Тогда 1 2l  . Из этого 

и того, что k-неотличимые состояния являются и  

(k-1)-неотличимыми, и определения величины R(A) получаем  

2 3l  , 3 4,...,l  1kl k   

для всех kR(A). В частности, ( ) ( ) 1R Al R A  , но ( )| | R AS l . Следова-

тельно, | | ( ) 1S R A  , или R(A)  |S| – 1. 

Для доказательства достижимости данной оценки достаточно 

привести пример автомата с R(A) = |S| – 1. Рассмотрим автономный 

автомат A = (S, Y, h, ), где S = {1, …, n}, n>1, Y={0, 1}, h(sj) = sj+1 

для j{1, …, n–1}, h(n) = 1, (1) = 1, а (j) = 0, j{1, …, n–1}. Чита-

телю предлагается доказать, что для данного автомата A  

R(A) = n – 1. 

Доказательство теоремы 1. В связи с теоремой 2 для доказа-

тельства теоремы 1 достаточно доказать, что если для автомата A 

разбиения Nk и Nk+1 совпадают, то Nk = Nk+j для любого j{1, 2, …}. 

Для этого в свою очередь достаточно доказать, что Nk+1 = Nk+2, то 

есть воспользоваться индукцией. Пусть Nk =  Nk+1, и s, sNk, то есть  

A(s, x(1), …, x(k)) = A(s`, x(1), …, x(k)). 

При любом слове x(1), …, x(k)Xk. По условию  

A(s, x(1), …, x(k+1)) = A(s`, x(1), …, x(k+1))             (1) 

при любом слове x(1), …, x(k), x(k+1)Xk+1. В частности, A(s, x(1)) 

= A(s, x(1)). Фиксируем произвольное слово x(1), x(2), …, x(k), 

x(k+1), x(k+2) длины k+2. Покажем, что 
A(s, x(1), …, x(k), x(k+1), x(k+2)) = A(s`, x(1), …, x(k), x(k+1),x(k+2))  (2) 

Из (1) следует 

A(hx(1)s, x(2), …, x(k+1))=A(hx(1)s`, x(2), …, x(k+1)) 

при любом слове x(2), …, x(k+1)Xk, то есть hx(1)s, hx(1)s`  

k-неотличимы. Тогда они должны быть (k+1)-неотличимыми. Сле-

довательно, для слова x(2), …, x(k), x(k+1), x(k+2) имеем 

A(hx(1)s, x(2), …, x(k+1), x(k+2)) = A(hx(1)s`, x(2), …, x(k+1, x(k+2)). 

Совместно с A(s, x(1)) = A(s, x(1)) это равенство показывает, 

что выполняется требуемое равенство. Теорема 1 полностью дока-

зана.  
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Определение 5. Два или большее число автоматов называется 

сравнимыми, если они имеют одинаковые входные и выходные ал-

фавиты. 

 Если A и B – сравнимые автоматы, sA и sB – состояния авто-

матов A и B, соответственно, то k-неотличимость и неотличи-

мость этих состояний может быть определены аналогично опре-

делениям 1, 2. 

Определение 6. Говорят, что сравнимые автоматы A и B  

k-неотличимы, если каждому состоянию автомата A соответствует 

по крайней мере одно k-неотличимое от него состояние в автомате 

B и если каждому состоянию автомата B соответствует по крайней 

мере одно k-неотличимое от него состояние в автомате A. Если ав-

томаты не являются неотличимыми, то они называются различны-

ми.  

 Очевидно, если автоматы k-неотличимы при любом k, то они 

неотличимы. Напомним еще раз одно важное понятие в теории ко-

нечных автоматов [17; 6].  

Определение 7. Автомат A = (X, S, Y, h, f) называется переста-

новочным автоматом, если его частичные функции переходов 

(hx)xX осуществляют взаимно однозначные отображения множества 

S в себя.  

 В случае перестановочного автомата A полугруппа GA автома-

та A есть группа. Граф переходов перестановочного автомата A 

распадается на связанные компоненты, которые в силу перестано-

вочности автомата A является сильно связанными [27].  

Компонентами автомата A будут называться подавтоматы 

автомата A, отвечающие соответствующим компонентам его 

графа переходов. Очевидно, что компоненты перестановочного ав-

томата являются перестановочными автоматами. 

 

2.2. Неотличимость состояний перестановочных автоматов  

 

Исследование неотличимости состояний конечных автоматов 

проводились в целом ряде работ, например, [16, 27, 17]. Получен-

ные в них результаты основаны на табличном задании автомата, ко-

торые эффективны лишь при сравнительно малом числе состояний.  

В настоящем пункте рассматривается задача описания классов 

неотличимых состояний конечных перестановочных автоматов [17]. 

Полученные результаты могут быть использованы при исследова-

нии эквивалентности ключей [1; 6] в ряде шифрующих устройств, 
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которые могут трактоваться как конечные перестановочные автома-

ты с большим числом состояний. 

Обозначим через Bi, i[1,W] связанные компоненты перестано-

вочного автомата A. Известно, что отношение неотличимости авто-

матов является отношением эквивалентности, поэтому множество 

всех связных компонент Bi , i[1, W] автомата A разбивается на не-

которое число непересекающихся классов неотличимых связных 

компонент автомата A. Пусть t – число классов неотличимых связ-

ных компонент автомата A. Если Ai, i[1, t] подавтомата A, состоя-

щего из некоторого класса неотличимых связных компонент авто-

мата A, то перестановочный автомат A можно представить как ав-

томат, состоящий из перестановочных подавтоматов Ai, i[1, t] ав-

томата A, все связанные компоненты которых неотличимы. Для пе-

рестановочных автоматов приводимое ниже утверждение дает воз-

можность свести задачу определения классов неотличимых состоя-

ний к двум задачам:  

1) задача определения классов неотличимых состояний пере-

становочного автомата, связанные компоненты которого являются 

неотличимыми перестановочными автоматами;  

2) задача определения неотличимости или различимости связ-

ных перестановочных автоматов.  

Теорема 3. Каждый класс неотличимых состояний перестано-

вочного автомата A является классом неотличимых состояний неко-

торого подавтомата Ai, i[1, t], состоящего из одного из классов не-

отличимых связных компонент автомата A, где t – число классов 

неотличимых связных компонент автомата A. 

Доказательство. Для доказательства теоремы 3 очевидно до-

статочно показать, что если два состояния автомата A, принадле-

жащие различным связным компонентам автомата A, неотличимы, 

то эти компоненты неотличимы (то есть соответствующие им по-

давтоматы неотличимы). А это утверждение немедленно следует из 

того факта, что приемники неотличимых состояний неотличимы. 

Предоставляем читателю доказать, что если автоматы B и B’ сильно 

связаны и различимы, то любое состояние автомата B различимо с 

каждым состоянием автомата B’. Докажите также, что сильная свя-

занность каждой связной компоненты автомата A следует из его пе-

рестановочности.  

 Из теоремы 3 непосредственно вытекает следствие 1. 

Следствие 1. Перестановочный автомат A является приведен-

ным тогда и только тогда, если каждая связная компонента автомата 
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A приведена и нет ни одной пары неотличимых связных компонент 

автомата A.  

Замечание 1. Как следует из доказательства теоремы 2, ее 

утверждение и утверждение следствия 1 справедливы для более 

широкого класса автомата, а именно для автоматов, состоящих из 

изолированных сильно связных компонент.  

Перейдем теперь к решению первой из поставленных выше 

двух задач. Рассмотрим сначала связный перестановочный автомат, 

то есть перестановочный автомат, состоящий из одной связной ком-

поненты. 

Теорема 4. Мощности классов неотличимых состояний связно-

го перестановочного автомата A одинаковы и равны числу О. Н. Д.: 

 

(│ 1
1N │,│ 1

2N │, …,│
1

1
lN │, │ 2

1N │, …,│
2

2
lN │, …,│ | | 1

1
S

N
 │, ….,│

|| 1

| | 1

S

S
lN 

 │) 

Доказательство. Рассмотрим классы неотличимых состояний 

N1, N2, …, Nl автомата A = (X, S, Y, h, f) и предположим, что при не-

которых i, j[1, l], |Nj|>|Ni| 

sj Nj и si Ni . 

Так как автомат A сильно связан, то существует входное слово 

 (конечной длины), для которого h (sj ) = si. 

Вследствие того что каждое состояние из множества h(Nj) не-

отличимо от состояний si и h, есть подстановка множества S, за-

ключаем, что 

│Ni│≥│Nj│. 

Это противоречит предположению│Nj│>│Ni│. Таким образом, 

первое утверждение теоремы 4 доказано. Воспользуемся теперь тем 

обстоятельством, что каждый класс k-неотличимых состояний есть 

объединение некоторых классов (k+1)-неотличимых состояний. Ес-

ли d = │ | | 1S
nN
 │, n[1, l│S│–1], то получаем, что мощность каждого 

класса k-неотличимых состояний при k<│S│ есть число кратное d, 

откуда и следует второе утверждение теоремы 4.  

Следствие 2 (из теоремы 3). Если │S│– простое число, то свя-

занный перестановочный автомат A = (X, S, Y, h, f), у которого не 

все частичные функции выхода постоянны на множестве S, является 

приведенным автоматом.  

Доказательство. Действительно, 

 
1

, , 1,
l

i i

i

S l d d i lN N


     . 
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Следовательно, либо l = 1, либо d = 1. Первый случай противо-

речит условию следствия 2 – и значит d = 1, то есть A – приведен-

ный автомат. 

Непосредственно из теоремы 3 получаем еще одно следствие.  

Следствие 3. Если (│ 1
iN │,│ 1

jN │) = 1 для некоторых i, j[1, l1], 

то связанный перестановочный автомат A является приведенным 

автоматом. 

Напомним, что разбиением П = {Пk, k{1, …, L(П)} множества 

S называются множество его подмножеств Пk, таких что 

Пk ∩ Пj  = , k ≠ j,   
k

Пk = S. 

Среди всех разбиений множества S выделяют так называемые 

тривиальные разбиения. Это разбиение на одноэлементные множе-

ства: |Пk| = 1, k{1, …, |S|}, L(П) = |S| и разбиение, состоящее из од-

ного подмножества: L(П) = 1, П1 = S. Под тривиальным разбиением 

на классы неотличимых состояний автомата A понимают лишь од-

но разбиение П, при котором |Пk| = 1, k{1, …, |S|}. В этом случае 

автомат A является приведенным.  

Напомним понятие импримитивной группы автомата.  

Пусть GA = <(hx)xX> – группа, порожденная множеством ча-

стичных функций переходов перестановочного автомата A = (X, S, 

Y, (hx)xX , (fx)xX). Будем предполагать, что группа GA транзитивна, 

то есть для любых s, s`S найдется подстановка g  G, для которой 

g(s) = s`. Будем рассматривать только нетривиальные разбиение  

П = {Пk, k{1, …, L(П)} множества S со свойством С:  

для любых gGA и k существует j, при котором g (Пk)Пj. 

Каждое такое разбиение, если оно существует, называется си-

стемой блоков областей импримитивности группы G, а группа 

называется импримитивной. В противном случае, когда не суще-

ствует система блоков импримитивности группы, группа называется 

импримитивной. Пусть П* – множество всех систем блоков импри-

митивности транзитивной группы G автомата A. Будем говорить, 

что П = {Пk, k{1, …, L(П)} из П* не меньше П’ = {П’j, j{1, …, 

L(П’)} из П*, если для любого j найдется k такое, что П’j  Пk. 

Множество П* частично упорядочено и более того, несложно пока-

зывается , что оно является структурой. Обозначим через Пβ = {Пβ
k, 

k{1, …, L(Пβ)} такое разбиение ПβП*, при котором частичные 

функции выхода (fx)xX автомата A постоянны на каждом множестве 

Пβ
kПβ.  
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Покажите, что разбиение множества состояний S связного переста-

новочного автомата A на классы неотличимых состояний является 

максимальным элементом в совокупности вида Пβ. Если A неприве-

денный связный, перестановочный автомат, у которого не все част-

ные функции выхода постоянны на множестве состояний S, то оче-

видно, что разбиение множества S на классы неотличимых состоя-

ний автомата A представляет собой максимальный элемент в сово-

купности разбиений, определяемых всеми системами областей им-

примитивности группы GA, на которых частичные функции выхода 

постоянны. В частности, имеют место следующие утверждения.  

Следствие 4. Связный перестановочный автомат A = (X, S, Y, 

h, f), у которого не все частичные функции выхода постоянны на 

множестве состояний S, не является приведенным автоматом тогда 

и только тогда, если его частичные функции выхода постоянны на 

блоках некоторой системы областей импримитивности группы G 

автомата A.  

Следствие 5. Связный перестановочный автомат с примитив-

ной группой, не все частичные функции выхода которого постоян-

ны на множестве его состояний, является приведенным автоматом.  

Пример 1. Пусть X = {0}, Y = {0, 1}, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 

0

1 2 3 46

2 3 4 5 1
h

 
  
 

 – подстановка на S, λ – отображение S в Y, определен-

ное равенствами:  

λ(1) = λ(2) = λ(3) = 0; λ(4) = λ(5) = λ(6) = 1. 

Данный автомат A = (X, S, Y, h0, λ) является автономным связ-

ным перестановочным автоматом Мура. На основании следствий 2, 

3 сказать что-либо о существовании различных неотличимых состо-

яний данного автомата нельзя, так как│S│= 6 – не простое число и 

разбиение на классы 1-неотличимых состояний имеет вид: 

N1 = ( 1 1
1 2,N N ) = ({1, 2, 3}, {4, 5, 6}), 

и следовательно (│ 1
1N │, │ 1

2N │) = 3. 

Поэтому воспользуемся разбиением 

N2 = ( 2 2 2 2
1 2 3 4, , ,N N N N ) = ({1, 2}, {3}, {4, 5}, {6}) 

Так как (│ 2
1N │, │ 2

2N  │) = (2, 1) = 1, то на основании теоремы 4 

заключаем, что данный автомат не имеет неотличимых различных 

состояний. 

Пример 2. Пусть X = {0}, S=Vn\0 – векторное пространство раз-

мерности n над полем из двух элементов F2 с исключенным нуле-

вым вектором 0, Y = F2, h0 – полноцикловая подстановка множества 
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S, λ – равновероятная двоичная функция, определена на Vn.  

Тогда в силу утверждения следствия 3 автомат A = (X, S, Y, h0, λ) 

является приведенным автоматом.  

Пусть теперь A – произвольный перестановочный автомат, 

связные компоненты которого неотличимы. Будем считать, что A 

состоит из T>1 неотличимых связных компонент Bi, i[1, T]. Со-

гласно теореме 3 классы неотличимых состояний каждого автомата 

Bi, i[1, T] имеют одинаковую мощность di. Описание мощностей 

классов неотличимых состояний рассматриваемого автомата дается 

приводимым ниже утверждением. 

Теорема 5. Мощности классов неотличимых состояний пере-

становочного автомата A, состоящего из неотличимых связных 

компонент Bi, i[1, T], одинаковы и равны  

d = 
11

p

i
 di, 

где di – мощность классов неотличимых состояний связной компо-

ненты Bi , i[1, T] автомата A. 

Доказательство. Пусть s некоторое состояние автомата A. По-

строим класс состояний автомата A, неотличимых от s. Без ограни-

чения общности доказательства предположим, что s принадлежит 

некоторому классу неотличимых состояний компоненты B(1),  

s = s(1) B(1)Ns(1). Компонента B(1) неотличима от компоненты B(i), 

i[2, T]. Следовательно, существует состояние s(i)B(i)Ns(i) компо-

ненты B(i), i[2, T], неотличимое от s(1). В силу транзитивности от-

ношения неотличимости состояний множество состояний 
[1, ]i T

B(i)Ns(i) 

является множеством состояний автомата A, неотличимых от s(1), 

мощности 
1

T

i
 di, так как множества B(i)Ns(i) принадлежат различным 

компонентам, и поэтому попарно не пересекаются. Остается теперь 

заметить, что любое состояние s автомата A, неотличимое от s1 

должно принадлежать одному из классов B(i)Ns(i), i[1, T]. Таким об-

разом, утверждение теоремы 5 полностью доказано. 

Прежде чем перейти к решению задачи о неотличимости связ-

ных перестановочных автоматов, сделаем одно полезное замечание 

и докажем ряд вспомогательных утверждений.  

Замечание 2. Если классы k-неотличимых состояний автомата 

A(1) имеют вид A(1)Nk
i , i[1, lA(1)

k], классы k-неотличимых состояний 

автомата A(2) есть A(2)Nk
i , i[1, lA(2)

k], а s1
i – представитель класса 

A(1)Nk
i, s2

j – представитель класса A(2)Nk
j , то очевидно, что  
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k-неотличимость автоматов A(1), A(2) индуцирует взаимно одно-

значное соответствие μk между классами разбиений A(1)Nk и A(2)Nk , а 

именно класс A(1)Nk
i , i[1, lA(1)

k] автомата A(1) соответствует классу 
A(2)Nk

j , j[1, lA(2)
k ] при соответствии μk тогда и только тогда, если 

состояние s1
i автомата A(1) k-неотличимо от состояния s2

j автомата 

A(2). В этом случае, конечно, любое состояние из A(1)Nk
i автомата 

A(1) k-неотличимо от любого состояния из A(2)Nk
j автомата A(2).  

В силу изложенных соображений имеем  

lA(1)
k = lA(2)

k , 

если автоматы A(1) и A(2) k-неотличимы. 

Теорема 6. Для неотличимости двух автоматов A(1) = (X, S, Y, 

h1, f1), A(2) = (X, S, Y, h2, f2) достаточна их  

(min(R1, R2)+1)-неотличимость, где R1, R2 – степени различимости 

автоматов A(1), A(2) соответственно.  

Доказательство. Пусть автоматы A(1) и A(2) m-неотличимы,  

m = min(R1, R2)+1. Рассмотрим автомат A, состоящий из подавтома-

тов A(1) и A(2) (см. замечание 2). Согласно замечанию 2 классы  

m-неотличимых состояний автомата A имеют вид: 

ANt
m

 = A(1)Nm
i U A(2)Nm

j ,  i, j[1, lm],  lm = lA(1)
m = lA(2)

m , t [1, lA
m], 

где j определяется биекцией μm: A(1)Nm
i → A(2)Nm

j . 

Теперь осталось показать, что RA ≤ m, что в свою очередь сле-

дует из того, что на самом деле RA ≤ m–1, так как очевидно, что 

A(1)Nm
i =  

A(1)Ni
m-1,   A(2)Nm

j = 
A(2)Ni

m-1, i, j[1, lm]. 

Отметим, что примеры автономных регистров сдвига, а также и 

другие примеры показывают невозможность понижения оценки 

min(R1, R2) + 1, данной в теореме 6. 

Теорема 7. Степени различимости неотличимых автоматов 

равны.  

Доказательство. Предположим, что для неотличимых автоматов 

A(1) и A(2) R1 > R2. Тогда вследствие замечания 2 имеем: 

2 2 2

(1) (2) (2) (2)A A A A
R R R il l l l   , i{0, 1, …}. 

Поэтому 
2

(1) (2)A A
R il l  , i{0, 1, …}. Следовательно, R1≥R2, что 

противоречит предположению.  Из приведенных двух теорем выте-

кает следующее следствие. 
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Следствие 6. Степень различимости автомата A, состоящего из 

неотличимых подавтоматов A(1) и A(2), равны степеням различимо-

сти автоматов A(1) и A(2).  

Сейчас мы имеем все необходимое для решения вопроса неот-

личимости связных перестановочных автоматов. 

Теорема 8. Связные перестановочные автоматы B(1) и B(2) с 

множествами состояний S1 и S2 неотличимы тогда и только тогда, 

когда общий наибольший делитель мощностей всех классов  

k-неотличимых состояний автомата A k[1, max(│S1│,│S2│)], со-

стоящего из подавтоматов B(2) и B(2), равен d1 + d2 , где di – мощ-

ность класса неотличимых состояний автомата B(i) , i{1, 2}. 

Доказательство. Пусть автоматы B(1) и B(2) неотличимы, то-

гда согласно теореме 5 мощность каждого класса неотличимых со-

стояний автомата A, состоящего из неотличимых связных компо-

нент B(1), B(2), равна d1 + d2 . Из следствия 6 вытекает: 

│
A R

iN │= d1 + d2, i{1, …, 
A

Rl }, R = RA = RB(1) = RB(2). 

И так как (см. теорему 1) RB(1) <│S1│,  RB(2) <│S2│, то  

R ≤ min (│S1│–1, │S2│–1). 

Теперь остается заметить, что каждый класс k-неотличимых со-

стояний автомата A есть объединение некоторых непересекающих-

ся классов (k+1)-неотличимых состояний, откуда и следует необхо-

димость утверждения теоремы 8. Достаточность условий этой тео-

ремы доказывается аналогично, при этом используется утверждение 

теоремы 6. 

Замечание 3. Утверждение теоремы 8 позволяет судить о неот-

личимости или различимости двух перестановочных автоматов. 

Действительно, как нетрудно видеть, такие автоматы неотличимы 

тогда и только тогда, если для любой связной компоненты первого 

автомата существует неотличимая от нее связная компонента второ-

го автомата и наоборот. Таким образом, считая этот перебор компо-

нент автоматов выполнимым, утверждение теоремы 8 решает и эту 

более общую задачу. 

Замечание 4. Методы и их применения при доказательствах 

сформулированных теорем позволяют решить еще одну задачу, сто-

ящую в стороне от рассматриваемой здесь темы перестановочных 

автоматов, а именно проверить справедливость следующего утвер-

ждения. 

 Два приведенных автомата A1 и A2 с множествами состояний 

S1, S2 неотличимы тогда и только тогда, если общий наибольший 
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делитель мощностей классов k-неотличимых состояний k{1, …, 

max(│S1│, │S2│)} автомата A, состоящего из подавтоматов A1 и 

A2, равен двум. 

 

2.3. Гомоморфизмы автоматов  

 

Определение 8. Гомоморфизмом по состояниям автомата A =  

= (X, S, Y, h, f) в автомат A’ = (X, S’, Y, h’, f’) называется отображе-

ние : SS’, для которого  

hxs = h’xs, fxs = f’xs,                                    (3) 

для всех xX, sS. 

 Такое отображение  называют так же внутренним гомомор-

физмом (иногда – вложением A в A’). На образе (S) множества S 

определен подавтомат автомата A’. Этот подавтомат обозначают 

через (A) и называют образом автомата A. Если отображение  в 

данном определении сюрьективно, то говорят, что  – гомоморфизм 

A на A’, в этом случае говорят так же, что  – сюрьективный внут-

ренний гомоморфизм, а A’ называют образом A. Если  – биекция, 

то  называют (внутренним) изоморфизмом автоматов A, A’. 

 Условия (3) трактуют как коммутативность следующих диа-

грамм (рис. 4). 

 

 

 
 

Рис. 4 

 

Из равенств (3) легко получить равенства  

hPs = h’Ps, fPs = f’Ps. 

для всех PX*, sS. Напомним, что ....( 1) ( 1) (1)
h h hh
x k x k xP    – 

отображение S→S, осуществляемое автоматом A в результате при-

hx 

h’x 

  

S S 

S’ S’ 
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ложения к нему входного слова P = x(1), x(2), ..., x(k); 

....( 1) ( 1) (1)( )
f h h hfP x k x k xx k


  – отображение S→Y, осуществля-

емое автоматом A в результате приложения к нему входного слова  

P = x(1), x(2), ..., x(k). 

Важным следствием (внутреннего) гомоморфизма  автомата A 

в A’ является выполнение следующей импликации: из равенства  

A(s, P) = y1, y2, …, yk,  sS, PX* 

следует  

A’(s, P) = y1, y2, …, yk. 

Дадим общее определение гомоморфизма.  

Определение 9. Гомоморфизмом автомата A = (X, S, Y, h, f) в 

автомат A’ = (X’, S’, Y’, h’, f’) называется тройка отображений  

(, , ). Отображения: 

: XX’, : SS’, : YY’ такие, что для любых xX, sS 

выполняются равенства 

hxs = h’xs,  fxs = f’xs.                                (4) 

Аналогично уточняющим определениям внутреннего гомомор-

физма вводятся понятия гомоморфизма A на A’, то есть сюрьектив-

ного гомоморфизма и изоморфизма (случай биективности отобра-

жения (, , )). 

 Условия (4) трактуют как коммутативность следующих диа-

грамм (рис. 5). 

  SX  h  S 

               
 

 

S’X’h’ S’ 

 

SXf    Y 

               
 

 

S’X’ f’Y’ 
 

Рис. 5 

 

Если ,  – тождественные отображения (X = X’, Y = Y’), то 

гомоморфизм превращается во внутренний гомоморфизм.  
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Изоморфные автоматы могут отличаться лишь в обозначениях 

элементов их алфавитов. Однако их практические реализации могут 

существенно различаться. Образом A,, автомата A при гомомор-

физме (,,): AA’ называется подавтомат автомата A’ с алфави-

тами (X), (S), (Y). Вопросы практического использования гомо-

морфизмов автоматов отражены в [6]. 

Задача нахождения гомоморфных образов A’ автомата A при 

гомоморфизме (,,) сводится к задаче определения образа внут-

реннего гомоморфизма : A A’. 

Для вспомогательных автоматов: 

A = (X, S, Y, h, f), где fs = (f(s)); 

A’= (X, S’, Y’, h’, f’), где h’(s’, x) = h’(s’, x),  
f’(s’, x) = f’(s’, x), xX, s’S’. 

Задача же определения всех возможных гомоморфизмов (, , 

) автомата A может быть разбита на задачи:  

1) определения неотличимых состояний некоторых вспомога-

тельных автоматов;  

2) нахождения автономных подавтоматов некоторых вспомо-

гательных автоматов или, другими словами, неотличимости их 

входных слов. 

Определение 10. Конгруэнцией автомата A называется тройка 

бинарных отношений эквивалентности (, , ) соответственно на 

множествах X, S, Y, для которых выполняется условие: 

из xx’, ss’ следует (hxs)  (hx’s’), (fxs)  (fx’s’). 

При этом под внутренней конгруэнцией понимают конгруэн-

цию (Е, , Е), где Е – бинарное отношение эквивалентности вида 

xEx для xX и yEy для yY, то есть бинарное отношение равенства. 

Из контекста всегда будет ясно, идет ли речь о внутреннем гомо-

морфизме, внутренней конгруэнции либо об общем случае гомо-

морфизма и конгруэнции. Каждой конгруэнции (, , ) естествен-

ным образом соответствуют разбиения RX, RS, RY множеств X, S, Y. 

Класс разбиения RX содержащий xX обозначим через [x], анало-

гично – [s] и [y] для RS, и RY. 

Определение 11. Фактор-автоматом A/(,,) автомата A по 

конгруэнции (, , ) называется автомат  

A/(,,) = (X/, S/, Y/, h’, f’), 

где h’([x], [s]) = [h(x, s)], xX, sS. 
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Определение 12. Естественным гомоморфизмом  автомата A 

на A / (, , ) называется тройка отображений (, , ): 

: x[x], : s[s], : y[y]. 

Легко проверяется, что (, , ) – гомоморфизм автомата A 

на A / (, , ). 

Гомоморфизму (, , ) A на A’ соответствует конгруэнция (, 

, ) (иногда называемая ядром гомоморфизма (, , )): 

xx` тогда и только тогда, когда (x) = (x`); 

ss` тогда и только тогда, когда (s) = (s`); 

yy` тогда и только тогда, когда (y) = (y`). 

Из приведенных фактов легко получить следующую важную 

теорему. 

Теорема 9. Если (, , ) – гомоморфизм автомата A на A’, то 

фактор-автомат A / (, , ) изоморфен A’ при изоморфизме  

u = (uX, uS, uY): 

uX: [x](x), uS: [s](s), uY: [y](y), 

и гомоморфизм (, , ) представляется суперпозицией отображе-

ний: 

 = uX,  = uS,  = uY. 

Иными словами, коммутативна диаграмма гомоморфизмов 

(рис. 6). 

 

                                    A  (, , )  A’ 

                      u 

       

                                     A / (, , ) 

 
Рис. 6 

 

Если (, , ) – гомоморфизм автомата A в A’, то u = (uX, uS, uY) 

– гомоморфизм A / (, , ) в A’ и сохраняется коммутативность 

приведенной диаграммы. 

Из приведенной теоремы вытекает, что поиск всех гомоморф-

ных образов автомата A можно проводить с помощью описаний 

всех его конгруэнций. 

Определение 13. Автоморфизмом автомата A называют изо-

морфизм A на A. 
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Глава 3. НЕОТЛИЧИМОСТЬ ВХОДНЫХ СЛОВ АВТОМАТОВ 

 

В этой главе исследуются вопросы автономности автоматов. 

Для перестановочных автоматов эти вопросы, во-первых, тесным 

образом связаны с исследованием степеней перестановочных авто-

матов, а во-вторых, как будет позднее показано, они играют нема-

ловажную роль в неотличимости состояний и периодичности вы-

ходных последовательностей последовательных соединений пере-

становочных автоматов.  

Для автомата мы используем обозначение A = (X, S, Y, (hx)xX, 

(fx)xX) или A = (X, S, Y, h, f), где h(x, s) = hx(s) и f(x, s) = fx(s) для 

xX, sS. Ассоциированный с автоматом A автомат Медведева –

это автомат AM = (X, S, Y = S, (hx)xX, (fx = Ex)xX), где Ex(s) = s, sS. 

Ниже используются основные понятия автоматов: граф переходов 

автомата, неотличимость состояний, приведенная форма автомата, 

перестановочный автомат и т. д. 

 

3.1. Автономность автоматов 

 

Определение 1. Состояние s автомата A называется  

k-автономным (более точно – внешне k-автономным), если для лю-

бых входных k-грамм P и P' автомата A выполняется 

A(s, P) = A(s, P'). 

Если состояние s автомата A k-автономно при любом k, то оно 

автономно (более точно внешне автономно). 

Определение 2. Автомат A называется k-автономным (внешне 

k-автономным), если каждое его состояние k-автономно. Если авто-

мат A k-автономен при любом k, то автомат автономен. 

 

3.2. Степени перестановочных автоматов 

 

N-й степенью автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) называется 

автомат AN = (XN, S, Y, ( ) N

N

x x X
h


, ( ) N

N

x x X
f


) с входным алфавитом XN, 

множеством состояний S, выходным алфавитом Y, частичными 

функциями переходов ( ) N

N

x x X
h


и частичными функциями выхода 

( ) N

N

x x X
f


, определенными соотношениями: 

N

x
h (s) = 

Nx
h

1Nx
h


… 

1x
h (s); 

N

x
f (s) = 

Nx
f

1Nx
h


… 

1x
h (s), 
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где s S , x  = x1, x2, …, xNXN. 

В данном пункте изучаются вопросы связности степеней пере-

становочных автоматов. Изучение этих вопросов стимулируется ис-

пользованием в ряде криптографических устройств узлов регуляр-

ной выборки, и зачастую их анализ сводится к анализу степеней не-

которых автоматов. В частности, для определения мощностей клас-

сов неотличимых состояний перестановочного автомата AN необхо-

димо знать его области связности. В связи с этим определение связ-

ных компонент степеней данного автомата приобретает первосте-

пенное значение.  

Определение 3. Элементарным контуром графа переходов ав-

томата A называется любой его контур, не содержащий одинаковых 

состояний.  

 Очевидно, что множество различных элементарных контуров 

графа переходов автомата A конечно. Обозначим через dA наиболь-

ший общий делитель длин всех элементарных контуров. Формули-

руемые ниже утверждения, которые нам для единообразия удобно 

изложить на теоретико-автоматном языке, известны из теории ко-

нечных цепей Маркова. 

Утверждение 1. Автомат AN, представляющий собой N-ую 

степень сильно связного автомата A, является сильно связным ав-

томатом тогда и только тогда, если (dA, N) = 1. 

(Докажите самостоятельно.) 

Следствие утверждения 1. Все степени сильно связного авто-

мата A сильно связны тогда и только тогда, если dA = 1. 

Предположим теперь, что (dA, N) = d1. Сколько же областей 

связности имеет автомат AN и каковы их мощности? 

Ответ на этот вопрос для связных перестановочных автоматов 

дает следующее утверждение. 

Утверждение 2. Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – связный пе-

рестановочный автомат и (dA, N) = d. Тогда автомат AN имеет d обла-

стей связности по 
S

d
 состояний в каждой из них. 

(Докажите самостоятельно.) 

Теорема 1. Перестановочный связный автомат А внешне авто-

номен тогда и только тогда, если его частичные функции выходов 

(fx)xX равны  и постоянны на областях связности его dA-й степени. 

Доказательству теоремы 1 предпошлем известное из теории це-

пей Маркова вспомогательное утверждение.  
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Лемма 1. Пусть s1, s2, s – произвольные состояния сильно связ-

ного автомата А. В графе переходов автомата А тогда и только то-

гда имеются пути из s в s1 и из s в s2 одинаковой длины, когда суще-

ствует путь из s1 в s2 длины, кратной числу dA. 

Доказательство теоремы 1. Утверждение леммы 1 в примене-

нии к связному перестановочному автомату A = (X, S, Y, (hx)xX, 

(fx)xX) состоит в том, что данная пара состояний s1, s2  S находится 

в одной области связности автомата АdA  тогда и только тогда, если 

при любом состоянии sS в графе переходов автомата A существу-

ют пути из  s в s1 и из s в s2 одинаковой длины. Следовательно, авто-

номность автомата A равносильна тому, что частичные функции 

выхода равны и постоянны на областях связности автомата  АdA . 

Следствие 1. Мощности классов k-неотличимых состояний 

связного перестановочного внешне автономного автомата 

A=(X,S,Y,h,f)  кратны числу 
A

S

d
. 

(Докажите самостоятельно.) 

Следствие 2. Если для связного перестановочного внешне ав-

тономного автомата A = (X, S, Y, h, f) 

1Аd  , 

то его частичные функции равны и постоянны на множестве состо-

яний S. 

Говорят, что автомат A = (X, S, Y, h, f) является внутренне ав-

тономным (внутренне k-автономным), если ассоциированный с 

ним автомат Медведева  AM = (X, S, h) внешне автономен (внешне  

k-автономен).  

Пусть как обычно AR  – степень различимости автомата А. При-

водимое ниже утверждение устанавливает критерий внешней авто-

номности автомата A. 

Теорема 2. Автомат A = (X, S, Y, h, f), являющийся внешне  

k-автономным автоматом при k> AR , внешне автономен. 

Доказательство. Пусть s – произвольное состояние автомата A,  

(1), (2),..., ( 1)x x x R t  ; '(1), '(2),..., '( 1)x x x R t   – произвольная пара его 

входных слов, AR R , 1t  . Предположим, что A – внешне (R+t)-авто- 

номен. В этом случае очевидно, что состояния hx(1)s, hx’(1)s  будут 

(R+t–1)-неотличимыми,  и следовательно, неотличимыми.  

Используя R+t автономность автомата A и неотличимость ука-

занных состояний, получаем: 
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( 1) ( ) (2) (1) ( 1) ( ) (2) '(1) '( 1) '( ) '(2) '(1)... ( ( )) ... ( ( )) ... ( ( ))x R t x R t x x x R t x R t x x x R t x R t x xf h h h s f h h h s f h h h s          . 

Таким образом, показано, что из (R+t)-автономности автомата 

следует его (R+t+1)-автономность, 1t  , откуда и вытекает утвер-

ждение теоремы 2. 

Замечание 1. Оценку RA+1, данную в теореме 2, улучшить нель-

зя. Примерами RA-автономных автоматов, не являющихся автоном-

ными, могут служить проходные линии задержки и регистры сдвига. 

Теорема 3. Автомат Мура A = (X, S, Y, h,) внешне автономен 

тогда и только тогда, если его приведенная форма внутренне авто-

номна. 

Доказательство. Очевидно, автомат A внешне автономен тогда 

и только тогда, если внешне автономна его приведенная форма. В то 

же время ясно, что из внутренней автономности автомата Мура A 

следует его внешняя автономность (обратное же, вообще говоря, 

неверно). Поэтому для доказательства теоремы 3 достаточно пока-

зать, что из приведенности и внешней автономности автомата A = 

(X, S, Y, h,) вытекает его внутренняя автономность. При доказа-

тельстве теоремы 2, в частности, было показано, что состояния 

( )xh s , '( )xh s  при x, x'X и sS являются неотличимыми состояниями 

внешне автономного (внешне (R+t)-автономного) автомата А. Если 

теперь дополнительно предположить, что автомат А приведен, то 

получим '( ) ( )x xh s h s , при любых x, x'X и sS, что равносильно 

внутренней автономности автомата А. 

Обозначим через A(п) приведенную форму автомата А. Опре-

делим диаметр DА автомата А как минимальное число k такое, что 

для любых двух вершин s, s' графа переходов автомата A, если s' до-

стижимо из s, оно достижимо некоторым входным словом, длина 

которого не больше k. 

Теорема 4. Если состояние s автомата A внешне k-автономно 

для k > DА+RA(п), то оно внешне автономно.  

Доказательство. Пусть имеется неотличимое от s состояние s  

автомата A(п). Рассмотрим граф переходов автомата A , определен-

ного множеством достижимых из s  состояний автомата А(п). При 

выполнении условий теоремы 4 автомат A  будет внешне  

(k–DА)-автономным. Заметим, что ( )A пА
D D  и  ( )A пA

R R ,  в связи с 

чем  
А A

k D R  . Согласно теореме 2 автомат A  – внешне автономен, 

или, то же самое, внешне автономно состояние s автомата А.  
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Определение 4. Степенью внешней автономности РА(s) состоя-

ния s автомата A = (X, S, Y, h,f) называется максимальное число k, 

если оно существует, при котором состояние s внешне k-автономно. 

В противном случае РА(s) = ∞. Степенью внешней автономности РА 

автомата A называется минимальное значение РА(s) по всем sS, 

если оно существует. В противном случае РА = ∞. 

Известно, что для  любого автомата A = (X, S, Y, h,f) 

( ) 1А п АD D S    и ( ) 1А п АR R S   . Поэтому из теорем 2, 4 непосред-

ственно вытекают следующие утверждения. 

Следствие 3. Для любого внешне неавтономного состояния s 

автомата A = (X, S, Y, h,f) 

( ) 2 2AР s S  . 

Следствие 4. Для любого внешне неавтономного автомата  

A = (X, S, Y, h,f)  

1AР S  . 

Приводимый ниже пример показывает, что данные оценки па-

раметров ( )AР s , AР   достижимы.  

Пример 1. Пусть X = 1, 2, ..., m, m ≥ 2, S = s(1), s(2), ..., s(|S|),  

Y = 0,1  
( ) ( 1)( ) , ,j j

xh s s x X j S
    , 

 (||) (1) (||) (2)
1( ) , ( ) , 2,S S

xh s s h s s x m    , 

( )(||)( ) 1, ( ) 0,jSs s j S     . 

Непосредственная проверка показывает, что состояние s(1) авто-

мата A = (X, S, Y, h,)  является внешне (2|S|–2)-автономным, но не 

внешне автономным. К тому же сам автомат A внешне  

(|S|–1)-автономен. 

 

3.3. Псевдоавтономность перестановочных автоматов 

 

Как в настоящем пункте, так и в следующем изучаются автома-

ты, в некотором смысле близкие к автономным автоматам, что обу-

словлено рядом факторов. Во-первых, как это будет показано далее, 

некоторые вопросы неотличимости состояний и периодичности по-

следовательных соединений перестановочных автоматов сводятся к 

проверке той или иной «близости» данного автомата к внешне авто-

номному автомату. Во-вторых, развитие этих вопросов дает кон-

структивные рекомендации к синтезу автоматов, абсолютно стойких 
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относительно частных классов методов определения их входных 

слов.   

Обозначим через 1 2, ,...,
(1), (2),..., ( )

ky y y
P

x x x k
 
 
 

 вероятность того, 

что при случайном и равновероятном выборе начального состояния 

sS  автомата A = (X, S, Y, h,f)   и подаче на него входного слова  

x(1), x(2), …, x(k)  автомат А выдает заданное выходное слово  

y1, y2, …, yk. Легко видеть, что 

1

(1), (2),..., ( )
,...,1 2, ,...,

(1), (2),..., ( )
k

x x x k
y yk

Ny y y
P

x x x k S
   
 

 , 

где 
1

(1),..., ( )
,..., k

x x k
y yN  – множество решений системы уравнений:  

(1) 1( )xh s y  , 

(2) (1) 2( )x xf h s y  , 

( ) ( 1) (1)... ( )x k x k x kf h h s y   . 

Будем называть входные мультиграммы J, J' автомата А срав-

нимыми, если они имеют одинаковую длину. 

Определение 5. Сравнимые входные мультиграммы J, J' авто-

мата A = (X, S, Y, h,f) называют вероятностно неотличимыми, если 

   'Q QP P
J J

   для любой сравнимой с J , J' выходной мультиграмме 

Q автомата А . 

Определение 6. Сравнимые входные мультиграммы J, J' авто-

мата A = (X, S, Y, h,f) называются A-неотличимыми (неотличимы-

ми), если:  

1) для любого sS найдется s'S, при котором ( , ) ( ', ')A s J A s J ; 

2) для любого s'S существует sS, при котором  ( ', ') ( , )A s J A s J . 

Отметим, что отношение вероятностной неотличимости на мно-

жестве сравнимых входных мультиграмм автомата А представляет 

собой отношение эквивалентности. Тоже можно сказать и об отно-

шении А-неотличимости сравнимых входных мультиграмм автомата 

A. Кроме того, легко проверить, что вероятностно неотличимые 

мультиграммы автомата A являются и А-неотличимыми мульти-

граммами.  

Таким образом, изучая в дальнейшем лишь свойства  

A-неотличимых мультиграмм, мы тем самым получаем, в частности, 

информацию и о свойствах вероятностно неотличимых мультиграмм 

автомата А. 
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В дальнейшем нам потребуется некоторое обобщение понятия 

алгебраической независимости функций, определенных на некото-

рой алгебраической структуре. 

Пусть 1Y  , и [1, ]( )i i k  , :i S Y   – некоторое семейство функ-

ций, определенных на S со значениями Y. Hазовем функции [1, ]( )i i k   

зависимыми, если существует такая отличная от константы функция 

1( ,..., )kx x , : kY Y  , и y0Y, что 1 0( ( ),..., ( ))ks s y     при каждом sS. 

В противном случае эти функции назовем независимыми. Указан-

ную выше функцию  будем называть соотношением в системе 

функций [1, ]( )i i k  . Пусть [1, ]( )i i k   и [1, ]( ' )i i k   – два набора функций, 

определенных на S со значениями в Y. Для каждого набора 

1 ,..., k
ky y Y  рассмотрим системы уравнений L и L' относительно не-

известных s, s'  S: 

: ( ) , [1, ]i iL s y i k    

': ' ( ) , [1, ]i iL s y i k   . 

Лемма 2. Пусть при каждом наборе 1 ,..., k
ky y O , при котором 

совместна система L, совместна и система L'. Тогда любое соотно-

шение в системе функций [1, ]( ' )i i k   имеется и в системе функций 

[1, ]( )i i kh  . Справедливо и обратное утверждение.  

Доказательство. Докажем сначала прямое утверждение леммы. 

Обозначим через L
y   'Ly  множество наборов 1 ,..., k

ky y Y , при кото-

рых совместна система L (L'). Пусть  1 ,..., kx x  – соотношение в си-

стеме функций [1, ]( ' )i i kh  , то есть  1 0' ( ),..., ' ( )ks s y   , 0y Y   при любом 

sS . Последнее равносильно тому, что  

 1 0,..., ky y y  

для любого набора '

1,...,  L

k yy y M  . По условию ' L L

y y , следователь-

но,  1 0( ),..., ( )ks s y    при любом s S . 

Докажем обратное утверждение леммы. Предположим, что 

имеется набор  1 ,..., ky y , при котором система L совместна, а система 

L' – несовместна. Рассмотрим функцию  1 ,..., kx x , Ф: XkY, значе-

ние которой равно 0'y Y  при ,i ix y  [1, ]i k , а на остальных наборах 

из kY она принимает значение 0 0'y y . Такая функция существует, 

так как 1Y  .  

Очевидно, что  1 0' ( ),..., ' ( )ks s y   , s S и  1 0 0,..., '  ky y y y  при 

указанном выше наборе 1,..., ky y . То есть, Ф является соотношением в 
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системе [1, ]( ' )i i k   и не является соотношением в системе [1, ]( )i i k  . По-

лученное противоречие доказывает справедливость обратного 

утверждения леммы. 

Для автомата ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   через A(J), A(J`), 

(1),..., ( )J i i k , ' '(1),..., '( )J i i k  соответственно обозначим системы функ-

ций: 

fi(1), fi(2)hi(1), …, fi(k)hi(k–1), … hi(1), 

fi`(1), fi`(2)hi`(1), …, fi`(k)hi`(k–1), …hi`(1). 

Через F(A(J)) и F(A(J`) обозначим множества соотношений в 

системах A(J) и A(J`) соответственно. Из леммы 2 и определения 6 

непосредственно вытекает следствие. 

Следствие 5. Сравнимые мультиграммы J, J' автомата 

( , , ,( ) ,x x XA X S Y h   ( ) )x x Xf   А-неотличимы тогда и только тогда, если 

F(A(J)) = F(A(J`)). 

Замечание 1. Предположим, что автомат ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   

задается векторным автоматом вида:  nS V  – векторное простран-

ство над полем qF  из q элементов, Y = Fq.  

В этом случае множество F(A(J)) представляет собой множество 

всех алгебраических соотношений, имеющих место в системе функ-

ций A(J). Множество отображений n qV F  можно рассматривать как 

алгебру над qF  размерности nq . Поэтому корректно говорить о 

множестве линейных ( ( ))F A J -соотношений системы функций A(J).  

Если системы A(J) и A(J`) состоят из линейных функций, то 

справедливо следующее уточнение следствия 5: условие  

F̃(A(J)) = F̃(A(J`)). 

равносильно А-неотличимости мультиграмм J, J' автомата А. Дей-

ствительно, можно показать, что приведенное равенство равносиль-

но равенству F(A(J)) = F(A(J`)). 

Определение 7. Автомат А называется вероятностно  

k-автономным (псевдо k-автономным), если его любая пара вход-

ных k-грамм вероятностно неотличима (А-неотличима). 

Определение 8. Автомат A называется вероятностно автоном-

ным (псевдоавтономным), если он вероятностно k-автономен (псев-

до k-автономен) при любом k. 
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Очевидно, что вероятностно автономный (вероятностно  

k-автономный) автомат является и псевдоавтономным (псевдо  

k-автономным) при любом k. 

Пусть [1, ]( )i i k   – некоторое семейство отображений S в Y.  Будем 

говорить, что функция : SY определена семейством [1, ]( )i i k  , если 

для любого набора y1, y2, …, yk, yk+1Yk+1, при котором система 

уравнений 

i(s) = yi, i{1, …, k}, 

(s) = yk+1 

совместна, множество решений ее совпадает с множеством решений 

ее подсистемы i(s) = yi, i{1, …, k}. 

Очевидно, что если : SY определена семейством [1, ]( )i i k  , то 

функции , 1, 2, …, k зависимы (обратное, вообще говоря, не-

верно). Для произвольного отображения Ф: YkY и семейства 

функций [1, ]( )i i k   i: SY рассмотрим отображение 1( ,..., ) :kФ S Y   , 

положив 1 1( ,..., ) : ( ( ),..., ( ))k kФ s Ф s s    . 

Это отображение будет называть отображением, индуцирован-

ным функциями Ф и [1, ]( )i i k  .  

Лемма 3. Функция  определена системой функций [1, ]( )i i k   то-

гда и только тогда, если она совпадает с отображением индуциро-

ванным некоторой функцией Ф: YkY  и системой функций [1, ]( )i i k  . 

Доказательство. Достаточность условий леммы очевидна. До-

кажем их необходимость. Пусть  определена системой [1, ]( )i i k  . 

Обозначим через Мy множество наборов, y1, y2, …, yk, yk+1Yk+1, для 

которых совместна система уравнений:  

i(s) = yi, i{1, …, k}, 

(s) = yk+1. 

Определим отображение Ф: YkY, положив Ф(y1, y2, …, yk) =  

= yk+1 для всех y1, y2, …, yk, yk+1Мy. Это можно сделать, так как 

функция  определена системой функций [1, ]( )i i k  . На других набо-

рах (на наборах, не входящих в Мy) определим функцию Ф произ-

вольным образом. Отображение 1( ,..., )kФ   , индуцированное функци-

ями Ф, [1, ]( )i i k  , совпадает с отображением , так как по построению 

1( ( ),..., ( )) ( )kФ s s s    

при любом s S . 
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Для автомата ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   обозначим через H = H(A) 

минимальное k, при котором найдется такое его входное слово x(1), 

x(2), …, x(k), что функция ( ) ( 1) (1)...x k x k xf h h определена системой 

функций fx(1), fx(2)hx(1), …, fx(k–1)hx(k–2)…hx(1), то есть нашлась функция 

Ф, при которой 

( ) ( 1) (1)...x k x k xf h h  = Ф(fx(1), fx(2)hx(1), …, fx(k–1)hx(k–2)…hx(1)). 

Лемма 4. Перестановочный псевдо k-автономный автомат 

( , , ,( ) ,x x XA X S Y h   ( ) )x x Xf   при k  H(A) k-автономен. 

Доказательство. Можно считать, что |Y|>1, так как в против-

ном случае автомат A автономен (внешне автономен). 

По условию, существует входная мультиграмма x`(1), …, x`(H) 

H = H(A) автомата A, при которой   

`( ) `( 1) `(1)...x k x k xf h h  = Ф`(fx`(1), fx`(2)hx`(1), …, fx`(k–1)hx`(k–2)…hx`(1)). 

Легко показывается, что при k>H для любых слов x”(1), x”(2), 

…, x”(k–H) длины k–H выполняется равенство: 

`( ) `( 1) `(1) ''( )... ''(1)...x k x k x x k H xf h h h h 
 = 

= Ф`(fx`(1)h x”(k–H), hx”(k–H–1), …, hx”(1), …, fx`(k–1)hx`(k–2)…hx`(1)hx”(k–H), hx”(k–H–1), …, hx”(1)). 

То есть существует мультиграмма x(1), …, x(k) и функция Ф, 

для которых fx(k)hx(k–1), …, hx(1) = Ф(fx(1), fx(2)hx(1), …, fx(k–1)hx(k–2)…hx(1)) 

Это выражение можно считать соотношением в системе функ-

ций A(x(1), …, x(k)) = (fx(1), fx(2)hx(1), …, fx(k)hx(k–1)…hx(1)). 

Так как автомат A псевдо k-автономен, то же соотношение 

справедливо для системы функций:  

(fx(1), fx(2)hx(1), …, fx`(k)hx(k–1)…hx(1)) 

fx`(k)hx(k–1), …, hx(1) = Ф(fx(1), fx(2)hx(1), …, fx(k–1)hx(k–2)…hx(1)) 

при любом x`(k)X. Отсюда с использованием леммы 3 легко полу-

чить равенство отображений fx`(k)hx(k-1), …, hx(1) = fx(k)hx(k-1), …, hx(1) 

при любом x`(k)X.  Учитывая перестановочность автомата А, по-

лучаем  

fx = fx` =  

для любых x`, xX. Теперь мы имеем право переписать рассматри-

ваемое первое соотношение в виде:  

hx(k–1), …, hx(1) = Ф(, hx(1), …, hx(k–2)…hx(1)). 

Это соотношение вследствие псевдо k-автономности автомата 

A имеет место и в системе функций (, hx(1), …, hx`(k–1)hx(k–2)…hx(1)), 

то есть  
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hx`(k–1)hx(k–2)…hx(1) = Ф(, hx(1), …, hx(k–2)…hx(1)). 

при любом x`(k–1)X. Следовательно, hx`(k–1)hx(k-2)…hx(1) =  

= hx(k–1)hx(k–2)…hx(1) при любом x`(k–1)X. В частности, в силу пере-

становочности автомата A, имеем hx` = hx, для любого x`X. Про-

должив аналогичным образом рассуждения, получим: 

fx(1) = fx`(1); 

fx(2)hx(1) = fx`(2)hx`(1); 

…………………….. 

fx(k)hx(k–1)…hx(1) = fx`(k)hx`(k–1)…hx`(1) 

при любых входных k-граммах x(1)x(2), …, x(k), x`(1)x`(2), …, x`(k)   

автомата А. Лемма полностью доказана. 

Лемма 5. При kH(A) k-автономный автомат A автономен. 

Доказательство. Легко видеть, что степень различимости  

k-автономного автомата A при kH(A) равна H(A)–1. Поэтому 

утверждение леммы 5 непосредственно вытекает из теоремы 2. 

Объединим утверждение лемм 4 и 5 в общую теорему. 

Теорема 5. Перестановочный псевдо k-автономный автомат при 

kH(A) автономен. 

Определение 8. Степенью псевдоавтономности 
ПС
AQ (степенью 

вероятностной автономности ВЕР
AQ ) автомата А называется макси-

мальное число k, если оно существует, при котором автомат А псев-

до k-автономен (вероятностно k-автономен). В противном случае, 
ПС
AQ  =  ( ВЕР

AQ  = ).  

Очевидно, что ВЕР
AQ   ПС

AQ . Из теоремы 5 вытекает, что для неав-

тономного перестановочного автомата А  
ВЕР
AQ   ПС

AQ  < H(A). 

Пусть {1,..., }( )i i k   – семейство отображений множества S в множе-

ство Y и L(y1, …, ym) – множество решений системы уравнений: 

1 1

2 2

( )

( )

.................

( )m m

s y

s y

s y













, 

где m{1, …, k}, yjY, j{1, ..., m}. 

Ограничимся рассмотрением лишь наборов 1,..., my y , при кото-

рых данная система совместна. Обозначим через Zm множество всех 

L(y1, …, ym). Очевидно, что функция m  определена семейством 



47 

 

функций {1,..., 1}( )i i m    тогда и только тогда, если множество Zm-1 совпа-

дает с Zm.  Поэтому для любого автомата  ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   

H(A)|S|+1, если A – автомат Мили;  

H(A)|S|, если A – автомат Мура.  

Этот факт совместно с теоремой 5 дает следующее утвержде-

ние.  

Теорема 6. Для любого перестановочного неавтономного авто-

мата ( , , ,A X S Y  ( ) ,( ) )x x X x x Xh f   
ВЕР
AQ   ПС

AQ   |S|, если A – автомата Мили;  
ВЕР
AQ  ПС

AQ |S|–1, если A – автомат Мура.  

Автомат ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   называется векторным, если  

S  = Vn – векторное пространство размерности n над полем Fq из  q 

элементов, а Y= Fq. Векторный автомат называется линейным, если 

( ) ,( )x x X x x Xh f   – линейные отображения. 

Следствие 6. Для любого векторного перестановочного неав-

тономного автомата ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   = (X, Vn, Fq, (hx)xX, (fx)xX) 
ВЕР
AQ   ПС

AQ   qn. 

Доказательство. Это утверждение непосредственно вытекает 

из теоремы 6, тем не менее мы докажем его иным способом. Для 

произвольной входной последовательности J = x(1), …, x(k), k =  

= qn+1 семейство отображений A(J) линейно зависимо в множестве 

всех отображений Vn Fq , так как размерность этого векторного 

пространства равна qn. Поэтому H(A)  qn +1 и по теореме 5 автома-

та A будет автономным. 

Аналогичным образом доказывается следующее следствие. 

Следствие 7. Для любого линейного перестановочного неавто-

номного автомата ( , , ,( ) ,( ) )x x X x x XA X S Y h f   = (X, Vn, Fq, (hx)xX, (fx)xX) 
ВЕР
AQ   ПС

AQ  n. 

Следующий пример доказывает достижение данных в теореме 6 

степени псевдоавтономности и степени вероятностной автономно-

сти перестановочного неавтономного автомата Мура. 

Пример 2.  Положим для автомата A:  

X=Y={0,1}, (1) (2) (||){ , ,..., }SS s s s ;  
( ) ( 1)( ) , | |, 1,j j

xh s s j S j x X
    ; 

(1) (1) (||) (2) (1) (2) (||) (1)
0 0 1 1( ) , ( ) , ( ) , ( )S Sh s s h s s h s s h s s    ; 

( )(||)( ) 1, ( ) 0, {1,...,| | 1}jSs s j S     . 

Легко доказываются следующие свойства автомата A: 
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 А – перестановочный автомат; 

 А – неавтономный автомат; 

 множество всех различных выходных (|S|–1)-грамм автомата 

A состоит из наборов: набор сплошь из нулей и наборы с одной еди-

ницей на L-м месте, где L+1{1, …, |S|–1}; 

 A(s(1), J) = 0, …, 0, A(s(|S|–L),J)=0, …, 0, 1, 0, …, 0, где 1 сто-

ит на L+1 месте, L{0, …, |S|–2} при любой входной (|S|–1)-грамме 

J автомата А.  

Таким образом, автомат A является вероятностно  

(|S|–1)-автономным. 

 

3.4. Слабая автономность автоматов 

 

При изучении периодов выходных последовательностей авто-

мата при заданной периодической входной последовательности 

большое значение имеет следующие обобщения понятия автоном-

ности автомата.  

Определение 10. Сравнимые входные слова Р1, Р2, …, Рк авто-

мата A = (Х, S, У, h, f) называются слабо неотличимыми относи-

тельно A (или кратко – слабо неотличимыми), если найдутся состо-

яния s1, s2, …, sк из S, при которых  

А(s1, Р1) = А(s2, Р2) = … = А(sк, Рк). 

В противном случае слова Р1, Р2, …, Рк называются сильно раз-

личимыми относительно A (сильно различимыми). 

Определение 11. Автомат A называется слабо k-автономным, 

если все его входные слова длины k слабо неотличимы (относитель-

но А). 

Определение 12. Степенью слабой автономности (А) автома-

та A называется максимальное число k, если оно существует, при 

котором он слабо k-автономен. В противном случае полагаем  

(А) = . 

 Целью настоящего раздела является выяснение связей понятий 

слабой к-автономности автомата и его к-автономности, то есть неза-

висимости выходной последовательности автомата от его входных 

последовательностей длины к. Отметим, что слабая  

к-автономность автомата A равносильна слабой автономности его 

приведенной формы, в связи с чем исследование слабо  

к-автономных автоматов можно проводить, ограничиваясь рассмот-

рением приведенных автоматов. 
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Для автомата A = (Х, S, У, h, f)  через h(s, х(1), …, х(к)) обозна-

чим заключительное состояние автомата А с начальным состоянием 

s  при входном слове х(1), …, х(к), то есть h(s, х(1), …, х(к)) =  

= hx(к)hx(к-1)…hx(1)s. Напомним, что входная последовательность Р = 

х(1), …, х(к) автомата A = (Х, S, У, h ,f) называется установочной 

(для А), если из условия А(s, P) = A(s`, P), s, s`S вытекает 

h(s, Р) = h(s`, Р). 

Отметим, что для приведенных автоматов всегда существуют 

установочные последовательности. Обозначим через L(A)уст длину 

минимальной установочной последовательности для приведенной 

формы  A/~ автомата А. 

Лемма 6. Слабо к-автономный автомат А при к > L(A)уст имеет 

(к–L(A)уст)-автономное состояние. 

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 

A = A/~. Пусть A слабо к-автономен, к>L, L(A)уст = L. Это означает, 

что найдутся  состояния sPS, РХк и его выходное слово у1, у2, …, 

ук, при которых А(sP, P)= у1, у2, …, ук для всех PXк. В частности, 

для установочной последовательности QXL и произвольных слов 

UXк–L  имеем  

А(sQU, QU) = у1, у2, …, ук , UXк–L                        (5) 

(QU – конкатенация слов, слово Q – начало слова QU). 

Так как Q – установочная последовательность для А, то найдет-

ся sS, при котором h(sQU,Q) = s при всех UXк–L. Из последних ра-

венств и равенств (5) вытекает  

А(s,U) = уL+1, уL+2, …, ук 

при всех UXк-L, то есть состояние s (к–L)-автономно.  

Обозначим через D(A) – диаметр автомата A, а через R(A) – его 

степень различимости. 

Теорема 7. Слабо к-автономный автомат при  

к  L(A)уст + D(A) + R(A) + 1 имеет автономное состояние. 

Доказательство. По лемме 6 автомат имеет (к–L(A)уст) – авто-

номное состояние sS. Из условий теоремы следует  

k` = (к–L(A)уст), (к–L(A)уст)  D(A) + R(A) + 1. Несложно доказыва-

ется, что каждое состояние, достижимое из s, является по крайней 

мере (R(A)+1)-автономным.  Для доказательства теоремы достаточ-

но доказать, что  автомат A(s), порожденный состоянием s, является 

автономным, а это следует из приводимой ниже леммы.  

Лемма 7. Если автомат A к-автономен при кR(A)+1, то он ав-

тономен. 
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Доказательство. Пусть s – произвольное состояние автомата A, 

х(1), х(2), …, х(R+t+1); х`(1), х`(2), …, х`(R+t+1),    R = R(A),   t  1 – 

произвольная пара его входных слов. Предположим, что A  

(R+t)-автономен при некотором натуральном t. В этом случае оче-

видно, что состояния h(s, x(1)), h(s, x`(1)) будут (R+t–1)-неотличимы 

и, следовательно, неотличимы. Используя (R+t)-автономность авто-

мата A и неотличимость указанных состояний, получаем 

fx(R+t+1)hx(R+t)…hx(2)(hx(1)s) = fx(R+t+1)hx(R+t)…hx(2)(hx`(1)s) = fx`(R+t+1)hx`(R+t)…hx`(2)hx`(1)s. 

 Таким образом, доказано, что из (R+t)-автономности автомата 

A следует его (R+t+1)-автономность, t  1, откуда и вытекает утвер-

ждение леммы.  Утверждение теоремы 7 доказано. 

Несложно доказать, что автомат Мура автономен тогда и толь-

ко тогда, если его приведенная форма внутренне автономна, то есть 

для любого sS 

hx(k)…hx(2)hx(1)s = hx`(k)…hx`(2)hx`(1)s 

при любых сравнимых словах x(1), …, x(k), x`(1), …, x`(k) из Х*. 

Следствие 7. Слабо к-автономный сильно связный автомат при  

к>L(A)уст +D(A)+R(A)+1 

автономен. 

В работе [41] Т. Х. Хиббардом показано, что для любого приве-

денного автомата Мили 

L(A)уст   
| |(| | 1)

2

S S 
, 

а для приведенных автоматов Мура 

L(A)уст   
| |(| | 1)

2

S S 
– |S|+2, 

причем эти оценки как функции от числа состояний |S| не могут 

быть понижены. Известно также [41; 33], что для любого автомата 

А  

D(A)  |S|–1. 

Поэтому справедливо следствие 8. 

Следствие 8. Для автоматов A, не имеющих автономных состо-

яний,  

(А)  
2| | 3| |

2
2 2

S S
  , если A – автомат Мили; 

(А)  
2| | | |

2 2

S S
 , если A – автомат Мура. 
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Следующие примеры показывают, что для автоматов Мили 

приведенная оценка достижима, а для автоматов Мура – почти до-

стижима. 

Пример 3. Пусть Х = {1, …, |S|}, S = {s(1), s(2), …, s(|S|)}, Y ={0,1}; 

hxs(x) = s(x+1), x  |S|; h|S|s(|S|) = s(|S|); hxs(x+1) = s(x), x  |S|;  hxs(j) = s(j), x  j,  

j  x+1, то 

fxs(j)  = 1 при х = j = |S|, 

fxs(j ) = 0 в противном случае. 

Введенный автомат А = (Х ,S, Y, h, f) является перестановоч-

ным автоматом, кроме того, он не имеет автономных состояний. 

Покажем, что автомат А слабо к-автономен при к = 
2| | | |

1
2 2

S S
  . 

Пусть слово Р = х(1), х(2), …, x(к) таково, что A(s(x), P)  0 (не яв-

ляется словом, состоящим сплошь из нулей) для всех s(x) из S. Для 

каждой пары (i, j) при 1  i  j  |S| очевидно, что  найдется целое 

число L = L (i, j), 1  L  к, при котором 

hx(L–1)hx(L–2)…hx(1)s(i) = s(j) и х(L) = j. 

Здесь мы положили hx(0)s(i ) = s(i). Для различных пар (i, j), ( i`, j`) 

величины L(i, j), L(i`, j`) различны. Действительно, если L(i, j) = L(i`, 

j`), то j = i(L(i, j)) = i`(L(i`,j`)) = j`. Поэтому (в силу перестановочно-

сти автомата А) и i = i`, j = j`. Таким образом, число различных чи-

сел L(i, j) совпадает с числом различных пар (i, j), 1ij|S|, которое 

очевидно равно 
2| | | |

2 2

S S
 . 

Учитывая, что L(i, j)к, имеем к  
2| | | |

2 2

S S
 . 

Из этой оценки непосредственно вытекает, что для любой по-

следовательности P длины меньшей, чем 
2| | | |

2 2

S S
 , найдется состоя-

ние s(i)S автомата A, при котором A(s(i), Р) есть последователь-

ность, состоящая из нулей. То есть автомат A оказывается по край-

ней мере слабо к-автономным при 

к = 
2| | | |

1
2 2

S S
  . 

Пример 4. Положим Х = {1, 2, …, |S|}, а S, Y и частичные функ-

ции переходов (hx)xX определим, как и в примере 1. Кроме того, 

примем fx =  для всех хХ. Рассматриваемый автомат А является 

перестановочным автоматом Мура, без автономных состояний. 

Аналогично показывается, что автомат A является слабо  

к-автономным для  
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к = 
2| | | |

2 2

S S
 . 

Отличие доказательства состоит в том, что множество чисел 

вида L(i, j) необходимо рассматривать при 1ij|S|–1. Число таких 

пар (i, j) равно 
2| | | |

2 2

S S
 . Поэтому к

2| | | |
1

2 2

S S
   и, следовательно,  

(А)  
2| | | |

2 2

S S
 . 

Пример 5. Как видно из приведенных общих утверждений 

оценки параметра  (А) слабой автономности автоматов в классе 

автоматов без автономных состояний не могут быть существенно 

улучшены, например, по порядку. Поэтому естественно возникает 

вопрос, нельзя ли в общем случае оценку (А) существенно пони-

зить, если искать ее для почти всех автоматов. Из приведенных ре-

зультатов и результатов работ [21; 23] по оценкам диаметра D(A), 

степени различимости R(A) и длины L(A)уст установочного экспе-

римента следует, что для почти всех приведенных автоматов А = (Х, 

S, У, h, fx), |Х|2, |У|2 без автономных состояний 

(А)  5log|Y||S|+ | |

1
log | |

6
Х S . 

Ниже мы уточним утверждение следствия 8 для некоторых 

классов автоматов.  Пусть A = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) – 

линейный автомат с входным алфавитом Х, множеством состояний 

Vn(q)\0, являющимся векторным пространством Vn(q) над полем Fq с 

исключенным нулевым вектором, выходным алфавитом Fq, частич-

ными функциями переходов (Bx)xX, являющимися линейными пре-

образованиями векторного пространства Vn(q), частичными функ-

циями выхода (Cx)xX, осуществляющими линейные отображения 

Vn(q) в Fq. 

Лемма 8. Если sVn(q)\0 к-автономное состояние, к2n автома-

та А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX), то оно автономно. 

Доказательство. Рассмотрим систему (CВ(j)) векторов: 

 s, 

{Bx(1)s: x(1)X},      

{Bx(2)Bx(1)s; x(2)x(1)X2},  

………………………….            (CВ(j)) 

{Bx(j)…Bx(1)s; x(j)…x(1)Xj}, 

ранг которой будем обозначать через r(j).  
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Легко видеть, что 1r1r2…rjrj+1…, кроме того, из rj = rj+1 для 

некоторого j следует rj = rj+к при любом к0. Поэтому rn–1 = rnn. 

Выберем в системе CВ(n–1) r = rn–1 линейно независимых век-

торов: s, s1, s2, …, sr–1. Если теперь предположить, что состояние s  к-

автономно, к  2n, то, очевидно, должны быть (к–n+1)-автономными 

состояния s, s1, s2, …, sr–1. Использовав свойство линейности автома-

та заключаем, что все достижимые из s состояния автомата А  

(к–n+1)-автономны. Так, (к-n+1)-автономен автомат A(s), порож-

денный состоянием s. Так как степень различимости R(A) любого 

линейного A не превосходит его размерности n, то степень разли-

чимости R(A(s)) его подавтомата A(s) не превосходит n. Итак A(s) 

(к–n+1)-автономен, к2n и R(A(s))n. Следовательно, А(s)  

К-автономен при некотором КR(A(s))+1. Теперь несложно доказы-

вается, что из этого факта следует автономность состояния s авто-

мата линейного автомата А. 

 Напомним, что диагностической последовательностью про-

извольного автомата (Х, S, У, h, f)  называется любое его входное 

слово  Р (если оно существует), при котором из условия А(s, P) =  

= A(s`, P), s, s`S вытекает 

s = s`. 

 Отметим, что диагностическая последовательность автомата 

является одновременно и установочной. Обозначим через L(A)диаг 

минимальную длину диагностической последовательности для ав-

томата А. 

Пример 6. Легко доказывается, что входное слово х(1), х(2), …, 

х(к) линейного автомата  

A = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) 

является диагностическим, тогда и только тогда, когда ранг системы   

Сх(1), Сх(2)Bx(1), …, Cx(к)Bx(к-1)…Вх(1)  линейных функций равен n. 

Теорема 8. Пусть А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) – линей-

ный автомат без автономных состояний и L(А)диаг = n.  

Тогда (А)3n–1. 

Доказательство. Если выполнены условия теоремы и (А)3n. 

Тогда по лемме 1 он имеет 2n-автономное состояние sS и тогда, по 

лемме 7 он имеет автономное состояние, что противоречит условию 

теоремы. 

Следствие 9. Пусть A = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) – ли-

нейный автомат без автономных состояний и линейное преобразо-
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вание Ва, аХ является полноцикловым преобразованием простран-

ства Vn(q).  

Тогда (А)  3n–1. 

 

3.5. Слабый гомоморфизм автоматов 

 

Установим связи вводимого понятия слабого гомоморфизма ав-

томата с понятиями неотличимости состояний и автономности ав-

томатов.  

Определение 13. Пусть A = (XA, SA, YA, hA, fA) и B = (XB, SB, 

YB, hB, fB) – автоматы.  

Тройка отображений (, , ): 

: XA XB, : SA SB, : YA YB 

называется слабым k-гомоморфизмом автомата A в автомат B, если 

из условия   

A(s, x(1), …, x(k)) = y1, …, yk, x(j)X, yjY, j{1, …, k} 

вытекает  

B((s), (x(1)), …, (x(k))) = (y1), …, (yk). 

Если (, , ) – слабый k-гомоморфизм автомата A в B при лю-

бом k , то говорят, что  ( ,, ) – слабый гомоморфизм A в B. 

Определение 14. Автомат A вложим по k-неотличимости в ав-

томат В если существует слабый k-гомоморфизм (, , ) А в B, где 

,  – инъективные отображения. 

Будем говорить, что A вложим по неотличимости в B, если А 

вложим по k-неотличимости в B для любого k.  

Слабый k-гомоморфизм (слабый гомоморфизм)  автомата A в  

B = A будем называть слабым k-эндоморфизмом (слабым эндомор-

физмом) автомата А. Обозначим через E-тождественное отображе-

ние множества состояний SA  автомата А в себя. 

Определение 15. Слабый k-эндоморфизм (слабый эндомор-

физм) (, E, ) автомата A называется внешне отождествляющим 

слабым k-эндоморфизмом (внешне отождествляющим слабым эн-

доморфизмом). 

Теорема 9. Тогда и только тогда существует слабый  

k-гомоморфизм автомата A в B, когда найдется образ внешне отож-

дествляющего слабого k-эндоморфизма автомата A, вложимый по  

k-неотличимости в автомат В. 

Доказательство. Достаточность условий теоремы очевидна, 

докажем их необходимость. Слабый k-гомоморфизм (, , ) авто-
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мата A в B определяет разбиения множеств XA, YA, на классы вида 

,x  y , соответственно. Так класс { : ( ) , },B B
A Bx x x x x X x X    , а 

класс : ( ) , },B B
A By y y y y Y y Y    . Пусть ,x y  – представители клас-

сов x , y . Для краткости будем здесь использовать обозначение { x } 

для множества всех классов ,x  аналогично – { y }, { }x  и { }y .  

Рассмотрим автомат { } { }({ }, ,{ },( ) ,( ) )A A
A x x x x x xA x S y h f  , где A A

x xh h , 

( )A
xf s y , если  ( )A

xf s y . Определим отображения `: A AX X  , 

`: A AY Y  , положив `( )x x  , если x x , `( )y у   если y y . 

Покажем, что ( `, , `)E   внешне отождествляющий слабый  

k-эндоморфизм автомата A, образом которого является автомат A . 

Пусть для входного слова x(1), x(2), …, x(k)  автомата A и sSA 

1( , (1),..., ( ) ,..., kA s x x k y y , 1( , (1),..., ( ) ` ,..., `kA s x x k y y , 

тогда 

1( , ( (1)),..., ( ( )) ( ),..., ( )kB s x x k y y     . 

Но ( ( )) ( ( ))x j x j  , поэтому ( ) ( ` )j jy y  , j{1,…,k} и, следовательно,  

1( , (1),..., ( )) ,..., kA s x x k y y . 

Покажем теперь, что A  вложим по k-неотличимости в автомат 

В. Для этого рассмотрим тройку отображений ( ``, , ``)   , где 

``( ) ( )x x  , ``( ) ( )y y  . Пусть для некоторого слова (1),..., ( )x x k  и 

As S   

1( , (1),..., ( )) ,..., kA s x x k y y . 

Поэтому очевидно, что 

1( , (1),..., ( )) ,..., kA s x x k y y , 

где каждая пара символов ,j jy y  лежит в одном классе разбиения YА 

и, следовательно,   

1

1 1

( , ( (1)),..., ( ( ))) ( ),..., ( )

( ),..., ( ) ``( ),..., ``( ) ( , ``( (1),..., `` ( ))
k

k k

B s x x k y y

y y y y B s x x k

    

      

 

  
, 

что и требовалось показать. 

Пусть 1 1 1( , , )    – слабый k-гомоморфизм  автомата А1 в автомат 

А2, а 2 2 2( , , )    – слабый k-гомоморфизм  автомата А2 в автомат А3. 

Тогда, очевидно, тройка отображений 

2 1 2 1 2 1( , , )       2 2 2( , , )   1 1 1( , , )   : 

12 1 2 1: ( ( )), Ax x x X     , 

12 1 2 1: ( ( )), As x s S     , 
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12 1 2 1: ( ( )), Ay y y Y      

является слабым k-гомоморфизмом  автомата А1 в автомат А3.  

Отметим, что если ( , , )    является слабым k-гомоморфизмом 

автомата А в B, то согласно доказательству теоремы 9 можно эф-

фективно указать автомат A , внешне отождествляющий слабый эн-

доморфизм ( `, , `)E   автомата А, образом которого является A  и 

слабый k-гомоморфизм ( ``, , ``)    автомата A  в B ( ``, ``  – инъек-

тивное отображения),  для которых ( , , )   = ( ``, , ``)   ( `, , `)E  . 

Пусть RB – степень различимости автомата В. 

Лемма 9. Если A вложим по k-неотличимости в B для kRB+1, 

то A вложим по неотличимости в B. 

Доказательство. Пусть A вложим по k-неотличимости в B и 

( , , )    – слабый k-гомоморфизм автомата A в В. (Напомним, что 

,   – инъективные отображения.) 

Рассмотрим автоматы: 

 автомат ,A   с входным алфавитом { ( ) : }Ax x X   = ( ( ))
Ax Xx  , 

множеством состояний AS , выходным алфавитом { ( ) : }Ay y Y   = 

( ( ))
Ay Yy  , частичными функциями переходов и выходов  

 ( ) ( ) { ( ): }( )
Ax x x x Xh    , ( ) ( ) { ( ): }( )

Ax x x x Xf    , 

где  ( ) ( ), ,A A
x x x x Ah h f f x X     ; 

 автомат ( ) ( ) ( )({ ( ) : }, , ,( ) ,( ) )
A A

B B
X A B B x x X x x XB x x X S Y h f      . 

Очевидно, автоматы A, ,A   изоморфны  и состояния , ( )s s  ав-

томатов ,A  , ( )XB  неотличимы, то есть 

, ( )( , ) ( ( ), )XA s P B s P     

при любом входном слове P длины k.  

Пусть C – автомат, состоящий из двух компонент ,A   и ( )XB . 

Легко доказывается, что для степеней различимости приведенных 

автоматов справедливы соотношения: 

, ( )( ) ( )XR A R B    и ( )( ) ( ) ( )XR C R B R B  . 

Поэтому состояния вида , ( )s s  неотличимы, что и доказывает 

справедливость леммы. 

Лемма 10. Внешне отождествляющий слабый k-эндоморфизм 

автомата A при kR(A)+1 является слабым эндоморфизмом. 

Доказательство. Воспользуемся обозначениями при доказатель-

стве теоремы 9.  
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Пусть ( `, , `)E   внешне отождествляющий слабый k-

эндоморфизм автомата A, образом которого является автомат 

{ } { }({ }, ,{ },( ) ,( ) )A A
A x x x x x xA x S y h f  . 

Рассмотрим автомат 
ˆ ˆˆ ( , ,{ },( ) ,( ) )

A A

A A
A A x x X x x XA X S y h f  , где Â A

x xh h , 
ˆ

`A A
x xf f , xXA. 

Тройка отображений ( , , `)E E  осуществляет гомоморфизм авто-

мата A на Â , а ( `, , )E E осуществляет внешне отождествляющий 

слабый k-гомоморфизм автомата `( ( )) `( `( )), {1,..., }x j x j j k   , об-

разом которого является A . Последний факт равносилен следую-

щему условию: для любой пары слов x(1), …, x(k),  x`(1), …, x`(k), 

для которых `( ( )) `( `( )), {1,..., }x j x j j k   , справедливы равенства 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

( ) ( 1) (1) `( ) `( 1) `(1)... ...A A A A A A
x j x j x x j x j xf h h f h h  ,  j{1,…,k}. 

Очевидно, что утверждение леммы будет доказано, если мы по-

кажем, что 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

( 1) ( ) (1) `( 1) `( ) `(1)... ...A A A A A A
x k x k x x k x k xf h h f h h  , 

 при `( ( )) `( `( )), {1,..., 1}x j x j j k    . 

Обозначим через T(j) все входные слова автомата Â  длины не 

превосходящей j.  

По условию kR(A)+1, поэтому функция 
ˆ ˆ ˆ ˆ

( 1), ( ),..., (2) ( 1) ( ) (2)...A A A A
x k x k x x k x k xf f h h   определена функциями 

ˆ
( : ( 1)A
P Af P T R  , 

то есть  найдется функция Ф, для которой 
ˆ ˆ

( 1), ( ),..., (2) (( : ( 1))A A
x k x k x P Af Ф f P T R    . 

Тогда 
ˆ ˆ

( 1), ( ),..., (2), (1) (1)(( : ( 1))A A
x k x k x x x P Af Ф f P T R    ; 
ˆ ˆ

( 1), ( ),..., (2), `(1) `(1)(( : ( 1))A A
x k x k x x x P Af Ф f P T R    , 

Так как в этих двух равенствах под знаком Ф стоят одинаковые 

функции, то при `( ( )) `( `( )), {1,..., 1}x j x j j k     получаем 
ˆ ˆ ˆ

( 1), ( ),..., (2), (1) ( 1), ( ),..., (2), `(1) `( 1), `( ),..., `(2), `(1)
A A A
x k x k x x x k x k x x x k x k x xf f f    , 

что и требовалось показать.  

 Проведенное доказательство показывает, в частности, что 

наличие внешне отождествляющих k-эндоморфизмов ( , , )E   авто-

мата A тесным образом связано с наличием  
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k-автономных подавтоматов 
ˆ ˆˆ ( ) ( , ,{ },( ) ,( ) )A A

A x x x x x xA x x S y h f   авто-

мата Â . 

Из теоремы 9, лемм 9 и 10 вытекает следствие. 

Следствие 10. Если ( , , )    – слабый k-гомоморфизм автомата 

A в B, k  max(R(A), R(B))+1, то ( , , )    – слабый гомоморфизм  

A в B. 

 Понизить оценку k  max(R(A), R(B))+1 невозможно, так как 

примеры неавтономных регистров сдвига показывают, что оценки 

R(B)+1, R(A)+1, данные в леммах 9 и10, не могут быть понижены. 
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Глава 4. ДЕКОМПОЗИЦИЯ АВТОМАТОВ 

 

Метод, основанный на разбиении большой целой части на 

меньшие составляющие, объединенные между собой некоторым 

способом (причем каждая их них представляет собой некоторое це-

лое), называется декомпозицией. Мы будем рассматривать декомпо-

зицию конечных автоматов. 

Основной целью данной главы1 является решение следующей 

задачи. Пусть дан некоторый конечный автомат и некоторое покры-

тие его множества состояний. Возможно ли осуществить декомпо-

зицию исходного автомата с помощью автомата, множествами со-

стояний которых являются блоки данного покрытия? Для решения 

поставленной задачи рассмотрим предварительно основные спосо-

бы декомпозиции конечных автоматов: параллельное и последова-

тельное соединение.  

Введем обозначения и напомним некоторые основные опреде-

ления. 

 

4.1. Разбиения и покрытия множества. Примеры 

 

Определение 4.1.1. Система множеств  1 2 1
, , ,

n

n i iH H H H 
  

называется разбиением множества Z, если выполняются следую-

щие условия:  

1 2 n ZH H H   и для всех i ≠ j, i jH H Ø. 

При этом множества iH  называются блоками разбиения. 

Разбиение множества Z будем обозначать  1 2, , , nH H H  . 

Определение 4.1.2. Система множеств  1 2 1
, , ,

n

n i
H H H Hi 

  

называется покрытием множества Z, если выполняется условие: 

1 2 n ZH H H   

и для всех i ≠ j  

i jH H . 

При этом множества iH  называются блоками покрытия. Иногда 

требуют, чтобы в системе блоков не содержались блоки вида 

                                           
1 Глава 4 написана с использованием работы [12] и результатов курсовой работы  

Э. Р. Газизовой, студентки Московского государственного университета имени 

М. В. Ломоносова (факультет вычислительной математики и кибернетики, кафедра 

математической кибернетики), выполненной под руководством А. В. Бабаша. 
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i jH H , i ≠ j. Покрытие множества будем обозначать 

 1 2, , ,d
nH H H  . 

Пример 4.1.1. Пусть  Z  1,2,3,4,5,6,7,8,9  – основное множество. 

Тогда его разбиениями являются: 

        1 1,2 , 3,4 , 5,6 , 7,8,9  ; 

          2 1,6 , 2,3 , 4,5 , 7,8 , 9  . 

Для удобства будем использовать следующую запись: 

 1 1,2;3, 4;5,6;7,8,9  ; 

 2 1,6;2,3; 4,5;7,8;9  . 

Таким образом, в дальнейшем будем считать, что 7,8,9  – это 

блок разбиения множества Z, а  7,8,9  – подмножество множества Z, 

элементы которого образуют блок разбиения. 

Покрытиями множества Z являются: 

 1 1,2,5;3, 4;5,6,9;7,8,9d
  ; 

 2 1,4,6;2,3; 4,5;7,8;6,9d
  . 

Введем понятия: больше, произведения и суммы двух разбиений 

данного множества. 

Определение 4.1.3. Пусть 1  и 2  – два разбиения множества Z. 

Тогда 1 2  , если для любого 1iH   найдется 2jH  , для которого 

выполняется условие: i jH H . 

Пример 4.1.2. Рассмотрим наряду с разбиением 

 1 1,2;3, 4;5,6;7,8,9   еще одно разбиение множества 

 Z  1,2,3,4,5,6,7,8,9   3 1,2;3; 4;5,6;7,8;9  . Тогда из определения 4.1.3 

следует, что 3 1  . 

Определение 4.1.4. Разбиение множества Z, каждый блок кото-

рого состоит из одного элемента этого множества, называется 

тождественным нулем.  

Пусть  1,2, ,Z n . Тогда разбиение этого множества, являю-

щееся тождественным нулем, будем обозначать  0 1,2, ,n . 

Определение 4.1.5. Разбиение множества Z, представляющее 

собой единственный блок, состоящий из всех элементов этого мно-

жества, называется тождественной единицей. 
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Пусть  1,2, ,Z n . Тогда разбиение этого множества, являю-

щееся тождественной единицей, будем обозначать  1 1,2, ,n . Из 

определений 4.1.4 и 4.1.5 следует, что для любого разбиения  : 1   

и 0  . 

Для того чтобы ввести понятия произведения и суммы разби-

ений, введем следующее обозначение:  sB  – блок разбиения  , 

содержащий элемент s основного множества.  

Определение 4.1.6. Произведением разбиений 1  и 2  множе-

ства Z называется разбиение 1 2   этого множества, блоки которого 

определяются следующим образом:  

     
1 2 1 2

s s sB B B     . 

Определение 4.1.7. Суммой разбиений 1  и 2   множества Z 

называется разбиение 1 2   этого множества, блоки которого 

определяются следующим рекурсивным способом:  

пусть      
1 2

1 s s sB B B   

и пусть для i >1 

   1i is sB B  {B: B – это блок разбиения 1  или 2 , причем 

 iB sB Ø}. 

Тогда    
1 2

is sB B    при таком i, что    1i is sB B  . 

Пример 4.1.3.  

Пусть  1 1,2;3, 4;5,6;7,8,9   и  2 1,6;2,3; 4,5;7,8;9  .  Тогда 

 1 2 1;2;3; 4;5;6;7,8;9   , 

 1 2 1,2,3, 4,5,6;7,8,9   . 

 

4.2. Фактор-автомат. Покрытие автомата  

 

Ниже в данном подразделе мы будем рассматривать автоматы 

без выхода. Напомним определение этого понятия. 

Определение 4.2.1. Автоматом (точнее автоматом без выхода) 

называется тройка , ,A X S h , где X – входной алфавит, S – множе-

ство состояний, h – функция перехода :h S X S  , и соответствую-

щий закон функционирования.  

Напомним, что функция h определяет  частичные функции пе-

реходов (hx)xX, а именно для xX  и sS: 

hxs = h(s, x). 

1  2 
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Определение 4.2.2. Пусть дан автомат , ,A AAA S hX  и пусть 

 
1

n

i
i

S


  – разбиение множества A
S . Тогда разбиение π называется 

согласованным с автоматом , ,A AAA SX  , если блоки разбиения π 

функцией перехода автомата A
h  переводятся в блоки этого разбие-

ния, то есть для всех  Ax , i 1,2, ,nX   существует j такое, что 

( )A
x i jh S S . 

Определение 4.2.3. Пусть дан автомат , ,A AAA S hX  и пусть 

 
1

n

i
i

S


  – согласованное разбиение множества A
S . Тогда фактор-

автоматом по согласованному разбиению π называется автомат 
/ /// , ,A AAA S hX
    такой, что /A A

X X
  ,   A/

1
S

n

i
i

S
 


   и для 

 Ax , i 1,2, ,nX    

/ ( , )A
i jxh S S

  , 

где j таково, что 
A
x i jh S S (индекс j определяется по (x ,i) однознач-

но). 

Определение 4.2.4. Пусть дан автомат , ,A AAA S hX  и пусть 

 
1

n
d

i
i

S


  – покрытие множества A
S . Тогда покрытие d

  называется 

согласованным с автоматом , ,A AAA S hX , если блоки покрытия d
  

функцией перехода автомата A
h  переводятся в блоки этого покры-

тия, т.е. для каждой пары (x,i)   Ax , i 1,2, ,nX   существует j такое, 

что A
x i jh S S  (j  может определиться неоднозначно). 

Определение 4.2.5.  Пусть дан автомат , ,A AAA S hX  и пусть 

 
1

n
d

i
i

S


  – покрытие множества A
S . Тогда фактор-автоматом по 

согласованному покрытию d
  называется любой автомат 

/ /// , ,
d ddd A AAA SX     такой, что / dA A

X X  ,  /

1

d n
A d

i
i

S S 


   и для 

каждой пары (x,i),   Ax , i 1,2, ,nX   
/ dA

i jh S S  , 

где  j такое, что A
i jx
S Sh  . 

Замечание. Следует еще раз отметить, что в определениях 4.2.4 

и 4.2.5 соответствующий номер блока j может быть не единствен-

ным. Если блоков несколько, то они считаются равноправными и 

выбирается любой из них. В связи с этим наверно лучше определять 
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фактор-автомат по согласованному покрытию как семейство всех 

таких автоматов.  

Пример 4.2.1. Рассмотрим автомат , , AAAA hSX  такой, что 

 1 2,A
x xX  ,  1,2,3,4,5,6A

S  , а действие функции перехода 

:A A AXh S S   изображено в табл. 1. 

 
Т а б л и ц а  1 

 

A
S  

A
X  

1x  2x  

1 3 2 

2 5 4 

3 6 2 

4 5 1 

5 6 1 

6 2 6 

 

Разбиение  1 2 31,2, 4; 3,5; 6S S S      множества состояний 
A
S  

является согласованным с данным автоматом А. Фактор-автомат 
/ // , ,A AAA S hX
    автомата А по заданному разбиению π определя-

ется следующим образом: 

 /
1 2,A A
x xX X

   ,  /
1 2 3, ,A

S S S S
   , 

а действие функции перехода / / //:A A AA
h S SX

     изображено в 

табл. 2. 

 
     Т а б л и ц а  2 

 

/A
S

  
/A

X
  

1x  2x  

1S  2S  1S  

2S  3S  1S  

3S  1S  3S  

 

Напомним общеизвестные обозначения.  

Пусть задано бинарное отношение F или функция :F X Y .  

Тогда  

  1
| :pr F x X y Y F x y      – множество прообразов  F; 
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  2
| :pr F y Y x X F x y      – множество образов  F. 

Определение 4.2.6. Автомат , ,B BBB S hX  покрывает автомат 

, , AAAA hSX  (обозначение BA), тогда и только тогда, когда опре-

делено бинарное отношение A B
S SF   (возможно не сюрьективное 

т.е. возможно pr2FSB), причем 1F является функцией SB на SA (воз-

можно частичной), а также определена  функция : A B
X X    

такая, что для всех Ax X  выполняется следующее условие: если 

sBpr2F, то 
1 1

( )
A B B B
x xh F s F h s

  . 

Если не обращать внимание на функцию : A B
X X  , напри-

мер, положить XA = XB,   = E – тождественное отображение, то 

определение 4.2.6 говорит о том, что в автомате B  имеется подав-

томат B` гомоморфный по состояниям автомату A (при гомомор-

физме (Е,F-1)).  Если при этом F-1 дополнительно является биекцией 

pr2F на SA,  то говорят, что A  изоморфно вложим в B.  

Изобразим покрытие B  A автомата A на рис. 7. 

 

 

 

S
A

 

Fpr
2

 S
B

 

S
A

 
h

A

x  

S
B  

 h
B

x  

X
A  

X
B  

  

x 








 x  

A 

B 

F
1
 F

1
 

 
 

Рис. 7. Автомат В покрывает автомат А 

 

4.3. Параллельное соединение автоматов   

 

Напомним следующее определение. 

Определение 4.3.1. Параллельным соединением двух автома-

тов  , , AAAA hSX  и  , ,B BBB S hX  называется автомат , ,C CCC S hX , 

обладающий следующими свойствами: C A B XX X X   , C A B
S S S  , 

функция hC определена  частичными функциями переходов ( )Cx x Xh  , 

причем C
xh , xX определена следующим образом: 
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, ,C A B A A B B
x x xh s s h s h s , 

где ,A A B B
s S s S  . 

Параллельное соединение двух автоматов изображено на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 8. Параллельное соединение двух автоматов 

 

Поиск составляющих параллельного соединения, а следова-

тельно, и способ декомпозиции автомата с помощью такого соеди-

нения описывается в следующей теореме. 

Теорема 1. Пусть дан автомат , , CCCC hSX . Пусть существуют 

два согласованных с автоматом C разбиения множества C
S   π и τ та-

кие, что    = 0. Тогда автомат , , CCCC hSX  может быть покрыт 

параллельным соединением фактор-автоматов C/π и C/τ   

(C/π ×C/τ ≥ С). 

Доказательство. Пусть  
1

n

i
i

H


  и  
1

m

j
i

K


 . Как и в при- 

мере 1, будем считать, что iH  – это блок разбиения π множества C
S , 

а iH  – подмножество множества C
S , элементы которого образуют 

блок разбиения. Аналогичное обозначение введем и для разбие- 

ния τ. Обозначим C/π = A и C/τ = B. 

Определим множество A B
T

 множества SASB  следующим обра-

зом: 

A B
T

  , | , ,A B
i j i j i jS SH K H K H K  Ø  . 

Напомним, что по определению 4.2.3 фактор-автомата  

 
1

AS
n

i
i

H


   и  
1

BS
m

j
i

K


  . 

Введем отображение : CA B
ST    такое, что  

,i j i jH K H K  . 

Теперь покажем, что функция F-1 = η удовлетворяет условию 

покрытия автоматов. 

X
A 

X
A  

X
B  

A 

B 

     

С 



66 

 

Вспомним определение 4.1.4 покрытия автоматов. 

Автомат , ,D DDD S hX  покрывает автомат , ,C CCC S hX  тогда и 

только тогда, когда определено бинарное отношение FSCSD, 

pr1F=SC, причем отношение не обязательно сюрьективно, и обратное 

отношение F-1 является функцией pr2F на SC, а также определена 

функция : C D
X X   такая, что для всех Cx X   выполняется следую-

щее условие:  

 
1 1 ,D DC D

x xs sh hF F 
                                           (6) 

где 2
Ds pr F . 

Пусть D A B  . Тогда по определению параллельного соеди-

нения автоматов (определение 4.3.1) и по определению фактор-

автоматов A и B (определение 4.2.3) автомат , ,D DDD S hX  обладает 

следующими свойствами: 
D A B C

X X X X   ;   , : ,D A B A B
i j i jS S S H K H S K S     , 

и функция hD определена частичными функциями переходов 

( )D Dx xh X
, причем функция D

xh определена следующим образом: 

   , , ,D A B
i j i j p qx x xh h hH K H K H K  , , 1, ; , 1,i p n j q m  . 

Необходимо доказать, что автомат D A B   покрывает исход-

ный автомат С. 

В нашем случае роль функции 1 D CF S S
    (рассматриваемая как 

бинарное отношение), отображающей некоторое подмножество 

множества D
S  на все множество C

S , играет функция  : CA B
ST   , по-

скольку по предположению множество A B
T

  – это подмножество 

множества A B D
S S S  .  

Введем два отображения : C
S

   и : C
S

  , причем  

 C C
iiHs s H    , 

 C C
jjKs s K    . 

Проверим, что выполняется условие (6). 

Для всех , A B
i jH K T

  и для всех Cx X  имеем: 

 ,C
i jxh H K  = {по определению функции η} = 

     C C C
i j i jx x xh h hH K H K  ={по определению функций   и  }= 

     C C
i jx xh hH K    = {по определению функции η}= 

     ,C C
i jx xh hH K 

    =    ,A B
i jx xh hH K  = {по определению  

параллельного соединения автоматов} =  ,A B
i jxh H K  . 
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Таким образом доказано, что условие (6) выполнено, следова-

тельно автомат A B  покрывает автомат С. Теорема доказана. 

Докажем, что отображение , фигурирующее при доказатель-

стве данной теоремы, является биективным (взаимнооднозначным). 

По условию теоремы    = 0. По определению 4.1.6 произведения 

разбиений следует, что     i jH K   . Но по определению 4.1.4 

тождественно нулевого разбиения следует, что каждый блок разби-

ения    состоит из единственного элемента. Отсюда следует, что 
c C

i j s SH K    (пересечение этих множеств состоит из единственно-

го элемента). Кроме этого по элементу c
jiH Ks   однозначно вос-

станавливается пара ,i jH K , так как по определению 4.1.1 разбие-

ния  блоки  каждого разбиения не пересекаются, следовательно, 

элемент c
s  принадлежит только одному блоку разбиения π и только 

одному блоку разбиения τ. Следовательно, η – биективное отобра-

жение.  

Таким образом, при выполнении условий теоремы 4.3.1 авто-

мат С изоморфно вложим в параллельное соединение фактор-

автоматов C/π и C/τ .  

Замечание. Конструкция параллельного произведения может 

быть простым способом обобщена на большее количество автома-

тов. Автоматы должны иметь одинаковый входной алфавит. В це-

лом декомпозиция автомата с помощью параллельного соединения 

заключается в поиске согласованных с ним разбиений π и τ множе-

ства 
C
S  таких, что    = 0. 

 

4.4. Последовательное соединение автоматов  

 

Введем следующее определение. 

Определение 4.4.1. Последовательным соединением двух ав-

томатов , ,A AAA S hX  и  , , BBBB hSX  называется автомат AωB, 

обладающий следующими свойствами: 
A B A

X X
  , A B A B

S S S
   , 

при этом функция A B
xh
 определена следующим образом: 

   
( , )

, , A

AA B A B A B
x x s x

h hh s s s s



 , 

где : A A B
S X X    – функция, используемая при соединении авто-

мата A с B. 
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Последовательное соединение двух автоматов изображено на 

рис. 9. 

Замечание. Если A B
X X , то последовательное соединение с 

функцией  : A x xs    становится эквивалентным параллельному 

соединению.  

 

 
 

Рис. 9. Последовательное соединение автоматов 

 

Если последовательное соединение осуществляется для боль-

шего числа автоматов, то необходимо обратить внимание на то, что 

автоматы могут последовательно соединяться только при выполне-

нии некоторых условий. 

Рассмотрим последовательное соединение трех автоматов. 

Возьмем три автомата A, B и С. 

Пусть  1 2D A B C   и  3 4E A B C  . 

Тогда по определению 4.4.1: 
1D A B A E

X X X X   , D A B C E
S S S S S    , 

причем 

       1

12 2,, , , ,
, , , , , ,AA B A B

A BD A B C A B C C A A B B C C
x xx xx xss s s s

hh s s s s s h s h s h s h s


 
 

и  

       4

3 3 4 3, , , ,
, , , , , ,A A B A

B CE A B C A A B C A A B B C C
x x xx x xs s s s
h s s s h s h s s h s h s h s

   
   

Легко заметить, что если предположить, что 1 3   и подобрать 

2 , 3  и 4  таким образом, что 2 4 3, , , ,A B B Ax xs s s s   , тогда 

D E
h h . 

Приведем без доказательства две леммы, связанные с понятием 

последовательного соединения автоматов. 

Лемма 4.4.1. Если автомат B покрывает автомат A, то для лю-

бых функций 1  и 2  для любого автомата C последовательное со-

единение 1C B  покрывает последовательное соединение 2C A . 

Лемма 4.4.2. Если автомат B покрывает автомат A  и отобра-

жение : A Bf X X  биективно, то для любых функций  1  и 2  и 

 

A 

 

B 

AωB 

ω X
A  

 

S
A  

X
B  
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для любого автомата C последовательное соединение 1B C  покры-

вает последовательное соединение 2A C . 

Теперь, как и в случае параллельного соединения, опишем 

условия, при которых автомат представим в виде декомпозиции 

двух автоматов, связанных последовательным соединением и по-

крывающих исходный автомат. 

Для формулировки следующей теоремы введем обозначения:  

 m(π) – число элементов в максимальном блоке разбиения π;  

 CD – последовательное соединение автоматов C и D. Сим-

вол ω в записи опущен, поскольку предполагается, что C C D
S X X   и 

функция ω тождественна на C XS  . 

Теорема 4.4.1. Пусть дан автомат , ,A AAA S hX  и система бло-

ков  
1

n

i
i

H


 , являющаяся разбиением множества A
S , согласован-

ным с автоматом А. 

Тогда существует автомат , ,D DDD S hX , в котором  D mS  , а 

также фактор-автомат  C = A/π, причем последовательное соедине-

ние автоматов C и D покрывает автомат A  (СD ≥ А). 

Доказательство. Для данного разбиения  
1

n

i
i

H


  можно по-

добрать разбиение  
1

m

j
i

K


  такое, что    = 0 и  m  . Идею 

доказательства этого факта проиллюстрируем на следующем при-

мере:  = ({1,2,3,4}, {5,6}, {7}), тогда в качестве  можно взять 

({1,5,7}, {2,6}, {3}, {4}). 

Построим автомат D следующим образом: 

 
1

n
CD

i
i

X XSX H


    ,  
1

m
D

j
i

S K


 , 

    ,
:

i

D D A
j i jxxH

h h hK H K , 

где : A
S

   определим следующим образом:  A js K  , тогда и 

только тогда, когда  A
js K . 

В случае, когда i jH K Ø, будем считать, что значение  ,i

D
jxH

h K  

может быть выбрано либо произвольным образом, либо неопреде-

ленно. 

Докажем, что если автомат D построен таким способом, то ис-

ходный автомат A может быть покрыт последовательным соедине-

нием автоматов D и C=А/π. 

Определим множество CD
T  как подмножество множества 

C D
S S следующим образом: 
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{ , | , ,C DCD
i j i j i jS ST H K H K H K   Ø}. 

Введем отображение : ACD
ST 

 такое, что  ,i j i jH K H K  . 

Докажем, что выполняются условия покрытия автоматов.   

Для всех D, С
i jH K T  и для всех Ax X  имеем: 

 ,A
i jxh H K  (по определению функции η) =  A

i jxh H K    

(по определению отображений 
  и 

 ) =      A A
ix x i jKh hH H     

(по определению функции η) = 

=          ,
, ,

i

A A C D
i i jx x xi j xH

Kh h h hH H KH 
      (по определению 

последовательного соединения) =  ,CD
i jxh H K . 

Таким образом доказано, что автомат CD покрывает автомат A 

и тем самым доказана теорема.  

Аналогично рассуждениям, приведенным после доказательства 

теоремы 4.3.1, легко получить, что η – биективное отображение.  

По этой причине можно сказать, что при выполнении условий тео-

ремы 2 автомат A изоморфно вложим в CD. 

Приведем еще одну теорему, связывающую понятия последова-

тельного соединения и покрытия автомата. Отметим, что в этой тео-

реме рассматривается не разбиение множества состояний автомата, 

а покрытие этого множества. 

Cледующая  теорема является основным результатом данного 

подраздела. 

Теорема 4.4.2. Пусть дан автомат , ,A AAA S hX  и согласован-

ное с автоматом A покрытие множества A
S   

1

nd
i iH


 . Тогда суще-

ствуют автоматы C и D такие, что C изоморфен фактор-автомату В 

= А/ d
 ,  D dmS  , причем последовательное соединение автоматов 

С и D покрывает автомат А (СD≥А). 

Доказательство. По условию теоремы можно построить авто-

мат , ,` ``A S hX   такой, что: 

A BX X X   ;  , : ,A A d
i i iS s sH H H     ; 

   `: , ,`
A A A B

i ix x xh h s h s hH H . 

Таким образом, на множестве S  можно определить разбиение 

 
1

` `
n

i iH


  такое, что каждый его блок `iH  содержит все соответ-
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ствующие пары , , AA
i is Hs H   (произошла нумерация блоков iH  но-

мерами iH ). 

Аналогично теореме 4.4.2 построим автомат D такой, что CD 

покрывает автомат A`, где C = A /   и  D mS  . 

Фактор-автомат A /   изоморфен фактор-автомату А/ d
  (изо-

морфизм: `iH  iH ). Отсюда следует, что    dm m   .  

Заметим, что автомат A   покрывает автомат А. Отображение  

покрытия имеет вид : , AA
i ss H   при каждом iH  содержащем 

As . 

Следовательно, и CD покрывает автомат А по лемме 4.4.1. Теорема 

доказана. 

Приведем пример построения декомпозиции автомата при по-

мощи последовательного соединения двух фактор-автоматов по ал-

горитму. 

Данный алгоритм описан в теореме 3. 

Пример 4.4.1. Рассмотрим автомат , ,A AAA S hX  такой, что  

 1 2,A
x xX  ;   1,2,3,4,5,6A

S  , 

а действие функции перехода :A A AA
h S SX    изображено в табл. 3. 

 

Т а б л и ц а  3 

Действие функции перехода hА 
 

 

A
S  

A
X  

1x  2x  

1 5 6 

2 2 5 

3 3 4 

4 4 5 

5 5 5 

6 6 4 

 

Пусть также дано покрытие множества состояний A
S :  

      1 2 31,4,5 ; 2,4 ; 3,5,6d
H H H     . 

Построим автоматы C и D так, чтобы СD ≥ А.  

Построим фактор-автомат B = A/ d
 .  
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Он изображен в табл. 4. 

 
Т а б л и ц а  4 

Фактор-автомат А/ d
  

 

B
S  

B
X  

1x  2x  

1H  1H  3H  

2H  2H  1H  

3H  3H  1H  

 

В табл. 4  
2

2 1
B
h H Hx

 , но верно и следующее:  

 
2

2 3
B
h H Hx

 . 

Далее строим автомат A , разбиение    и фактор-автомат  

C = A /  . 

Разбиение    будет определяться следующим образом:  

      1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 31, , 4, , 5, , 2, , 4, , 3, , 5, , 6,' ' 'H H H H H H H H H H H    

Действие автомата A  изобразим в табл. 5. 

 
Т а б л и ц а  5 

Действие автомата А' 
 

'A
S  

'A
X  

1x  2x  

11,H  15,H  36,H  

14,H  14,H  35,H  

15,H  15,H  35,H  

22,H  22,H  15,H  

24,H  24,H  15,H  

33,H  33,H  14,H  

35,H  35,H  15,H  

36,H  36,H  14,H  

 

Тогда фактор-автомат C = A /   будет определяться данными 

табл. 6. 
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Т а б л и ц а  6 

Фактор-автомат С = A /   
 

C
S  

C
X  

1x  2x  

1H  1H  3H  

2H  2H  1H  

3H  3H  1H  
 

Подберем разбиение   таким образом, что    = 0. Например, 

таким образом: 

      1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 31, , 2, , 3, , 4, , 4, , 5, , 5, , 6,K H H H K H H H K H H      

3. Строим автомат D и последовательное соединение автома-

тов CD. Автомат D изображен в табл. 7. Автомат CD задан в табл. 8 
 

Т а б л и ц а  7 

Автомат D 
 

 
D
S  

C
X  

1 1,xH  
1 2,xH

 
2 1,xH  

2 2,xH  
3 1,xH

 
3 2,xH

 

1K  3K  3K  1K  3K  1K  2K  

2K  2K  2K  2K  3K  2K  3K  

3K  
3K  

2K  – – 3K  2K  
 

 

Т а б л и ц а  8 

Автомат CD 
 

CD
S  

CD
X  

1x  2x  

1 1,'H K  
1 3,'H K  

3 3,'H K  

1 2,'H K  
1 2,'H K  3 2,'H K  

1 3,'H K  1 3,'H K  3 2,'H K  

2 1,'H K  2 1,'H K  
1 3,'H K  

2 2,'H K  
2 2,'H K  1 3,'H K  

2 3,'H K  2,'H   1,'H   

3 1,'H K  3 1,'H K  1 2,'H K  
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3 2,'H K  3 2,'H K  1 3,'H K  

3 3,'H K  
3 3,'H K  1 2,'H K  

Докажем, что CD покрывает автомат А. Для начала докажем, что 

CD покрывает А'. 

Определим отображение '
1 : : ,' '

ACD
i j i jST H K H K   , для кото-

рого  

 2 3\ ,CDCD
ST H K . 

Изобразим действие этой функции в табл. 9. 
 

Т а б л и ц а  9 

Действие функции 1   
 

1 1,'H K  1 2,'H K  1 3,'H K  2 1,'H K  2 2,'H K  3 1,'H K  3 2,'H K  3 3,'H K  

11,H  14,H  15,H  12,H  14,H  33,H  35,H  36,H  

 

Можно проверить, что 1 1
A CD
x xh h  , то есть CD ≥ A`. 

Автомат А' покрывает А и действие функции 
`

2 : : ,A A A A
iS S s sH    отображено в табл. 10. 

 
Т а б л и ц а  10 

Функция 2  
 

11,H  22,H  33,H  14,H  24,H  15,H  35,H  36,H  

1 2 3 4 4 5 5 6 

 

Таким образом, функция :  

TCDSA , 
2 1

    , 

эта функция задается в табл. 11. 

 
Т а б л и ц а  11 

Функция  
 

1 1,'H K  1 2,'H K  1 3,'H K  2 1,'H K  2 2,'H K  3 1,'H K  3 2,'H K  3 3,'H K  

1 4 5 2 4 3 5 6 

 

Легко заметить, что условие покрытия выполнено: 
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1 1

, ,' '
A CD

i j i jh hH K H Kx x
  , 

поскольку функция 
1

A
hx

 задается в табл. 12. 

 

Т а б л и ц а  12  

Функция 
1

A
hx

  

 

1 1,'H K  1 2,'H K  1 3,'H K  2 1,'H K  2 2,'H K  3 1,'H K  3 2,'H K  3 3,'H K  

5 4 5 2 4 3 5 6 

 

Функция 
1

CD
hx

  задается в табл. 13. 

 

Т а б л и ц а  13 

Функция 
1

CD
hx

  

 

1 1,'H K

 

1 2,'H K

 

1 3,'H K

 

2 1,'H K

 

2 2,'H K

 

3 1,'H K

 

3 2,'H K

 

3 3,'H K

 

2 3,'H K

 

5 4 5 2 4 3 5 6 – 

 

Таким образом, декомпозиция автомата A построена.  
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Глава 5. ПЕРИОДИЧНОСТЬ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ  

КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ2  

 

В работе В. М. Фомичева отмечено, что «одним из важных при-

кладных вопросов в теории конечных автоматов является перио-

дичность функционирования автомата» [34]. Известно также, что по 

разным причинам в последнее время получили широкое распро-

странение поточные многоалфавитные шифры [1]. При реализации 

этих шифров используют так называемый управляющий блок, кото-

рый вырабатывает последовательность номеров шифрующих пре-

образований – управляющую гамму. Согласно А. П. Алферову и ав-

торам [1], одно из важнейших требований к управляющему блоку 

состоит в том, что «период управляющей гаммы должен превышать 

максимально возможную длину открытых сообщений, подлежащих 

шифрованию». Кроме того, в различных системах обеспечения без-

опасности широко применяются генераторы псевдослучайных по-

следовательностей [14]. Так, например, эти генераторы используют-

ся в синхронных поточных криптосхемах.  

Напомним, что основным результатом по оценке снизу перио-

дов выходных последовательностей конечных автоматов, отвечаю-

щих их начальным состояниям и входным периодическим последо-

вательностям является результат, представленный в теореме 2.2. ра-

боты [33] и состоящий в том, что минимальный период W выходной 

последовательности автомата не превосходит величины k, где k – 

число состояний автомата, а  – минимальный период входной по-

следовательности. В [13] и [20] приведены утверждения, суть кото-

рых состоит в том, что W является делителем числа k` при некото-

ром k`k.   

Проблема нахождения нижней оценки периодов выходных по-

следовательностей конечных автоматов при заданных начальном 

состоянии и входной периодической последовательности является 

очень сложной. Естественным подходом к ее удовлетворительному 

решению является выделение тех или иных классов автоматов в ка-

честве объектов исследований. Например, ряд работ посвящен во-

просам периодичности выходных последовательностей линейных 

автономных автоматов, в частности, в этом классе выделяются ра-

                                           
2 Излагаемые в данной главе положения базируются на результатах работ автора, а так-

же дипломника МГУ им. М. В. Ломоносова М. В. Шамшурина.  
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боты, в которых указываются способы построения линейных рекур-

рентных последовательностей максимального периода в разнооб-

разных алгебраических структурах.  

 

5.1. Вспомогательное почти тривиальное утверждение  

 

Для любых натуральных чисел а, b из условия (a, b) = d следует: 

существуют натуральные числа n(1), n(2), при которых  

an(1) – bn(2) = d. 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать это утвержде-

ние в случае d = 1. Действительно, пусть (a, b) = d и утверждение 

справедливо при d = 1. Тогда ( , ) 1
a b

d d
 , следовательно, найдутся 

натуральные числа n(1), n(2), при которых 
a

d
n(1) – 

b

d
n(2) = 1, где d – 

тоже натуральное число. Но тогда при натуральных числах n(1), n(2) 

получаем 

an(1) – bn(2) = d. 

Докажем теперь наше утверждение для случая d = 1. Для нату-

ральных чисел a, b имеем  

(а, b)=1. 

Рассмотрим следующие возможные случаи: 

а<b,  a>b, a=b. 

В случае a<b в кольце вычетов {0, 1, 2, …, b–1} по модулю b в 

силу (а, b)=1 для a найдется обратный элемент n(1){1, 2, …, b–1}:  

an(1)  1 (mod b). 

Возможны два варианта: 1) an(1) – 1  0; 2) an(1) – 1 = 0. В пер-

вом случае найдется натуральное число n(2), при котором  

an(1) – 1 = bn(2). Таким образом, в случае 1) доказано, что  

an(1) – bn(2) = 1 при натуральных числах n(1), n(2). Во втором слу-

чае получаем an(1) = 1, следовательно, а = 1 и n(1) = 1. Рассмотрим 

тождество 

b + 1 – b = 1. 

Положим n(1) = b+1, n(2) = 1. Тождество для введенных значе-

ний переписываем в виде  

an(1) – bn(2) = 1. 

Это равенство и требовалось доказать для рассматриваемого 

случая. 
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Пусть а>b, (a, b) = 1. Положим a = kb+r, r<b, к – натуральное 

число. Если r = 0, то a = 1. Имеем b+1–b  =1. Полагая n(1) = b+1,  

n(2) = 1, получаем  

аn(1) – bn(2) = 1. 

Если r0, то из (a,b) = 1 следует (r, b)  =1. Для r, b мы попадаем 

в рамки доказанного выше случая r<b, r и b – натуральные числа. 

Поэтому для них найдутся натуральные числа n(1), n(2), при кото-

рых 

rn(1) – bn(2) = 1. 

Тогда 

rn(1) + kbn(1) – kbn(1) – bn(2) = 1; 

(r +kb)n(1) – b(kn(1) + n(2)) = 1; 

an(1) – b(kn(1) + n(2)) = 1. 

Числа n(1) и kn(1) + n(2) – натуральные. Мы получили требуе-

мое равенство для a, b.  

Рассмотрим случай a = b. По условию (а,b) = 1, поэтому  

a = b = 1. Записываем 2 – 1 = 1. Полагаем n(1) = 2, n(2) = 1, получаем  

an(1) – bn(2) = 1. 

Доказательство вспомогательного утверждения завершено. 

 

5.2. Основные теоретико-автоматные обозначения 

 

Пусть A = (X, S, Y, h, f) – конечный автомат |X|2, |Y|2. Наря-

ду с введенными функциями h, f автомата будем в случае необхо-

димости использовать и его частичные функции переходов (hx)xX и 

выходов (fx)xX, hx: SS, fx: SY. Пусть, как и ранее: 

 X* – множество всех слов конечной длины в алфавите X; 

 АМ(s, P) = s1, s2, …, sj, … – последовательность состояний ав-

томата A, отвечающая его входной последовательности P и началь-

ному состоянию s = s1 из S; 

 А(s, P) = y1, y2, …, yj, … – выходная последовательность ав-

томата A; 

 для P = x(1), x(2), …, x(j), …   и sS: 

sj = hx(j–1)…hx(1)s1, yj = fj hx(j–1)…hx(1)s1, 

(, `) – наибольший общий делитель чисел , `, 

D| – D делит . 

Под периодической последовательностью элементов конечного 

алфавита Y ниже понимается чисто периодическая последователь-

ность y1, y2, ..., yj, ... : существует d, при котором yj = yj+d, j{1, 2, ...}. 
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Под периодом последовательности понимается ее минимальный пе-

риод.  

Через A<s> = (X, Ss, Y, h, f) обозначим связную компоненту ав-

томата A, порожденную состоянием sS. 

 

5.3. Оценка периодов последовательностей состояний  

автомата при заданной периодической входной  

последовательности 

 

Теорема 1. Если для перестановочного автомата A = (X, S, Y, h, 

f) при любых x, x’X, x  x’ и любом 
1s

s S выполнено hxs  hx’s, то 

период t последовательности состояний АМ(s1, P) = s1, s2, …, sj, … 

кратен периоду  входной последовательности P  =x(1), x(2), … . 

Доказательство. Так как автомат A – перестановочный ((hx)xX 

– биекции S в S), то АМ(s1, P) = s1, s2, …, sj, … – чисто периодическая 

последовательность. Пусть (, t) = d. По определению функции пе-

рехода 

hx(j)sj  = sj+1. 

Так t период последовательности АМ(s1, P), то при любом k и 

любом j 

sj+1 = sj+1+kt. 

Поэтому 

hx(j+kt)sj+kt = sj+1+kt = sj+1. 

Так как (, t) = d, то существуют натуральные числа k(1), k(2) 

такие, что  

k(2)t – k(1) = d. 

Или, что то же самое, ck(2)t – ck(1) = cd при любом с. Поло-

жим k = ck(2), тогда получим kt = cd+ck1, и так как  – период 

входной последовательности P, то x(j+cd+ck(1)) = x(j+cd). Поэтому 

из 

hx(j+cd+ck(1))sj+k = hx(j)sj, 

следует 

hx(j+cd)sj+kt = hx(j+cd)sj = hx(j)sj. 

По условию это возможно только при  

x(j+cd) = x(j). 

Так как c, j – произвольные постоянные, то период  делит  

d = (, t), следовательно, t кратно . Теорема доказана. 

Определение 1. Состояние s автомата A = (X, S, Y, h, f) называ-

ется внутренне автономным состоянием, если для любой пары слов 
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одинаковой длины P = x(1), x(2), ..., x(t), P` = x`(1), x`(2), ..., x`(t) из 

X* 

hx(j)hx(j–1)...hx(1)s = hx`(j)hx`(j–1)...hx`(1)s. 

Приводимые ниже теоремы ранее были получены В. А. Баше-

вым и позднее обобщены автором (А. В. Бабаш) на случай прибли-

женных и локальных периодов.  

Теорема 2. Пусть  – простое число и P = x(1), x(2), … – вход-

ная последовательность перестановочного автомата A = (X, S, Y, h, 

f) периода , содержащая все буквы алфавита X. Если автомат 

A<s1> = (X, 
1s

S , Y, h, f) не имеет внутренне автономных состояний, 

то последовательность состояний АМ(s1,P) = s1, s2, …, sj, ... имеет пе-

риод,  кратный . 

Доказательство. Из условий теоремы вытекает, что последова-

тельность АМ(s1, P) = s1, s2, …, sj, … – периодическая. Пусть t ее пе-

риод, и предположим, что t не кратно . Тогда, в силу простоты 

числа , имеем (, t) = d = 1. Как и при доказательстве теоремы 1, 

получим 

sj+1 = sj+1+kt, 

hx(j+kt)sj = hx(j)sj. 

Так как (, t) = d = 1, то существуют натуральные числа k(1), 

k(2) такие, что  

k(2)t – k(1) = 1. 

Или, что то же самое ck(2)t – ck(1) = c при любом с. Положим 

k = ck(2), тогда получим kt = c+ck1 и, так как  – период входной 

последовательности P, то x(j+c+ck(1)) = x(j+c). Поэтому  

hx(j+c)sj= hx(j)sj 

при любом c и любом j. Так как последовательность P содержит все 

буквы алфавита, то из последнего равенства получаем 

hxsj = hx’sj 

при любых x, x’X, что равносильно внутренней автономности состо-

яния s1 автомата A. Получили противоречие с условиями теоремы. 

Следовательно, t кратно . Теорема доказана.  

Обобщите утверждения теорем на случай произвольных авто-

матов.  
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Глава 6. ГОМОМОРФИЗМЫ НЕАВТОНОМНЫХ  

ДВОИЧНЫХ РЕГИСТРОВ СДВИГА3  

 

6.1. Основные понятия 

 

 Пусть имеются два автомата Мура A = (X, S, Y, h, ) и  

A’ = (X’, S’, Y’, h’, ’) , где X, X’ – входные алфавиты, S, S’– мно-

жества состояний, Y, Y’ – выходные алфавиты, h, h’ – функции пе-

рехода, , ’– функции выхода. Напомним, что автомат A гомо-

морфно отображается на автомат А’, если существуют сюръектив-

ные отображения  (, , ): 

: XX’,  : SS’, :YY’, 

такие, что для любых sS и xX 

(h(s,x)) = h’((s), (x)), 

((s)) = ’((s)). 

При этом тройка отображений (,,) называется гомоморфиз-

мом автомата A на А’. В случае, когда (,,) – биекции, гомомор-

физм называют изоморфизмом, а автоматы называют изоморфными. 

В данном пункте, говоря о гомоморфизмах, мы будем предполагать, 

что S>S’>1, |Y|=|Y’|. 

Понятие гомоморфизма, как Вы знаете, определено и для авто-

матов без выхода. В этом случае рассматривается лишь отображе-

ния  и  при этом требуется выполнение лишь условия 

(h(s, x)) = h’((s), (x)). 

 Докажите, что перестановочный автомат А = (X, S, Y, h , ), 

имеющий транзитивную группу G = <(hx)xX>, порожденную ча-

стичными функциями перехода {hx, xX}, имеет  гомоморфный об-

раз А’=  (X’, S’, Y’, h’, ’), |S’|<|S| тогда и только тогда, когда группа 

G импримитивна и функция  постоянна на каждом блоке некото-

рой системы импримитивности группы G. 

 Это утверждение переносится и на случай гомоморфизма ав-

томатов без выхода путем исключения условий на функцию выхода 

. Заметим, что если (, , ) – гомоморфизм автомата A на A’, ука-

занная в утверждении система блоков будет служить системой пол-

ных прообразов состояний автомата A’ при отображении . 

                                           
3 В. И. Солодовников любезно предоставил автору основные материалы данного раз-

дела. Он же высказал ряд полезных замечаний, которые были полностью учтены.  
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Пусть F2 поле из двух элементов {0, 1}, 2
nF  – координатное век-

торное пространство над F2. Обозначим через (x1, x2, …, xn) произ-

вольную двоичную функцию на 2

nF . Напомним, что неавтономным 

регистром сдвига (без выхода) c обратной связью  называется ав-

томат A = (X, S, ( 

xh )xX), где X = F2, S = 2
nF ,  

0

h (v1, v2, …, vn) = (v2, …, vn, (v1, …, vn)), 

1

h (v1, v2, …, vn)  = (v2, …, vn, 1(v1, …, vn)), 

(v1,  v2, …,vn)  2
nF . 

Перестановочный регистр сдвига называют регулярным реги-

стром сдвига. Докажите, что регистр сдвига с функцией обратной 

связи  будет регулярным регистром сдвига, тогда и только тогда, 

когда функция  имеет вид  

(x1, …, xn) = Ф(x2, …, xn)x1. 

Ниже говоря о гомоморфизмах регистра сдвига, мы будем 

иметь ввиду внутренние сюрьективные гомоморфизмы (гомомор-

физмы по состояниям), то есть сюрьективные гомоморфизмы вида 

(E, ), где E: F2 F2 – тождественное отображение. Ниже рассмат-

риваются лишь регулярные регистры сдвига. Такой регистр с об-

ратной связью Ф(x2, …, xn)x1 далее будет обозначаться через 

РС(Ф, n). 
 

6.2. Теорема А. Я. Прососова 

 

Теорема А. Я. Прососова. Если автомат A’ = (X’, S’, h’), |S’|>1 

является гомоморфным образом регулярного неавтономного реги-

стра сдвига РС(Ф, n) = (X, S, h), |S’|<|S| при некотором гомоморфиз-

ме (E, ), то он изоморфен некоторому неавтономному регулярному 

регистру сдвига. 

Доказательство. Пусть  – гомоморфизм автомата РС(Ф, n) на 

автомат A’. Тогда группа GРС(Ф, n) неавтономного регистра сдвига 

РС(Ф, n)  – импримитивна. Рассмотрим систему 1 ' ' '{ ( ) : }A A As s S   

блоков импримитивности группы GРС(Ф, n), соответствующую гомо-

морфизму .  

Так как группа GРС(Ф, n) регистра сдвига транзитивна, то мощ-

ность каждого блока есть число 2к, где 1<кn. Обозначим блоки 
1 ' ' '{ ( ) : }A A As s S  через W(0), W(1), …, W(2n–к–1). Будем считать, что 

(0, 0, 0, …, 0)W(0).  
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Докажите, что можно считать, что hо(W(0)) = W(0). Для этого 

докажите, что регистр РС(Ф, n) изоморфен регистру РС(Ф1, n). 

Поэтому без ограничения общности можно считать, что  

Ф(0, 0, 0, …, 0) = 0. Следовательно, hо(W(0)) = W(0). 

 Пронумеруем векторы в каждом блоке системы импримитивно-

сти числами от 1 до 2к: 

W(i) = Vj(i): j{1, …, 2к} = 

= (vj
1(i), vj

2(i), …, vj
n(i)):  j{1, …, 2к},  i{0, …, 2n–к –1}. 

Обозначим через Wа
r(i) следующую  систему векторов: 

Wc
r(i) = Vc

j, r(i): j{1, …, 2к} = (vc
j(i),vj

c + 1(i), …, vj
c + r –1(i):  

j{1, …, 2к}, 1cn–r+1. 

Докажите следующий факт: система векторов W1
к (0) совпадает 

с пространством F2
к размерности k над полем F2. 

Построим отображение  пространства F 2
n  на пространство F 2

n к , 

постоянное на блоках W0, W1, …, W
2 1n k 

 ипримитивности группы 

Gn(Ф) и такое, что преобразования h^x =  Ф
xh –1 являются частичны-

ми функциями перехода неавтономного регистра сдвига, где –1(v) – 

прообраз некоторого элемента v из F 2
n к . 

Тогда изоморфное отображение  множества состояний автома-

та A’ на пространство F 2
n к , являющееся множеством состояний ре-

гистра сдвига, можно задать следующим образом: (Wi) 


  (Wi). 

Отображение  осуществляет изоморфное отображение автомата A’ 

на некоторый неавтономный регистр сдвига. 

Напомним, что h0(W(0)) = W(0). Так как в силу доказанного 

Вами факта,  в совокупности векторов W 1
к (0) каждый вектор из про-

странства F 2
к  встречается ровно по одному разу, то легко доказать, 

что преобразование h0 индуцирует некоторое преобразование про-

странства F 2
к  = W 1

к (0). Докажите, что это преобразование является 

биекцией, реализуемой некоторым регулярным регистром сдвига 

длины k. Поэтому для некоторой двоичной функции  от k–1 пере-

менных  имеем равенство: 

1
j
kv  (0) = 1

jv (0) + ( 2
jv (0), 3

jv (0), …, j
kv (0)).                    (7) 

Двоичная функция  представляет собой обратную связь по-

строенного регистра сдвига РС(k) на множестве состояний F 2
к . 

Определим отображение  пространства F 2
n  в пространство 

F 2
n к  следующим образом: вектор (v1, v2, …, vn) переходит в 

(v1+(v2, …, vk)+ vк + 1, v2 +(v3, …, vк+1)+vk+2, …,  
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vn–k+(vn–k+1, …, vn–1)+vn)                                   (8) 

 

Докажите, что это гомоморфизм РС(Ф, n) на РС(k). Для этого 

сначала докажите, что отображение  постоянно на блоке W(0) и 

отображает каждый вектор из W(0) в нулевой вектор. Будем гово-

рить, что блок W(j) находится на расстоянии C от блока W(0), если 

С – минимальная длина слова произведения 
1

h ,
2

h , …, C
h , перево-

дящего блок W(0) в W(j).  

Докажем теперь, что  постоянно и на любом другом блоке. 

Допустим, что это не так. Пусть отображение  непостоянно на не-

которых блоках и W(i) такой блок, что  не постоянно на W(i) и 

W(i) находится на минимальном расстоянии C от W(0) среди всех 

блоков, на которых  не постоянно. Тогда, как нетрудно увидеть, в 

блоке W(i) найдутся два вектора V 1j (i) и V 2j (i) такие, что 

V 1j (i) V 2j (i). Из условия минимальности C следует, что V 1j (i) 

отличается от V 2j (i) по последней координате. Проверим это. Если 

это не так, то блок ( ( ))C
h W i  находится на расстоянии С–1 от W(0) и 

отображение  на этом блоке не постоянно. Это противоречит вы-

бору области W(i). Следовательно,  

1j
n kv  (i)+( 1

1
j
n kv   (i), 1

2
j
n kv   (i), …, 1

1
j
nv  (i))+ 1j

nv (i)   

 2j
n kv  (i)+( 2

1
j
n kv   (i), 2

2
j
n kv   (i), …, 2

1
j
nv  (i))+ 2j

nv (i).                     (9) 

В силу доказанного вами факта (9) вектор 1j
n kv  (i), 1

1
j
n kv   (i),…, (i) 

содержится в совокупности векторов W 1
к (0):  

( 1j
n kv  (i), 1

1
j
n kv   (i),…, 1

1
j
nv  (i))=( 1v

 (0), 2v
 (0), …, kv

 (0)). 

Обозначим через n подстановку (h0)–1h1. Предположим, что 

1kv


 (0)   1j
nv (i). Тогда из (8) и (9) вытекает, что в блоке nW(i) 

найдутся два вектора, значения  на которых различаются по по-

следней координате, так как из 

V 1j (i)   V 2j (i) 

вытекает  

nV 1j (i)   nV 2j (i). 

Следовательно, можно считать, что 1

1kv


 (0) = 1j
nv (i). Докажите те-

перь, что найдется двоичная последовательность 1, 2, …, n–к–1 

длины n–к–1 такая, что 
1

h , 
2

h , … ,
1n k

h  
=  переводит вектор V 1j (i) в 

вектор V  (i). Вследствие этого (W(i)) = W(0). Поэтому векторы 

(V 1j (i)) и (V 2j (i)) будут различаться по первой координате и 



85 

 

(V 1j (i)), (V 2j (i)) W(0), что противоречит соотношению (7). Таким 

образом доказано, что отображение  постоянно на всех блоках Wi, 

i{0, …, 2n–к–1}. Теперь докажите, что из равенства (8) следует, что 

преобразования hx–1 пространства F 2
n к  являются преобразования-

ми регистра сдвига. Доказательство теоремы завершено.  

 

6.3. Теорема В. А. Башева 

 

Теорема В. А. Башева. Неавтономный регулярный регистр 

сдвига РС(Ф, n) гомоморфен регулярному регистру сдвига с 2k со-

стояниями, тогда и только тогда, когда функция Ф(x2, …, xn) пред-

ставима в виде  

Ф(x2, …, xn) = xk+1 + (xk+2, xk+3, …, xn) + (x2, x3, …, xn–k) + xn–k+1 

+ Ф”(x2+(x3,x4,  …, xn–k+1) + xn–k+2, 

x3 + (x4, x4, …, xn–k+2) + xn–k+3, … , xk  +(xk+1, xk+2, …, xn–1)+xn)), 

где , Ф” – некоторые двоичные функции от n–k–1 и k–1 пере-

менных. 

Докажите теорему самостоятельно.  

При доказательстве теоремы А. Я. Прососова использовалось 

утверждение: система векторов W1
к (0) совпадает с пространством 

F2
к размерности k над полем F2.  

Приведем его доказательство. Так как hо(W(0)) = W(0), то  

Wа
r (0)  = Wb

r (0) 

для любых r, с, b таких, что 1 r n, 1 с n–r +1, 1 b n–r +1. 

 Пусть L – максимальное число такое, что W1
L (0) содержит два 

одинаковых вектора, причем если W1
L (0) содержит все различные 

векторы, то L=0. Для доказательства утверждения нам будет доста-

точно показать, что WL+1
1(0) совпадает с пространством Fк

2. Отсюда 

сразу будет следовать, что L+1 = k. Заметим, что при L = 0 утвер-

ждение очевидно. 

 Из максимальности L следует, что в WL+1
1(0) найдутся два век-

тора 1 , 1
1
j LV  (0) и 2 , 1

1
j LV   (0) такие, что 1j

kv (0) = 2j
kv  (0) при 1kL, и 

1

1
j
Lv  (0) = 2

1
j
Lv  (0)1. 

Докажите, что подстановка n=(ho)–1h1, принадлежат группе ре-

гистра РС(Ф,n) и осуществляет преобразование вида: 

n (v1, v2, …, vn) = (v11, v2, …, vn). 
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Поскольку W 1L
n L



(0)=WL+1

1(0), то ( 1

1
jv (0), 1

2
jv (0), …, 

1

1
j
Lv 

(0))W 1L
n L



(0). 

Пусть Vm(0) = ( 1
mv (0), 2

mv (0), …, m
nv (0)) = 

= ( 1
mv (0), 2

mv (0), …, 1
m
n Lv  

(0), 1

1
jv (0), 1

2
jv (0), …, 1

1
j
Lv 

(0)). 

Тогда легко заметить, что существует слово 1 , 2 , …, 1n L   ; 

i {0, 1} такое, что подстановка 
1

h 2
h 1n L
h  

 переводит вектор n 

(Vm(0)) в вектор 2jV (0). Следовательно, подстановка 
1

h 2
h  

1n L
h  

n 

оставляет область W(0) на месте. Поэтому, если в системе векторов 

W 1L
n L


 (0) содержится вектор (у1, у2, …, уL+1), то в W 1
1
L (0) содержится 

вектор (у1, у2, …, уL+11), а так как W 1
1
L (0) = W 1L

n L


 (0), то в блоке 

W 1
1
L (0) вместе с каждым вектором ( 1

jv (0), 2
jv (0),  …, 1

j
Lv  (0)) содер-

жится и вектор ( 1
jv (0), 2

jv (0), …, j
lv (0), 1

j
lv  (0)1). Так как h0(W(0)) = 

W(0), то W 1
1
l (0) содержит также и вектор ( 2

jv (0), 3
jv (0), …, 1

j
Lv  (0), 

2
j
Lv  (0)).  

 Таким образом, мы показали, что из (у1, у2, …, уL+1)W 1
1
L (0) 

вытекает, что (у2, у3, …, уL+1, )W 1
1
L (0) для некоторого F2 и (у1, 

у2, …, уL, уL+11)W 1
1
L (0). Отсюда сразу следует, что любой вектор 

(1, 2, …, L+1) из F 1
2
L  принадлежит системе W 1

1
L (0). Так как L бы-

ло выбрано максимально возможным, то каждый вектор в совокуп-

ности W 1
1
L (0) встречается не более одного раза и, следовательно, 

W 1
1
L (0) = F 2

к , k = L+1 , что и доказывает утверждение. 

В связи с весьма неожиданным результатом, полученным в тео-

реме А. Я. Прососова, представляют интерес и другие результаты в 

этом направлении. Мы приводим эти результаты в обзорном виде, 

сохранив авторство В. И. Солодовникова даже в обозначениях, со-

знавая, что у читателя наверняка возникнет в связи с новыми обо-

значениями определенное неудобство.  

 

6.4. Обзор по работе В. И. Солодовникова  

«Гомоморфизмы двоичных регистров сдвига»  

 

В. И. Солодовников рассматривает гомоморфизмы двоичных 

регистров сдвига с линейной по входной переменной функцией об-

ратной связи, то есть гомоморфизмы автоматов, вырабатывающих 
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двоичные линейно управляемые усложненные рекуррентные после-

довательности. Доказывается, что всякий гомоморфизм такого реги-

стра разлагается в композицию гомоморфизма на регистр и некото-

рого гомоморфизма, близкого к изоморфизму. При описании этого 

разложения основную роль играет некая операция, распространяю-

щая операцию произведения многочленов на множество всех дво-

ичных функций. Вопрос о гомоморфизмах регистра сводится к во-

просу о поиске общих делителей его функции обратной связи и вы-

ходной функции. 

Приняты следующие обозначения и терминология: 

Vn – множество всех двоичных строк длины n,  n  0. 

Fn – множество всех двоичных функций от n переменных. 

Функции из Fn мы будем отождествлять с представляющими их 

многочленами Жегалкина от переменных  х1, …, xn. 

Fn+1 – множество всех линейных по последней (то есть (n+1)-й) 

переменной функций из Fn+1, то есть функций вида f=f*xn+1, где  

f* Fn. 

Через  обозначается композиция отображений, при которой 

 действует первым. Аналогично, ВА – последовательное соедине-

ние автоматов A и В, при котором выход с автомата А подается на 

вход автомата В. 

Следуя терминологии работы [39], двоичным регистром сдвига 

длины n с функцией обратной связи f и выходной функцией h, где  

f, h  Fn+1, будем называть автомат R(h, f) = (V1, Vn, V1, , ), у которо-

го функция переходов  и функция выходов  определяются равен-

ствами 

((х1, …, xn ), х) = (х2,  …,xn , f(х1, …, xn , х)); 

((х1, …, xn ), х) = h(х1, …, xn , f(х1, …, xn , х)) 

для любых х1, …, xn , х V1. Регистр сдвига без выхода с функцией 

обратной связи f будем обозначать через R(f).  

Обозначим также 

R 0(h) = R(h, xn+1), 

R'(f) = R(xn+1, f). 

 Автомат A = (X, S, Y, , ) (здесь : SXS, : SXY) назы-

вается обратимым, если все его автоматные отображения биектив-

ны, что равносильно биективности частичной функции выходов s 

(s(x) = (s,x)) для всех sS. В этом случае обратным к автомату A 

называется автомат A–1 = (Y, S, X,  ', ' ), где '(s, y) = (s, s
–1(y)), 
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'(s,y)=s
–1(y) для всех sS, yY. В частности, для f, hFn+1 регистр 

R(h, f) обратим тогда и только тогда, когда f,hF*
n+1. При этом 

R(h, f)-1=R(f, h) и, следовательно, R' (f )-1=R0(f). 

 Как и в [30], для любых ni0, fi 1in
F  , i=1, 2 определим функ-

цию f2f1
1 2 1n nF    и отображение 

1 2,f n : 
1 2n nV  

2n
V  равенствами: 

f2f1(х1,…,
1 2 1n nх   ) = f2(f1(х1,…,

1 1nх  ), f1(х2, …, 
1 2nх  ), …, f1(

2 1nх  , …, 
1 2 1n nх   )), 

1 2,f n (х1, …, 
1 2n nх  ) = (f1(х1, …,

1 1nх  ), f1(х2,…,
1 2nх  ),…,f1(

2n
х ,…,

1 2n nх  )) 

для любых х1, …, 
1 2 1n nх   V1 , так что f2f1=f2

1 2, 1f n 
. 

 Ниже приводится описание гомоморфизмов двоичных реги-

стров сдвига с линейной по входной (то есть последней) переменной 

функцией обратной связи в терминах операции , отображения 

1 2,f n и бинарного отношения «совпадение состояний с задержкой», 

которое будет введено позже. 

 Сразу отметим, что, как и для любых автоматов, любой гомо-

морфизм регистра R(h, f) (, , ): R(h, f)  A в автомат A = (V1, S, 

V1, , ) сводится к внутреннему гомоморфизму (то есть на входном 

и выходном алфавитах соответствующие отображения действуют 

тождественно) 

 : R( h,  f)  A', 

где A' = (V1, S, V1, ', '), '(s, x) = (s, (x)), '(s, x) = (s, (x)). 

Поэтому далее мы будем рассматривать только внутренние гомо-

морфизмы, причем термин «внутренний» будем опускать. 

 Начнем с описания гомоморфизмов регистра на регистр.  

В 1967 г. К. Г. Таболовым была обнаружена связь между опера-

цией, схожей с операцией  и гомоморфизмами регистров без вы-

хода на регистры без выхода. Эту связь описывает следующая тео-

рема, очевидно вытекающая из введенных определений. 

Теорема 1. Пусть ni0, fi *
1in

F  , i = 1, 2. Тогда 
1 2,f n : R(f2f1)  

 R( f2) – сюръективный гомоморфизм. 

 В. А. Башевым в 1972 г. было доказано, что других гомомор-

физмов регистра на регистр нет. Следующая теорема несколько 

уточняет этот результат. 

Теорема 2. Пусть n1, n20, f
1 2

*
1n nF   , f2

2 1nF  , : R(f)R(f2) – го-

моморфизм. Тогд  = 
1 2,f n для некоторой f1

1 1nF  . При этом, если 

f2
2

*
1nF  , то f1

1

*
1nF   и f = f2f1. 



89 

 

Следующая теорема описывает гомоморфизмы регистров на ре-

гистры с произвольными выходными функциями. 

Теорема 3. Пусть n  0, n2  0, fF*
n+1, hFn+1, f2

2

*
1nF  , h2

2 1nF  , 

: Vn
2n

V . Тогда следующие утверждения равносильны: 

(1)  : R(h, f)  R(h2, f2) – гомоморфизм; 

(2)  n n2  и для некоторой f1
1

*
1nF  , где n1 = n – n2, выполняются 

равенства: 

 = f1, n2, f = f2f1 , h = h2f1 .  

Следствие 1. Пусть n0;  f, f'  F*
n + 1;  h, h'  Fn  +1;  : Vn  Vn. 

Тогда следующие утверждения равносильны: 

(1)   : R(h, f )  R(h', f' )  –  изоморфизм; 

(2)  для некоторого  сV1  и любых  х1, …, хn + 1V1 выполняют-

ся равенства: 

(х1, …, хn) = (х1с, …, хnс); 

f(х1, …, хn + 1) = f '(х1с, …, хn+1с); 

h(х1, …, хn + 1) = h'(х1с, …, хn+1с). 

 Из этого следствия получаем, что для порядка группы авто-

морфизмов (не обязательно внутренних) регистра справедливо ра-

венство 

|Aut(R(h, f))| = 2  

для любых  fF*
n + 1,  hFn + 1. 

 Следующее утверждение описывает гомоморфизмы регистров 

на последовательное соединение регистров. 

Следствие 2. Пусть  n, n2, n'2  0; f, h  F*
n+1; f2 , h2  

2

*
1nF  ;  

f'2, h'2 
2

*
1nF   ; : Vn  

2 2n nV V  . Тогда следующие утверждения равно-

сильны: 

(1) : R(h, f)  R(h'2, f'2) R(h2, f2) – гомоморфизм; 

(2) n1 = n – n2  0, n'1 = n – n'2  0 и существуют f1
1

*
1nF  , h'1

1

*
1nF    та-

кие, что выполняются равенства:  

а)   x  =     
1 2 1 2, ,,h n f nx x    для любого x Vn , 

б) f = f2f1 ,  h = h'2h'1, 

в) f'2h'1 = h2f1  . 

Частным случаем этого следствия является следующее утвер-

ждение. 
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Следствие 3. Если ni  0, fi , hi  *
1in

F  , i = 1, 2, f2h1 = h1f2, то 

отображение :
1 2n nV   

2 1n nV V , определяемое равенством 

  x  =     
1 2 2 1, ,,h n f nx x  , 

является гомоморфизмом автоматов 

 : R(h2h1, f1f2)  R(h2, f2) R(h1, f1). 

Состояние автомата A назовем существенным, если оно может 

появляться в любом такте его работы. Поскольку множество всех 

существенных состояний замкнуто относительно действия функции 

переходов, то оно является множеством состояний подавтомата, ко-

торый назовем существенным подавтоматом автомата А. 

Следствие 4. Если ni  0, fi, hi *
1in

F  , i = 1, 2 и хотя бы одна из 

функций f2
*, h1

* нулевая, то отображение : 
1 2n nV   

2 1n nV V , опреде-

ляемое равенством 

  x  =     
1 2 2 1, ,,h n f nx x   

является гомоморфизмом автоматов 

 : R(h2h1, f1f2)  R(h2, f2) R(h1, f1) , 

образ которого совпадает с существенным подавтоматом авто-

мата R(h2, f2) R(h1, f1), причем в автомате R(h2, f2) R(h1, f1) после так-

та с номером  max(n1, n2)  появляются только существенные состоя-

ния. 

 Для того чтобы перейти к описанию гомоморфизмов на произ-

вольный автомат, нам потребуются следующие понятия. 

Определение. Состояния s, s'  S  автомата A = (X, S, Y, , ) 

назовем совпадающими с задержкой k (k  0)  и этот факт будем 

обозначать через s k s', если любая входная последовательность 

длины k переводит их в одинаковые состояния. Через s s' будем 

обозначать тот факт, что s k s'  для некоторого k, и такие состояния 

назовем совпадающими с задержкой. Минимальное k, для которого 

бинарные отношения k и равны ( k = ) назовем задержкой сов-

падения состояний в автомате А и обозначим через  (А). 

 Очевидно, что k  и  являются бинарными отношениями эк-

вивалентности на множестве S и для любого  k  0 

0  ,   0 1  k k , 

 (здесь и далее     – это  совпадение состояний, = – это знак равен-

ства), причем если ' ' 1k k  для некоторого k', то ' 1k k  для любо-

го k  k'.  
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Следовательно, 0  (А)  |S| – 1, так что для автомата с конеч-

ным числом состояний задержка совпадения состояний всегда ко-

нечна. 

Определение. Внутренний гомоморфизм автоматов  : А  А'  

назовем изоморфизмом с задержкой, если отображение    сюръек-

тивно и все состояния любого полного прообраза совпадают с за-

держкой (то есть для любых  s, s'  S  из равенства  (s) = (s')  сле-

дует, что s  s'). 

 Если  А  –  автомат без выхода, то отношения k  и  являются 

конгруэнциями автомата  А  и, следовательно, естественные гомо-

морфизмы  k : А  А/ k   и   : А  А/   являются изоморфизмами с 

задержкой. При этом любой изоморфизм с задержкой  : А  А'  ав-

томатов без выхода продолжается до гомоморфизма    (то есть  

' =   для некоторого изоморфизма с задержкой ': А'А/ ). 

 Следующие два очевидных утверждения описывают случай, 

когда отношение  тривиально, то есть совпадает с отношением 

совпадения  . 

Утверждение 1. Для любого автомата A = (X, S, Y, , ) следу-

ющие свойства равносильны: 

1)  =   (указанные отношения совпадают); 

2) (А) = 0; 

3) для любых различных  s, s'  S  существует  хХ такой, что  

(s, х)  (s', х) (то есть все строки таблицы функции переходов  

различны). 

Следствие 5. Если хотя бы одна из частичных функций пере-

ходов автомата A является подстановкой, то (А) = 0. 

 Следующее утверждение устанавливает связь отношения  с 

некоторыми характеристиками графа автомата. 

Утверждение 2. Пусть A = (X, S, Y, , ) – произвольный авто-

мат,  l  1,  х  = (х1,…,хl)  X l ,  xc   – число циклических точек преоб-

разования  x  = 
1lx x    множества S. Тогда |S/ |  xc , причем выпол-

няется равенство, если А – автономный. Если l  (А), то |S/ |  

| x (S)| . 

 В заключение рассмотрения общих свойств отношения  при-

ведем один достаточно очевидный алгоритм получения фактор-

автомата А/ , который естественно назвать табличным алгоритмом. 

Пусть A = (X, S, ) – произвольный автомат без выхода, который за-

дан таблицей своей функции переходов , то есть матрицей размера 



92 

 

|S||X|, строки которой занумерованы множеством S, столбцы – 

множеством X, а на пересечении  s-й строки и  x-го столбца стоит  

(s, х). В этой таблице выделим все классы одинаковых строк.  

В каждом классе выберем одну строку, а остальные удалим. В полу-

ченной таблице каждое состояние, являющееся номером удаленной 

строки, заменим на номер выбранной строки в классе, содержащем 

эту удаленную строку. Очевидно, что мы получили таблицу автома-

та, изоморфного автомату  А/
1
. Ясно, что повторяя эту процедуру 

еще  (А)–1  раз (пока не придем к таблице с различными строками) 

мы получим таблицу автомата, изоморфного автомату  А/ . 

 Вернемся теперь к регистрам сдвига. Всюду далее через  ~  

обозначается отношение эквивалентности (неотличимости) состоя-

ний соответствующего автомата. 

Теорема 4. Для любых  n   0,  fF*
n+1  бинарные отношения    

и  ~  для автомата R'(f) совпадают и (R(f))  n, причем равенство 

выполняется тогда и только тогда, когда  

f* = const. 

Следствие. Если  n   0,  fF*
n + 1, s , s Vn, то для автомата R( f 

) справедливы следующие утверждения: 

1) если  f*( s )  f*( s ) , то не выполняется s s ; 

2) если  f*  const  и последние координаты векторов s  и s  

различны, то  не выполняется s s ; 

3) |Vn / | = 1 тогда и только тогда, когда f* = const; 

4) |Vn/ 1 |=2n–1 + ||f1||, где f*(х1, …, хn) = x1f1(х2, …, хn)f0(х2, …, 

хn), ||f1|| = |f1
–1(1)|. 

Следующее утверждение описывает все изоморфизмы с за-

держкой регистра на регистр. 

Теорема 5. Пусть n, n2  0, fF*
n + 1, f2

2

*
1nF  , : Vn  

2n
V . Тогда 

следующие утверждения равносильны: 

1) : R( f )  R( f2)  –  изоморфизм с задержкой; 

2) n1 = n – n2  0,   = 
1 2,f n ,  f = f2f1  , где  f1 = c

1 1nx  ,  cV1; 

при этом, если функция f существенно зависит от 1-й перемен-

ной, то утверждение (1) равносильно следующему: 

3) : R( f )  R( f2)  –  изоморфизм. 

 Основным результатом настоящей работы является следую-

щая теорема о разложении произвольного гомоморфизма регистра в 

композицию гомоморфизма на регистр и изоморфизма с задержкой, 

причем разложении, по существу, однозначном. 
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Теорема 6. Пусть  n  0,  fF*
n+1 ,  hFn + 1,  A = (V1, S, V1, , ), 

A = (V1, S,  ),  : R(f) А  –  сюръективный гомоморфизм. Тогда 

существуют  n1{0, …, n},  f1
1

*
1nF  ,  f2

2

*
1nF  , где n2 = n – n1, и изо-

морфизм с задержкой  2: R( f2) А  такие, что  f = f2f1,  

1 = 
1 2,f n : R( f )  R( f2 ) –  сюръективный гомоморфизм, и выпол-

няются следующие свойства: 

1)  = 2 1; 

2) если   = 2' 1',  где  1': R( f )  R( f2')  –  гомоморфизм,   

2': R(f2')А –  изоморфизм с задержкой, f2'
2

*
1nF   , n2'{0, …, n}, то 

m = n2 – n2'  0, и для некоторого cV1 выполняются равенства: 

1' = 
1 2,f n

  
 = 

1 2( ),mc x n
   1, f1' = (c ⊕ xm+1)  f1, 

2 = 2' 
1 2( ),mc x n

  , f2 = f2'  (c ⊕ xm+1); 

3) если   :R(h, f )  A  –  гомоморфизм, то существует  h2
2 1nF   

такая, что h = h2f1 и 1: R(h, f )  R(h2 , f2) , 2: R(h2 , f2)  А – го-

моморфизмы. 

При этом если f существенно зависит от 1-й переменной, то в 

пункте (2)  n2 = n2'  и  

f1' = f1 ⊕ c , 

f2' = f2(x1⊕c, …,
2 1nx  ⊕c) , 

2' = 2(x1⊕c, …,
2n

x ⊕c). 

 Теорема 6 сводит описание гомоморфизмов регистров к опи-

санию разложений функций обратной связи по операции    и опи-

санию соответствующих изоморфизмов с задержкой. Одним из 

следствий этой теоремы является следующее:  при fF*
n + 1 всякий 

сюръективный гомоморфизм регистра  R(f)  может быть продол-

жен до гомоморфизма на фактор-автомат  R(f2) /≃, где  f = f2f1  , 

а конгруэнция  ≃  описывается следующей леммой из доказатель-

ства теоремы 11. 

Лемма. При условии теоремы 11 для любых 0  k  n ,   

s , s Vn , s  = (s1, …, sn), s  = (s'1, …, s'n)  следующие утверждения 

равносильны: 

1) s  k  s ; 

2) sj = s'j для всех j = k + 1, …, n; 

3) (si, …, sn, sn + 1, …, sn + i) = f(s'i, …, s'n , sn + 1, …, sn + i) для лю-

бых  i = 1, …, k  и  sn + 1, …, sn + i  V1. 

Напомним, что автомат называют подстановочным (переста-

новочным), если все его частичные функции переходов являются 
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подстановками множества состояний. Очевидно, что для двоичного 

регистра сдвига ненулевой длины перестановочность равносильна 

линейности функции обратной связи по 1-й переменной, а в случае 

линейности функции обратной связи по последней переменной рав-

носильна еще и отсутствию различных совпадающих с задержкой 

состояний (4 утверждения следствия из теоремы 4). Следовательно, 

неподстановочный регистр сдвига без выхода длины 2 и более с ли-

нейной по последней переменной функцией обратной связи всегда 

имеет нетривиальные изоморфизмы с задержкой. 

Следствие 1. Любой гомоморфный образ подстановочного 

двоичного регистра сдвига с линейной по последней переменной 

функцией обратной связи изоморфен некоторому подстановочному 

двоичному регистру сдвига с линейной по последней переменной 

функцией обратной связи. 

 Заметим, что данное следствие для случая регистров без выхо-

да было доказано А. Я. Прососовым в 1977 г. 

Следствие 2. Любой гомоморфный образ двоичного регистра 

сдвига с линейной по последней переменной функцией обратной 

связи и линейной по первой и последней переменным выходной 

функцией изоморфен некоторому двоичному регистру сдвига с ли-

нейной по последней переменной функцией обратной связи и ли-

нейной по первой и последней переменным выходной функцией. 

 Рассмотрим теперь множество всех двоичных функций  

F = 1
0

n
n

F






. Относительно операции  оно является моноидом с еди-

ничным элементом  x1F1 . Следовательно, на множестве F возника-

ет соответствующее транзитивное и рефлексивное бинарное отно-

шение делимости (справа) |, которое определяется следующим обра-

зом: f1 | f,  тогда и только тогда, когда  f = f2f1  для некоторой  

f2F  (которая называется частным от деления  f  на  f1 , а  f1  –  

делителем  f). Это отношение не является симметричным, посколь-

ку  f1 | f  и  f | f1  только в случае, когда f  и  f1  являются функциями 

от одинакового количества переменных и f⊕f1 = const.  

Кроме того, частное не всегда определено однозначно. Точнее, 

справедливо следующее свойство: частное от деления на функцию  

f1  всегда определено однозначно тогда и только тогда, когда  f1  явля-

ется функцией без запретов (то есть отображение 
1 2,f n  является сюръ-

ективным для любого n2  0 , что равносильно возможности появле-

ния на выходе регистра R0(f1) любой двоичной последовательности 
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[31]). В частности, все функции из подмоноида F* = 1
0

n
n

F








моноида F  

являются функциями без запретов. 

Введенное отношение делимости функций является продолже-

нием отношения делимости многочленов в следующем смысле. 

Обозначим через  L*  подмоноид моноида  F*, состоящий из всех 

линейных функций из  F*, а через  GF(2)[х]*  –  моноид всех ненуле-

вых многочленов над полем GF(2). Тогда отображение GF(2)[х]*    

L*, где  

с0⊕с1х⊕ … ⊕сnxn   ↦   с0х1⊕с1х2⊕ … ⊕сnxn + 1, 

является изоморфизмом и, следовательно, сохраняет отношение де-

лимости. 

 Наибольшим общим делителем функций  h, f  F  назовем лю-

бой их общий делитель от наибольшего количества переменных. 

Множество всех наибольших общих делителей функций  h  и  f  обо-

значим через  (h, f ) . Оно не пусто, поскольку функции   x1 ,   

1⊕ x1 F1  являются делителями любой функции из  F . Функции  h, 

f  F  назовем взаимно простыми, если (h, f ) = {x1 , 1⊕ x1}. 

Теорема 7. Пусть  n  0, fF*
n+1, hFn+1. Тогда (h, f ){ f1, 1⊕ 

f1}, где  f1
1

*
1nF  , n1  n,  причем для любой функции  f1'F следую-

щие утверждения равносильны: 

1) f1' | h , f1' | f ; 

2) f1' | f1. 

При этом существует коммутативная диаграмма гомоморфиз-

мов автоматов рис. 10. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 
 

Рис. 10 
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Здесь  – естественный гомоморфизм автомата  R(h, f)  на свою при-

веденную форму  R(h, f)~;  

1 = 
1 2,f n ; 

n2 = n – n1; 

f2
2

*
1nF  ; 

h2
2 1nF  ; 

f = f2 f1; 

h = h2 f1;  

2 – изоморфизм с задержкой. 

Следствие 1. Пусть  n  0,  fF*
n + 1,  hFn + 1  и выполнено хотя бы 

одно из условий: 

а) f  линейна по 1-й переменной; 

б) h  линейна по 1-й  и  (n+1)-й переменным. 

Тогда следующие утверждения равносильны: 

1) автомат  R(h, f)  не имеет различных эквивалентных состоя-

ний (минимален); 

2) функции  h  и  f  взаимно просты. 

В качестве примеров применения теоремы 7 приведем еще два 

следствия, описывающие некоторые неэквивалентные состояния ре-

гистров. 

Следствие 2. Пусть  n  1,  f, h  F*
n + 1,  f⊕h  const. Тогда    (1, 

…, n – 1, 0) ≁ (1, …, n – 1, 1)  в  R(h, f)  для любых  1, …, n – 1V1 . 

Следствие 3. Пусть  n  1,  f, h  F*
n + 1,  f⊕h  const и выполне-

но одно из следующих условий: 

а) хотя бы одна из функций f, h принимает разные значения на 

(0, …, 0), (1, …, 1) Vn + 1; 

б) f1(0, …, 0)  f1(1, …, 1), где f1(h, f ). 

Тогда (0, …, 0) ≁ (1, …, 1) в R(h, f). 

В заключение укажем на возможные обобщения изложенных ре-

зультатов на случай регистра  R(h, f) , где  f: X n+1  X ,  h: X n+1  Y,  

X, Y – произвольные конечные множества. Так, теоремы 1, 2, 3 без 

особых затруднений могут быть обобщены следующим образом. 

 Функцию   : X m+1  X  назовем биективной по последней (то 

есть (m+1)-й ) переменной, если при любой фиксации всех осталь-

ных переменных получаемое отображение  XX  является биекци-

ей. В этом случае через  –1 обозначим функцию, обратную к функ-

ции к функции    по последней переменной, то есть  

–1 : X m + 1X  и –1(х1, …, хm, (х1, …, хm + 1)) = хm + 1 
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для любых  х1, … , хm + 1  X . 

Теорема 8. Пусть  n, n2   0,   f: 1nX  X,  f2: 2 1nX  X  –  биек-

тивные по последней переменной функции,  h: 1nX  X,   

h2: 2 1nX  X,   : X n  2nX . Тогда следующие утверждения равно-

сильны: 

1)  : R(h, f –1)  R(h2, f2
–1)  –  гомоморфизм; 

2) n   n2,  = 
1 2,f n ,  f = f2f1  ,  h = h2f1  для некоторой биек-

тивной по последней переменной функции  f1: 1 1nX  X, где   

n1 = n – n2. 
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Глава 7. ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА СТЕПЕНИ РАЗЛИЧИМОСТИ 

СВЯЗНЫХ ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ АВТОМАТОВ  

С ЗАДАННЫМ ДИАМЕТРОМ 

 

В разделе описан метод получения верхней оценки степени 

различимости связных перестановочных автоматов с заданным диа-

метром [2]. 

 

7.1. Формулировка основных результатов 
 

Известна (например, [27]) следующая достижимая оценка степени 

различимости R конечного автомата с числом состояний |S|: 

R|S|–1. 

Кроме того, в [22] показано, что почти все автоматы имеют степень 

различимости, асимптотически равную | | | |log log | |X Y S , где |X|, |Y| – мощ-

ности, соответственно, входного и выходного алфавитов автомата. 

Положим N0 = {0, 1, …}.  

Показано [2], что для связного перестановочного автомата с диамет-

ром D  

0
0 1

| |
( 1)( 1) 1

2l
S

R l D


 
     

 
, 

где [ ]  – целая часть числа  , а 0l  – максимальное lN0, если оно 

существует, при котором 
1

| | | |
1

2 2l l

S S
D



   
     

   
, в противном случае 0 1l   . 

Данная оценка достижима для следующих параметров перестановочного 

связного автомата Мура: 

1) 1, | | 3 2mD S   , mN0 ; 

2) 1, | | 5 2mD S   , mN0; 

3) 2, | | 5 2mD S   ,  mN0. 

 

7.2. Доказательство основной оценки  
 

Обозначим через (| |, )A S D  класс приведенных связных перестано-

вочных автоматов Мура с числом состояний |S|, выходным алфавитом Y, 

|Y| = 2 и диаметром D. Доказано, что тогда и только тогда R<|S|–1 для 

любого автомата из (| |, )A S D , когда 1D n  , если | | 2( 1) 1S n   , и 

2( 1)D n  , если | | 4( 1)S n  , nN0. Если | | 4( 1) 2S n    и 4( 1) 1R n   , то 

2( 1) 2,D n n N    0. 

Пусть A = (X, S, Y, h, f) – конечный автомат с частичными функци-

ями перехода (hx)xX и частичными функциями выхода (fx)xX. В даль-
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нейшем предполагается, что рассматриваемый автомат A является связ-

ным с числом состояний |S|>1. Кроме того, предполагается, что hx осу-

ществляет взаимно-однозначное отображение S в себя при любом xX, 

то есть рассматриваемый автомат перестановочный (раздел 5.1 и [34]). 

Для собственного подмножества M множества S обозначим через DM  

минимальное d такое, что для любого  существует , из ко-

торого s достижимо входным словом длины, не превосходящей d. Поло-

жим  где максимум берется по всем подмножествам M 

мощности k множества S. Очевидно, Dk ≥ Dk+1 при  и  

D = D1 – диаметр графа переходов автомата A.  

Представим |S| в виде , где . Обозначим че-

рез  максимальное число , если оно существует, при котором 

, j[0, ]. В противном случае полагаем . 

Пусть R – степень различимости автомата A. Обозначим через  макси-

мальное   N0, если оно существует, при котором . В 

противном случае полагаем . 

Теорема 1.  Для приведенного связного перестановочного ав-

томата A 

00 1( 1)( 1) 1lR l D K      . 

Доказательство проведем с помощью следующей вспомога-

тельной леммы. 

Лемма 1. Для приведенного связного перестановочного авто-

мата A 
*

*

1

12
1

( 1) 1j

l

l
j

R D K





    . 

Доказательство. При * 1l    доказываемое неравенство следует 

из известной оценки | | 1R S  . Пусть * 1l    и предположим, что  
*

*

1

12
1

( 1) 1j

l

l
j

R D K





    . 

Обозначим через 1 2, ,...,
m

m m m
P    классы m – неотличимых состоя-

ний автомата A и через mP  – число этих классов. Очевидно, суще-

ствует 1[1, ]Ri P  , для которого 1 2| | 2R
i
  . Поэтому, в силу связности 

и перестановочности автомата A, 21| | 2R D
j
 

  при любом 
21[1, ]R Dj P   . 

Следовательно, найдется 
22[1, ]R Di P    при котором 22| | 2R D

i
 

 . Если 
* 0l  , в силу связности и перестановочности A, будем иметь 

2 42 2| | 2R D D
j
  

  при любом 
2 41[1, ]R D Dj P    . Продолжая аналогично, по-

лучим для * 1t l   
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2
1

( 1)

| | 2

t

j

j

R D
t

j


 
  

при любом 
2

1

( 1)

1, t

j

j

R D

i P



 

 
 
 
 

. Непосредственно усматривается, что 

* 12
1

( 1)

t

j l
j

R D K




    и поэтому , что противоречит 

приведенности автомата A. 

Следовательно, 
*

*

1

12
1

( 1) 1j

l

l
j

R D K





    . 

При 0 1l    доказываемое в теореме неравенство следует из из-

вестной оценки R|S|–1. Пусть 0 1l   . Так как kD D , то *
0l l . Со-

гласно лемме 1 имеем 
*

*

1

12
1

( 1) 1j

l

l
j

R D K





    
*

0

*

0

1 1

12 2
1 2

( 1) ( 1) 1j j

l l

l
j j l

D D K
 


  

        

≤ 
*

*

0

1

0 1 1
2

( 1)( 1) ( ) 1
l

j j l
j l

l D K K K


 
 

       00 1( 1)( 1) 1.ll D K      

Замечание 1. Степени различимости неотличимых автоматов 

равны. Поэтому утверждение теоремы 1 позволяет оценивать степе-

ни различимости и неприведенных связных перестановочных авто-

матов. Из приведенного доказательства леммы 1 легко получить бо-

лее простую, но менее точную оценку:  R(D+1)[log2|S|]. Действи-

тельно, если R–k(D+1)1, то каждый класс (R–k(D+1))-неотличимых 

состояний приведенного связного перестановочного автомата со-

держит, по крайней мере, 2k состояний. Пусть k(0) – максимальное  

натуральное число k, при котором R–k(D+1)1.  

Тогда:  

1) число классов (R–k(0)(D+1))-неотличимых состояний не 

меньше двух и каждый из них содержит по крайней мере 2k(0) состо-

яний; 

2) R–(k(0)+1)(D+1)0.  

Поэтому 2k(0)+1|S|, k(0)+1log2|S|, k(0)+1[log2|S|]  и 

Rk(0)(D+1).  

Следовательно, в рассматриваемом случае:  

R  [log2|S|](D+1). 

В случае, когда R–(D+1)  0, указанная оценка также выполня-

ется. 
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7.3. О роли диаметра перестановочного связного  

приведенного автомата в его оценки степени различимости  

 

Ниже приводятся условия, при которых оценка 

00 1( 1)( 1) 1ll D K      степени различимости перестановочных связных 

приведенных автоматов лучше известной оценки R|S|–1. 

Теорема 2. Неравенство  

00 1( 1)( 1) 1ll D K      |S|–1 

имеет место тогда и только тогда, когда 1 (| | 2)
2

D S   при четном |S| 

и 1 (| | 1)
2

D S   при нечетном |S|. 

Доказательство. Если 
00 1( 1)( 1) 1ll D K      |S|–1, то 0 1l   . Име-

ем 0 1

0

| |

1

lS K
D

l





. При 0 0l   это неравенство принимает вид 

1 (| | ) 1
2

D S    , где 0   при четном |S| и 1   при нечетном |S|. 

Рассмотрим теперь случай 0 0l  . Имеем  

1 | | 1
2
S   0 1

0

| |
1

1

lS K
D

l


 


. 

Таким образом, необходимость утверждения теоремы 2 доказа-

на. Предположим теперь, что имеет место неравенство 
1 (| | ) 1

2
S D   . Тогда 0 0l   и 

0 0 1 1l lK K D   . Следовательно,  

0

1 ( ') 1
2 lK D   , 

где ' 0   при четном 
0l

K  и ' 1   при нечетном 
0l

K . Имеем  

00 1( 1)( 1) 1ll D K      0

00 1

'
( 1) 1

2

l

l

K
l K





    0 0

0

' '
( 1) 1

2 2

l lK K
l

  
     

= 0

00

'
1

2

l

l

K
l K


  . 

При 0 0l   правая часть неравенства равна |S|–1.  

Пусть 0 0l  . Из определения величины 0l получаем, что 
0 1 2 2lK D    

при любом  0l . Тогда 
0 0 1 1 2l lK K D    , и, следовательно, 

0 1 1lK   . По-

этому 
0 0 12 3l lK K     и 

0
4lK  . Используя последнее неравенство и 

равенство 

00 0
1 ( ') 1

2 l ll K K   
0

0
0

1 ( 2) ' 1
2 2

l

l
l K    , 

 индукцией по 0l  легко доказывается, что 

0

0
0

1 ( 2) ' 1
2 2

l

l
l K     0

0
2 1 | | 1l

lK S   , 
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что и требовалось доказать. 

Лемма 2. Если наибольший общий делитель мощностей клас-

сов 1-неотличимых состояний перестановочного связного автомата 

A равен единице, то автомат A является приведенным. 

Справедливость леммы 2 следует из известных утверждений: 

 мощности классов неотличимых состояний связного переста-

новочного автомата равны, 

 каждый класс (k-1)-неотличимых состояний является объ-

единением некоторых классов k-неотличимых состояний [16; 27]. 

Теорема 3. Для любого автомата из класса (2 1, )A n D  тогда и 

только тогда R<2n, когда . 

Доказательство. Достаточность приведенных условий доказа-

на теоремой 2. Докажем необходимость этих условий. Для этого по-

кажем, что при любом  D n , 2D n  существует автомат в классе 

(2 1, )A n D  со степенью различимости, равной 2n . Построим семей-

ство автоматов   ,nA n{1, 2, …}, (2 1, )nA A n n  . В качестве автомата 

A1 возьмем автомат Мура  с параметрами 

X1 = {1, 2, 3}, S1 ={1, 2, 3}, Y1 = {0, 1}, (1) = fx  для любого xX. 

(1)
1

1 2
:
3 3

h



, (1)

2

1 3
:
2 2

h



, (1)

3

1 1
:
2 3

h



, (1) (1)(2) (3) 1   , (1)(1) 0  . 

Здесь и далее двусторонняя стрелка между двумя состояниями 

1 2,s s  с пометкой x, то есть  или hx: 1 2s s  означает, что ча-

стичная функция переходов hx переводит s1 в s2, s2 в s1. 

Автоматы , строим индуктивно. Именно если построен 

автомат , то для автомата  пола-

гаем 

0 0{1,2,...,3 }nX n  , 
0 0{1,2,...,2 1}nS n   , 

0
{0,1}nY  , 

0 0( ) ( 1)n n
x xh s h s

 , если 0{1,...,2( 1) 1}s n   , 0( )n
xh s s , если 0 0{2 ,2 1}s n n  , 

для всех 0{1,2,...,3( 1)}x n   и  

0

0

0 0

( )
3( 1) 1 0 0

0 0 0 0

2 2 2

: 2 1 2 1

, 2 2, 2 1, 2 , 2 1

n
n

n n

h n n

j j j n n n n
 

 

  

    

, 

0

0

0 0

( )
3( 1) 2 0 0

0 0 0 0

2 2 1

: 2 1 2 2

, 2 2, 2 1, 2 , 2 1

n
n

n n

h n n

j j j n n n n
 

 

  

    

, 

0

0

0 0( )
3( 1) 3

0 0

2 2 1
:

, 2 , 2 1
n
n

n n
h

j j j n n 

 

  
, 
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0 0( ) ( )
0 0(2 ) (2 1) 1n nn n    ; 0 0 0( ) ( ) ( )

0(1) (2) ... (2 1) 0n n n n       . 

Ясно, что построенный автомат 
0n

A является связным, переста-

новочным автоматом с диаметром n0. Согласно лемме 2, автомат 
0n

A  

не имеет различных неотличимых состояний. Если 
01 2, ,..., kx x x  – 

входное слово автомата 
0n

A , для которого выходные последователь-

ности с состояний 0 02 ,2 1n n   различны и 0k  минимальное, то, как не-

трудно видеть,  

1 0 0{3 2,3 1}x n n   , 2 0 0{3 5,3 4}x n n   , …, 
0 2 {7,8}nx   , 

0 1 {4,5}nx   . 

При этом 
0

10

( )

n

n
xh 

 0

20

(

n

n
xh 

… 0

1

( )n

xh 02 {2,3}n  ; 

0

10

( )

n

n
xh 

 0

20

(

n

n
xh 

… 0

1

( )n

xh 0(2 1) {2,3}n   . 

Теперь ясно, что, во-первых, 
0

{1,2}nx  , 

0 1 {4,5}nx   ,
0 2 {7,8}nx   , 

0 3 {10,11}nx    … , 
02 1 0 0{3 2,3 1},nx n n     во-вторых, 

0 02k n , а символ 
02nx  может быть любым из

0n
X . Таким образом, со-

стояния 0 02 ,2 1n n   автомата 
0n

A  являются 0(2 1)n  -неотличимыми со-

стояниями и 
0 02nR n . 

Для любого фиксированного числа n построим семейство авто-

матов  2 1,
[0, ]

n n j
j n

A  


, 2 1, (2 1, )n n jA A n n j     .  

Построение выполним следующим способом. В качестве авто-

мата 2 1,2n nA   возьмем автомат с параметрами 2 1,2 {1,2}n nX   , если n=1 и 

2 1,2 0{1,2,4,7,10,...,3 2}n nX n    при n>1; 2 1,2 {1,2,...,2 1}n nS n   , 2 1,2 {0,1}n nY    

и частичными функциями переходов 
2 1,2n n

xh


 и выходов 2 1,2n n  , рав-

ными соответствующим функциям автомата nA  

 
2 1,2 ( )n n n

x xh h


 , 
( )2 1,2 nn n   . 

 

При n>1 автоматы 2 1,2 1 [0, ]( )n n i nA     строятся аналогично. Их вход-

ные алфавиты даются в приводимой ниже табл. 14. 

Частичные функции переходов 
2 1,2n n i

xh
 

 и функции выходов 
2 1,2n n i    этих автоматов равны соответствующим функциям автомата 

nA : 
2 1,2n n i n
x xh h   , 

( )2 1,2 nn n i    . 
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Т а б л и ц а  14 

Входные алфавиты автоматов 
 

2 1,2n n iA    2 1,2n n iX    

2 1,2 1n nA    

2 1,2 2n nA    

2 1,2 3n nA    

2 1,2 4n nA    

… 

2 1,2 2n n iA    

2 1,2 2 1n n iA     

… 

2 1,2n n nA    

 

 

 

 

… 

 

 

… 

2 1,2 2 1,2

1,
{3,5,6,..., 1 3 5 1

0,2
n n n n n

n нечетноеn
X X

n четное
   

  
             

 

 

Автомат 2 1,2 , [0, ]n n iA i n   , является, очевидно, связным переста-

новочным автоматом с диаметром 2D n i  . Согласно лемме 1, ав-

томаты 2 1,2 , [0, ]n n iA i n    приведенные. Для доказательства теоремы 3 

остается доказать, что степень различимости автомата 

2 1,2 , [0, ]n n iA i n    равна 2n. Для этого достаточно показать, что состоя-

ния 2 , 2 1n n  автомата 2 1,2n n iA    (2 1)n -неотличимы. Согласно законам 

построения автомата 2 1,2n n iA     

2 1,2n n i nX X    

и любая выходная последовательность автомата 2 1,2n n iA   , отвечаю-

щая его входному слову J  и начальному состоянию 2 1,2 ,n n is S    сов-

падает с выходной последовательностью автомата nA , отвечающей 

входному слову J  и начальному состоянию 2 1,2 ,n n is S    автомата nA . 

Следовательно, k-неотличимые состояния автомата nA  будут и  

k-неотличимыми состояниями автомата 2 1,2n n iA   . В частности, состо-

яния 2n, 2n+1 автомата 2 1,2n n iA    (2n-1)-неотличимы. 

При доказательстве приводимых ниже теорем будет использо-

вано утверждение, доказанное С. В. Гинсбургом в [17], которое мы 

формулируем в виде отдельной леммы. 

Лемма 3. Пусть A – перестановочный  приведенный автомат со 

степенью различимости |S|–1. Тогда каждое разбиение k  на классы 

k-неотличимых состояний имеет один из следующих видов: 

, 
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а) k  состоит из двух классов 1B  и 2B  мощности t и |S|-t, соот-

ветственно, причем как t, так и |S|-t взаимно просто с |S|; 

б) | | 1S  состоит из |S| классов, каждый из которых состоит толь-

ко из одного состояния; 

в) k состоит из k + 1 классов 1 2 ( ) 1 2 ( ), ,..., , , ,...,k k k k k k
k kN N N R R R  , где 

каждый класс k
iN  имеет мощность k , а каждый класс k

iR  имеет 

мощность kz , причем k kz v . Тогда 1k  получается из k  разбиением  

одного из k
iN  на два класса Ck  и C`k  из 1k  мощности zk  и k -zk, со-

ответственно; 

г) k состоит из k+1 классов 1 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ), ,..., , , ,..., , ,...,k k k k k k k k k
k k kN N N Q Q Q R R R  

, 

где каждый класс k
iN  имеет мощность k , каждый класс k

iQ  имеет 

мощность k kv z  и каждый класс k
iR  имеет мощность kx , причем 

k kz  . Тогда 1k  получается из k  разбиением  одного из k
iN  на два 

класса kC  и 'kC  из 1k  мощности kz  и k kz   соответственно. 

Теорема 4. Для любого автомата из класса (4 , )A n D тогда и 

только тогда R<4n–1, когда D<2n. 

Доказательство. Если 2 1D n  , то 4 1R n   согласно теореме 2. 

Пусть 4 1R n   для некоторого (4 ,2 1)A A n n  . Аналогично дока-

зательству теоремы 1 легко показывается, что мощности классов 

( 2 )R n -неотличимых состояний автомата A удовлетворяют нера-

венству 2
22, {1,2,..., }R n

i R ni P 

  , где 2R nP   – число классов ( 2 )R n -

неотличимых состояний. Так как 4 1R n  , то 2 2R nP n  , и, следова-

тельно, 2
22, {1,2,..., }R n

i R ni P 

  . Согласно лемме 3, это противоречит 

приведенности автомата A . 

Для доказательства необходимости условий теоремы 4 пока-

жем, что при любом 2 , 4 1D n D n    существует автомат в классе 

(4 , )A n D , для которого 4 1R n  . При 4 1D n   в качестве такого ав-

томата можно взять автономный автомат с выходным алфавитом 

{0,1}Y  , функцией переходов  
1, 4

:
4 1

i i i n
h

n

  


 

и функцией выхода : (1) 1, (2) (3) ... (4 ) 0n         . Элементарная 

проверка показывает, что для данного автомата 4 1R n  . Для 

нахождения искомых автоматов при 4n–2D2n построим семей-

ство автоматов 4 ,4 2 1,2...( )n n nA   . В качестве автомата 4,2A  возьмем авто-

мат  4,2 4,2
4,2 4,2 4,2 4,2, , , ,A X S Y h   
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4,2 {1,2,3}X  , 4,2 {1,2,3,4}S  , 4,2 {0,1}Y  , 

4,2 4,2 4,2
1 2 2

1 3 1 1 1 1

2 2 2 3 2 2
: , : , :
3 1 3 2 3 4

4 4 4 4 4 3

h h h

  

  

  

  

, 

4,2 4,2 4,2 4,2(1) 1 (2) (3) (4) 0       . 

Для 2n   определим автомат  8,6 8,6
8,6 8,6 8,6 8,6, , , ,A X S Y h   следую-

щим образом: 

8,6 {1,2,3}X  , 8,6 {1,2,...,8}S  , 8,6 {0,1}Y  , 

8,6 8,6
1 2

5 7 6 7

: 7 5 , : 7 6 ,

, 5,7 , 6,7

h h

j j j j j j

 

 

   

  8,6
3

1 3

2 4

3 5

4 6
:
5 1

6 2

7 8

8 7

h

















, 

8,6 8,6 8,6(1) (2) (8) 1,      
8,6 8,6 8,6 8,6 8,6(3) (4) (5) (6) (7) 0         . 

При 3n   в качестве автомата 4 ,4 2n nA   возьмем автомат 

 4 ,4 2 4 ,4 2 4 ,4 2( , , , , )n n n n n nA X S Y h     

4 ,4 2 {1,2,3,4}n nX   , 4 ,4 2 {1,2,..., 4 }n nS n   

1

4 3 4 1
:

, 4 3, 4 1

n n
h

j j j n n

  

   
, 2

4 2 4 1
:

, 4 2, 4 1

n n
h

j j j n n

  

   
, 

3

1 3

3 5

5 1

2 4

4 6:

6 2

7 9, 11 13,..., 7 4 7 4 2,..., 4 5 4 3

8 10, 12 14,..., 8 4 8 4 2,..., 4 4 4 2

4 1 4

h

k k n n

k k n n

n n
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4

1 1

2 2

3 3

4 4

4 4
:

4 1 4 1

4 2 4 2

4 3 4 3

5 7, 9 11,..., 5 4 5 4 2,..., 4 7 4 5

6 8, 10 12,..., 6 4 6 4 2,..., 4 6 4 4

n n
h

n n

n n

n n

k k n n

k k n n











  

  

  

        

        

 

Выходная функция 4 ,4 2n n    автомата 4 ,4 2n nA   зависит от n. При 

четном n она такова: 
(1) (2) 1, (4 ) 1,n      

(9) (10) (11) (12) 1       , 

(9 8) (10 8) (11 8) (12 8) 1,            

… 
(9 8) (10 8) (11 8) (12 8) 1,k k k k            

… 
(4 7) (4 6) (4 5) (4 4) 1.n n n n            

На остальных состояниях значение функции   равно нулю. 

При нечетном n  имеет вид  
(1) (2) 1, (4 1) (4 2) (4 3) 1,n n n             

(9) (10) (11) (12) 1,        

… 
(9 8) (10 8) (11 8) (12 8) 1,k k k k            

… 
(4 11) (4 10) (4 9) (4 8) 1.n n n n            

На остальных состояниях значение функции   равно нулю. 

При n > 1 строим автомат  
4 ,4 2 4 ,4 2

4 ,4 2 4 ,4 2 4 ,4 2( , , , , )n n i n n i
n n i n n i n n iA X S Y h    

      . 

Положим 4 ,4 2 4 ,4 2 , [1,2 2],n n i n n i n       

4 ,4 2 4 ,4 2 {4 1,4 2,..., 4 };n n i n nX X i       
4 ,4 2 4 ,4 2 4 ,4 2 4 ,4 2
1 1 2 2 3 3 4 4; ; ; ;n n i n n i n n i n n ih h h h h h h h            

4 ,4 2
4 1

4 2 1 4 2
:

, 4 3, 4 2
n n i

n n
h

j j j n n
 



   

   
  ,   4 ,4 2

4 2

4 4 1 4 2

: 4 4 4 2 1

, 4 5, 4 4, 4 3, 4 2

n n i

n n

h n n

j j j n n n n
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4 ,4 2
4 3

4 2 2 1 4 2 4
:

, 4 5, 4 8
n n i

n n
h

j j j n n
 



     

   
 ,   4 ,4 2

4 4

4 2 3 1 4 2 2

: 4 2 3 4 2 2 1

, 4 6, 4 7, 4 4, 4 5

n n i

n n

h n n

j j j n n n n

 



     

     

     

. 

При нечетном i  

4 ,4 2
4

4 2 4 1
:

, 4 2 , 4 1
n n i
i

n i n i
h

j j j n i n i
 



    

     
.  

При четном i  

4 ,4 2
4

4 3 4

: 4 2 4 1

, 4 3 , 4 , 4 2 , 4 1

n n i
i

n i n i

h n i n i

j j j n i n i n i n i

 



   

    

        

. 

Очевидно, построенные автоматы 4 ,4 2 , {0,2,...,2 2},n n iA i n     явля-

ются перестановочными связными автоматами с диаметрами 

4 2n i  . По лемме 2 автоматы 4 ,4 2 , {0,2,...,2 2}n n iA i n     являются при-

веденными. Сравнительно легко проверяется, что состояния 1, 2 

(4 2)n -неотличимы в автомате 4 ,2n nA , и поэтому они (4 2)n -

неотличимы в автомате 4 ,4 2 , {0,2,...,2 2}n n iA i n    , так как 

4 ,4 2 4 ,2n n i n nX X   . 

Таким образом, доказано, что степень различимости построен-

ных автоматов равна 4 1n . 

Теорема 5. Если для автомата A  из класса (4 2, ) 4 1,A n D R n    

то 2 2D n  . 

Доказательство. Пусть 1 ,...,
m

m m
P   – классы m-неотличимых со-

стояний автомата A, mP  – число этих классов. В силу перестановоч-

ности, связности автомата A и условия 4 1R n  , имеем  

4 4 1,n DP n D     4 2,n D
i

  4{1,2,..., }n Di P  . 

Поэтому 42 4 2,n DP n    то есть 2D n . Если 2 ,D n  то 2 2 1nP n   и 
2

22, {1,2,..., }n
i ni P   , что противоречит, согласно лемме 3, условию 

4 1R n  .  

Следовательно, 2 1D n  . 

Предположим теперь, что 2 1D n  . Тогда 2 1 2 ,nP n   
2 1 2, {1,2,...,2 }n
i i n    . 

Возможны два случая: 1) имеется один класс (2n−1)-

неотличимых состояний мощности 4 и 2n−1 классов мощности 2;  

2) имеется два класса (2n−1)-неотличимых состояний мощности 3 и 

2n−2 класса мощности 2. Случай 1 и случай 2 при n = 1 противоре-

чат условию R = 4n−1 (см. лемму 3). Остается рассмотреть случай 2 

при n > 1. Для его отсева достаточно доказать следующее утвержде-
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ние. Если для некоторого m мощности классов  

m-неотличимых состояний автомата А имеют вид  

1 2 '...
m

m m m
P mt       ' 1 ' 2 ...

m m m

m m m
P P P mr       , tm ≠ rm        (10) 

и R = 4n−1, то P′m, Pm не являются одновременно четными.  

Докажем это утверждение. Пусть m  – минимальное целое, при 

котором выполняется (10) и ' ,
m m

P P  одновременно четные. Очевидно, 

существуют mi, при которых выполняются (10) и ' ,
i im mP P  не являют-

ся одновременно четными. В качестве такого mi можно взять, 

например, 1. Из чисел mi фиксируем максимальное, не превосходя-

щее m . Пусть это будет m . Имеем, что 1 2 '...
m

m m m
P mt      , 

' 1 ' 2 ...
m m m

m m m
P P P mr        и ' ,m mP P  не являются одновременно четны-

ми. Без ограничения общности предположим, что mt > mr . Используя 

лемму 3, можно заключить, что имеется 'mP  классов (m− 'mP )-

неотличимых состояний мощности mt − mr  и mP  классов (m+ 'mP )-

неотличимых состояний мощности mr .  

Из условий выбора m , m  имеем m+ 'mP = m . Без ограничения 

общности доказательства можно считать,  что 'mP = '
m

P , 
m
P = 'm mP P . 

Следовательно, одновременная четность ' ,
m m

P P  влечет одновремен-

ную четность ' ,m mP P , что противоречит выбору m .  

Таким образом, требуемое утверждение доказано, и вместе с 

ним завершено доказательство теоремы 5. 

 

7.4. Доказательство достижимости полученной  

оценки степени различимости  

 

Ниже приводятся примеры автоматов с достижимой оценкой 

степени различимости, данной в теореме 1. 

Теорема 6. Для любого автомата А из класса А(32m, 1)  mN0 

R ≤ 2(m+1), 

причем при любом mN существует автомат из А(32m, 1) со степе-

нью различимости, равной 2(m+1). 

Доказательство. Первое утверждение теоремы непосредствен-

но вытекает из теоремы 1. Докажем, что при любом целом m ≥ 0 

можно указать автомат из класса А(32m,1) со степенью различимо-

сти Rm, равной 2(m+1). Доказательство проведем индукцией по m. 

Определим автомат  следующим образом:  

Y = {0, 1}, X0 = {1, 2}, S0 = {1, 2, 3},  λ0(1) =  λ0(2)  =0, λ0(3) = 1, 
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0 0
1 2

1 2 1 3

: 2 3 , : 2 1.

3 1 3 2

h h

 

 

 

 

Автомат A0 является связным перестановочным автоматом Му-

ра с диаметром D = 1. Разбиение S0 на классы 1
k , …, 

k

k
P  k-

неотличимых состояний состоит из классов  

{ 1
1 , …, 

1

1
P } = {(1, 2), (3)}, 

{ 2
1 , …, 

2

2
P } = {(1), (2), (3)}. 

Таким образом, A0 – приведенный автомат со степенью разли-

чимости R0 = 2. 

Предположим, что у нас построен автомат 
0m

A  из класса  

A(3 02m ,1), для которого 
0m

R = 2(m0+1). Построим автомат  

 следующим образом:  
0 1mX   = {1, 2, …, 2| 0mX | + 2}; 

0 1mS   = {1, 2, …, 3 0 12m  }; Y = {1, 2}. 

Если для i 0mX  0 :m i
i jh j k ,  j{1, 2, …, 3 02m }, то для автомата 

0 1mA   положим: 

0 1
2 1

2 2
:
2 1 2 1

i
jm

i i
j

j k
h

j k






  
,  0 1

2

2 2 1
:
2 1 2

i
jm

i i
j

j k
h

j k


 

 
, 

0

0

1

2| | 1
: 2 2 1m

m

X
h j j


  . 

В классах (
0m

R −1)-неотличимых состояний автомата  выбираем 

класс мощности 2 вида {t−1, t} при четном t. При этом, конечно, мы 

дополнительно предполагаем наличие класса такого вида у автомата 

0m
A . Отметим, что для автомата A0 такой класс существует – это 

класс {1, 2}. Положим  

0

0 0

1

12| | 2

2( 1) 2 1
:

, , 2( 1), 2 1;
m

m

mX

t t
h

j j j X j t t




  

    
 

0 1m  (1)= 0 1m  (2)=…= 0 1m  ( 0 22m  )=0; 
0 1m  ( 0 22m  +1)= 0 1m  ( 0 22m  +2)=…= 0 1m  (3 0 22m  )=1. 

Автомат 
0 1mA  , очевидно, перестановочный. Покажем, что авто-

мат 
0 1mA   связный и его диаметр равен единице. Для этого фиксиру-

ем произвольную пару состояний s, u 0 1mS  , s ≠ u. Для произвольно-

го целого j ≥ 1 положим  
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,
2
1

,
2

j
если j четное

j
j

если j нечетное




 




 . 

По предположению, автомат 
0m

A  связный и его диаметр равен 

единице, следовательно, если s  ≠ u , то найдется i 0mX , при котором 
0 :m

ih s u , но тогда  

0 1
2 1

2 2
:
2 1 2 1

m
i

s u
h

s u






  
, 0 1

2

2 2 1
:
2 1 2

m
i

s u
h

s u


 

 
; 

таким образом, одна из этих подстановок переведет s в u. Если s =u , 

то  
1,

1,

u если s четное
s

u если s нечетное


 


, 

и тогда  
0

0

1

2| | 1
:m

m

X
h s u


 . 

Определим вспомогательный автомат 
0 1mA  , положив 

0 0 0 0

0

1 1 1 1
1 ( , , , , )m m m m

mA X S Y h    

  , 

где  
0 1mX  ={1, 2, …, 2| 0mX |}, 

0 1m
ih

 = 0 1m
ih

  ,   0{1,2,..., 2 | |}mi X  , 0 1m  = 0 1m  . 

Обозначим через ψ и φ отображения множеств 0 1mX   и 0 1mS   со-

ответственно в множества 0mX  и 0mS  

ψ: j j , 
,

2
1

,
2

j
если j четное

j
j

если j нечетное




 




 

φ: s s , 
,

2
1

, .
2

s
если s четное

s
s

если s нечетное




 




 

Непосредственно проверяется, что при любом s 0 1mS   и 0 1mj X 
  

0 01
( )

m m
j jh s h s 

 ,  0 01m ms s  
 . 

Поэтому при любом входном слове x1, x2, …, xl автомата 
0 1mA   

справедливо равенство 
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1

1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

... ...

...

l l l l

l l

m m m m m m m m
x x x x x x

m m m m
x x x

h h h s h h h s

h h h s  

  

 

 



      
 


, 

из которого следует, что каждому классу k-неотличимых состояний 

автомата 
0m

A  вида {s1, s2, …, sr} соответствует в разбиении множе-
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ства состояний 0 1mS   автомата 
0 1mA   на классы k-неотличимых состо-

яний класс вида {2s1−1, 2s1, 2s2−1, 2s2, …, 2sr−1, 2sr}. Учитывая до-

полнительное предположение о наличии у автомата 
0m

A  класса  

(
0m

R − 1) – неотличимых состояний вида {(t − 1), t}, где t – четное, по-

лучаем, что у автомата 
0 1mA   имеется класс (

0m
R − 1)-неотличимых со-

стояний вида {2(t−1)−1, 2(t−1), 2t−1, 2t}, а классы 
0m

R -неотличимых 

состояний имеют вид {2j−1, 2j}, j 0mS . Автомат 
0 1mA   отличается от 

автомата 
0 1mA   наличием дополнительных подстановок 0

0

1

2| | 1m

m

X
h 


, 0

0

1

2| | 2m

m

X
h 


, 

причем данные подстановки переводят любой класс (
0m

R −1)-

неотличимых состояний автомата 
0 1mA   в себя. Поэтому все классы 

k-неотличимых состояний автомата 
0 1mA   при k ≤

0m
R  будут классами 

k-неотличимых состояний автомата 
0 1mA  . Каждая из подстановок 

0 1m
ih

 , i{1,2,…,2| 0mX |+1} переводит любой класс 
0m

R -неотличимых 

состояний автомата 
0 1mA   в себя, а подстановка 0

0

1

2| | 2m

m

X
h 


 «разбивает» 

классы 
0m

R – неотличимых состояний {2(t−1)−1,2(t−1)}  и {2t−1, 2t} 

на четыре одноэлементных класса. Остальные же классы 
0m

R -

неотличимых состояний автомата 
0 1mA   данная подстановка перево-

дит в себя. Следовательно, классами (
0m

R + 1)-неотличимых состоя-

ний автомата 
0 1mA   являются пары {2j − 1, 2j) при j ≠ t, t − 1 и одно-

элементные множества {2(t − 1) − 1}, {2(t − 1)}, {2t − 1}, {2t}. Клас-

сы же (
0m

R + 2)-неотличимых состояний автомата 
0 1mA   состоят, оче-

видно, из одноэлементных множеств. Таким образом, Rm = 2(m + 1) 

при любом целом m > 0. 

Следующие автоматы могут служить иллюстрацией проведен-

ного доказательства. Для автомата  положим  

X1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, S1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},  

1(1) = 1(2) = 1(3) = 1(4) = 0,  1 (5) = 1 (6) = 1, 

а функцию переходов 1
j  определим подстановками 

1
1

12 3 4 56

3 4 56 12
h

 
  
 

, 1
2

1 2 3 4 56

4 36 5 2 1
h

 
  
 

, 1
3

12 3 4 56

56 12 3 4
h

 
  
 

, 

1
4

12 3 4 56

6 5 2 1 4 3
h

 
  
 

, 1
5

1 2 3 4 56

2 1 4 36 5
h

 
  
 

, 1
6

12 3 4 56

13 2 4 56
h

 
  
 

. 

Разбиение S1 на классы  k-неотличимых состояний автомата A1 

имеют вид, представленный в табл. 15. 
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Т а б л и ц а  15 

 

K 1 ,k  2 ,k  3 ,k  …, 
k

k
P  

1 {1, 2, 3, 4} {5, 6} 

2 {1, 2} {3, 4} {5, 6} 

3 {1} {2} {3} {4} {5, 6} 

4 {1} {2} {3} {4} {5} {6} 

 

Определим автомат  следующим образом:  
2X  = {1, 2, …, 14}, S2 = {1, 2, …, 12}. Нижние строки подстановок 

2
j

i

i
h

k

 
  
 

 зададим в табл. 16.  

 
Т а б л и ц а  16 

 

j k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 

1 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 

2 6 5 8 7 10 9 12 11 2 1 4 3 

3 7 8 5 6 11 12 9 10 3 4 1 2 

4 8 7 6 5 12 11 10 9 4 3 2 1 

5 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 

6 10 9 12 11 2 1 4 3 6 5 8 7 

j k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 

7 11 12 9 10 3 4 1 2 7 8 5 6 

8 12 11 10 9 4 3 2 1 8 7 6 5 

9 3 4 1 2 7 8 5 6 11 12 9 10 

10 4 3 2 1 8 7 6 5 12 11 10 9 

11 1 2 5 6 3 4 7 8 9 10 11 12 

12 2 1 6 5 4 3 8 7 10 9 12 11 

13 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 

14 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 10 12 

 

Положим 2 (s) = 0 для s{1, 2, …, 8} и 2 (s) = 1 для s{9, 10, 

11, 12}. Разбиения S2 на классы k-неотличимых состояний имеют 

вид, указанный в табл. 17. 
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Т а б л и ц а  17 
 

k 1 ,k 2 ,k 3 ,k  …, 
k

k
P  

1 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} {9, 10, 11, 12} 

2 {1, 2, 3, 4} {5, 6, 7, 8} {9, 10, 11, 12} 

3 {1, 2} {3, 4} {5, 6} {7, 8} {9, 10, 11, 12} 

4 {1, 2} {3, 4} {5, 6} {7, 8} {9, 10} {11, 12} 

5 {1, 2} {3, 4} {5, 6} {7, 8} {9} {10} {11} {12} 

6 {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} {9} {10} {11} {12} 

 

Теорема 7. Для любого автомата A из класса A(52m, 1),  

m{0, 1, …} 

R ≤ 2m + 3. 

При любом mN существует автомат из A(52m, 1) со степенью 

различимости R=2m + 3. 

Доказательство этой теоремы проводится с помощью рассуж-

дений, аналогичных доказательству теоремы 6. Основное отличие 

состоит в том, что в качестве автомата  можно 

взять автомат с параметрами  

X0 = {1, 2, 3, 4, 5}, S0 = {1, 2, 3, 4, 5}, 

λ0(1) = λ0(2) = 0,  λ0(3) = λ0(4) = λ0(5) = 1, 

0
1

12 3 4 5

3 4 12 5
h

 
  
 

, 0
2

1 2 3 4 5

4 5 3 1 2
h

 
  
 

, 0
3

12 3 4 5

5 3 2 4 1
h

 
  
 

, 

0
4

1 2 3 4 5

2 1 4 5 3
h

 
  
 

, 0
5

1 2 3 4 5

2 1 5 3 4
h

 
  
 

. 

Теорема 8. Для любого автомата A из класса A(52m, 2)  

m{0, 1, …} 

R ≤ 3m + 4. 

При любом m{0, 1, …} существует автомат из A(52m, 2) со 

степенью различимости, равной 3m + 4. 

Доказательство. По теореме 1 для любого автомата из класса 

A(52m, 2) степень различимости Rm ≤ 3m+4. Докажем, что при лю-

бом целом m ≥ 0 можно указать автомат из класса А(52m, 2), для ко-

торого достижима указанная оценка. Для m = 0 рассмотрим автомат 

, у которого  

X0 = {1, 2, 3}, S0 = {1, 2, 3, 4, 5}, 

λ0(1) = λ0(2) = λ0(3) = 0,   λ0(4)  = λ0(5)= 1, 
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0
1

12 3 4 5

15 4 3 2
h

 
  
 

, 0
2

12 3 4 5

3 1 2 5 4
h

 
  
 

, 0
3

1 2 3 4 5

2 3 1 4 5
h

 
  
 

. 

Автомат A0А(520, 2) и разбиения множества его состояний на 

классы k-неотличимых состояний имеют вид, показанный  

в табл. 18. 
Т а б л и ц а  18 

 

K 
1 ,k  2 ,k  3 ,k  …,

k

k
P  

1 {1, 2, 3} {4, 5} 

2 {1} {2, 3} {4, 5} 

3 {1} {2} {3} {4, 5} 

4 {1} {2} {3} {4} {5} 

 

Таким образом, для автомата A0  

R0 = 4. 

Предположим теперь, что у нас построен автомат  

 из класса А(5 02m , 2), для которого 
0m

R = 

3m0+4. Причем у автомата 
0m

A  при нечетном m0 состояния {1, 2} об-

разуют класс (
0m

R − 1)-неотличимых состояний, а при четном m0 – 

множество состояний {5 02m − 1,  5 02m } является классом (
0m

R − 1)-

неотличимых состояний. 

Построим автомат  следующим обра-

зом:  

X= {1, 2, …, 02 | | 2mX  }, S = {1, 2, …, 5 0 12m  }. 

Если для x 0mX  
0 ( ):m x

x jh j k ,  j{1,2,…, 05 2m }, 

то для автомата 
0 1mA  положим 

( )

2 1 ( )

2 2
:
2 1 2 1

x
j

x x
j

j k
h

j k



  
,  

( )

2 ( )

2 2 1
:
2 1 2

x
j

x x
j

j k
h

j k

 

 
, 

02| | 1

2 2 1
:
2 1 2

mX

j j
h

j j 

 

 
. 

В классах (
0m

R −1)-неотличимых состояний автомата 
0m

A  выби-

раем класс {t−1, t}, где t = 2 при m0 нечетном и t = 05 2m  при четном 

m0, и полагаем  

 
λ(1) = λ(2) = … = λ(3 0 12m  ) = 0; 
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λ(3 0 12m  +1) = … = λ(5 0 12m  ) = 1. 

Автомат 
0 1mA  , очевидно, перестановочный. Покажем, что он 

связный с диаметром 2. Для произвольного целого j ≥ 1 положим:  

,
2
1

, .
2

j
если j четное

j
j

если j нечетное




 




 

Фиксируем произвольную пару состояний s, u, s ≠ u автомата 

0 1mA  . По предположению 
0m

A  связный с диаметром 2. Поэтому если 

s  ≠ u , то существует входное слово 1 , ..., lj j  автомата 
0m

A  длины  

l{1, 2}, при котором  
0 0

1
...

l

m m

j j
h h s u . 

При l = 1 одна из следующих подстановок автомата 
0 1mA   пере-

ведет s в u: 

12 1

2 2
:
2 1 2 1j

s u
h

s u



  
,  

12

2 2 1
:
2 1 2j

s u
h

s u

 

 
. 

При l = 2 имеем  
0

1

m

j
s a  , 0

2

m

j
h a u , 

и, по доказанному выше, одна из подстановок 
12 1j

h


, 
12 j

h  переведет s в 

a, и одна из подстановок 
22 1j

h


, 
22 j

h  переведет а в u. Если s  = u , то 

02| | 1mX
h s u

 
 . 

Определим вспомогательный автомат , по-

ложив  

X = {1, 2, …, 02 | |mX },  = , xX , = . 

Обозначим через ψ и φ отображения множеств X  и S = {1, 2, …, 

5 0 12m  } соответственно в множество 0mX  и 0mS = {1, 2, …, 5 02m }: 

ψ: j j , j X ; φ: s s , sS. 

Легко видеть, что  

, , sS; . 

Поэтому при любом входном слове x1, x2, …, xl автомата A  

справедливо равенство  

. 

Из этого равенства вытекает, что каждому классу k-

неотличимых состояний автомата 
0m

A  вида {s1, s2, …, sr} соответ-

ствует в разбиении множества состояний автомата A , класс {2s1−1, 

2s1, 2s2−1, 2s2, …, 2sr−1, 2sr}. В частности, классы (
0m

R − 1)-
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неотличимых состояний автомата  содержат класс {2(t − 1) − 1, 2(t 

− 1), 2t − 1, 2t}, где t = 2 при нечетном m0 и  

t = 5 02m  при четном m0, а классы 
0m

R -неотличимых состояний авто-

мата  имеют вид  

{1, 2}; {3, 4}; {5, 6}; …; {5 0 12m  − 1, 5 0 12m  }. 

Заметим, что подстановка 
02| | 1mX

h
 

 переводит каждый класс 
0m

R – 

неотличимых состояний автомата A  в себя, а 
02| | 2mX

h
 

 переводит каж-

дый класс {
0m

R − 1)-неотличимых состояний в себя и «разбивает» 

классы {2(t−1)−1, 2{t−1)} и {2t−1, 2t} 
0m

R -неотличимых состояний 

на четыре одноэлементных класса {2(t−1)−1}, {2(t−1)}, {2t−1}, 

{2t}. В силу изложенного можно сделать вывод о том, что классы 

0m
R -неотличимых состояний автоматов 

0 1mA   и A  совпадают, а 

классы (
0m

R + 1)-неотличимых состояний автомата 
0 1mA   имеют вид 

при нечетном m0 

{1}; {2}; {3}; {4}; {5, 6}; {7, 8}; …; {5 0 12m  − 1, 5 0 12m  }, 

а при четном m0   

{1, 2}; {3, 4}; …; {5 0 12m  − 5, 5 0 12m  − 4}; {5 0 12m  − 3}; {5 0 12m  − 2}; 

{5 0 12m  − 1}; {5 0 12m  }. 

Покажем, что классы (
0m

R + 2)-неотличимых состояний автомата 

0 1mA   содержат класс {5 0 12m  − 1, 5 0 12m  } при  m0 – нечетном и класс 

{1, 2} при четном m0. Для этого, очевидно, достаточно показать, что 

при любом xX выполняются соотношения: 
0m 1(5 2 1)xh


  {1, 2, 3, 4}, 0m 1(5 2 )xh


 {1, 2, 3, 4}, если m0 нечетное, и  

(1)xh {5 0 12m  − 3, 5 0 12m  − 2, 5 0 12m  − 1, 5 0 12m  }, 

(2)xh {5 0 12m  − 3, 5 0 12m  − 2, 5 0 12m  − 1, 5 0 12m  }, если m0 четное.  

Доказательство этого утверждения проведем индукцией по m0. При 

m0 = 0 рассмотрим автомат A1. Согласно законам построения авто-

матов Am, автомат  имеет вид 1X = {1, 2, 3, …, 

8}, S1 = {1, 2, 3, …, 10}. Нижние строки подстановок   зада-

ются табл. 19. 

Функция выхода  принимает значения:  

{1) = {2)= {3) = {4) = {5) = {6) = 0, 

{7)= {8) = {9) = {10) =1. 

Элементарная проверка показывает, что при любом xX1  

(1)xh {7, 8, 9, 10}, (2)xh {7, 8, 9, 10}. 
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Т а б л и ц а  19 
 

j k1 k2 k3 k4 k5 K6 k7 k8 k9 k10 

1 1 2 9 10 7 8 5 6 3 4 

2 2 1 10 9 8 7 6 5 4 3 

3 5 6 1 2 3 4 9 10 7 8 

4 6 5 2 1 4 3 10 9 8 7 

5 3 4 5 6 1 2 7 8 9 10 

6 4 3 6 5 2 1 8 7 10 9 

7 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 

8 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 

При m0 = 1 рассмотрим автомат : 2X  = {1, 

2, …, 18}, S2 = {1, 2, …, 20}. 

Нижние строки подстановок 2
jh  задаются в табл. 20. 

 
Т а б л и ц а  20 

 

j k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 K8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 

1 1 2 3 4 17 18 19 20 13 14 15 16 9 10 11 12 5 6 7 8 

2 2 1 4 3 18 17 20 19 14 13 16 15 10 9 12 11 6 5 8 7 

3 3 4 1 2 19 20 17 18 15 16 13 14 11 12 9 10 7 8 5 6 

4 4 3 2 1 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 

5 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 17 18 19 20 13 14 15 16 

6 10 9 12 11 2 1 4 3 6 5 8 7 18 17 20 19 14 13 16 15 

7 11 12 9 10 3 4 1 2 7 8 5 6 19 20 17 18 15 16 13 14 

8 12 11 10 9 4 3 2 1 8 7 6 5 20 19 18 17 16 15 14 13 

9 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 13 14 15 16 17 18 19 20 

10 6 5 8 7 10 9 12 11 2 1 4 3 14 13 16 15 18 17 20 19 

11 7 8 5 6 11 12 9 10 3 4 1 2 15 16 13 14 19 20 17 18 

12 8 7 6 5 12 11 10 9 4 3 2 1 16 15 14 13 20 19 18 17 

13 3 4 1 2 7 8 5 6 11 12 9 10 15 16 13 14 19 20 17 18 

14 4 3 2 1 8 7 6 5 12 11 10 9 16 15 14 13 20 19 18 17 

15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 17 18 15 16 19 20 

16 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 14 13 18 17 16 15 20 19 

17 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 14 13 16 15 18 17 20 19 

18 1 3 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
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Функция выхода  принимает следующие значения:  

 (1) =  (2) =…=  (12) = 0;  (13) =  (14) =…=  (20)  1. 

Непосредственно проверяется, что при любом xX2  

 {17, 18, 19, 20};  {17, 18, 19, 20}; 

 {1, 2, 3, 4};  {1, 2, 3, 4}. 

Предположим теперь, что при некотором m0 ≥ 1 выполняются 

соотношения 

(1)xh {5 0 12m  − 3, 5 0 12m  − 2, 0 15 2m 
 − 1, 0 15 2m 

 }, 

(2)xh {5 0 12m  − 3, 5 0 12m  − 2, 0 15 2m 
 − 1, 0 15 2m 

 }, 

0m 1(5 2 1)xh


  {1, 2, 3, 4}, 0m 1(5 2 )xh


 {1, 2, 3, 4}, xX, 

а для m0 + 1 нашлось x0 0 2mX  , для которого справедливо одно из 

соотношений: 

1) 0

0

2(1)m
xh


{ 0 25 2m 

 − 3, 0 25 2m 
 − 2, 0 25 2m 

 − 1, 0 25 2m 
 }; 

2) 0

0

2(2)m
xh


{ 0 25 2m 

 − 3, 0 25 2m 
 − 2, 0 25 2m 

 − 1, 0 25 2m 
 }; 

3) 0 0

0

2 m 2(5 2 1)m
xh

 
  {1, 2, 3, 4}; 

4) 0 0

0

2 m 2(5 2 )m
xh

 
 {1, 2, 3, 4}. 

Из этих условий и того, что m0 ≥ 1, следует 0x [1, 2|X|] 0 2mX  . 

Поэтому, согласно законам функционирования автоматов 
0 1mA  , 

0 2mA  , должно выполняться одно из следующих включений:  

1) 
0
(1)xh { 0m 15 2 

 − 1, 0m 15 2 
 };  

2) 0

0

m 1(5 2 )xh


 {1, 2}. 

Эти соотношения противоречат начальному предположению. 

Таким образом, требуемые соотношения для автомата 
0 1mA   доказа-

ны.  

Очевидно, автомат 
0 1mA   приведенный, а ранее было показано, 

что он имеет (
0m

R +2)-неотличимые различные состояния, и кроме 

того отмечено, что степень различимости автомата 
0 1mA   удовлетво-

ряет неравенству 
0 1mR   ≤ 

0m
R + 3. Поэтому для автомата 

0 1mA   

0 1mR  =
0m

R + 3 = 3(m0 + 1) + 4. 

Теорема 8 полностью доказана. 
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Глава 8. НЕОТЛИЧИМОСТЬ СОСТОЯНИЙ  

ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ, АФФИННЫХ И АВТОНОМНЫХ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ВЕКТОРНЫХ АВТОМАТОВ  
 

В главе приводятся методы расчета классов k-неотличимых и неот-

личимых состояний автоматов – перестановочных, аффинных и авто-

номных нелинейных векторных. 

 

8.1. Основные понятия 

  

 Пусть A = (X, S, Y, h, f) – конечный автомат. Напомним неко-

торые обозначения: hx: S→S – частичная функция переходов автома-

та A соответствующая входному символу xX, задаваемая соотно-

шением hx(s) = h(s, x), sS (для удобства ниже в этой записи мы 

опускаем скобки при hx: hxs = h(s, x)); fx: S→Y – частичная функция 

выхода соответствующая входному символу xX, задаваемая соот-

ношением fx(s) = f(s, x), sS (для удобства ниже в этой записи мы 

опускаем скобки при fx : fxs = f(s, x)). Если f(s,x)=λ(s) для любых 

xX, sS, где λ: S→Y, автомат Мили A может рассматриваться как 

автомат Мура и он будет обозначаться через A = (X, S, Y, h, λ). Если 

же f(s, x) = s для любых xX и sS (в этом случае, очевидно Y = S), 

то автомат A может рассматриваться как автомат Медведева и будет 

обозначаться через AM = (X, S, h). Напомним также, что если X со-

стоит из одного элемента |X| = 1, то такой автомат называется авто-

номным и он будет обозначаться через A = (S, Y, h, λ). 

Положим для краткости: 

1) ....( 1) ( 1) (1)x k x k xP h h hh   – отображение S→S, осуществляемое 

автоматом A в результате приложения к нему входного слова  

P = x(1), x(2), ..., x(k);  

2) ....( 1) ( 1) (1)( )P x k x k xx kf h h hf   – отображение S→Y, осуществля-

емое автоматом A в результате приложения к нему входного слова 

P= x(1), x(2), …., x(k); 

3)  [a, b] – наименьшее общее кратное чисел a, b. 

Имея дело с несколькими автоматами, будем отмечать пятерки 

X, S, Y, h, f различными символами (верхними и нижними), напри-

мер, A = (XA, SA, YA, hA , fA). Если же автомат обозначается симво-

лом A с каким-нибудь индексом, например A’, то иногда для про-

стоты мы будем помечать элементы его пятерки тем же индексом, 

например, (X’, S’, Y’, h’, f’). Аналогичным образом мы будем по-



121 

 

ступать и для различения введенных параметров автоматов, напри-

мер, полугруппу автоматов A и B удобно обозначать через GA и GB 

соответственно. Чаще всего мы будем иметь дело непосредственно 

с частичными функциями переходов (hx)xX и выхода (fx)xX автома-

та A = (X, S, Y, h, f), в связи с чем для автомата A будет использо-

ваться и такое обозначение:  

A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX). 

 Напомним следующие основные понятия [16; 27; 33]. 

Определение 1. Состояние s и s’ автомата A называется k-

неотличимыми, если  
A(s, P)) = A(s’, P) 

для любого входного слова P = x(1), x(2),…, x(k) длины k автомата 

A. В противном случае они называются k-различимыми.  

Определение 2. Состояния s и s’ автомата A называются неот-

личимыми, если они k-неотличимы для любого k. В противном слу-

чае они называются различными (отличными).  

Известна следующая теорема.  

Теорема 1 [16; 27]. Для неотличимости двух состояний автома-

та A = (X, S, Y, h, f) достаточна их (│S│– 1)-неотличимость.  

Поскольку бинарное отношение k-неотличимости состояний 

автомата является отношением эквивалентности, все множество со-

стояний S автомата A разбивается на непересекающиеся классы k-

неотличимых состояний.  

Будем обозначать это разбиение через: 

Nk = ( 1 2, ,.....,
k

k k k
lN N N ), 

k
jN , j є [1, l k] – классы k-неотличимых состояний автомата A, а 

lk – число классов k-неотличимых состояний автомата A. Классы 

неотличимых состояний автомата A будем обозначать через Nj , j є 

[1, l], а само разбиение множества S эти классы через  

N = (N1, N2, ..., Nl), 

l – число классов неотличимых состояний автомата A.  

Определение 3. Число R называется степенью различимости 

автомата A, если  

NR = N; 

Nk ≠ N при k<R. 

Определение 4. Автомат A называется приведенным (или 

находится в приведенной форме), если │Nj│= 1 для любого j[1, l]. 

Очевидно, что если A приведенный автомат, то l = │S│. 
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Определение 5. Два или более автоматов называется сравни-

мыми, если они имеют одинаковые входные и выходные алфавиты. 

 Если A и B сравнимые автоматы, sA и sB – состояния автоматов 

A и B, соответственно, то k-неотличимость и неотличимость этих 

состояний может быть определена аналогично определениям 1, 2 

[16]. 

Определение 6. Говорят, что сравнимые автоматы A и B  

k-неотличимы, если каждому состоянию автомата A соответствует 

по крайней мере одно k-неотличимое от него состояние в автомате 

B и если каждому состоянию автомата B соответствует по крайней 

мере одно k-неотличимое от него состояние в автомате A. Если ав-

томаты не являются неотличимыми, то они называются различны-

ми.  

 Очевидно, если автоматы k-неотличимы при любом k, то они 

неотличимы. Напомним еще одно понятие в теории конченых авто-

матов [40; 17].  

Определение 7. Автомат A = (X, S, Y, h, f) называется переста-

новочным автоматом, если его частичные функции переходов 

(hx)xX осуществляют взаимно однозначные отображения множества 

S  в себя.  

 В случае перестановочного автомата A полугруппа GA автома-

та A есть группа. Граф переходов ([16]) перестановочного автомата 

A распадается на связанные компоненты, которые в силу перестано-

вочности автомата A является сильно связанными [16].  

Компонентами автомата A будут называться подавтоматы 

автомата A, отвечающие соответствующим компонентам его 

графа переходов.  

Очевидно, что компоненты перестановочного автомата являют-

ся перестановочными автоматами. 
 

8.2. Неотличимость состояний перестановочных автоматов 

 

Исследование неотличимости состояний конечных автоматов 

проводились в целом ряде работ [16; 27; 33]. Полученные в них ре-

зультаты основаны на табличном задании автомата, которые эффек-

тивны лишь при сравнительно малом числе состояний. В настоящем 

пункте рассматривается задача описания классов неотличимых со-

стояний конечных перестановочных автоматов [33]. Полученные 

результаты могут быть использованы при исследовании эквива-

лентности ключей в ряде криптографических устройств, которые 
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могут трактоваться как конечные перестановочные автоматы с 

большим числом состояний. 

Обозначим через Bi , i[1,P] связанные компоненты перестано-

вочного автомата A. Известно, что отношение неотличимости авто-

матов является отношением эквивалентности, поэтому множество 

всех связанных компонент Bi , i[1, P] автомата A разбивается на 

некоторое число непересекающихся классов неотличимых связных 

компонент автомата A. Пусть t – число классов неотличимых свя-

занных компонент автомата A. Если Ai , i[1, t] – подавтомат A, со-

стоящий из некоторого класса неотличимых связанных компонент 

автомата A, то перестановочный автомат A можно представлять се-

бе как автомат, состоящий из перестановочных подавтоматов Ai , 

i[1, t] автомата A, все связанные компоненты которых неотличи-

мы. Для перестановочных автоматов приводимое ниже утверждение 

дает возможность свести задачу определения классов неотличимых 

состояний к двум задачам:  

1) задача определения классов неотличимых состояний пере-

становочного автомата, связанные компоненты которого являются 

неотличимыми перестановочными автоматами; 

2) задача определения неотличимости или различимости свя-

занных перестановочных автоматов.  

Теорема 2. Каждый класс неотличимых состояний перестано-

вочного автомата A является классом неотличимых состояний неко-

торого подавтомата Ai , i[1, t], состоящего из одного из классов не-

отличимых связанных компонент автомата A, где t – число классов 

неотличимых связных компонент автомата A. 

Доказательство. Для доказательства теоремы 2 очевидно до-

статочно показать, что если два состояния автомата A, принадле-

жащие различным связным компонентам автомата A, неотличимы, 

то эти компоненты неотличимы. А это утверждение немедленно 

следует из [16], где показано, что если автоматы B и B’ сильно связа-

ны и различимы, то любое состояние автомата B различимо с каждым 

состоянием автомата B’ и из того, что сильная связанность каждой 

связной компоненты следует из перестановочности автомата A.  

Из этой теоремы непосредственно вытекает следствие.  

Следствие 1. Перестановочный автомат A является приведен-

ным тогда и только тогда, если каждая связная компонента автомата 

A приведена и нет ни одной пары неотличимых связных компонент 

автомата A.  
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Замечание 1. Как следует из доказательства теоремы 2, ее 

утверждение и утверждение следствия 1 справедливы для более 

широкого класса автоматов, а именно для автоматов, состоящих из 

изолированных сильно связанных компонент.  

Перейдем теперь к решению первой из вышепоставленных двух 

задач. Рассмотрим сначала связный перестановочный автомат, со-

стоящий из одной связной компоненты. 

Теорема 3. Мощности классов неотличимых состояний связно-

го перестановочного автомата A одинаковы и равны числу  

О.Н.Д. (│
1

1N │, │
1

2N  │, …,│
1

1

lN  │, │
2

1N  │, …,│
2

2

lN  │, …,│
| | 1

1

S

N


 │, 

..., │
|| 1

| | 1

S

S

lN 


 │) 

Доказательство. Рассмотрим классы неотличимых состояний 

N1, N2, …, Nl автомата A = (X, S, Y, h, f) и предположим, что при не-

которых i, j[1, l], |Nj|>|N|i.  

Пусть sj Nj и si Ni . Так как автомат A сильно связан, то суще-

ствует входное слово  (конечной длины), для которого  

h (sj ) = si. 

Вследствие того, что каждое состояние из множества h(Nj) не-

отличимо от состояния si (см. [16]) и h есть подстановка множества 

S, заключаем 

│Ni│≥│Nj│, 

что противоречит предположению │Nj│>│Ni│. Таким образом, 

первое утверждение теоремы 3 доказано. Воспользуемся теперь тем 

обстоятельством, что каждый класс k-неотличимых состояний есть 

объединение некоторых классов (k+1)-неотличимых состояний [16; 

27]). Если d = │
|| 1S

nN


 │, n[1, l│S│–1 ], то получаем, что мощность 

каждого класса k-неотличимых состояний при k <│S│ есть число 

кратное d, откуда и следует второе утверждение теоремы 3.  

Следствие 2. Если │S│– простое число, то связанный переста-

новочный автомат A = (X, S, Y, h, f), у которого не все частичные 

функции выхода постоянны на множестве S,   является приведен-

ным автоматом.  

Доказательство. Действительно  

 
1

, , 1,
l

i i
i

S l d d i lN N


     . 

Следовательно, либо l = 1, либо d = 1. Первый случай противо-

речит условию следствия 2 и значит d = 1, то есть A приведенный 

автомат. 
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Непосредственно из теоремы 3 получаем следствие 3. 

Следствие 3. Если (│
1

iN │,│
1

jN  │) = 1 для некоторых i, j[1; 

l1], то связанный перестановочный автомат A = (X, S, Y, h, f) являет-

ся приведенным автоматом. 

Для произвольного автомата A = (X, S, Y, h, f) обозначим через 

П = {Пk, k{1, …, L(П)}    разбиение множества S на подмножества 

Пk такие, что 

Пk ∩ Пj = , k ≠ j,  
k

Пk = S 

и для любых gGA и  k существует j, при котором g (Пk)Пj. Пусть 

П* – множество всех таких разбиений. Будем говорить, что П = {Пk, 

k{1, …, L(П)} не меньше П’ = {П’j, j{1, …, L(П’)}, если для лю-

бого j найдется k такое, что П’j  Пk. Множество П* частично упо-

рядочено и более того, как показано в [40], является структурой. 

Обозначим через Пβ = {Пβ 
k, k{1, …, L(Пβ )}  такое разбиение 

ПβП*, при котором частичные функции выхода (fx)xX автомата A 

постоянны на каждом множестве Пβ
kПβ. В [40] показано, что раз-

биение множества состояний S автомата A на классы неотличимых 

состояний является максимальным элементом в совокупности вида 

Пβ. Для связного перестановочного автомата A множество П* со-

стоит из разбиения ПS = {S}, разбиения П0 = {s, sS} и разбиений 

множества S, определяемых всеми системами областей имприми-

тивности группы GA [41] автомата A. Если A – неприведенный 

связный, перестановочный автомат, у которого не все частные 

функции выхода постоянны на множестве состояний S, то очевидно, 

что разбиение множества S на классы неотличимых состояний ав-

томата A представляет собой максимальный элемент в совокупно-

сти разбиений, определяемых всеми системами областей имприми-

тивности группы GA, на которых частичные функции выхода посто-

янны.  

В частности, имеют место следующие утверждения.  

Следствие 4. Связный перестановочный автомат A = (X, S, Y, 

h, f), у которого не все частичные функции выхода постоянны на 

множестве состояний S, не является приведенным автоматом тогда 

и только тогда, если его частичные функции выхода постоянны на 

блоках некоторой системы областей импримитивности группы G 

автомата A.  

Следствие 5. Связанный перестановочный автомат с прими-

тивной группой, не все частичные функции выхода которого посто-
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янны на множестве его состояний, является приведенный автома-

том. 

Алгоритм поиска систем импримитивности для групп подста-

новок, заданных системой образующих приведен в [36]. 

Пример 1. Пусть X = {0}, Y = {0,1}, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, h0 = 

 123456
234561  –  подстановка S, λ – отображение S в Y, определенное ра-

венствами:  

λ(1) = λ(2) = λ(3) = 0; λ(4) = λ(5) = λ(6) = 1. 

Данный автомат A = (X, S, Y, h0, λ) является автономным свя-

занным перестановочным автоматом Мура. На основании следствий 

2, 3 сказать что-либо о существовании различных неотличимых со-

стояний данного автомата нельзя, так как │S│= 6 не является про-

стым числом и разбиение на классы 1-неотличимых состояний име-

ет вид: 

N1 = ( 1 1

1 2
,N N ) = ({1, 2, 3}, {4, 5, 6}), 

то 

(│
1

1N │,│
1

2N │) = 3. 

Поэтому воспользуемся разбиением 

N2 = (
2 2 2 2

1 2 3 4
, , ,N N N N ) = ({1, 2}, {3}, {4, 5}, {6}) 

Так как  

(│
2

1N │, │
2

2N  │) = (2, 1) = 1, 

то на основании теоремы 3 заключаем, что данный автомат не имеет 

различных неотличимых состояний. 

Пример 2. Пусть X = {0}, S = Vn\0 – векторное пространство 

размерности n над полем из двух элементов F2 с исключенным ну-

левым вектором 0, Y = F2, h0 – полноцикловая подстановка множе-

ства S, λ – равновероятная двоичная функция, определена на Vn.  

Тогда, в силу утверждения следствия 3, A = (X, S, Y, h0, λ) является 

приведенным автоматом.  

 Пусть теперь A – произвольный перестановочный автомат, 

связанные компоненты которого неотличимы. Будем считать, что A 

состоит из T > 1 неотличимых связанных компонент Bi , i[1, T]. 

Согласно теореме 3 классы неотличимых состояний каждого авто-

мата Bi , i[1, T] имеют одинаковую мощность di. Описание мощно-

стей классов неотличимых состояний рассматриваемого автомата 

дается приводимым ниже утверждением. 
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Теорема 4. Мощности классов неотличимых состояний пере-

становочного автомата A, состоящего из неотличимых связанных 

компонент Bi , i[1, T] одинаковы и равны  

d = 
1

T

i
 di , 

где di – мощность классов неотличимых состояний связной компо-

ненты Bi , i[1, T] автомата A. 

Доказательство. Пусть s – некоторое состояние автомата A. 

Построим класс состояний автомата A, неотличимых от s. Без огра-

ничения общности доказательства предположим, что s принадлежит 

некоторому классу неотличимых состояний компоненты B(1),  

s = s(1)B(1)Ns(1). Компонента B(1) неотличима от компоненты B(i), 

i[2, T]. Следовательно, существует состояние s(i)B(i)Ns(i) компо-

ненты B(i), i[2, P], неотличимое от s(1). В силу транзитивности от-

ношения неотличимости множество состояний B(i)Ns(i) явля-

ется множеством состояний автомата A, неотличимых от s(1), мощ-

ности 
1

T

i
 di, так как множества B(i)Ns(i) принадлежат различным ком-

понентам, и поэтому попарно не пересекаются. Остается теперь за-

метить, что любое состояние s автомата A, неотличимое от s1, долж-

но принадлежать одному из классов B(i)Ns(i), i[1, T]. Таким образом, 

утверждение теоремы 4 полностью доказано. 

  Прежде чем перейти к решению задачи о неотличимости связ-

ных перестановочных автоматов, сделаем одно полезное замечание и 

докажем ряд вспомогательных утверждений.  

Замечание 2. Если классы k-неотличимых состояний автомата 

A1 имеют вид A1Nk
i , i[1, lA1

k] классы k-неотличимых состояний ав-

томата A2 есть A2Nk
i , i[1, lA2

k], а s1
i – представители классов A1Nk

i , 

s2
i – представители классов A2Nk

i, то очевидно, что k-неотличимость 

автоматов A1
 , A2 индуцирует взаимно однозначное соответствие μk 

между классами разбиений A1Nk и A2Nk , а именно класс A1Nk
i , i[1, 

lA1
k] автомата A1 соответствует классу A2Nk

j , j[1, lA2
k ] при соответ-

ствии μk тогда и только тогда, если состояние s1
i автомата A1 k-

неотличимо от состояния s2
j автомата A2 . В этом случае, конечно, 

любое состояние из A1Nk
i автомата A1 k-неотличимо от любого со-

стояния из A2Nk
j автомата A2. 

В силу изложенных соображений имеем  

lA1
k = lA2

k, 

если автоматы A1 и A2 k-неотличимы. 
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Теорема 5. Для неотличимости двух автоматов A1 = (X, S, Y, h1, 

f1), A2 = (X, S, Y, h2, f2) достаточна их (min(R1,R2)+1)-неотличимость, 

где R1 , R2 степени различимости автоматов соответственно A1 , A2.  

Доказательство. Пусть автоматы A1 и A2 m-неотличимы, m = 

= min (R1,R2)+1. Рассмотрим автомат A, состоящий из подавтоматов 

A1 и A2 [16]. Согласно замечанию 2 классы m-неотличимых состоя-

ний автомата A имеют вид: 
ANt

m
 = A1Nm

i U A2Nm
j , i, j[1, lm], lm = lA1

m = lA2
m , t [1, lA

m], 

где j определяется соотношением μm: A1Nm
i → A2Nm

j.  
Теперь осталось показать, что RA ≤ m, что, в свою очередь, сле-

дует из того, что на самом деле RA ≤ m–1, так как, очевидно,  
A1Nm

i = 
A1Ni

m–1,  A2Nm
j = 

A2Nm–1
j, i, j[1, lm]. 

Отметим, что примеры автономных регистров сдвига, а также 

примеры автоматов En, Дn [16] показывают невозможность пониже-

ния оценки min(R1,R2)+1, данной в теореме 5. 

Теорема 6. Степени различимости неотличимых автоматов 

равны.  

Доказательство. Предположим, что для неотличимых автоматов 

A1 и A2 R1>R2. Тогда, вследствие замечания 2, имеем 

1

2

A

Rl    2 2 2

2 2

A A A

R R il l l  , i[0, 1, 2, …). 

Поэтому  
1 2

2

A A

R il l , i[0, 1, 2, …), 

следовательно, 

R1 ≥ R2, 

что противоречит предположению.  

 Из приведенных двух теорем вытекает следствие. 

Следствие 6. Степень различимости автомата A, состоящего из 

неотличимых подавтоматов A1 и A2 равна степеням различимости 

автоматов A1 и A2.  

Сейчас мы имеем все необходимое для решения вопроса неот-

личимости связных перестановочных автоматов. 

Теорема 7. Связные перестановочные автоматы B1 и B2 с мно-

жествами состояний S1 и S2 неотличимы тогда и только тогда, если 

общий наибольший делитель мощностей всех классов k-

неотличимых состояний k[1, max(│S1│,│S2│)] автомата A, состо-

ящего из подавтоматов B1 и B2, равен d1 + d2 , где di – мощность 

класса неотличимых состояний автомата Bi , i[1, 2]. 



129 

 

Доказательство. Пусть автоматы B1 и B2 неотличимы, тогда 

согласно теореме 4 мощность каждого класса неотличимых состоя-

ний автомата A, состоящего из неотличимых связных компонент B1, 

B2, равна d1 + d2 . Из следствия 6 вытекает 

│
A R

iN │= d1 + d2 , i[1, 
A

Rl ], R = RA = RB1 = RB2 

и, так как (см. теорему 1) RB1 < │S1│, RB2 < │S2│, 

то  

R ≤ min (│S1│–1, │S2│–1). 

Теперь остается заметить, что каждый класс k-неотличимых со-

стояний автомата A есть объединение некоторых непересекающих-

ся классов k+1-неотличимых состояний [16], откуда и следует необ-

ходимость утверждения теоремы 7. Достаточность условий этой 

теоремы доказывается аналогично, при этом используется утвер-

ждение теоремы 5. 

Замечание 3. Утверждение теоремы 7 позволяет судить о неот-

личимости или различимости двух перестановочных автоматов. 

Действительно, как нетрудно видеть, такие автоматы неотличимы 

тогда и только тогда, если для любой связной компоненты первого 

автомата существует неотличимая от нее связная компонента второ-

го автомата и наоборот. Таким образом, считая этот перебор компо-

нент автоматов выполнимым, утверждение теоремы 7 решает и эту 

более общую задачу. 

Замечание 4. Методы применения при доказательствах сформу-

лированных теорем, позволяют решить еще одну задачу, стоящую в 

стороне от рассматриваемой здесь темы перестановочных автома-

тов, – нетрудно проверить справедливость следующего утвержде-

ния. 

Два приведенных автомата A1 и A2 с множествами состояний S1, 

S2 неотличимы тогда и только тогда, если общий наибольший дели-

тель мощностей классов k-неотличимых состояний k[1, 

max(│S1│,│S2│)] автомата A, состоящего из подавтоматов  A1 и A2, 

равен двум. 

 

8.3. Оценки вероятности k-неотличимости двух случайно  

и равновероятно выбранных состояния автомата 

 

 Пусть автомат A с множеством состояний S имеет lk классов 

k–неотличимых состояний мощностей│
k

iN │, i[1, lk], 
1

||
kl k

i
i

N


  =│S│. 
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Тогда вероятность P(k) того, что два случайно, независимо и равно-

вероятно выбранных состояний из S k-неотличимы равна 

P(k) = 
2

1

||S 1

||
kl k

i
i

N


 2 . 

Из этой формулы нетрудно вывести оценки для p(k) , а именно 

1

kl
 ≤ P(k)  

2

2

(| | ) 2| |

| |
k kS l S l

S

  
.  

Выведем, например, верхнюю оценку вероятности P(k) . 

Имеем │
k

iN │> 0, i[1, lk] и  

22

1

| | ||
kl k

i
i

SN


 ; 

1

(| | 1) | |
kl

k

ki
i

S lN


   . 

Тогда  

2 2

1

(| | 1) (| | )
kl

k

ki
i

S lN


   ; 

2 2

1

| | 2| | (| | )
kl

k

k ki
i

S l S lN


    ; 

2 2

1

| | (| | ) 2| |
kl

k

k ki
i

S l S lN


    , откуда и следует верхняя оценка для 

P(k) . 

 Верхняя оценка для вероятности P(k) достигается, если lk–1 

классов k-неотличимых состояний имеют мощность, равную едини-

це, а один класс k-неотличимых состояний имеет мощность, равную 

│S│– lk + 1 . Нижняя оценка для P(k) достигается, если данный авто-

мат имеет lk классов k-неотличимых состояний одинаковой мощно-

сти. Формула для нахождения вероятности P того, что два случайно, 

независимо и равновероятно выбранных состояния автомата A не-

отличимы, имеет вид  

P = 
2

2
1

1
|

| |
|
l

i
iS
N



 , 

где Ni , i[1, l] – мощности классов неотличимых состояний, и оце-

нивается: 
2

2

(| | ) 2| |1

| |

S l S l
P

l S

  
  . 

Оценка для P достигается при условиях, аналогичных условиям 

достижения P(k) своих оценок. Если числа l, │Ni│, i[1, l] или некото-

рые из них для рассматриваемого автомата A неизвестны, то, очевид-

но, мы не имеем возможности подсчета P по приведенным выше фор-
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мулам. В случае получения верхних оценок для P и P(t) используются 

неравенства: 

P(k) ≥P, P(k) ≥P(t)  при k ≤ t. 

Другая возможность оценки сверху параметра P (P(k)) представ-

ляется при знании оценок мощностей классов неотличимых (k-

неотличимых) состояний автомата справедлива. 

Теорема 8. Если мощности классов k-неотличимых состояния 

автомата удовлетворяют неравенству 

a ≤ │
k

iN │≤ b, i[1, lk], 

то  

P(k)   2

2

| |1
2| |

| |
k

k

k

S l a
b a S a l a

S l

 
    

 
, 

P(k)  
2

2 2

2

| | | | | |1
2 | |

| |
k k k

k

S l a S l a S l a
b a a S l a

S b a b a b a

         
                      

, 

где через 
| | kS l a

b a

 
  

 обозначена целая часть числа 
| | kS l a

b a




. Доказа-

тельства этой теоремы основано на следующих вспомогательных 

утверждениях. 

Лемма 1. Пусть 0 ≤ xi ≤ 1, i[1, n], υ – числа, удовлетворяющие 

условию  

1

n

i
i

x 


 . 

Тогда  

    

1

22

0 1
1

max
i

n

i
i

n

ix
i

x

x


  



 




  



 , 

1

2

0 1
1

min
i

n

i
i

n

ix
i n

x

x






 








 , 

где    обозначает целую часть числа  .  

Следствие 7. Пусть a ≤ i ≤ b, i[1, n], (a < b) и 
1

n

i
i

 


 . 

Тогда 
2

2 2 2

1

max ( ) 2
n

i
i

na na na
b a a na

b a b a b a

  
 



        
                  

 , 

2 2

1

( )( )
min 2

n

i
i

na b a
a na

n


 



 
   . 

Заметим, что утверждение леммы 1 можно трактовать так.  

В n-мерном пространстве задан n-мерный куб 0 ≤ xi ≤ 1, i[1, n]. 
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Проводится гиперплоскость вида 
1

n

i
i

x 


 . Пересечение n-мерного 

куба с данной гиперплоскостью является выпуклым многогранни-

ком в пространстве размерности n–1. Очевидно 2

1

n

i
i

x


  при наших 

ограничениях на xi, i[1, n] представляет собой расстояние от точки 

(x1, x2, …, xn), лежащей на этом многограннике, до начала коорди-

нат. Отсюда следует, что искомый максимум есть расстояние от 

начала координат до максимально удаленной вершины этого много-

гранника, а искомый минимум есть расстояние до его ближайшей 

грани, доказательство же следствия 7 состоит в рассмотрении нор-

мированных величин i a

b a

 


, i[1, n] и применении к ним леммы 1.  

(Доказательство теоремы 9 (см. раздел 8.4) состоит в замене ве-

личин i, i[1, n],  величинами k
iN , i[1, lk], |S|, применении вве-

денной выше формулы для параметра P(k) и использовании утвер-

ждения следствия 7.) В дальнейшем нам потребуется утверждение 

теоремы 9 в частном случае (a = 0), и в связи с этим мы формулируем 

его при a = 0 в виде следствия 8. 

Следствие 8. Пусть мощности | k
iN |, i[1, lk] классов  

k-неотличимых состояний автомата ограничены сверху величиной b. 

Тогда 
2

( ) 2

2
([ ] ( [ ]) )k S S Sb

P
b b bS

   , 

где [ ]
S

b
 – целая часть числа 

S

b
. 

Для подсчета вероятностей P(k), P и их оценок необходимо 

иметь информацию о мощностях классов k-неотличимых состояний 

рассматриваемого автомата. Эта информация, вообще говоря, может 

быть полезна при анализе статистик выходных последовательностей 

исследуемых автоматов, а также в целом ряде других исследований, 

например, при исследовании эффекта сокращения периодов выход-

ных последовательностей перестановочных автоматов. 

 

8.4. Неотличимость состояний n-й степени  

перестановочного автомата 

 

 Напомним, что n-й степенью автомата A = (X, S, Y, h, f) назы-

вается автомат An = (Xn, S, Y, hn, fn) с входным алфавитом Xn, мно-

жеством состояний S, выходным алфавитом Y, частичными функ-
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циями переходов ( n
xh ) nx X  и частичными функциями выхода ( n

xf ) 
nx X  определенными соотношениями: 

n
xh s = hx(n)hx(n-1)…hx(1)s; 
n
xf s = fx(n)hx(n-1)…hx(1)s, 

где s S ,  x = x(1), x(2), …, x(n)Xn. 

Для определения мощностей классов неотличимых состояний 

перестановочного автомата Ah методами пункта 2 необходимо знать 

его области связности. В связи с этим определение связных компо-

нент степеней данного автомата приобретает первостепенное значе-

ние.  

Определение I0. Элементарным контуром графа ГA переходов 

автомата A называется любой его контур, не содержащий одинако-

вых состояний.  

Очевидно, что множество различных элементарных контуров 

графа переходов автомата A конечно. Обозначим через d(ГA) 

наибольший общий делитель длин элементарных контуров. Форму-

лируемые ниже утверждения, которые нам для единообразия удоб-

но изложить на теоретико-автоматном языке, известны из теории 

конечных цепей Маркова [29]. 

Теорема 9. Автомат An, представляющий собой n-ю степень 

сильно связного автомата A, является сильно связным автоматом 

тогда и только тогда, если 

(d(ГA), n) = 1 

Следствие 9. Все степени сильно связного автомата A сильно 

связны тогда и только тогда, если d(ГA) = 1. 

Предположим теперь, что (d(ГA), n) = d  1. Сколько же обла-

стей связности имеет автомат An и каковы их мощности? 

Ответ на этот вопрос для связных перестановочных автоматов 

дает теорема 10. 

Теорема 10. Пусть A = (X, S, Y, h, f) – связный перестановочный 

автомат и (d(ГA), n) = d. Тогда автомат An имеет d – областей связно-

сти, по 
S

d
 состояний в каждой из них. 

 

8.5. Неотличимость состояний аффинных автоматов 

 

Одним из важных в криптографических приложениях классов 

векторных автоматов, в котором проблема неотличимости состоя-

ний может быть полностью решена, является класс векторных аф-
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финных автоматов. Через A = (X, S, Y, h, f) обозначим конечный ав-

томат с входным алфавитом X, множеством состояний S, выходным 

алфавитом Y, функцией переходов h: SX  S, и функцией выхо-

дов f: SX  Y. Напомним, что функциям h, f соответствуют так 

называемые частичные функции переходов (hx)xX и выходов (fx)xX, 

где hxs = h(s, x), для sS, xX, аналогично fxs = f(s, x), sS, xX. 

Для слова Q(j) = x(1), …, x(j) положим hQ(j) = hx(j)…hx(1),  

fQ(j) = fx(j)hx(j-1)…hx(1). 

Пусть A = (X, S, Y, h, f) = (X, Vn, Vm, (x, ax)xX, (cx, dx)xX) – ав-

томат вида: S = Vn, Y = Vm, где Vn, Vm – векторные пространства раз-

мерностей n, m, соответственно, над полем Fq из q элементов; частич-

ные функции переходов (hx)xX и выходов (fx)xX определены соотно-

шениями: 

x x xh s s a  ; 

x x xf s c s d  ; sS; xX, 

где x: VnVn cx: VnVm, xX – линейные отображения или соот-

ветствующие им матрицы в некоторых фиксированных базисах про-

странств Vn, Vm, а axVn, dxVm, xX. Автоматы такого вида назы-

ваются аффинными автоматами. Напомним, что аффинный автомат 

A называется линейным, если 

ax = 0, dx = 0, xX 

и вполне линейным, если дополнительно 

ax = a, cx = c, xX 

где a: VnVn, c: VnVm – линейные отображения. 

Напомним также, что линейным автоматом, ассоциированным с 

аффинным автоматом A, называется автомат Aac с теми же внутрен-

ним, входным и выходным алфавитами, что и у автомата A, частич-

ные функции переходов и выхода которого ассоциированы с соот-

ветствующими частичными функциями переходов и выхода аффин-

ного автомата A. В частности, ассоциированный с A автомат Aас – 

линейный автомат.  Несложно показывается, что при входном слове 

Q(j) = x(1),  …,x(j) аффинного автомата A 

( ) ( ) ( 1) (1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
2

( ) ... ...
j

Q j x j x j x x j x j x k x k x j
k

h s s a a       



   ; 

1

( ) ( ) ( 1) (1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
2

( ) ... ...
j

Q j x j x j x x j x j x k x k x j x j x j
k

f s c s c a c a d   


   



    , 

откуда следует, что состояния s и s' k-неотличимы в автомате A то-

гда и только тогда, если они k-неотличимы в ассоциированном с A 

линейном автомате Aас. 
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Опишем мощности классов k-неотличимых состояний аффин-

ного автомата A. Обозначим через k множество всех входных cлов 

Q(j) = x(1), …, x(j), 1jk автомата A, а через L(k, y(k)) систему  

|X| + |X|2 + … + |X|k линейных относительно sS уравнений 

L(k, y(k)): cx(j)x(j–1)…x(1) = yx(j), x(j–1), …, x(1); 

Q(j) = x(1), …, x(j)  k, yx(j), x(j–1), …, x(1) Vm. 

Если система L(k, y(k)) совместна, то множество ее решений, 

очевидно, составляет некоторый класс k-неотличимых состояний 

аффинного автомата A, поэтому мощности k-неотличимых со-

стояний аффинного автомата A равны и зависят лишь от ранга си-

стемы L(k, y(k)). Здесь и далее под рангом линейной системы 

уравнений L(k, y(k)) понимается ранг соответствующей ей матри-

цы коэффициентов.  

Если линейное отображение сx, xX задать матрицей 
1

2

i

i
i

m
i

c

c
c

c

 
 
 
 
  
 

, 

то ранг системы L(k, y(k)) равен рангу следующей системы L(k) 

векторов пространства Vn* (Vn* – пространство, сопряженное к Vn): 

. 

Обозначим через V*(L(k)) подпространство пространства Vn*, 

натянутое на систему векторов L(k). Как известно  из линейной ал-

гебры, число решений системы L(k, y(k)) в случае ее совместности 

равно 
*dim ( ( ))kn V Lq  . Поэтому, в силу сделанного выше замечания о 

классах k-неотличимых состояний аффинного автомата A, имеем 
*dim ( ( )) , [1, ]kn V LA k A

j kN q j l
   

где A k
jN  – j-й класс k-неотличимых состояний, а A

kl  число классов  

k-неотличимых состояний аффинного автомата A. 

Следовательно, можно заключить, что 
*dim ( ( ))kV LA

Kl q 
 . 

Отметим некоторые свойства системы L(k) и векторного про-

странства V*(L(k)). Прежде всего, из определения этого простран-

ства вытекает  

V*(L(k))V*(L(k+1)), 

dimV*(L(k)) dimV*(L(k+1)). 
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Кроме того, из формулы для мощностей классов k-неот- 

личимых состояний автомата A и того, что AN = ANs+1, получаем 

dimV*(L(s–1))= dimV*(L(k)) 

для любых k|S|–1, S = Vn. Поэтому корректно следующее опреде-

ление. 

Определение 8. Уровнем стабилизации ранга системы векторов 

L(k) аффинного автомата A (или более кратко – уровнем стабили-

зации ранга аффинного автомата A) называется минимальное число 

KA, удовлетворяющее соотношениям 

dimV*(L( AK
 )) dimV*(L(k)) 

для всех K  KA. 

Без труда устанавливается связь между уровнем стабилизации 

ранга аффинного автомата A и его степенью различимости, а имен-

но 

KA = RA. 

В теореме 1 отмечалось, что степень различимости любого ав-

томата строго меньше числа его состояний. Эта оценка в классе всех 

автоматов не может быть понижена [16; 27]. Для аффинных автома-

тов имеет место лучшая оценка. 

Теорема 11. Для аффинного автомата  

A = (X, Vn, Vm, (x, ax)xX, (cx, dx)xX); 

RA  n. 

Доказательство. Из проведенных выше исследований вытека-

ет, что для доказательства теоремы 10 достаточно показать, что из 

неравенства 

dimV*(L(k)) dimV*(L(k+1)) 

для некоторого k следует  

dimV*(L(k+1)) dimV*(L(k+2)). 

Это, в свою очередь, равносильно условию: из 
ANK=ANK+1 

вытекает 
ANK+1=ANK+2, 

откуда и следует утверждение теоремы I0. 

Очевидно, данная оценка сверху степени различимости аффин-

ного автомата не может быть улучшена. 

Определение 9. Рангом rA аффинного автомата A называется 

размерность пространства V*(L( AK
 )).  

Учитывая формулу, выражающую мощности классов k-

неотличимых состояний аффинного автомата A и тот факт, что  
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KA = RA, легко получить формулы, выражающие мощности классов 

неотличимых состояний аффинного автомата A. 

Теорема 12. Для аффинного автомата A= (X, Vn, Vm, (x, ax)xX, 

(cx, dx)xX) мощности ANi классов неотличимых состояний и их чис-

ло lA могут быть подсчитаны по формулам ANi = An rq  , lA = Arq . 

Теорема 13. Пространство V*(L( AK
 )) есть минимальное под-

пространство пространства Vn*, содержащее вектора ( t
xc ) xX, 

[1, ]t m  и инвариантное относительно линейных преобразований i , 

xX ( it t
x x jc c  ). 

Доказательство. Утверждение теоремы 12 непосредственно 

вытекает из определения системы L( AK
 ) и пространства V*( L( AK

 )). 

Обозначим через 0
KV множество состояний ns V , при которых 

выполняются равенства 

сx(j)x(j–1)…x(1)s = 0 

для любых слов Q(j) = x(1), …, x(j) из k. Непосредственно проверя-

ется, что множество 0
KV  является подпространством пространства Vn 

и представляет собой некоторый класс k-неотли- 

чимых состояний аффинного автомата A, a 
AK

cV  является подпро-

странством инвариантным относительно линейных преобразований 

(x)xX и представляет собой некоторый класс неотличимых состоя-

ний аффинного автомата A. 

Теорема 14. Классы k-неотличимых состояний аффинного ав-

томата A есть смежные классы пространства Vn по его подпро-

странству 0
kV . 

Доказательство. Из определения пространства 0
kV  непо-

средственно следует, что все вектора любого класса из фактор-

пространства Vn/ 0
kV  неотличимы. Мощности классов k-неотличимых 

состояний равны 
*dim ( ( ))kn V Lq  , в то же время любой смежный класс 

пространства Vn по подпространству 0
kV  состоит из 

*dim ( ( ))kn V Lq   неот-

личимых состояний. Таким образом, теорема 14 полностью  

доказана. 

Из теоремы 14 непосредственно вытекает следствие. 

Следствие 10. Классы неотличимых состояний аффинного ав-

томата A есть элементы фактор-пространства Vn/ 0

AKV . 

Отметим, что для линейных автоматов A = (X, Vn, Vm, (x)xX, 

(cx)xX) с параметрами q = 2, X = F2, m = 1 аналог теоремы 14 был 
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доказан ранее И. И. Зуевым. Кроме того, исследование классов не-

отличимых состояний аффинного автомата A вида: X  =Vt – вектор-

ное пространство размерности t над полем Fp ( p – простое число), 

x = , cx = C для всех xX, ax = B(x), dx = D(x), где xVt, а :  

Vn  Vn, C: Vn  Vm, B: Vt  Vn, D: Vt  Vm – линейные отображе-

ния, проводилось ранее в работе [38]. 

Построим приведенную форму  аффинного авто-

мата A = (X, Vn, Vm, (x)xX, (cx)xX). Для этого необходимо опреде-

лить множество состояний  частичные функции переходов ( xh )xX и 

частичные функции выхода ( xf )xX автомата A.  

Пусть 

S= nV = Vn/ 0

AKV ; n= n – rA; 

xih s = x xs a  ; 

xf s = x xc s d ; xX; s S , 

где отображение x : nV  nV , xX определено как линейное отобра-

жение Vn/ 0

AKV Vn/ 0

AKV , индуцированное линейным отображением 

x: Vn Vn (напомним, что 0

AKV  инвариантно относительно линей-

ных отображений (x)xX; вектор xa , xX определен образом векто-

ра ax при естественном гомоморфизме : VnVn/ 0

AKV , x = (ax); 

отображение xc : nV Vm, xX определено как линейное отображе-

ние, индуцированное гомоморфизмом ci: VnVm при вложении 

VnKer(cx) 0

AKV ; xd = dx, xX. 

По построению автомата  усматривается, что он неотличим от 

автомата A и является приведенным аффинным автоматом. Таким 

образом, доказана. 

Теорема 15. Приведенная форма аффинного автомата является 

аффинным автоматом. 

 

8.6. Неотличимость аффинных автоматов 

 

Согласно теореме 15 вопросы неотличимости аффинных авто-

матов сводятся к вопросу о неотличимости (или изоморфизму) при-

веденных аффинных  автоматов.  Пусть A = (X, Vn, Vm, (x, ax)xX, 

(cx, dx)xX) и A’ = (X, V’n, Vm, (’x, a’x)xX, (c’x, d’x)xX) – приведенные 

аффинные автоматы. Напомним, что автоматы A = (X, S, Y, h, f),  

A’ = (X, S’, Y,  h’,f’) называются изоморфными, если существует 

взаимно однозначное отображение : SS’, для которого 
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hx = h’x; 

fx = f’x; xX. 

Будем называть изоморфизм : Vn  V’n аффинных автоматов 

A, A’ аффинным  (линейным) изоморфизмом, если отображение : 

Vn в Vn’ аффинно (линейно). Следующая теорема для аффинных ав-

томатов уточняет известное утверждение об изоморфизме неотли-

чимых приведенных автоматов [16]. 

Теорема 16. Неотличимые приведенные аффинные автоматы 

аффинно изоморфны. 

Доказательство. Пусть приведенные аффинные автоматы  

A = (X, Vn, Vm, (x, ax)xX, (cx, dx)xX) и A’ = (X, V`n, Vm, (’x, a’x)xX, 

(c’x, d’x)xX) неотличимы, то есть для любого состояния ns V  авто-

мата A существует состояние '' ns V  автомата A’, для которого 

cx(j)i(j–1)…i(1)s + 
1

x(j) ( 1) ( ) ( 1)
2

c ...
j

x j x k x k
k

a 


 



 + cx(j)ax(j–1) + dx(j) = 

=c’x(j)’x(j–1)…’x(1) s’ + 
1

x(j) ( 1) ( ) ( 1)
2

c' ' ... ' '
j

x j x k x k
k

a 


 



 + c’x(j)a’x(j–1) + d’x(j) 

при любом входном слове Q(j) = x(1), …, x(j), j{1, 2, …} и обратно, 

для любого состояния s’V`n существует состояние ns V , при кото-

ром выполняются предыдущие равенства. Очевидно, в наших обо-

значениях можно записать  

s’=(s), 

где : Vn  V`n взаимно однозначное соответствие между Vn и V`n, 

устанавливающее изоморфизм аффинных автоматов A и A’. Обо-

значим сумму всех членов, начиная со второго, в левой части при-

веденного выше равенства через доб(Q(j)), а сумму всех членов, 

начиная со второго, в правой части этого равенства через доб`(Q(j)). 

Тогда система указанных равенств запишется в форме  

cx(j)x(j–1)…x(1)s + доб(Q(j)) = c’x(j)’x(j–1)…’x(1)s’ + доб`(Q(j)), 

s’ = (s), ns V , s’V`n 

для любых слов Q(j). Нам необходимо показать, что (s) = s + a`, 

где : Vn  V`n – некоторое линейное отображение, a`V`n.  

Для этого, очевидно, достаточно показать, что из условий s’1 = (s1), 

s’2 = (s2), s1, s2Vn, s’1, s’2V`n следует 

(s1+s2) = s’1+ s’2–a` 

или, что состояние (s1+s2)Vn автомата A неотличимо от состояния 

(s’1+s’2–a`)V`n автомата A`, то есть для всех слов  

Q(j) = x(1), …, x(j): 
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cx(j)x(j–1)…x(1)(s1+s2)+доб(Q(j)) = c’x(j)’x(j–1)…’x(1)(s’1+s’2–a`)+доб`(Q(j)). 

Эти равенства равносильны соотношениям 

cx(j)x(j–1)…x(1)s1+ cx(j)x(j–1)…x(1)s2+ доб(Q(j)) = 

= c’x(j)’x(j–1)… ’x(1)s’1+ c’x(j)’x(j–1)… ’x(1)s’2–c’x(j)’x(j–1)… ’x(1)a`+  

+ доб`(Q(j)) 

для всех слов Q(j) = x(1), …, x(j) или 

cx(j)x(j–1)…x(1)s1+cx(j)x(j–1)…x(1)s2+доб(Q(j))+доб(Q(j))–доб(Q(j)) = 

= c’x(j)’x(j–1)… ’x(1)s’1+c’x(j)’x(j–1)…’x(1)s’2–c’x(j)’x(j–1)… ’x(1)a`+ 

+доб`(Q(j))+доб`(Q(j))–доб`(Q(j)). 

Эти равенства при s’1 = (s1) и s’2 = (s2) равносильны соотно-

шению 

доб(Q(j)) = c’x(j)’x(j–1)…’x(1)a`+доб`(Q(j)), 

которое должно выполняться при любом слове Q(j) = x(1), …, x(j). 

Положив a`=(0), мы убеждаемся в справедливости этого соотно-

шения при любом слове Q(j). Утверждение теоремы полностью до-

казано. 

Следствие 11. Приведенные неотличимые линейные (вполне 

линейные) автоматы линейно изоморфны. 

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству 

теоремы 16. 

 

8.7. Неотличимость состояний автономных  

векторных нелинейных автоматов 
 

Ниже используется понятие разветвления [25] нелинейного преоб-

разования абелевой группы, в частном случае, когда в качестве группы 

берется векторное пространство.  

Рассмотрим векторный автономный автомат  

,  

где S = Vn – векторное пространство размерности n над полем Fq,  

Y = Fq ,  = g – линейная функция, определенная на Vn, а функция 

переходов h определена равенством 

1 2( ), ( ),..., ( )mf s f s f shs s , 

где sVn, 
1 2, ,..., m   , i qF  , i[1, m] – линейные преобразования век-

торного пространства Vn, [1, ]( )i i mf   линейно независимые линейные 

функции на Vn. 

Для подсчета мощностей классов k-неотличимых состояний ав-

томата  A обозначим через d(y1, …, yk) мощность(возможно и нуле-

вую) множества состояний автомата A, дающих выход y1, …, yk за k 
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тактов работы автомата A. Если d(y1, …, yk)  0, то очевидно, что 

мощность класса k-неотличимых состояний автомата A, дающих 

выход y1, …, yk, равна d(y1, …, yk). 

Рассмотрим следующую систему ( , )L y  линейных уравнений 

1 2 1 2
1 1 1 1 1 1

1
1 1 1

1
1 2 2, ,..., , ,...,

1

( ) ........................................................................ ( )

( ) ............................................ ( )
( )

...........

m m

m
m

m
m

f s f s

f s f s
L

     

 

   


 

 

1 2 1 1 1
2 2 2 1 1 2 2 1 1

1
1 1 1, ,..., ,..., ,..., ,...,

.............................................................................................

( ... ) ....... ( ... )m m m m
k k k k k

m
k m kf s f s

        
     

    
 






  


 

1
1 1

1 1
1 1 1 1

1

2,...,

2

,..., ,...,

( )

( )
( , )

...........................................

( ... )

m

m m
k k

k

g s y

g s y
L y

g s y

 

   




 
 







 


  

где , [1, 1], [1, ]j
i qF i k j m     . 

Система ( , )L y  состоит из двух подсистем, которые мы обозна-

чили через 1( )L   и 2( , )L y . Очевидно решение s системы ( , )L y  при-

надлежит классу k-неотличимых состояний автомата A, дающих 

выход y1, …, yk. Обратно, любое состояние автомата A, принадле-

жащее классу k-неотличимых состояний, дающих выход y1, …, yk 

есть решение системы ( , )L y  при некоторых , [1, 1], [1, ]j
i qF i k j m     . 

Поэтому, обозначив через E множество всех наборов 
1 2
1 1 1

1 2
2 2 2

1 2
1 1 1

...

...

... ... ... ...

...

m

m

m
k k k

  

  


    

 
 
 
 
  
 

 

получаем следующую формулу, выражающую число d(y1,…,yk)  
( ( , ))

1( ,..., ) ( ( , )) n r L y
k

E

d y y L y q 



 



    

где ( ( , ))r L y  – ранг системы ( , )L y , а ( ( , )) 1L y  , если система ( , )L y  

совместна и ( ( , )) 0L y   – в противном случае. 

Воспользовавшись теперь формулой вероятности P(k) (см. раз-

дел 8.3), для векторного автомата A получаем 

( ) 2
12

1
( ,..., )k

kn
P d y y

q
  , 

где сумма берется по всем наборам y1, …, yk, yjFq. 

Мы рассмотрим сейчас ряд условий, наложенных на системы 

1( )L   и 2( , )L y , при которых все мощности d(y1, …, yk) классов k-
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неотличимых состояний, дающих выход y1, …, yk, одинаковы и рав-

ны числу qn–k. 

Условие 1. При любых наборах E имеют место равенства 

, 

где  – линейно независимые линейные функции, опреде-

ленные на Vn. 

Действительно, при выполнении этого условия число k-неот-

личимых состояний, дающих выход y1, …, yk, равно числу решений 

системы 2( , )L y , а оно в силу линейной независимости функций 

 равно qn-k. 

Условие 2. При любом E ранг системы ( , )L y  линейных урав-

нений равен m(k–1) + k. 

В этом случае ясно, что ( ( , )) 1L y   и ( ( , ))r L y  = m(k–1) + k для 

любых наборов E и y1, …, yk так, что 
( 1)

1( ,..., ) n m k k n k
k

E

d y y q q


   



  . 

Обозначим через 1( ( ))V L   векторное пространство линейных 

функций, натянутое на функции 

[1, ]( )i i mf  ; 

1
1 1

[1, ],...,
( )mi i mf

 
  ; 

…………………………. 

1 1
2 2 1 1

[1, ],..., ,...,
( ... )m m

k k
i i mf

   
 

 
 , 

а через 2( ( ))V L   – векторное пространство линейных функций, натя-

нутое на функции 

. 

Условие 3. Для любых наборов E 

1 2 2( ( )) ( ( )) 0, dim ( ( ))V L V L V L k    . 

Действительно, при выполнении условия 3 ( ( , ))L y  и ( ( , ))r L y  

не зависят от значений набора y1, …, yk, поэтому d(y1, …, yk) = d для 

любого набора y1, …, yk, что возможно лишь тогда, когда  
n kd q  . 

При выполнении одного из условий 1, 2, 3 формула вероятно-

сти P(k) для автономного векторного автомата A принимает вид 

( ) 1k

k
P

q
  и, следовательно, в этих случаях 

1
k

P
q

 . 
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Глава 9. НЕОТЛИЧИМОСТЬ СОСТОЯНИЙ АВТОНОМНОГО  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО  

СОЕДИНЕНИЯ ПЕРЕСТАНОВОЧНЫХ АВТОМАТОВ 
 

Дается оценка снизу числа классов неотличимых состояний и 

верхняя оценка их мощности автономного последовательного со-

единения перестановочных автоматов. 

 

9.1. Оценки числа классов неотличимых состояний  

автономных последовательных соединений  

перестановочных автоматов 

 

В настоящем пункте исследуется возможность использования 

знания общих делителей мощностей областей связности перестано-

вочного автомата для получения оценок снизу его числа различи-

мых состояний, то есть числа классов неотличимых состояний ав-

томата. Пусть А – перестановочный автомат с множеством состоя-

ний SA, а , [1, ]i i tB   – его связные компоненты с множествами состо-

яний , [1, ]
iB

S i t  соответственно.  

В [6] показано, что мощности классов неотличимых состояний 

связного перестановочного автомата одинаковы. В связи с этим 

мощности классов неотличимых состояний каждого автомата 

, [1, ]i i tB   равны.  

Пусть  

iB
N – мощность класса неотличимых состояний автомата Bi , 

 , [1, ]i

i

i

B

B

B

S
i t

N
   – число этих классов, при этом 

   
1 1

,
i i

A B A B
i t

i t

d S m НОКНОД
 

 

  ,  

где НОД означает наибольший общий делитель, а НОК – наимень-

шее общее кратное соответствующих целых чисел.  

Обозначим через [1, ]( ) , [1, ]
j

j
j i i tA B j    подавтомат автомата А, со-

стоящий из j-го класса 1 , ,
j

j j
tB B  неотличимых автоматов , [1, ]i i tB  . 

Очевидно, что 

, 

где 
jA

N  – мощность классов неотличимых состояний автомата Аj; 
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jA
l  – число этих классов. Имеют место следующие утверждения. 

Лемма 1. Пусть d|dA. Тогда |
( , ) j

j

A

A

d
N

d l
 и |

( , )
j

j

A

A

d
l

N d
 при любом 

[1, ]j  . 

Доказательство. Положим 
( ) , [1, ], [1, ].j

i

j
i jB

S d k i t j      

Так как мощности классов неотличимых состояний произволь-

ного связного перестановочного автомата одинаковы, то одинаковы 

эти мощности для любого связного подавтомата B автомата A. Сле-

довательно,  нетрудно доказать, что одинаковы и мощности 
jA

N  

классов неотличимых состояний произвольного автомата Aj. По-

этому имеем 

( )

1 1

j j

j
j j i

t t

j

A A iB
i i

N l S d k
 

     , 

откуда и следует утверждение леммы 1. 

Лемма 2. Пусть p – простое число, α≥1 – целое число, 

 Тогда мощность любого класса k-

неотличимых состояний (k = 1, 2, 3…) перестановочного автомата A 

кратна  

Доказательство. Так каждый класс k-неотличимых состояний 

автомата А представляет собой объединение некоторых классов 

(k+1)-неотличимых его состояний, то для доказательства леммы 2 

достаточно показать, что  при любом [1, ]j  .  

По лемме 1 

|
( , ) j

j

A

A

p
N

p




, [1, ]j  . 

Заметим, что из условия  вытекает  

( , ) , [1, ]j

jA
p p j

    

при некоторых  , и следовательно, 

 

Но тогда и тем более , что и требовалось 

показать. 

Из леммы 2 непосредственно вытекают такие утверждения. 
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Следствие 1. Пусть [1, ]( )i i np   – простые числа, [1, ]( )i i n   –  

целые положительные числа, 1 2

1 2 ... |nn Ap p p d   и 
1 1

1 1 1( , ) , 0, [1, ].n n

n A ip p m p p i n       

Тогда мощность любого класса k-неотличимых состояний  

(k = 1, 2, …) перестановочного автомата A кратна числу 1 1

1 ... .n n

np p     

Следствие 2. Пусть наибольший общий делитель мощностей 

некоторых классов k-неотличимых состояний перестановочного ав-

томата A равен единице и d|dA . Тогда d|mA . 

Лемма 3. Пусть p – простое число, α > 0 – целое число и 
1| ,A Ap d p S   . Тогда при любом [1, ]j   

 
( , )

,
j

j

A

A

p
p

p N





 . 

Доказательство. Как при доказательстве леммы 1 имеем 

( )

1

j

j j

t

j

A A i
i

N p k



   , 

причем ( )

1

jt

j

i
i

p k


 , так как ( )

[1, ]

[1, ]

.
j

jA
i

i t

j

S
p k

p







    

Следовательно, 

  , j

jA
p N p

   

тогда и только тогда, когда 

  , j

jA
p p

  
 . 

Лемма 4. Пусть p – простое число, α > 0 – целое число, а | Ap d , 
1

Ap S  . Тогда 

 ,
( , )

A

A

p
D p

m p





 , 

где DA – общий наибольший делитель мощностей классов  

k-неотличимых состояний перестановочного автомата А, 

[1, 1]Ak S  . 

Доказательство. Легко заметить, что  

 
[1, ]

. .
jA A

j

D НО Д N


 , а 

 
 

[1 , ]
min

,
j

j

Am p p 
 

 


  и  
 

[1 , ]
min

,
j

j

Ad p p 


  , 

где  , , [1, ].j

jA
p p N j
     Требуемое утверждение теперь непосред-

ственно следует из леммы 3. 
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Проведенные исследования позволяют находить некоторые де-

лители параметра mA перестановочного автомата А. Приводимое 

ниже утверждение позволяет с их помощью оценивать снизу число 

классов lA неотличимых состояний перестановочного автомата А.  

Лемма 5. Пусть Ad m . Тогда 

1

i

n

A i
i

p



 , 

где 1 2

1 2
n

nd p p p 
     – каноническое разложение числа d на простые 

множители. 

В качестве примеров приложения сформулированных утвер-

ждений ниже рассматриваются два типа последовательного соеди-

нения перестановочных автоматов. 

Пусть A` = (S`, Y`, h`, `) приведенный, связный, перестановоч-

ный, автономный автомат (иногда говорят полноцикловый автомат) 

с множеством состояний S΄, |S΄| > 1, выходным алфавитом Y΄,  

|Y΄| > 1, функцией перехода h΄ и функцией выхода λ΄, а A`` = (X``, 

S``, Y``, (hx)xX``, (fx)xX``), Y` = X`` – перестановочный автомат с ча-

стичными функциями переходов (hx)xX`` и частичными функциями 

выхода  (fx)xX``. 

Напомним, что последовательным соединением автоматов A΄, 

A˝  называется автономный автомат  ` `` , ``, ,A A A AA A S S Y h 
         с 

множеством состояний S S  , выходным алфавитом Y˝, функциями 

переходов A Ah    и выхода A A
  , определенными соотношениями: 

      ( ), ` , ``A A
sh s s h s h s

 

 
    , 

   ( ), `` , ,A A
ss s f s s S s S

 

 
         . 

Такое последовательное соединение автономного автомата А΄ с 

автоматом А˝ мы будем называть в дальнейшем автономным по-

следовательным соединением автоматов А΄, А˝. Обозначим через 

`[ ] ``A A  и назовем обобщенным автономным последовательным 

соединением автоматов А΄ и А˝ автономный автомат, отличаю-

щийся от автомата ` ``A A  функцией выхода, которая может быть 

задана любым отображением  
,S S Y    

где Y – некоторый алфавит. В такой терминологии, очевидно, по-

следовательное соединение является и обобщенным последователь-

ным соединением, но не наоборот. Очевидно, построенный автомат 

[ ]A A A    является перестановочным автономным автоматом, 

мощности областей связности (длины циклов) которого кратны чис-
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лу |S΄|. Обозначим через ( , )AW s s   период выходной последователь-

ности A(s`, s``), соответствующей начальному состоянию 

( , )s s S S      автомата A. Положим   
( , )

. . . ,A A
s s S S

W НОК W s s
    

  . Последняя 

величина называется периодом внешнего функционирования авто-

мата А. Заметим, что период WA(s`, s``) последовательности A(s`, 

s``) совпадает с числом классов неотличимых состояний связной 

компоненты автомата А, содержащей состояние ( , )s s  , 

в связи с чем можно заключить  

A AW m . 

Таким образом, при формулировке приведенных в этом пункте 

утверждений для класса обобщенных автономных последователь-

ных соединений автоматов рассматриваемого вида [ ]A A A    до-

статочно положить d S  и A AW m . 

Рассмотрим теперь несколько детальнее последовательное со-

единение A = A`A`` автоматов A΄ и A˝. Обозначим через A(s`) 

выходную последовательность автомата A` = (S`, Y`, h`, `), соот-

ветствующую его начальному состоянию s S  , а через `( )AW s  – ее 

период. Очевидно, что 

`( )AW s  = |S`| 

при любом s S  , так как A΄ – связный, перестановочный, приведен-

ный, автономный автомат. Кроме того, выходная последователь-

ность (A`A``)(s`, s``) совпадает с выходной последовательностью 

A``(s``, A`(s`)) автомата A˝, соответствующей входной последова-

тельности A`(s`) и начальному состоянию s˝ автомата A˝. Отсюда 

легко вывести, что период A AW    внешнего функционирования ав-

томата A=A`A`` совпадает с периодом внешнего функционирова-

ния  ``AW J  неавтономного автомата А˝ при входной периодической 

последовательности  `J A s , то есть 

A AW   =  `` `( `)AW A s  

при любом s S  . Это замечание для автономных последовательных 

соединений A`A`` автоматов A΄, А˝  открывает новый путь 

нахождения оценок их числа классов неотличимых состояний, за-

ключающийся в предварительном нахождении делителей периода 

внешнего функционирования  ``AW J  перестановочного автомата A`` 

= (X``, S``, Y``, (hx)xX``, (fx)xX``) при его входной последовательно-

сти  `J A s , s`S` и использования затем утверждения леммы 5. 
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Исследованию этого подхода и посвящается оставшаяся часть 

настоящего пункта. 

Пусть J = x(1), x(2), …, x(m+1), – входная последовательность 

периода (J) некоторого перестановочного автомата A = (X, S, Y, 

(hx)xX, (fx)xX). Будем называть ее мультиграммы J(k) = x(k), x(k+1), 

… и J(k`) = x(k`), x(k`+1), … сравнимыми мультиграммами, если они 

имеют одинаковую длину (как конечную, так и бесконечную). Обо-

значим через 
( )kA J
yN множество решений системы уравнений A(s, J(k)) 

= y1, y2, …, ym+1, …  

( ) 1

( 1) ( ) 2

( ) ( 1) ( ) 1

( )

( )

...............................

( )

..................................................

x k

x k x k

x k j x k j x k m

f s y

f h s y

f h h s y



   







 

относительно неизвестного sS. 

Теорема 1. Пусть J = x(1), x(2), …, x(m+1), … – входная после-

довательность периода (J) некоторого перестановочного автомата 

A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), содержащая сравнимые мультиграммы 
( ) ( ),k kJ J  . Тогда при каждом наборе y = y1, y2, …, ym+1, …, ymYm 

( ) ( )k kA J A J
y yN N



  

при mod( ( ), ( ))Ak k j W J . 

Доказательство. Покажем, что при выполнении условий тео-

ремы 1 для k  и k  существует взаимно однозначное соответствие 

между решениями системы уравнений  

1) A(s, J(k)) = y1, y2, …, ym+1, … 

и решениями системы уравнений  

2) A(s, J(k`)) = y1, y2, …, ym+1, … . 

В силу симметрии достаточно найти взаимно однозначное отоб-

ражение :S S   такое, что если 0s S  является решением системы 

1), то 0( )s  будет решением системы 2). Итак, пусть, например, k k  

и 0s S  является решением системы 1), то есть  

 y = y1, y2, …, ym+1, … = A(s0, J(k)) = A(s0, J(k`+(k–k`))). 

Из условия mod( ( ), ( ))Ak k J W J  вытекает существование нату-

ральных чисел 1 2,n n , при которых  

1 2( ) ( ) ( )An J k k n W J    . 

Следовательно, 
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1

2

2

( ( )) ( ( ) ( ))
0 0

( ( )) ( )1
0 ( ) 0( 1 ( ))

( , ) ( , )

( , ) (( ) , )A

A

k k k k k k n J

k n W J k
x kx k n W J

y A s J A s J

A s J A h h s J

       

  

 

  

 
, 

так как период последовательности 2( ( ))
0( , )Ak n W JA s J   является делите-

лем периода ( )AW J . Положим 
2

1
( )( 1 ( ))

( )
A

x kx k n W J
h h 

 
 . Очевидно  , в 

силу перестановочности автомата A, является взаимно однозначным 

отображением S в S , причем ( )
0( ( ), )kA s J y


 . Таким образом, теорема 

полностью доказана. 

Назовем входные слова J, J` Xk автомата A вероятностно неот-

личимыми относительно A, если для любого yYk при случайном и 

равновероятном выборе начального состояния sS вероятности 

P(A(s, J) = y), P(A(s, J`) = y) событий A(s, J) = y  и A(s, J`) = y совпа-

дают.  

Из утверждения теоремы 1 вытекает равносильное ему следу-

ющее важное 

Следствие 3. Пусть J = x(1), x(2), …, x(m+1), … – входная по-

следовательность периода (J) некоторого перестановочного авто-

мата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX). Тогда любые ее сравнимые муль-

тиграммы ( ) ( ),k kJ J  ; mod( ( ), ( ))Ak k J W J  вероятностно неотличимы от-

носительно автомата A. 

Следует отметить, что приведенное выше утверждение пред-

ставляет собой лишь обобщение аналогичного утверждения, дока-

занного В. А. Башевым другим способом для перестановочных ав-

томатов Мура в случае ( ( ), ( )) 1ext
AJ J   . Для неперестановочных ав-

томатов имеет место более слабое утверждение.   

Назовем входные слова автомата A  J, J`Xk A-неотличимыми, 

если для любого yYk при случайном и равновероятном выборе 

начального состояния sS  

P(A(s, J) = y)  P(A(s, J`) = y)  0  либо P(A(s, J) = y) = P(A(s, J`) = y) = 0. 

Теорема 2. Пусть J = x(1), x(2), …, x(m+1), … – входная после-

довательность периода (J) автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), 

при которой все последовательности   , ,A s J s S  являются перио-

дическими (чисто периодическими). Тогда любые ее сравнимые 

мультиграммы ( ) ( ),k kJ J  ; mod( ( ), ( ))Ak k J W J  последовательности J яв-

ляются A-неотличимыми. 

Доказательство этого утверждения во многом подобно доказа-

тельству теоремы 1.  
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Существенным же отличием является лишь момент рассмотре-

ния равенства 
2( ) ( ( ))

0 0( , ) ( , )Ak k n W Jy A s J A s J 
  . 

Оно может быть продолжено так: 
2 3( ( ) ( ))( )

0( , ) ( , )A Ak n W J n W JkA s J A s J   , 

где s– некоторое состояние из S. Заметим, что 3n  может быть вы-

брано так, что  J | 2 3n n . При таком 3n  последнее равенство, кото-

рое можно записать в виде 
     0 , ,k kA s J A s J


 , 

которое, в силу естественной симметрии выбора    ,k kJ J
 , и доказыва-

ет теорему 2. 

 Обозначим через (J) и назовем полнотой последовательности 

J элементов алфавита X максимальное k, если оно существует, при 

котором все возможные k-граммы алфавита X встречаются в после-

довательности J. Без ограничения общности будем считать, что рас-

сматриваемые нами входные периодические последовательности J 

автомата A имеют полноту (J)1. 

Обозначим через QA и назовем степенью вероятностной неот-

личимости автомата A максимальное k, если оно существует, при 

котором любая пара слов из Xk вероятностно неотличима относи-

тельно A, в противном случае полагаем QA = .  

Используя теорему 2, получаем следствие 4. 

Следствие 4. Пусть J = x(1), x(2), …, x(m+1), … – входная по-

следовательность перестановочного автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, 

(fx)xX) периода (J) и полноты (J) > QA. Тогда ( ( ), ( )) 1ext
Aj j   . 

Легко видеть, что в случае k-автономного автомата A условие 

(J) > QA приведенного выше следствия можно заменить на более 

слабое (J) > QA–k. 

 Очевидно, утверждения теоремы 1 и следствий 3, 4 наиболее 

эффективно могут быть использованы, если (J) – простое число. 

Тем самым и их приложения к рассматриваемому нами автономно-

му соединению A A   приведенного связного перестановочного 

автономного автомата ( , , `, )A S Y h     с перестановочным автоматом 

( ``, ``, ``,( `` ) ,( `` ) ), ` ``i i I i i IA X S Y h f Y X  
    наиболее эффективно, если S  – 

простое число. Этим случаем мы и ограничиваемся в проводимом 

ниже исследовании автомата A A A   . 
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Ранее для перестановочного автомата A с множеством состоя-

ний S и известным общим делителем 1,p p S   мощностей областей 

его связности, были даны необходимые и достаточные условия, при 

которых  , , 0Ap m p     . Основываясь на этих условиях, мы при-

водим их уточнения для рассматриваемого нами здесь автомата 

A A  . 

Следствие 5. Пусть S  – простое число и S S  . Тогда следу-

ющие условия эквивалентны: 

1)  , 1A AW S 
  ; 

2) для каждого y 
( ) ( )k kA J A J
y yN N

 
  

при любых сравнимых мультиграммах    ,k kJ J
  выходной последова-

тельности `( ),J A s s S     автомата A . 

Доказательство. Так как ( )A A AW W J    , то, пользуясь теоремой 

1, заключаем, что условие 1) влечет выполнение условия 2). Пред-

положим теперь, что для автомата A  выполнено условие 2). Оче-

видно, мощность класса k-неотличимых состояний автомата A A  , 

дающих выход 1 2, , , ky y y , может быть подсчитана по формуле: 

1 1

(1) ( )
(1) ( )k k

x x kA A A A
y y x x k y yN N N      , 

где сумма взята по всем различным k-граммам выходной последова-

тельности `( ),J A s s S     автомата A , а (1) ( )
A

x x kN  – мощность класса 

k-неотличимых состояний автомата A , дающих выход (1), , ( )x x k ; 

1

(1) ( )

k

x x kA
y yN  – как обычно, мощность множества состояний ( )J k

yN  при 

1( ) (1), , ( ), , , kJ k x x k y y y  . Учитывая независимость чисел 

1

(1) ( )

k

x x kA
y yN  от k-грамм (1), , ( )x x k  выходной последовательности 

`( )J A s  автомата A  и то, что 

(1) ( )
A

x x kN S  , 

последнее равенство можно переписать в виде 

1 1k k

A A
y y y yN S N    , 

где 
1 1

(1) ( )

k k

x x kA
y y y yN N . Таким образом, мощность любого класса  

k-неотличимых состояний автомата A A   кратна S . Следова-

тельно, по лемме 4 можно заключить, что  , 1A AW S 
  . 

В ряде случаев можно указать еще более простые условия, га-

рантирующие справедливость оценки снизу S  числа классов неот-

личимых состояний автомата A A  . Приведем эти случаи. 
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 Для удобства предположим, что `` 1Y  . Обозначим через 

(A`(s`)) полноту выходной последовательности `( ),A s s S    автома-

та A`.  Так как A` – полноцикловый автомат, то параметр (A`(s`)) 

не зависит от выбора s` S`. 

 Используя следствие 4, легко доказываются следующие тео-

ремы. 

Теорема 3. Пусть S  – простое число, (A`(s`)) > QA``. Тогда 

число классов неотличимых состояний автономного последователь-

ного соединения A A   ограничено снизу величиной S , период 

WA`A`` внешнего функционирования автомата A A   кратен S . 

Теорема 4. Пусть S  – простое число, 

    `` ``
``, , , ,n q x xx X x X

A X V F h f
 

   – векторный перестановочный неавто-

номный автомат и qn < (A`(s`)). Тогда число классов неотличимых 

состояний автомата A A   ограничено снизу величиной S , а его 

период внешнего функционирования кратен S . 

Теорема 5. Пусть S  – простое число, 

    `` ``
``, , , ,n q x xx X x X

A X V F c
 

   – векторный линейный перестановоч-

ный неавтономный автомат и n < (A`(s`)). Тогда число классов не-

отличимых состояний автомата A A   ограничено снизу величиной 

S , а его период внешнего функционирования кратен S . 

Для произвольного векторного автомата  

    , , , ,n q x xx X x X
A X V F h f

 
  

обозначим через HA минимальное k, при котором найдется входное 

слово x(1), x(2), …, x(k) автомата A и некоторая функция Ф 1k
q qF F  , 

для которых 

fx(k)hx(k–1)…hx(1) = Ф(fx(1), fx(2)hx(1), …, fx(k–1)hx(k-1)…hx(1)). 

Для векторного автомата      , , , ,n q x xx X x X
A X V F h f

 
 , исходя из 

определений параметров HA, QA несложно доказывается неравен-

ство 

QA < HA. 

Напомним, что автомат A называется k-автономным, если при 

любом его начальном состоянии выходная последовательность дли-

ны k  не зависит от входного слова длины k.  В этом смысле любой 

автомат Мура является 1-автономным автоматом.  Автомат называ-

ют автономным, если он k-автономен при любом k.  
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Заметим, что для k-автономных автоматов A из условий 

    , 1, ( )A AJ W J J H k     вытекает автономность векторного авто-

мата A. Это утверждение является обобщением доказанного ранее 

В. А. Башевым утверждения, состоящего в том, что для входной по-

следовательности J периода  J  и полноты (J) векторного линей-

ного перестановочного автомата Мура   ``
``, , , ,n q x x X

A X V F  


   из 

условий       , 1, 1A AJ W J J H      вытекает автономность автома-

та A . 

 

9.2. Оценки мощностей классов неотличимых состояний  

автономных последовательных соединений  

перестановочных автоматов 

 

В предыдущем пункте мы нашли оценки снизу числа классов 

неотличимых состояний автономных последовательных соединений 

перестановочных автоматов типов A′[→]A″ и A′→A″, причем для 

последнего типа автономного последовательного соединения были 

использованы два подхода к нахождению этих оценок. Первый за-

ключался в подсчете и сравнении мощностей классов – неотличи-

мых состояний, второй – в подсчете и сравнении условных вероят-

ностей появления выходных слов или же в проверке неавтономно-

сти заданного автомата. Обсуждаемая в данном пункте задача оцен-

ки мощностей классов неотличимых состояний автономного после-

довательного соединения A′→A″ оказывается по своей природе не-

сколько сложней. Это может быть частично объяснено тем, что во-

просы оценок мощностей классов неотличимых состояний автомата 

A′→A″ оказываются тесно связанными с вопросами оценок перио-

дов индивидуальных выходных последовательностей автомата 

A′→A″, в то время как исследованные ранее оценки числа классов 

неотличимых состояний автомата A′→A″ были связаны с задачей 

оценки его периода внешнего функционирования. 

Пусть, как и ранее, A′ = (S′, Y′, h′, λ′), |S′| > 1, |Y′| > 1 –

некоторый приведенный связный перестановочный автономный ав-

томат, а A″ = (X″, S″, Y″, (h″x) xX″, (fx) xX″), X″ = Y′. Рассмотрим по-

следовательное соединение A′→A″ автоматов A′, A″.   

Как было показано при доказательстве следствия 5, мощность 

|A′→A″Ny 1 , …, y k | класса k-неотличимых состояний автомата A′→A″, 

дающих выход y1, …, yk, выражается формулой  
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|A′→A″Ny 1 , …, y k | = ∑|A′Nx(1), …, x(k)|  |
1

(1),..., ( )``
,..., k

x x kA
y yN |, 

где сумма берется по всем различным k-граммам (x(1), …, x(k))-

выходной последовательности A`(s′), s′S′ автомата A′, а 

|A′Nx(1),…,x(k)| – мощность класса k-неотличимых состояний автомата 

A`, дающих выход x(1), …, x(k); |
1

(1),..., ( )``
,..., k

x x kA
y yN | – число состояний ав-

томата A″, дающих выход y1, …, yk при входной последовательно-

сти x(1), …, x(k). Очевидно, что при достаточно больших k (напри-

мер, k > |S′|  |S″| – 1) приведенная формула выражает мощность не-

которого класса неотличимых состояний автомата A′→A″. Есте-

ственно, на наш взгляд, подходить к исследованию верхних оценок 

числа |A′→A″Ny 1 , …, y k
| посредством предварительных оценок величин  

|A′Ni(1), …, i(k)|, |
1

(1),..., ( )``
,..., k

x x kA
y yN | и числа ненулевых слагаемых в приведенной 

выше сумме. 

Теорема 6. Если выходная последовательность A`(s′) автомата 

A′ содержит диагностическую (относительно автомата A″) мульти-

грамму, то мощности классов неотличимых состояний автомата 

A′→A″ ограничены сверху величиной |S′|. 

Доказательство. Имеем 

|A′→A″Ny 1 , …, y k | = ∑|A′Nx(1), …, x(k)|  |
1

(1),..., ( )``
,..., k

x x kA
y yN |. 

При достаточно большом k  

|
1

(1),..., ( )``
,..., k

x x kA
y yN |  1, 

так как автомат A″ – перестановочный, а его входная последова-

тельность A`(s′) содержит диагностическую мультиграмму. Поэтому  

|A′(→)A″Ny 1 , …, y k |  ∑|A′Nx(1), …, x(k)| = |S′| 

при достаточно большом k. Теорема 6 полностью доказана. 

Аналогичным образом доказываются приводимые ниже теоре-

ма 7 и следствие 6. 

Теорема 7. Если выходная последовательность автомата A′ со-

держит диагностическую мультиграмму для A″ и θ = (A`(s`) > σA″, 

то мощности классов неотличимых состояний автомата A′→A″ 

ограничены сверху величиной  

|S′| – 
(1),..., ( )
min  
x x 

|A′Nx(1), …, x(θ)|. 

Будем говорить, что множество входных слов 1, …, t одина-

ковой длины автомата A сильно различимо (относительно A), если 

при любой правой части y система уравнений A(s, j) = y, j{1, …, 

t} не имеет решения в множестве начальных состояний автомата A.  

В противном случае данное множество входных слов автомата A 
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называется слабо неотличимым множеством (относительно A). Мак-

симальное k, если таковое существует, при котором все k-граммы 

входного алфавита автомата A слабо неотличимы, обозначим через A 

и назовем степенью слабой автономности автомата A. В противном 

случае полагаем A = . 

Обозначим через [ν] целую часть числа ν. 

Лемма 6. Пусть J = x(1), x(2), … – входная последовательность 

автомата A периода ω(J), содержащая пару сильно различимых 

мультиграмм. Тогда любое множество из t > [
( )

2

J
] различных муль-

тиграмм { jkJ = x(kj), x(kj+1), …, j[1, t]} – сильно различимо. 

Доказательство. Пусть J(k) = x(k), x(k+1), …; J(k′) =  

= x(k′), x(k′+1), …  – пара сильно различимых мультиграмм после-

довательности J = x(1), x(2), … . Тогда при любом j пары J(k+j), J(k′+j) 

также сильно различимы. Отсюда, в силу элементарных соображе-

ний, и вытекает утверждение леммы 6. 

Следствие 6. Если выходная последовательность автомата A′ 

содержит диагностическую пару мультиграмм и пару сильно разли-

чимых мультиграмм относительно автомата A″, то мощности клас-

сов неотличимых состояний автомата A′→A″ ограничены сверху 

величиной [
|S'|

2
] . 

Под периодом W(A(s, J)) выходной последовательности произ-

вольного автомата A будем понимать период смешанно периодиче-

ской последовательности A(s, J). Справедлива теорема 8. 

Теорема 8. Пусть J = x(0), x(1), x(2), … – входная последова-

тельность периода (J) автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX). Тогда 

множество сравнимых мультиграмм вида 

J(kd) = x(kd), x(kd+1), …, k{0, 1, 2, …}, J(0) = J , 

d = ((J), W(A(s, J)) 

слабо неотличимо относительно связной компоненты As автомата A, 

содержащей состояние sS.  

Доказательство. Для произвольного состояния s0 автомата A 

рассмотрим выходную (вообще говоря, смешанно периодическую)  

последовательность A(s0, J) = y0, y1, … и последовательность состо-

яний AM (s0, J) =s0, s1, …, отвечающую входной последовательности 

J = x(0), x(1), x(2), … периода (J) и начальному состоянию s0. Лег-

ко видеть, что существует t, при котором последовательность  

A(st, J) = yt, yt+1, … – чисто периодическая.  
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При этом, очевидно, связная компонента As 0
содержит в каче-

стве подавтомата связную компоненту As t . Положим для краткости 

st = s, (J) = , W(A(st, J)) = W. При (, Wt ) =  утверждение теоре-

мы 8 очевидно. Предположим, что (, W) = d  . Существуют 

натуральные числа n1, n2, при которых n1 – n2W = kd, где k – неко-

торое фиксированное число, k[1,
d


]. Имеем  

A(s, J) = A(s, J()) = A(s, J(kd–kd)) = ExtA(s, J(kd–n 1 +n 2 W)) =A(s, J(kd+n 2 W)). 

Выберем натуральное число n3 так, чтобы n2+n3, и продолжим 

равенства следующим образом: 

A(s, J(kd + n 2 W)) = A(hx(kd+n 2 W +n 3 W – 1)…hx(kd+n 2 W)s, J(kd+n 2 W+n 3 W)) = 

= A(hx(kd+n 2 W + n 3 W – 1)…hx(kd+n 2 W)s, J(kd)), 

так как (J(kd+( n 2 + n 3 )W)) =  . Очевидно, что состояние  

s(kd) = hx(kd+(n 2 +n 3 )W–1)…hx(kd+n 2 W)s 

принадлежит связной компоненте As автомата A. Таким образом, 

показано существование состояний s, s(d), …, s(
d


–1) связной ком-

поненты As автомата A, при которых  

A(s, J) = A(s(d), J(d)) = … = A(s(
d


–1), J(( d

  –1)d)), 

что и доказывает утверждение теоремы 8. 

Непосредственно из теоремы 8 легко получить следствие. 

Следствие 7. Пусть J – входная последовательность периода 

(J) и полноты (J) > σA автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX). Тогда 

при любом sS  

((J), W(A(s, J)))  1. 

Отметим, что для k-автономного автомата A условие (J) > σA 

следствия 7 можно заменить на более слабое:  (J) > σA–k.  

Это утверждение совместно с утверждением следствия 9 дает 

следствие 8. 

Следствие 8. Пусть J – входная последовательность периода 

(J) и полноты (J) > σA автомата A. Тогда периоды выходных по-

следовательностей автомата A строго больше единицы. Если (J) – 

простое число, то эти периоды кратны (J). 

Мы можем теперь дать уточнения оценок мощностей классов 

неотличимых состояний автомата A = A′→A″. 
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Теорема 9. Пусть (A`(s`))>A″ . Тогда периоды выходных  по-

следовательностей автомата A′→A″ больше единицы. Если |S′| – 

простое число, то  

1) периоды выходных последовательностей автомата A′→A″ 

кратны |S′|,   

2) мощности классов неотличимых состояний автомата A′→A″ 

ограничены сверху величиной |S″|.  

Доказательство. Утверждения о периодах выходных последо-

вательностей автомата A′→A″ непосредственно вытекают из след-

ствия 8. Докажем утверждение пункта 2 теоремы 9. Обозначим че-

рез Bi , i[1, t] связные компоненты автомата A′→A″. Очевидно, что 

множество состояний SB i  каждого автомата Bi имеет мощность, 

кратную |S′|, |SB i
| = ki|S′|. Кроме того, число классов неотличимых 

состояний li = lB i
 и их мощности Ni = NB i

 связаны соотношением 

|S'|i

i

k

l
 = Ni, при этом (li)i[1, t] являются периодами выходных после-

довательностей автомата A″ при входной последовательности A`(s′), 

s′S′. Так как li кратны |S′|, то Ni делит ki и, следовательно, мощно-

сти классов неотличимых состояний ограничены величиной |S″|, по-

тому что  
1

t

i
i

k


 = |S″|. Аналогичным образом доказывается и след-

ствие 9. 

Следствие 9. Пусть выходная последовательность автомата A′ 

содержит пару сильно различимых относительно автомата A″, 

мультиграмм. Тогда периоды выходных последовательностей авто-

мата A′→A″ больше единицы. Если |S′| – простое число, то  

1) периоды выходных последовательностей автомата A′→A″ 

кратны |S′|; 

2) мощности классов неотличимых состояний автомата A′→A″ 

ограничены сверху величиной |S″|. 

Резюмируя приведенный в настоящем пункте подход к изуче-

нию оценок сверху мощностей классов неотличимых состояний ав-

тономного последовательного соединения перестановочных автома-

тов, а также связанные с ним исследования оценок периодов выход-

ных последовательностей автоматов, можно заключить, что эффек-

тивность проведенных исследований для практики почти полностью 

определяется умением рассчитывать введенные параметр σA`` авто-

мата A`` и параметр (A`(s`)) выходной последовательности A`(s`) 

автомата A`. 
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Глава 10. АЛГОРИТМЫ НАХОЖДЕНИЯ МИНИМАЛЬНЫХ  

СИСТЕМ ОБЛАСТЕЙ ИМПРИМИТИВНОСТИ 

ГРУППЫ ПОДСТАНОВОК  
 

В данной главе рассмотрим новый алгоритм решения задачи 

нахождения минимальных систем областей импримитивности груп-

пы подстановок.  

Пусть S = {1, 2, …, n}, (hx)x{1, …, m} – подстановки на S,  

<h1, …, hm> – группа, порожденная подстановками (hx)x{1,…,m}. Будем 

предполагать, что <h1, …, hm> – транзитивная группа. 

Один из известных методов построения всех областей импри-

митивности группы G = <h1, …, hm> состоит в следующем. Все об-

ласти импримитивности получаются из систем минимальных обла-

стей импримитивности. Под минимальной системой областей им-

примитивности понимают такую область импримитивности, кото-

рую нельзя разбить на собственные подмножества, вновь составля-

ющие области импримитивности. В работе [36] М. Аткинсоном 

описан и обоснован алгоритм поиска минимальных систем областей 

импримитивности группы G. Однако сложность этого алгоритма не 

оценена. Одним из параметров сложности этого алгоритма служит 

максимальная длина R слова в положительных образующих данной 

группы, используемого в алгоритме. Из анализа алгоритма вытека-

ет, что данная величина ограничена сверху величиной |S|–2. Ниже 

приводится алгоритм Аткинсона нахождения минимальных обла-

стей импримитивности группы подстановок. 

 

10.1. Алгоритм нахождения минимальных систем  

импримитивности групп подстановок (M. D. Atkinson) 

 

Пусть  = {1, 2, …, n} – конечное множество; g1, g2, …, gm – си-

стема образующих транзитивной группы подстановок G. Алгоритм 

заключается в выполнении процедуры P, которая позволяет нахо-

дить наименьший блок, содержащий {1, } и систему блоков, со-

держащую этот блок. Действие подстановки gi на элемент  ниже 

обозначается как gi. 

Процедура P 

Вводится вспомогательное множество С и функция f:   . 

Шаг 1: С =  – пустое множество, для любых : f(): = . 

Шаг 2: добавляем  к С:  С:= С  {}, f(): = 1. 
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Шаг 3: удаляем  из С:  С: = С \ {} и    f(). 

Шаг 4: счетчик j: = 0. 

Шаг 5: j: = j+1; вычисляем  = gj и  = gj. 

Шаг 6: проверяем, если f()   f(), то переходим на шаг 9. 

Шаг 7: убеждаемся, что  f()  f(), при необходимости переобо-

значим  и . 

Шаг 8: если для некоторого : f()? = f(), то f(): = f(); до-

бавляем f() к С:  С: = С  {f()}. 

Шаг 9: если j < m – переходим на шаг 5. 

Шаг 10: если С – не пусто, то переходим на шаг 3. 

Шаг 11: Стоп. 

Покажем, что процедура P выполняет поставленную выше за-

дачу.  Пусть f0 – исходная функция f: f0() = 1 и f0() =  для любо-

го   , а f1, …, fr – варианты функции f, полученные на шаге 8. 

Каждой функции fi соответствует разбиение Пi множества . Каж-

дый элемент разбиения Пi множества  состоит из символов мно-

жества , на которых  fi принимает фиксированное значение. 

Вследствие шага 8 Пi+1 получаем из Пi объединением двух его эле-

ментов. 

Для любого разбиения П множества : обозначим П() – эле-

мент разбиения П, содержащий . Нетрудно заметить, что 

f0()П0() для любого , а fi()Пi() для любого  из ,  

i {1, …, r} (можно показать методом математической индукции по 

параметру i). 

Лемма 1. 

a) Если fi() = fi() для некоторых , , то fj() = fj(),  

j {1, …, r}; 

b) fi
2 = fi, i {0, 1, …, r}. 

Доказательство. 

a) fi() = fi(). Следовательно, i, i, а j  

i, j {1, …, r}. Значит, j, j, j{1, …, r}, то есть 

fj() = fj(); 

b) для любого : fi()i. Следовательно, fi(fi()) = fi(). 

Лемма 2. 

a)   f0()  f1() …f = fr(); 

b) если C, тогда и только тогда   f; 

c) если C, то существует f fи fgj fgj, 

j {1, …, m}. 
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Доказательство. 

a) Доказательство вытекает из шагов 1, 7, 8; 

b) символ  добавляется к С на шагах 2 и 8. На шаге 2:   , а  

 > f0() = 1 =f . На шаге 8:   fi(), для некоторого i и . Тогда 

fi() =  = fi() и fi+1()  fi(). Обратно: если  f, тогда либо  

   принадлежало С, либо существует i  c условием:  

 = fi() > fi+1(), тогда очевидно, что fi() =  принадлежало С; 

c) пусть  – символ, определенный на шаге 3. Тогда  = fi() <  

для некоторого i. Более того, fi() = fi
2() = fi(), а значит, 

f f. В итоге после шага 8 для заданного j: fk(gj) = fk(gj) для 

некоторого k, а значит fgj) =f(gj). 

Лемма 3. П = Пr – инвариантно относительно группы G. 

Доказательство. Достаточно доказать, что для любая подста-

новка gj cохраняет П. Предположим, что существуют 

ffноfgjfgj Выберем  минималь-

ным, удовлетворяющим этому условию. Тогда ff, сле-

довательно (лемма 2)  принадлежало С на некотором шаге, а тогда 

(лемма 2) существует и fff,fgj=fgj, 

но так как  выбиралось минимальным (то есть ), 

тоfgj=fgj. Тогдаfgj=fgj=fgj – противоречие. 

Обозначим  = П1 – блок группы G, содержащий {1, }. Так 

как G – транзитивна, аП – инвариантна относительно G, тоП – си-

стема блоков, содержащая блок  

Лемма 4. наименьший блок, содержащий {1, }. 

Доказательство. Пусть 1 – минимальный блок, содержащий 1 

и  так что 1  . Пусть   1
ggG – разбиение . Ниже будет 

доказано, что каждое Пi – есть продолжение разбиения P(а именно: 

для любого элемента ВПi: существует В’что ВВ’). Это оче-

видно, если i = 0. Предположим, что i > 0. Докажем утверждение в 

этом случае при помощи метода математической индукции. 

Пусть Пi – продолжение разбиения P, тогда Пi+1 отличается от 

Пi тем, что один из элементов Пi+1 получен путем объединения двух 

элементов Пi вида Пi(fi(  Пi(fi(  Пi(  Пi( {cм. шаг 8 и 

утверждения перед леммой 1}, где   gj,   gj и Пi( = Пi(. По 

предположению индукции, P() = P().  

Тогда P() = Pgj  gj    Пi(fi  Пi(fi(. Таким 

образом, завершен шаг индукции и в итоге у нас есть  

 П(1) = Пr(1)  (1) 1. Значит, 1. 
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Вывод: для проверки, является ли транзитивная группа подста-

новок G примитивной, необходимо выполнить процедуру P,  

 = 1, 2, …, m.  

 

10.2. Новый алгоритм получения минимальных систем  

областей импримитивности группы подстановок 

   

В разделе строится новый алгоритм решения указанной задачи. 

Его особенностью является укрупнение операций алгоритма Аткин-

сона. Основная идея алгоритма исходит из техники доказательства 

основных утверждений работы [18]. Доказывается верхняя оценка 

параметра R, выраженная через диаметр графа, построенного на 

множестве точек S c дугами, определенными подстановками (h1, …, 

hm).  

Для нахождения минимальных систем поступаем таким обра-

зом. Фиксируем произвольную пару элементов a, bS, a b, вводим 

следующие обозначения: 

 τk = {xj, xj–1, …, x1; j  k} – множество всех слов длины, не 

большей k, алфавита X = {1, 2, …, m},  – пустое слово, полагаем 

τk:  

Пab
k  = {(

jx
h  

1jx
h



…
1x

h a, 
jx

h  
1jx

h


…
1x

h b): xj, xj–1, …, x1τk}.  

Отметим, что (a, b) Пab
k . 

Будем рассматривать Пab
k  как множество неупорядоченных пар 

элементов. Положим П
ab

k



=Пab
k {(с, с), cS}. Множество пар П

ab

k



бу-

дем трактовать и как бинарное отношение на S. Два элемента  

(c,  d)SS находятся в отношении П
ab

k



: c П
ab

k



d тогда и только тогда, 

когда (c, d)  П
ab

k



. 

Определим бинарное отношение * Пab
k как транзитивное замыка-

ние отношения П
ab

k



. Два элемента (s1, sN)SS находятся в отноше-

нии * Пab
k : s1

* Пab
k

sN тогда и только тогда, когда найдется цепочка эле-

ментов s2, …, sN–1, для которой (si, si+1) П
ab

k



, i{1, …, N–1}. 

Очевидно, * Пab
k  – бинарное отношение эквивалентности на S. 

Пусть ab
kK  = { 1 ,...,

k

k k
p  } – множество всех классов эквивалентности 

отношения * Пab
k  и R = R(a, b) – минимальное k, при котором  

ab
kK  = ab

k 1K  . Ниже будет доказано, что ab
RK = ab

R iK   при любом i ≥ 0.  
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Алгоритм построения минимальной системы областей импри-

митивности группы <h1, …, hm>, один из блоков которой содержит 

элементы (a, b), состоит в последовательном построении  множеств 
ab
kK , k{1, …, R}.  Возможны два случая: 

1. ab
RK = S, pk=1. 

2. ab
RK  S, ab

RK = ( 1 ,...,
R

R R
p  ). 

Первый случай характеризуется тем, что (a, b) не могут одно-

временно принадлежать одному и тому же блоку системы областей 

импримитивности. Во втором случае ab
RK – минимальная система об-

ластей импримитивности группы <h1, …, hm>, один из блоков кото-

рой содержит пару (a, b).  

Очевидно, сложность нахождения областей импримитивности 

характеризуется величиной R = R(a, b), максимальной длиной вход-

ных слов xj, xj–1, …, x1, которые участвуют в образовании пар Пab
k . 

Теорема. Справедлива следующая оценка 

R(a, b)  (L0 + 1)(D + 1) + 
0L 1K  – 2. 

Здесь D – диаметр графа переходов автомата Медведева А = (X, 

S, (hx)xX) с входным алфавитом X, множеством состояний S, ча-

стичными функциями переходов (hx)xX. L0 – максимальное L{0, 

1, …}, если оно существует, при котором KL – KL+1 > D + 1, где KL – 

частное от деления |S| на 2L. Если такого L не существует, то пола-

гаем L0  = –1. 

Доказательство. Очевидно, для любого k: ab
kK  является подраз-

биением ab
k 1K  , то есть каждый блок 1k

i
  разбиения ab

k 1K   является объ-

единением некоторых блоков k
i  отношения * Пab

k . 

Покажем теперь, что если при некотором k0: 
0

* Пab
k =

0

*
1Пab

k  , то 

0

* Пab
k =

0

* Пab
k i  при любом i. Для этого докажем, что из * Пab

k = *
1Пab

k   и 

с1
*

2Пab
k 

сN,  c1, cN S следует с1
* Пab

k
сN. 

Пусть для некоторого k: * Пab
k = *

1Пab
k   и с1

*
2Пab

k 
сN. Последнее соот-

ношение равносильно существованию элементов с2, …, сN–1, при ко-

торых  

с1 2П
ab

k



 с2 2П
ab

k



 …сN–1 2П
ab

k



 cN. 

При этом мы можем считать, что среди с1, …, сN нет одинако-

вых элементов, то есть (сi, ci+1)  2Пab
k , i{1, 2, …, N–1}.  

Пусть  

сi  = 
2kx

h


 
1kx

h


 … 
1x

h a,  сi+1 = 
2kx

h


 
1kx

h


 … 
1x

h b. 
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Так как * Пab
k = *

1Пab
k  , то 

1kx
h



 
kx

h  … 
1x

h a * Пab
k

1kx
h



 
kx

h  … 
1x

h b. 

Тогда  

2kx
h



 
1kx

h


 … 
1x

h a *
1Пab

k
2kx

h


 
1kx

h


 … 
1x

h b 

и опять в силу * Пab
k = *

1Пab
k  : 

2kx
h



 
1kx

h


 … 
1x

h a * Пab
k

2kx
h



 
1kx

h


 … 
1x

h b. 

Таким образом, сi
* Пab

k
сi+1. Так как i было выбрано произвольно, 

то получаем с1
* Пab

k
сN. Из доказанного вытекает, что R(a,b) ≤ |S| – 2. В 

частности, наше утверждение доказано при L0 = –1, так как в этом 

случае 
0L 1K  = K0 = |S|. 

Предположим теперь, что L0 –1. Имеем ab
0K  = (

0

0 0
1 ,..., p  ), 0

1  = 

(a, b), | 0
1 | = 1, p0  = |S| – 1. По условию |S|–K1 > D+1. Поэтому для 

ab
DK = (

01 ,...,D D
p  ) справедливы неравенства | D

i |  2, i{1, 2, …, pD}. 

Здесь использовано то, что в любое состояние можно перейти из  

(a, b) за D или менее шагов. При L0 = 0 имеем pD  K1, а для  

D+i+1  R(a, b) имеем 

pD+i+1 < pD+i. 

Следовательно, R(a, b)  D + PD – 1  D + K1 – 1. 

Для доказательства теоремы в случае L0 > 0 нам потребуется 

вспомогательная лемма. Обозначения леммы. Пусть {Mi} – некото-

рая совокупность подмножеств множества {1, …, n}. Будем гово-

рить, что множества Мi, Mj находятся в бинарном отношении σ и 

писать МiσMj тогда и только тогда, если МiMj  . Будем гово-

рить, что М1 и МN из {Mi} эквивалентны: М1~МN, если существуют 

М2, …, МN–1 из {Mi}, для которых  

М1σM2σ…σMN-1σMN. 

Утверждение леммы. Класс эквивалентности k m
j
 , j{1, 2, …, 

pk+m} бинарного отношения эквивалентности * Пab
k m  является объеди-

нением всех множеств из класса отношения эквивалентности ~, 

определенного на совокупности множеств  

{
jx

h  
1jx

h


 … 
1x

h k
 : α{1, …, pk}, xj, …, x1τm, 0   j  m}. 

Доказательство леммы. 

Пусть U – объединение всех множеств из некоторого класса эк-

вивалентности отношения ~, определенного на совокупности мно-

жеств 
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{
Lx

h
1Lx

h


…
Lx

h k
 : α[1, pk], xL, …, x1τm, 0  L  m} и s1U.  

Нам необходимо доказать, что s1
* Пab

k m
sN тогда и только тогда, 

если sNU. 

Пусть существуют s2, …, sN–1, для которых s1 П
ab

k m



 s2 П
ab

k m



 …sN–1 

П
ab

k m



 sN, и предположим, что siU. Покажем, что тогда и si+1U. Дей-

ствительно, имеем для  некоторого    j = xj, xj–1, …, x1, j  k+m и 

ε{0, 1}: si = 
jx

h
1jx

h


…
1x

h aε, si+1 = 
jx

h
1jx

h


…
1x

h aε+1, где a0 = a, a1 = b, 

сумма +1 берется по модулю 2. При j  k, очевидно, что  

(si, si+1) Пab
k , то есть si, si+1 k

  при некотором α. Следовательно, 

si+1U.   

При j > k  

si=
jx

h
1jx

h


…
1kx

h
 kx
h …

1x
h aε,    si+1=

jx
h

1jx
h



…
1kx

h
 kx
h …

1x
h aε+1. 

При этом 
kx

h …
1x

h aε k
 , 

kx
h …

1x
h aε+1 k

  при некотором α. Сле-

довательно, (si, si+1) 
jx

h
1jx

h


…
1kx

h


k
 . Поэтому si+1U.  

Используя принцип математической индукции, заключаем, что 

sNU.  

Пусть теперь s1, sNU и, не ограничивая общности, пусть 

s1M1, sNMN и М1σM2σ…σMN-1σMN, где Mi – множество вида  

jx
h

1jx
h



…
1x

h k
 , здесь α{1, …, pk}, xl, …, x1τm,    0  j  m.   Дока-

жем, что для любых siMi, si+1Mi+1:  si
* Пab

k m
si+1. 

Пусть sМiMi+1. Покажем, что si
* Пab

k m
s, si+1

* Пab
k m

s. Отсюда в 

силу произвольности выбора i и будет следовать нужное бинарное 

отношение s1
* Пab

k m
sN.  

Положим  

s = 
jx

h
1jx

h


…
1x

h с1 = 
jx

h
1jx

h


…
1x

h ,
,t

x
h … ,

1x
h aε’, ,t   k,  

si = 
jx

h
1jx

h


…
1x

h сT=
jx

h
1jx

h


…
1x

h ,,
,,t
i

 … ,,
1i

 aε’’, ,,t  k,  ε’, ε’’{0, 1}. 

Здесь (с1, сT)  k
 . По определению k

 , найдутся (с2, …, сT–1)S, 

при которых с1 П
ab

k



с2 П
ab

k



…сT–1 П
ab

k



сT. Если сi = ( 1)
px

h … ( 1)
1x

h aε,  

сi+1= ( 1)
px

h … ( 1)
1x

h aε+1, где (1) (1)
1,...,p kx x  , то  

jx
h

1jx
h



…
1x

h сi П
ab

k m




jx

h
1jx

h


…
1x

h сi+1. 

  Cледовательно, 
jx

h
1jx

h


…
1x

h с1 П
ab

k m




jx

h
1jx

h


…
1x

h сT. 
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Аналогичным образом показывается, что si+1
* Пab

k m
s. 

Лемма полностью доказана. 

Проведем доказательство утверждения теоремы  в случае L0 > 0. 

Ранее было показано, что при любом j 

| D
j |  2. 

Если * Пab
D ≠ *

1Пab
D , то, очевидно, существует j0, при котором  

|
0

1D
j
 |  4. Тогда использование леммы дает | 2 1D

j
 |  4 при любом 

j{1, …, p2D+1}. 

Аналогично получим: для любого LL0 либо | ( 1)L D D
j

  |2L+1, 

j{1, …, pL(D+1)+D}, либо при некотором LL0 

*
( 1)Пab
L D D  = *

( 1) 1П .ab
L D D    

В первом случае, в частности, имеем 

0 0L ( 1) L 1p KD D   , 
0 0( 1) ( 1) 1P P  (*)L D D i L D D i        

при любом i. При этом минимальное i0, при котором будет иметь 

место равенство, определяет  R(a, b) = L0(D+1)+D+i0.  

Из (12) получаем i0  R(a, b)  
0 1KL   – 1. Cледовательно,  

R(a, b)  L0(D+1)+D+
0L 1K  – 1, что и требовалось доказать.  

Из данной оценки несложно получить   

R(a, b)  (D+1)[ 2log |S|+1] – 2, 

 где [ν] – целая часть числа ν. 

(12) 
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Глава 11. ОДНОСТОРОННЯЯ НЕОТЛИЧИМОСТЬ  

СОСТОЯНИЙ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ  
 

В разделе вводится и изучается понятие (, )-неотличимости 

состояний конечного автомата. Предлагается метод определения 

начального состояния автомата по его входному и соответствующе-

му ему выходному слову. 

 

11.1. Понятие (,  )-неотличимости  

состояний автомата  

 

Известная работа Э. Мура [27], приведшая к созданию экспе-

риментов с автоматами, опиралась на явление неотличимости со-

стояний автомата, состоящее в том, что неотличимые состояния 

одинаково реагируют на одни и те же входные слова. Данное поня-

тие допускает обобщение, которое здесь и рассматривается. Неот-

личимость одного состояния от другого в таком обобщенном смыс-

ле трактуется как функциональная зависимость выходных слов ав-

томата полученных со второго состояния от выходных слов, полу-

ченных с первого состояния. Ряд приводимых ниже определений и 

утверждений сформулированы ранее в [4]. 

Пусть А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – конечный автомат. Рас-

смотрим отображение : XX и семейство отображений  

 = (x)xX,  x: SY, xX. Для  = x(1), x(2), .., x(k) положим  

() = (x(1)), (x(2)), .., (x(k)).  

Определение 1. Состояние sS автомата А называется  

(, , k)-неотличимым от sS , если при любом входном слове  

 = x1, x2, .., xk из Xk выходные последовательности  

A(s, ) = y1, y2, .., yk, A(s, () ) = y1, y2, .., yk 

автомата А, соответствующие его начальным состояниям s, s’ и, со-

ответственно, входным словам , () = (x1), (x2), .., (xk), свя-

заны соотношением 

yj = x(j)yj ,  j  [1, k]. 

Определение 2. Состояние sS автомата А называется (, )- 

неотличимым от состояния  sS, если оно (, , k) неотличимо от 

s при любом  k[1, 2, ...).  

Следующий простейший пример показывает существование ав-

томатов с (,)-неотличимыми  состояниями. 
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Пример 1. Положим X = {0}, то есть автомат А = ( X, S, Y, 

(hx)xX, (fx)xX ) – автономный, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Y = {0, 1} и 

h0(j) = j+1, j[1, 5], h0(6) = 1; 

f0(1)= f0(2) = f0(3) = 0; f0(4) = f0(5) = f0(6) = 1. 

Таким образом, данный автономный автомат является полно-

цикловым, приведенным, и непосредственная проверка для отобра-

жений 

: 00  0: 01, 10 

показывает, что состояние j  (, )-неотличимо от состояния j+3 

mod(6), j[1,6]. 

 

11.2. Определение начального состояния автомата  

по его входному и выходному слову 

 

Для автомата А, имеющего (, )-неотличимые состояния, 

можно предложить следующий подход к определению его началь-

ного состояния по заданному входному слову   = x(1), x(2), ..., x(k)   

и выходной последовательности  А(so, ) = Q = y1 , y2 , ..., yk. Именно 

по заданным  и Q строим пары j, jQ , j[0, m], o = ,  

oQ = Q. Если j = x(1), x(2), …, x(k) ,  jQ =  y1, y2 , ..., yk , то 

j+1 = x(1), x(2), …, x(k);  

j+1Q = x(1)y`1, x(2)y`2, …, x(k)y`k. 

Здесь m – параметр метода. Далее методом опробования с ис-

пользованием памяти [2] находим решение хотя бы одного из урав-

нений: A(s, j) = jQ,  j[0, m]. Затем решаем задачу определения 

искомого состояния so по известному состоянию s*, найденному ра-

нее как решение уравнения А(s,jo) = joQ, при некотором jо[0, 

m],  используя отношение (,)-неотличимости состояний автомата 

А.  

Ниже будет показано, что отношение (, )-неот- 

личимости состояний автомата индуцирует в ряде случаев взаимно 

однозначное соответствие  на множестве состояний S автомата А 

такое, что состояние s (, )-неотличимо от состояния s. В связи с 

этим для применения метода  опробования с использованием памя-

ти m выбираем так, чтобы оно не превосходило длины минимально-

го цикла подстановки ; решение so на последнем этапе метода 

можно найти, опробуя состояния s*, s*, ..., t(s*)–1s* , где t(s*) – длина 

цикла подстановки , содержащего s*. 
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11.3. Свойства (, )-неотличимых состояний автомата 

 

Следующее утверждение непосредственно вытекает из опреде-

лений 1, 2. 

Лемма 1. Если состояние sS автомата А (, , k)-неотличимо 

((, )-неотличимо) от состояния sS , то для любого входного 

слова x(1), x(2), ..., x(j)Xj , j<k состояние hx(j), hx(j–1), ..., hx(1)s  (, , 

k–j)-неотличимо ((, )-неотличимо) от состояния hx(j), hx(j–1), ..., 

hx(1)s`. 

Для автомата А и отображения : XX определим вспомога-

тельный автомат  AМ, = (X`, SS, YY, (x`)x`X`, (x`)x`X`), где  

X` = (x,x), xX`}, (x,x)(s, s) = (hxs, hxs), x,x(s, s) = (fxs, fxs) . 

Фиксируя начальное состояние (s, s) автомата AМ,, получаем 

инициальный автомат AМ,(s, s) и  автомат AМ,<(s, s)>, порожден-

ный начальным состоянием (s, s). 

Определим диаметр D(s, s`) инициального автомата  

AМ,<(s, s)> как минимальное число D, такое, что для любой вер-

шины (s, s) графа перехода автомата AМ,<(s, s)>, если состояние 

(s, s) достижимо из (s, s) , то оно достижимо с помощью некото-

рого входного слова, длина которого не больше D. 

Лемма 2. Если состояние s автомата А (, , k)-неотличимо от 

состояния sS при k>D(s, s), то состояние s (, )-неотличимо от 

s. 

Доказательство. Пусть выполнены условия леммы 2. Покажем, 

что s (, )-неотличимо от s’. Рассмотрим произвольное входное 

слово  = x(1), x(2), …, x(k+1)Xk+1. Имеем 

A(s, x(1), x(2), …, x(k+1)) = y1, y2, …, yk, yk+1, 

A(s’, (x(1)), (x(2)), …, (x(k+1))) = y1’, y2’, …, yk’, yk+1’, 

где  y1’, y2’, …, yk’ = x(1)y1, x(2)y2, …x(k)yk, и остается показать, что 

y’k+1 = x(k+1)yk+1, 

то есть  

x(k+1)fx(k+1)hx(k)…hx(1)s = f(x(k+1))h(x(k))…h(x(1))s’. 

Заметим, что состояние (hx(k)…hx(1)s, h(x(k))…h(x(1))s’) достижи-

мо в автомате AМ,<(s, s’)> при некотором входном слове x’(1), 

x’(2), …, x’(L)  длины L D(s, s’) и по условию леммы для входного 

слова 

x’’(1), x’’(2), …, x’’(L), x’’(L+1) = x’(1), x’(2), …, x’(L), x(k+1) 
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имеем  

A(s, x’’(1), x’’(2), …, x’’(L), x’’(L+1)) = y1’’, y2’’, …, yL’’, yL+1’’, 

A(s’, (x’’(1)), (x’’(2)), …, (x’’(L)), (x’’(L+1))) =  

= x’’(1)y1’’, …, x’’(L)yL’’, x’’(L+1)yL+1’’, 

в частности,  

x(k+1)fx(k+1)hx(k)…hx(1)s = x’’(L+1)yL+1’’ = f(x(k+1))h(x(k))…h(x(1))s’, 

что и требовалось доказать. 

Понятие  (, )-неотличимость состояний автомата А есте-

ственным образом определяет бинарное отношение  = (, ) на 

его множестве состояний S. 

Лемма 3. Если для сильно связного автомата А и отображений 

,   = (x)xX справедливо:   ,  и автомат А сильно связан, то  

Пр1 = S, то есть, если в сильно связном  автомате А найдется неко-

торое состояние s (, )-неотличимое от некоторого s’, то для лю-

бого состояния автомата А найдется  (, )-неотличимое от него 

состояние. 

Утверждение леммы непосредственно следует из сильной связ-

ности автомата А и леммы 1. 

Обозначим через –1 обратное отношение к бинарному отноше-

нию . Очевидно Пр1–1 = Пр2. Легко доказывается следующий 

аналог леммы 3. 

Лемма 4. Если для сильно связного автомата А и отображений 

,   = (x)xX справедливо:    и  – подстановка на X, то  

Пр1–1= Пр2 = S. 

Лемма 5. Если для приведенного автомата А и отображений ,  

 = (x)xX справедливо:    и  – подстановка на X, то бинарное 

отношение   является отображением S в S. 

Доказательство.  Предположим, что при выполнении условий 

леммы 5 найдутся состояния s, s1, s2 из S, при которых 

(s, s1), (s1, s2), s1  s2, 

то есть состояние s (,)-неотличимо от s1 и s2 одновременно. Тогда 

при любом входном слове  = x(1), x(2), …, x(L), L[1, 2, …) авто-

мата А имеем  

A(s, ) = y1, y2, …, yL; 

A(s1,())=x(1)y1,x(2)y2,…,x(L)yL=A(s2,()). 

Так как  – подстановка на X, а x(1), x(2), …, x(L) – произволь-

ное входное слово автомата А, то состояния s1, s2 неотличимы, что 

противоречит приведенности автомата А.  
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Следующее утверждение доказывается аналогично лемме 5. 

Лемма 6. Если для приведенного автомата А и отображений , 

 = (x)xX справедливо, что    и  = (x)xX – подстановки на Y, 

то бинарное отношение –1 является отображением S в S. 

Теорема 1. Если для биекций  и  = (x)xX на X и Y, соответ-

ственно, и приведенного сильно связного автомата А справедливо, 

что   , то  – подстановка на S и 
s S

НОК


 t(s) делит НОК(deg, 

s S

НОД


t(s)), где t(s) – длина цикла подстановки , которому принад-

лежит sS, deg = 
x X
НОК


 t(x), t(x) – длина цикла подстановки , со-

держащего элемент x X. 

Доказательство. Из лемм 3, 4, 5, 6 непосредственно вытекает, 

что при выполнении условий теоремы  является подстановкой на 

S. Фиксируем произвольное состояние sS и рассмотрим цикл под-

становки : s, s, …, ts = s , t = t(s). Выберем произвольное состоя-

ние s* S. Так как автомат А сильно связный, то найдется его вход-

ное слово  = x(1), x(2), ..., x(k), при котором  

hx(k)hx(k–1)…hx(1)s = s*. 

По лемме 1 состояние h
j
(x(k))…h

j
(x(1))js,  (,)-неотличимо от 

состояния h
j+1

(x(k))…h
j+1

(x(1))j+1s,   j[0, 1, ...),  то есть  

 h
j
(x(k))…h

j
(x(1))js = h

j+1
(x(k))…h

j+1
(x(1))j+1s . 

Таким образом,  

js* = h
j
(x(k))… h

j
(x(1))js , j[0, 1, ...). 

Из последнего равенства непосредственно вытекает, что 

t(s*) | НОК(t(s), deg) 

при любом выборе состояний s, s* из S, следовательно 

t(s*) | НОК(deg, 
s S

НОД


t(s)). 

Откуда вытекает 

s S
НОК


t(s) | НОК(deg, 

s S

НОД


t(s) ). 

Утверждение теоремы доказано.  

Как следует из доказательства данной теоремы, при выполне-

нии ее условий справедливы равенства 

xfx = f(x); 

hx–1 = h(x); 

xX, 

которые можно использовать для явного описания отображения , в 

связи с чем несложно доказывается следующее утверждение. 
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Теорема 2. Пусть  и  = (x)xX – биекции на X и Y соответ-

ственно. Сильно связный приведенный автомат А = (X, S, Y, (hx)xX, 

(fx)xX) имеет (, )-неотличимые состояния (  ) тогда и только 

тогда, когда при любом  xX выполняются равенства 

xfx = f(x), hx–1 = h(x), xX, 

где  – некоторая подстановка на S. 

Через G = <(hx)xX> обозначим полугруппу отображений S в S, 

порожденную частичными функциями перехода  (hx)xX автомата A. 

Напомним, что полугруппа G называется импримитивной, если су-

ществует разбиение R(S) = (S1, S2, …, Sm) множества S, при котором 

2  m  |S|–1 и для любых j{1, …, m}, xX найдется j`{1, …, m} 

со свойством hx(Sj)  Sj`.  Система множеств (S1, S2, …, Sm) называ-

ется системой блоков  импримитивности полугруппы G. Из теорем 

1, 2 легко получить следствие 1. 

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1, причем  – 

тождественное отображение X на X . Тогда  – подстановка на S с 

циклами одинаковой длины t; если t  1, то циклы  являются бло-

ками импримитивности полугруппы G = <(hx)xX> автомата А и для 

любого xX ограничение отображения hx на каждом цикле инъек-

тивно. 

Обозначим через degФ порядок отображения Ф: XY  XY 

Ф (x, y) = (x, xy) 

для заданных биекций ,  = (x)xX на X и Y соответственно. 

Теорема 3. Если для сильно связного приведенного автомата А 

и биекций ,  = (x)xX справедливо   , то  – подстановка на S 

и t(s)|degФ, где t(s) – длина цикла подстановки , содержащего со-

стояние sS, а degФ – порядок отображения Ф: XYXY 

Ф(x, y) = ((x), x(y)). 

Доказательство. По теореме 1  – подстановка на S. Пусть  

A(s, x(1), …, x(k)) = y1, …, yk. 

Используя условия теоремы, легко получить 

A(degФs, x(1) ..., x(k)) = y1, ..., yk. 

Так как автомат А приведен, то 

degФs = s 

Следовательно,  t(s) | degФ. 

Пример 2. Пусть А=(X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – приведенный, 

сильно связный автомат, X = Y= {0, 1},  = E – тождественное отоб-

ражение X в X, а x =  для всех  xX, при этом () = 1, (1) = 0.  
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Если для автомата А и указанных отображений ,  выполнено 

  , то, используя утверждения теорем 1, 3, заключаем, что дли-

ны циклов подстановки  равны 2, в частности, число S должно 

быть четным числом. 

Пример 3. Пусть А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX ) – приведенный, 

сильно связный автомат, Y= G – конечная группа,  = E, а x =  

для всех  xX, причем : g  gg0, gG, где g0 – некоторый фикси-

рованный, отличный от единицы элемент группы G. Если для авто-

мата А и отображений ,  выполнено   , то по теореме 3 и 

следствию 1 заключаем, что  – подстановка с циклами одинаковой 

длины и эта длина делит порядок элемента g0, в частности, при этом 

(G , S )  1.  

Пример 4. Рассмотрим автономный автомат А = (S, Y, , ),  

: SS, : SY.  

Тогда (,  )-неотличимость состояний s, s автомата А означа-

ет, что для отображения : Y  Y из равенства A(s) = у1, y2, … выте-

кает равенство A(s`) = (у1), (y2), …  .  Поэтому для автономного ав-

томата А данное понятие удобно трактовать как -неотличимость со-

стояний s, s. 

 

11.4. (, d)-периодические выходные последовательности  

автономного автомата 

 

Пусть  не является тождественным отображением Y в Y, а  

d – некоторое натуральное число. Будем говорить, что последова-

тельность у1, y2,… элементов алфавита Y    (имеет (, d)-

период), если yj+d = yj, j{1, 2, …}.  Легко доказывается следующее 

утверждение:  полноцикловый автомат А  имеет -неотличимые со-

стояния тогда и только тогда, если для его выходной последователь-

ности существует (, d)-период для некоторого d < S. 

Теорема 4.  Пусть Q = y1, y2,… – периодическая (иногда гово-

рят, что чисто периодическая) последовательность элементов алфа-

вита Y периода  и пусть  каждый элемент у из Y содержится в по-

следовательности Q. Если последовательность Q имеет (, d)-

период при некотором : ОО, то 

а) -подстановка на О; 

б)  = Ddeg(), где  D = (d, ); 
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в) D  
С


, где С = max(deg) и максимум берется по всем под-

становкам  из симметрической группы степени |Y|, таким, что дли-

ны циклов ее являются делителями .  

Доказательство. Пусть М = НОК(d, ). Тогда  

yj+M = 
M

d (yj) = yj, j[1, 2 …) 

и, так как по условию каждый элемент из Y содержится в последо-

вательности Q, заключаем, что -подстановка на Y.  

Обозначим период последовательности yj, yj+D, …, yj+kD, … че-

рез j. Очевидно,  

 | DНОК(1, 2, …, D) 

и 

yj+kD = 
( )j k D

D

y 
 

, j[1, 2, …), 

то есть  НОК(1, …, D) | 
D


. Следовательно, 

 = D  НОК(1, …, D). 

Легко показывается, что j является периодом также и последо-

вательности  

yj, yj+d, …, yj+kd, … . 

Следовательно, 

j = t(yj), 

где t(yj) – длина цикла подстановки , содержащего элемент yj. За-

метим также, что число циклов  не превосходит D. Из указанного 

выше вытекает  

deg = НОК(1, …, D). 

Таким образом,  

 = D  deg, 

откуда  

D  
С


. 

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда  

d
maxdeg

P


, 

где p – некоторый произвольный делитель , а  максимум берется 

по всем подстановкам  из симметрической группы подстановок  

на Y. 

Утверждение данного следствия непосредственно вытекает из 

теоремы 4. Оно может быть использовано при исследовании (, d)-
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периодичности последовательностей, периоды которых кратны из-

вестному числу P. 

Непосредственно из теоремы 4 вытекает следствие 3. 

Следствие 3.  

1. Если для полноциклового, приведенного автомата А = (S, Y, 

, ) и нетождественной подстановки  на Y имеет место 

НОД(deg, |S|) = 1, то в автомате А отсутствуют -неотличимые со-

стояния, выходная последовательность A(s) при любом sS не явля-

ется (, d)-периодической при любом d. 

2. Если выходная последовательность A(s) приведенного пол-

ноциклового автомата А = (S, Y, , )  (, d)-периодична и содержит 

все элементы из Y, то  

(|S|, d)  
| |S

C
, d  RA, 

где С = max(deg), максимум берется по всем подстановкам  из 

симметрической группы подстановок на множестве Y, длины цик-

лов которых являются делителями числа |S|, RA – степень различи-

мости автомата А. 

Замечание. Пусть А = (S, Y, , )  – приведенный, полноцикловый 

автомат со степенью различимости R. Рассмотрим автономный ав-

томат AR = (S, Y(1), (1), (1)), где Y(1) – множество различных выход-

ных R-грамм автомата А,  а 

(1) = R и (1)(s) = ((s), (s), …, (R–1s)). 

Легко показывается, что для автомата AR существует отображе-

ние : Y(1)Y(1), при котором его выходная последовательность 

AR(s) при любом sS (х, 1)-периодична.  

Пример 6. Пусть А = (S, Y, , ) – автономный автомат, выход-

ным алфавитом Y которого является некоторая конечная группа G. 

Состояния s, s S назовем G-неотличимыми, если найдется нееди-

ничный элемент gG, при котором  

А(s) = у1, y2, …, А(s) = у1, y2, …, y`j = gyj,   j[1, 2, ...). 

Будем говорить, что автомат А G-приведен, если для любых со-

стояний s, s S из предыдущих равенств вытекает s = s, g = e (e – 

единица группы G). Из следствия 3 вытекает следующее утвержде-

ние. Если для полноциклового приведенного автомата А = (S, Y, , 

), где Y = G – некоторая конечная группа, 

(G, S) = 1, 

то А является G-приведенным автоматом.  
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Пусть А1 = (S1, Y, h(1), (1)) – полноцикловый автомат, A2 = (X, 

S2, ( 2
xh )xX) – перестановочный, коммутирующий (то есть 2

xh
2
`xh = 2

`xh
2
xh , 

при любых x, x`X) автомат без выхода, Y = X, а G – некоторая ко-

нечная группа и : S1 S2  G отображение вида 

(s1,s2) = f(s1)(s2), 

где f: S1  G, : S2  G.  

 

11.5. G-приведенность автономного последовательного  

соединения автоматов 

 

Рассмотрим последовательное соединение A = A1A2 автома-

тов A1, A2 с выходной функцией  , A = A1A2 = (S1S2, G, , ), 

(s1, s2) = (h(1)(s1), (1)
1

(2)
2s

h s


),   (s1, s2) = f(s1)(s2), умножение () – опе-

рация в группе G. Автомат A имеет вид, показанный на рис. 11. 

 

 
 

Рис. 11 

 

Обозначим через Af автономный автомат, отличающийся от A1 

лишь функцией выхода Аf = (S1, Y, , f), а через AП = (S2, Y, П, ) – 

автономный автомат с множеством состояний S2, функцией перехода  

П=
1 1

2 2 2
(| |) (| | 1) (1)...x S x S xh h h , 

где A1(s1) = x(1), x(2), …, x(|S1|), … – выходная последователь-

ность автомата A1 от некоторого состояния s1S1. 
 

 

 

A1 

f 

A2 

 

 

1 
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Теорема 5. Пусть А1 = (S1, Y, (1), (1)) и A2 = (X, S2, (
2
xh )xX) – пере-

становочный коммутирующий автомат, Y = X, G – некоторая конечная 

группа : S1S2  G отображение вида 

(s1, s2) = f(s1) (s2), 

где f: S1G, : S2G. Пусть также  автоматы Аf = (S1, Y, , f), AП = 

(S2, Y, П, ) G-приведенные. Тогда если автомат А = А1А2 полно-

цикловый, то он G-приведен. 

Доказательство. Предположим, что при выполнении условий 

теоремы автомат А не является G-приведенным. Если рассматри-

вать умножение элементов группы G на элемент gG как подста-

новку на G, то данное предположение эквивалентно существованию 

g-неотличимых состояний автомата А при некотором gG.  По тео-

реме 2 для автомата А имеем  

 = , g = , 

где  – подстановка на S1S2, индуцируемая отношением g-

неотличимости состояний автомата А. Так как А – полноцикловый 

автомат, то  = m при некотором натуральном числе m и последние 

равенства равносильны равенству  

g = m 

или 

gf(s1)  (s2) = f(s1’)  (s2’) 

где (s1, s2) S1xS2, (s1’, s2’) = m(s1, s2).  

Используя условия теоремы (в частности, коммутируемость ав-

томата А2), получаем 

gf(s1)  (Пjs2) = f(s1’)  (Пjs2’) 

или  

f-1(s1’)gf(s1) (Пjs2)= (Пjs2’). 

Из G-приведенности автомата А2 имеем 

s2’ = s2, f–1(s1’)  gf(s1) = e, s1S1,   

где e – единица G. Использование теперь G-приведенности автомата 

Аf дает  

s1 = s1’, g = e. 

Таким образом, g = e, (s1, s2) = (s1’, s2’), то есть автомат А  

G-приведен. 

Аналогичным образом доказывается теорема 6. 

Теорема 6. Пусть А1 = (S1, Y, (1), (1)) – полноцикловый авто-

мат, A2 = (X, S2, ( 2
xh )xX) – перестановочный коммутирующий авто-

мат, Y = X, G – некоторая конечная группа : S1S2  G –

отображение вида 
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(s1, s2) = (s2), 

где : S2  G. 

Пусть также автомат А = А1  А2 – полноцикловый, автомат  

AП = (S2, Y, П, ) – G-приведенный и автомат А’ = (S1S2, S2, , ’), 

отличающийся от А лишь функцией выхода ’, ’(s1, s2) = s2,  

(s1,s2)  S1S2), – приведенный. Тогда автомат А  G-приведен. 
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Глава 12. СИЛЬНО ПРИВЕДЕННЫЕ АВТОМАТЫ 
 

В разделе вводится понятие сильной приведенности автомата, 

качественно отражающее факт получения различных выходных по-

следовательностей автомата с его начальных состояний при любой 

входной периодической последовательности. Дается описание пере-

становочных сильно приведенных автоматов.  

Рассмотрим последовательное соединение BA автономного 

перестановочного автомата B с неавтономным перестановочным ав-

томатом A=(X,S,Y,(hx)xX,(fx)xX).  

Cостояния s,s`S автомата A назовем неотличимыми относи-

тельно автомата B, если существует состояние t автомата B, при 

котором выходные последовательности (BA)(t,s)  и (BA)(t,s`) 

автомата BA с начальных состояний (t,s) и (t,s`) совпадают.  

В противном случае состояния s, s`S автомата A назовем различи-

мыми относительно автомата B. Рассматриваемая задача состоит 

в описании автоматов (BA), для которых каждая пара различных 

состояний s, s` автомата A различима относительно B. 

Автомат A назовем -приведенным, если при каждой входной 

периодической последовательности  периода ()   из равен-

ства A(s, ) = A(s` ) следует, что s = s`. Такие -приведенные ав-

томаты A обеспечивают отсутствие различных неотличимых состо-

яний относительно автомата B при любом перестановочном авто-

номном автомате B с множеством состояний SB, | |S   .  

 Ниже дается описание -приведенных перестановочных авто-

матов и так называемых сильно приведенных перестановочных ав-

томатов, то есть -приведенных перестановочных автоматов 

при любом .  

Предварительно напомним необходимое нам понятие теории 

автоматов. Автоматом (системой) с конечной памятью [16] называ-

ется автомат A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), для которого существует 

функция  вида : 1 2 1N NX Y Y
  , для которой при любой входной 

последовательности  = x1, x2, …, xj, …  и любого начального со-

стояния sS для A (s, ) = y1, y2, …, yj, … выполняются равенства 

1 21( ,..., , ,..., )j j j N j j Ny x x y y   
. 

Теорема. Приведенный перестановочный автомат является 

сильно приведенным автоматом тогда и только тогда, если он с ко-

нечной памятью. 
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Доказательство теоремы проведем с помощью приводимых ниже 

утверждений. 

Лемма 1. Пусть 
1

| | (| | 1)
2

  S S . Тогда -приведенный переста-

новочный автомат A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) является автоматом с 

конечной памятью. 

Доказательство. Предположим, что некоторый перестановоч-

ный -приведенный автомат A не является автоматом с конечной 

памятью. Тогда для любого 1c   существуют входная последова-

тельность  = x1, …, xC и s, s` S, для которых 
/

1 2 1 1 2 1( , , ,..., , ) ( , , ,..., )C Cs x x x s s x x x    , 

A(s, )  A(s`, ). 

Из этого условия, в частности, следует, что ss`. Положим 
1

1 | | (| | 1) 1
2

   C S S , и рассмотрим последовательности состояний, 

отвечающие начальным состояниям s, s` и входному слову 

 1 11
,..., 

  CC
x x  автомата A  

1 1 2( , )] , ,...,M C CA s s s s  , 1s s , 
/ / / /

1 1 2( , )] , ,...,M C CA s s s s  , 
/ /

1s s . 

Из условий перестановочности автомата A, а так же /s s , и вы-

бора C следует существование 
1

, {1,..., ( 1) 1
2

 
   
 

j r S S , j < r, при кото-

рых j rs s , / /j rs s  либо /j rs s , / j rs s . Тогда для последовательности 
~

1 1 1, ,..., , ,..., ,...   j j r j rx x x x x  периода, не превосходящего ,  имеем  
~ ~

/( , ) ( , )  j jA s A s , 

при этом /j js s , так как, во-первых, /s s  и, во-вторых, A – переста-

новочный автомат. Полученное противоречие опровергает началь-

ное предположение. 

Используя последнюю часть доказательства данной леммы, не-

сложно получить утверждение. 

Утверждение. Если перестановочный автомат A является -

приведенный при 
1

( 1)
2

  S S , то он является `-приведенным при 

любом `. 

Лемма 2. Если перестановочный приведенный автомат A не 

является -приведенным для некоторого , то A не является авто-

матом с конечной памятью. 
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Доказательство. Предположим, что для автомата A = (X, S, Y, 

(hx)xX, (fx)xX) выполнены условия леммы, и A – автомат с конечной 

памятью N. 

 Пусть  = x1, x2, … – входная последовательность периода , а 
/s s  – состояния автомата A, при которых 

/( , ) ( , )  A s A s . 

Тогда, как нетрудно видеть, различные состояния 
1 1
...

N Nx x xh h h s , 

1

/...
Nx xh h s  неотличимы, что противоречит приведенности A.  

 Из приведенных утверждений непосредственно вытекает 

справедливость сформулированной теоремы. 

 Таким образом, задача описания автоматов BA, для которых 

каждая пара различных состояний s, s` автомата A различима отно-

сительно B, частично свелась к описанию приведенных перестано-

вочных автоматов с конечной памятью. 

 Как известно, автомат A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) с конечной 

памятью имеет соотношение вход-выход [16. – С. 212–215] вида 

1 21( ,..., , ,..., )   j j j N j j Ny x x y y , где  – функция, а 1N  и 2N  – памяти X и Y 

автомата A. 

Обычное (стандартное) задание системы с данным соотноше-

нием вход-выход дается следующим образом. Это автомат 

" ( , ", ,( " ) ,( " ) )   x x X x x XX S Y h f , у которого 1 2" 
N N

S X Y , 

1 2 1 2

/

1 1 1 1 1 1" ( ,..., , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., )         
jx j j N j j N j j j N j j j Nh x x y y x x x y y y , 

где 

1 21 1( , ,..., , ,..., )    j j j j N j j Ny x x x y y ,  

а 

1 2 1 21 1 1" ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., )      
jx j j N j j N j j N j j Nf x x y y x x y y . 

 Простейший анализ биективности отображений ( " )x x Xh   (пере-

становочности автомата "A ,( 2X ) показывает, что автомат "A явля-

ется перестановочным лишь при выполнении следующих условий: 

1) N1 = 0; 2) функция : 2NX Y Y  (
2 1( , ,..., )Nx y y ) биективна по по-

следней переменной y1.  
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Схематично они могут быть представлены в следующем виде 

(рис. 12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 12 

 

Следовательно, искомые нами автоматы, заданные в форме "A , 

исчерпывается регистрами сдвига, являющимися перестановочными 

автоматами. 

 

y1 

y2 
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Глава 13. ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ЛИНЕАРИЗАЦИИ  

УРАВНЕНИЙ ПОЛУЧЕНИЯ ВЫХОДНОЙ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ВЕКТОРНОГО АВТОМАТА  
 

Проводится линеаризация системы уравнений, описывающих 

выходное слово векторного автомата при известном входном слове. 

Эта процедура осуществляется с помощью построения изоморфизма 

заданного автомата в другой автомат, в котором образ исследуемой 

системы уравнений становится линейным. Показано, что трудоем-

кость построения такого изоморфизма совпадает с трудоемкостью 

решения исследуемой начальной системы уравнений с точностью 

до трудоемкости решения системы линейных уравнений. Ниже ис-

пользуются результаты работы [9].  

 

13.1. -размерность векторного автомата, -линейная  

размерность 

 

Пусть A = (X, S, Y, h, f) – векторный автомат с входным алфа-

витом X, множеством состояний S = Vn, являющимся векторным 

пространством размерности n над полем GF(q) из q элементов, вы-

ходным алфавитом Y, частичными функциями перехода hx S→S, 

xX и частичными функциями выходов fx: S→Y, xX. 

Будем говорить, что, семейство отображений βj: Vn → Vn, j{1, 

…, k}  независимо, а отображения βj, j{1, …, k} – независимы, ес-

ли для любого c{1, …, k} число решений системы уравнений 

β1(s) = y1, 

β2(s) = y2, 

………… 

βc(s) = yc, sVn, yiGF(q), i{1, …, c}. 

не зависит от набора y1, y2, …, yc правой части системы. 

Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – конечный автомат с вход-

ным алфавитом X, множеством состояний S = Vn, являющимся век-

торным пространством  размерности n над полем GF(q) из q элемен-

тов, выходным алфавитом Y= GF(q), частичными функциями пере-

ходов  (hx)xX и выходов (fx)xX, hx: SS, fx: SY. Обозначим через 

 = x1, x2, … входную последовательность автомата A. 

Определение 1. Максимальное число r, при котором функции 

1 2 1 1 1
, , ,

r rx x x x x xf f h f h h
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независимы, называется -размерностью rA()-векторного автома- 

та А. 

Заметим, что rA() = 0 тогда и только тогда, когда 
1x
f  – нерав-

новероятная функция на Vn. 

Очевидны следующие утверждения: 

1) rA() ≤ n; 

2) rA() = n тогда и только тогда, когда семейство функций 

1 2 1 1 1
, , ,

n nx x x x x xf f h f h h


 

алгебраически независимо; 

3) если φ изоморфизм (по состояниям) векторных автоматов A 

и φ(A), то rA() = rφ(A)(); 

4) любое семейство k < n независимых функций β1, β2, …, βk: 

Vn→ GF(q) можно дополнить до алгебраически независимых функ-

ций. 

Определение 2. -линейной размерностью LA() векторного 

автомата A называется число, равное 0, если 
1x
f  является нелиней-

ной функцией, и равное максимальному числу L, при котором 

функции 
1 2 1 1 1
, , ,

L Lx x x x x xf f h f h h


линейны и линейно независимы. 

 

13.2. Определение начального состояния векторного автомата A 

по его входной и выходной последовательностям 

 

Теорема. Пусть A – векторный автомат -размерности rA(x ). 

Тогда существует изоморфный ему автомат φ(A) такой, что 

rA() = Lφ(A)(). 

Доказательство. Очевидно, можно считать, что rA() > 0. Если 

r = rA() < n, то семейство функций 
1 2 1 1 1
, , ,

r rx x x x x xf f h f h h


 дополним 

(см. утверждение 4) до семейства n алгебраически независимых 

функций 
1 2 1 1 1 1, , , , , ,

r rx x x x x x r nf f h f h h  
  . Обозначим через Ф отобра-

жение Vn → Vn вида 

Ф(s) = (
1 2 1 1 1 1( ), ( ) , , ( ), ( ) , , ( )

r rx x x x x x r nf s f h s f h h s s s 
  ),  sVn, 

а через Q – линейное невырожденное отображение Vn → Vn:  

Q(s) = (g1(s), g2(s), …, gn(s)). Рассмотрим автомат 

A’ = (X, S, Y, (Q–1ФhxФ–1Q)xX, (fxФ–1Q)xX). 

Здесь S = Vn, Y = GF(q), (Q–1ФhxФ–1Q)xX – частичные функции 

переходов автомата A’, а (fxФ–1Q)xX – его частичные функции вы-

ходов. 
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Непосредственная проверка показывает, что отображение Q–1Ф: 

Vn → Vn осуществляет изоморфизм по состояниям автомата A в A’, 

при этом 

LA’( x ) = rA( x ). 

Исходя из утверждения данной теоремы, можно предложить 

следующий метод определения начального состояния векторного 

автомата A с rA( x ) > 0 по его входной последовательности  = x1,  

x2, … и выходной последовательности y = y1, y2, … . 

1. Находится отображение ψ, осуществляющее изоморфизм A в 

A’ автомат с  

L = LA’() = rA(). 

2. С помощью решения системы линейных уравнений опреде-

ляются все состояния s’ автомата A’, дающие выходное слово y = y1, 

y2, …, yL при входном слове  = x1, x2, …, xL. 

3. Проводится опробование состояний  из прообразов ψ–

1s’состояний s’ в автомате A до получения искомого состояния. 

Пункт 3 требует нахождения отображения ψ–1, которое, соглас-

но теореме, является обратным к Q–1Ф: Vn → Vn, осуществляющим 

изоморфизм . Для его нахождения ψ–1=Ф–1Q, очевидно, необходи-

мо найти Ф-1, то есть уметь решать системы уравнений вида: 

1
( )xf s = y(1) 

2 1
( )x xf h s  = y(2) 

………………… 

1 1
( )

r rx x xf h h s


 = y(r) 

1( )r s   = y(r+1) 

………………. 

( )n s = y(n) 

где y(1), …, y(n)Yn. 

Таким образом, трудоемкость указанного способа определения 

состояния автомата A, не меньше трудоемкости нахождения реше-

ний последней системы уравнений. С другой стороны, доказанная 

теорема дает возможность из достаточно «простых» автоматов, то 

есть автоматов A, у которых функции   

1 2 1 1 1
, , ,

n nx x x x x xf f h f h h


 

линейны строить изоморфные им автоматы с нелинейными анало-

гичными функциями, то есть строить «сложные» автоматы с задан-

ными качествами из «простых» автоматов.  
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Глава 14. ЗАПРЕТЫ АВТОМАТОВ И ДВОИЧНЫХ ФУНКЦИЙ  
 

В этой главе оценивается сверху минимальная длина выходных 

слов, которые не могут быть получены на выходе заданного автома-

та. Улучшается известная оценка сверху запрета двоичной функции. 

(Используются результаты работы [3].) 

 

14.1. Криптографические приложения 

 

Известно (например, [14]), что в науке и технике и, в частности, 

в различных системах обеспечения безопасности широко применя-

ются генераторы псевдослучайных последовательностей. Так, 

например, эти генераторы используются в синхронных поточных 

криптосхемах в качестве управляющих блоков поточных крипто-

схем.  

Основные требования к таким генераторам сформулированы в 

[1. – С. 247]. Одно из этих требований состоит в том, что последова-

тельность, вырабатываемая генератором,  должна иметь большой 

период. Другое, не менее важное, требование состоит в том, что 

статистические свойства управляющей гаммы шифрующего блока 

должны приближаться к свойствам случайной равновероятной по-

следовательности. В частности, последовательности таких генера-

торов должны содержать любые возможные k-граммы при неболь-

ших значениях k. Имеет определенный криптографический смысл 

решение вопроса о принципиальной возможности получения задан-

ных мультиграмм в выходных последовательностях анализируемых 

узлов шифраторов или решение обратной задачи о том, какие муль-

тиграммы в принципе не могут быть получены на выходе заданного 

блока криптосхемы, какова минимальная длина таких мулътиграмм. 

Так, например, может оказаться, что число различных мультиграмм, 

снимаемых с управляющих блоков шифратора, которые участвуют 

в образовании шифра шифрующего блока, мало [1]. Очевидно, это 

отразится в худшую сторону на криптографической стойкости рас-

сматриваемого шифратора. Исследование поставленных вопросов 

стимулируется и другими соображениями. Например, зная мульти-

граммы, которые не могут быть получены с некоторого блока шиф-

ратора, можно, при применении ряда методов определения ключей  

отбраковывать эти мультиграммы, что может повысить эффектив-

ность этих методов. 
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Если моделировать функционирование генераторов автомата-

ми, то, естественно, возникает задача описания автоматов, позволя-

ющих выработать любую конечную последовательность элементов 

выходного алфавита. Кроме того, представляет интерес задача опи-

сания выходных слов автомата, которые невозможно получить с за-

данного автомата. Прототипом указанных задач является задача 

изучения запретов кодирующих устройств с конечной памятью без 

обратной связи (регистров сдвига) или адекватная задача изучения 

запретов двоичных функций [44, 31].    

 

14.2. Запреты автоматов 

 

В данном пункте исследуются следующие вопросы. 

1) Существует ли алгоритм, проверяющий для каждого автома-

та А, все ли мультиграммы могут быть получены на его выходе? 

2) Какова минимальная длина мультиграмм, которые не могут 

быть получены на выходе заданного автомата A? 

Заметим, что ранее в работе [31] поставленные выше вопросы 

исследовались для весьма узкого класса автоматов, именно для ав-

томатов, представимых проходными линиями задержки. Результаты 

[31] послужили толчком в решении этих задач в общей постановке 

для класса конечных автоматов. Следуя определениям работы [31], 

условимся говорить, что некоторая мультиграмма является за-

претной для автомата А, если она не может быть получена на выхо-

де автомата А. Минимальную длину запретной для автомата А 

мультиграммы будем называть длиной запрета автомата А и обо-

значать через L(A). Сам автомат А будет называться автоматом с 

запретом, если для него существует запретная мультиграмма.  

В противном случае А будет называться автоматом без запрета 

или автоматом-генератором. 

Пусть А = (X, S, Y, h, f) – конечный автомат с входным алфави-

том X, множеством состояний S, выходным алфавитом Y, функция-

ми перехода h: SXS и выхода f: SXY, определяемыми соот-

ветственно частичными функциями перехода (hx)xX и частичными 

функциями выхода (fx)xX, hx: SS, fx: SY. Введем следующие 

обозначения: 

 |S| – мощность множества S; 

 2S – множество всех подмножеств множества состояний S 

автомата A, в частности, пустое множество  и S принадлежат 2S; 
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 my = {hx(s); sm, m2S, fx(s) = y, xX}, yY; 

 AS = (Y, 2S, ) – автомат без выходов (автомат Медведева) с 

входным алфавитом Y, множеством  состояний 2S, функцией пере-

хода  , определенной частичными функциями перехода (y)yY:   

y (m) = my
 , m2S, yY. 

Автомат AS является автоматом, представляющим язык, кото-

рый перечисляется автоматом A  [33. – С. 185, 32, 33]. Легко пока-

зывается, что каждой выходной мультиграмме y(1), y(2), ..., y(k), 

полученной с автомата A при некотором его начальном состоянии 

sS, соответствует в графе переходов автомата  AS путь вида 

m1 → y(1) m2 → y(2) ... →  mk →y(k) mk+1, 

где m1 – любое подмножество множества S, содержащее состояние 

sS, а mj, j[2, k+1] – некоторые непустые подмножества из 2S.  

Верно также и обратное, если имеется такой путь в графе пере-

ходов автомата AS, то найдутся состояние sm1 и некоторая входная 

последовательность автомата A, которым соответствует выходная 

мулътиграмма y(1), y(2), ..., y(k),  автомата A.  

Кроме того,  мультиграмма y`(1), y`(2), ..., y`(k) не может быть 

получена на выходе автомата A, то есть является запретной для ав-

томата тогда и только тогда, когда в графе переходов автомата AS 

существует путь указанного выше вида при m1 = S и mk+1 =  при 

некотором k. Точнее говоря, запретные для A мультиграммы одно-

значно определены путями в графе переходов автомата AS, ведущи-

ми из состояния S в состояние  (напомним, что S, 2S). Заметим, 

что число состояний множества2S  автомата AS равно 2S.  

В [26; 19] доказано, что если перечисляющий автомат имеет |S| 

состояний, то распознающий – не более 2|S|, причем эта оценка не 

улучшаема. В [18] доказано, что если язык перечисляется автоматом 

Мура с |S| состояниями, то он представим в подходящем автомате с 

2С(|S|) состояниями, где 
(| |)

1
| |

2

C S

S
  при  |S|. Поэтому справедлива 

теорема 1 [45]. 

Теорема 1. Существует алгоритм, проверяющий, является ли 

каждый заданный автомат A автоматом с запретом. Если А = (X, S, 

Y, h, f)  – автомат с запретом, то длина его запрета ограничена свер-

ху величиной 2S – 1. Если А – автомат Мура, то длина его запрета 
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L(A) ограничена сверху величиной 2С(|S|) – 1, где 
(| |)

1
| |

2

C S

S
  при 

|S|. 

Положим, что 
| | ,| | ,| |

( , , ) max ( )
X m S n Y p

L m n p L A
  

 , где максимум берется по всем 

конечным автоматам, у которых алфавиты X, S, Y состоят из m, n, p 

символов соответственно. 

В параграфе 6 [24] и А. С. Подколзиным в [28] получен ряд 

оценок длины запрета автоматов: 

1) 
ln

( , , ) 1
ln ln

n
L m n p

p m

 
   

 
; 

2) если , 2p n m p n    , то ( , , ) 2 1nL m n p   ; 

3) если 
2

3
12, , 16

9

p
p p n m p

 
     

 
, то 1( , , ) 2 (1 2 )n cL m n p   , где 

3

9

p
c

 
  
 

; 

4) если 3p  , 1m p  , n p  , то 22 lg
1

L

n p



 [28];  

5) если n p  , то  lg2L асимптотически не превосходит  
2

n p
 

[28]. 

Определение 1. Состояние s автомата Мили А = (X, S, Y, h, f) 

называется полным по выходу, если уравнение относительно xX  

fx(s) = y 

разрешимо при любом yY. 

Состояние s автомата Мура А = (X, S, Y, h, )  ( – выходная 

функция) называется муровски полным по выходу, если уравнение 

hx(s) = y 

разрешимо относительно xX при любом yY. 

Определение 2. Состояние s автомата A = (X, S, Y, h, f) называ-

ется полным по входу, если система двух уравнений относительно 

неизвестных xX, s`S, 

hx(s) = s 

fx(s) = y 

разрешима при любом yY. 

Оба приведенных понятия имеют весьма прозрачную интерпре-

тацию в терминах графа переходов автомата A: полнота по выходу 

состояния s означает существование ориентированных дуг, исходя-
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щих из s, выходные отметки которых составляют весь выходной 

алфавит Y автомата A. Аналогично интерпретируется и состояние s 

автомата A, полное по входу. Отличие лишь в том, что теперь надо 

рассматривать входящие в s-ориентированные дуги. Из данных 

определений непосредственно вытекает теорема 2. 

Теорема 2. Автомат A, у которого все состояния являются од-

новременно полными по входу или же полными по выходу (муров-

ски полными по выходу), является автоматом без запрета. 

Пример 1. Пусть автомат Мура А = (X, S, Y, h, )  представляет 

собой двоичную проходную линию задержки, то есть X = Y являет-

ся полем F2 из двух элементов,  S-координатным векторным про-

странством над полем F2 размерности n. Частичные функции пере-

ходов (hx)xX определены соотношением 

hx(x1, ..., xn) = (x2, x3, ..., xn, x), 

где (x1, ..., xn)S, xjF2, а  – фиксированная функция на S со значе-

ниями в F2, причем переменные x1, и xn являются существенными 

переменными функции . Состояния линии задержки А будут му-

ровски полными по выходу тогда и только тогда, когда 

(x1, ..., xn–1,0)  (x1, ..., xn–1, 1) 

при каждом двоичном наборе x1, ..., xn–1, то есть тогда и только то-

гда, если переменная xn входит в двоичную функцию  линейно. 

Аналогично показывается, что состояния линии задержки будут 

полными по входу в том и только в том случае, когда переменная x1 

входит в функцию  линейно. Таким образом, из теоремы 2 вытека-

ет известное достаточное условие того, чтобы линия задержки A  

была без запрета. Это условие таково: хотя бы одна из переменных 

x1, xn входит в функцию  линейно (см. теорему 4 в [31]). 

Ниже в данном пункте мы ограничиваемся рассмотрением 

класса автоматов A с двухбуквенными входным и выходным алфа-

витами. Обозначим через Sy множество всех состояний автомата  

A = (X, S, Y, h, f),  для которых 

fx(s) = y, yY, 

при любом xX. 

Основной результат данного пункта работы составляет тео- 

рема 3. 

Теорема 3. Если А = (X, S, Y, h, f), X = Y = F2, – автомат с за-

претом, то длина его запрета ограничена сверху величиной  

0 0 1

0 1

| | | | | | | |
| | | | 2S S S S
S SC  

  . 
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Доказательство. Предварительно докажем ряд вспомогатель-

ных лемм. 

Лемма 1. Для любого состояния m2S автомата AS = (Y, 2S, ) 

(построенного для A = (X, S, Y, h, f), X = Y = F2) существует yY, 

при котором мощность множества  y(m) не превосходит мощности 

множества m. Если дополнительно для данного yY выполняется 

неравенство 

|m Sy+1| – |m Sy|  k,  k  0, 

то |m| – |y(m)|  k. 

Доказательство. Существует yY = F2 при котором мощности 

пересечений mSy и m Sy+1 (+ в поле F2) удовлетворяют неравен-

ству 

|mSy| |mSy+1|. 

Мощность множества  y(m) не превосходит числа дуг, отме-

ченных выходным символом yF2, идущих из состояний sm авто-

мата A, которое, очевидно, равно величине 2|m Sy| + |m| – |m Sy| – 

– |mSy+1|. Последнее число не превосходит |m|. Дополнительное 

утверждение леммы теперь очевидно. 

Обозначим через KN число состояний m2S автомата AS, для 

которых 

|m S0| = |m S1| и |m`| = N. 

Лемма 2. Пусть A – автомат с запретом. Тогда для любого со-

стояния m2S в графе переходов автомата AS существует путь дли-

ны не больше K|m|, ведущий из состояния m  в некоторое состояние 

строго меньшей мощности. 

Доказательство. Предположим, что не существует указанного 

в лемме 2 пути. Тогда каждый j-й приемник m` [1], j{1,..., K|m| – 1}, 

состояния m  автомата AS характеризуется соотношением 

|mS0| = |mS1| 

и, как следует из доказательства леммы 1, при этих условиях долж-

но выполняться равенство |m| = |m|. Из этого факта и определения 

числа K|m| вытекает, что множество всех приемников состояния m  

совпадает с множеством всех j-х приемников  j{1, ..., K|m|–1}. От-

куда следует, что не существует пути в графе автомата AS, ведущего 

из состояния m в , что противоречит условию леммы.   

Перейдем теперь к доказательству теоремы 2. Утверждение 

леммы 2 состоит в том, что из любого состояния m  в графе перехо-

дов автомата AS существует путь длины, не превосходящей K|m|, ве-

дущий из m в состояние строго меньшей мощности. Следовательно, 
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в том же графе существует путь из состояния S в состояние 2S 

длины, не превосходящей 
| | 1

1

S

j
j

K




 . Эта величина представляет собой 

число подмножеств m множества S мощности  |m| |S| – 1, для кото-

рых 

|mS0| = |mS1| , 

Очевидно,  

 
0 1

0 1 0 1 0

0 1 0 1

min(| |,|S |)| | 1
| | | | | | | | | | | | | |

| | | | | | | |
1 0

2 2
SS

j jS S S S S S S
j S S S S

j j

K С С С


   



 

    . 

Здесь использовано равенство (9)  

r
m

0

k
k r k
n n m

r

С С С





  

из задачи 1.18 книги [15]. Теорема 3 полностью доказана. 

 

14.3. Запреты двоичных функций 

 

Двоичную проходную линию задержки (см. пример 1) иногда 

называют кодирующим устройством (КУ) [44] и определяют как 

устройство, перерабатывающее произвольную входную двоичную 

последовательность x1, x2, ..., xj, ... в выходную двоичную последо-

вательность y1, y2, ..., yj, ... по следующему закону: 

yj = f(xj, xj+1, …, xj+n–1), j{1, 2, …}, 

где f(z1, …, zn) = f(z) – некоторая двоичная функция от n перемен-

ных. 

 Далее в этом пункте используются следующие предположе-

ния: 1) n  2; 2) переменные z1 и zn были являются существенными 

переменными в f(z1, …, zn) = f(z).  Рассмотрим бесконечную си-

стему уравнений, связывающих значения выходной последователь-

ности КУ со значениями входной последовательности: 

f(x1, x2, …, xn) = y1, 

f(x2, x3, …, xn+1) = y2, 

………………….. 

f(xj, xj+1, …, xj+n–1) =yj, 

……………………… 

Возможны два случая:  

1) для любого натурального числа k система уравнений 

f(xj, xj+1, …, xj+n-1) = yj , j{1, 2, …, k}, 

2) совместна при любых значениях правых частей либо  
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найдется такое натуральное число k* и такой набор  * * *
1 * 2,..., k

ky y F , 

что система уравнений 

f(xj, xj+1, …, xj+n–1)=y*
j , j{1, 2, …, k*}, 

несовместна, то есть отрезок выходной последовательности 

 * *
1 *,..., ky y  не может быть получен с помощью данного КУ ни при 

каких значениях 1 2 * 1, ,..., k nx x x   . 

В первом случае говорят, что функция f(z) не имеет запрета или 

функция f(z) без запрета. Во втором случае говорят, что функция 

f(z) имеет запрет или функция f(z) с запретом. При этом k*-грамма 

y1*, y2*, …, yk* называется запретом функции f(z), а число k* – дли-

ной запрета [31]. 

Заметим, что если y1*, y2*, …, ym* – запрет функции f(z), то для 

любой выходной последовательности y1, y2, ..., yj, ..., полученной с 

данного устройства, (yj+1, …, yj+m) ≠ (y1*, y2*, …, ym*) при всех нату-

ральных j. 

Для формулировки критерия наличия запрета у двоичной 

функции напомним одно понятие, которое представляет и самостоя-

тельный интерес. 

Функция f(z) называется сильно равновероятной [31], если для 

любого натурального числа k и любого набора двоичных перемен-

ных y1, y2, …, yk система уравнений 

f(xj, xj+1, …, xj+n–1) = yj , j{1, 2, …, k}, 

имеет ровно 2n–1 решений. 

 

14.4. Критерии наличия запрета двоичной функции 

 

В [31] доказано следующее утверждение. 

Теорема 4. Функция f(z) не имеет запрета тогда и только тогда, 

когда она сильно равновероятна. 

Кодирующее устройство с функцией  1 ,..., nf z z  называется КУ с 

потерей информации [27], если существуют две входные различные 

двоичные последовательности 1 2, ,..., Lx x x  и 1 2, ,..., Lx x x    одинаковой 

длины 2 1L n  , преобразуемые этим устройством в одну и ту же 

последовательность такие, что их начала длины n–1 совпадают 

   1 1 1 1,..., ,...,n nx x x x 
   и совпадают их концы длины n–1 

     2 2
,..., ,...,L LL n L n

x x x x
   

  . В противном случае КУ называется КУ 

без потери информации. Данное понятие впервые ввел Хаффмен 

[42]; при выполнении первого условия  (КУ с потерей информации) 
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КУ называлось  необратимым, в противном случае (КУ без потери 

информации) – обратимым. 

Замечание. В работах [42, 31] приведены равносильные опреде-

ления КУ с потерей информации (необратимых КУ). В них требова-

лось наличие различных входных последовательностей с одинако-

выми началами и концами длины n.  

Теорема 5. Функция f(z) имеет запрет тогда и только тогда, 

когда кодирующее устройство с этой функцией является кодиру-

ющим устройством с потерей информации [31]. 

 

14.5. Оценки длины запрета двоичной функции 

 

В теореме 2 работы [31] доказано, что если n  3 и для функции 

f(z1, …, zn) существует двоичный набор y1*, …, ym* длины m, для 

которого система уравнений 

 1 1, ,..., * , {1,2,..., },t t t n tf x x x y t m      

имеет 12n    решений, где 1  , то функция f(z1, …, zn) имеет 

запрет длины не более  

m+2n(2n–2 – 1)(m + n – 1). 

Ниже мы приводим и доказываем лучшую оценку длины запре-

та двоичной функции. 

Теорема 6. Если для двоичной функции f(z1, …, zn) существует 

двоичный набор y1*, …, ym* длины m, для которого система уравне-

ний 

 1 1, ,..., * , {1,2,..., },t t t n tf x x x y t m      

имеет 12n    решений, где 1  , то функция f(z1,…,zn) имеет за-

претную комбинацию длины 

 
  11 2 ln 2

1
nn

m n m


  
    

 
, 

где    – целая часть числа  . В частности, длина запрета функции 

f(z1, …, zn) не больше  

    11 1 2 ln 2nm n m n        . 

Доказательство. Рассмотрим все двоичные наборы вида 

y1*, …, ym*, ym+1, …, ym+n–1, y1*, …, ym*, y(2m+n–1)+1, …, y2m+2(n–1),  

…, ykm+(k–1)(n–1)+1, …, ykm+k(n–1), y1* , …, ym* 

в качестве выходных последовательностей КУ с функцией f(z).  

Всего существует (2n–1)k различных наборов данного вида.  
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Так как прообразы для рассматриваемых наборов имеют длину 

(k+1)(m+n–1), а их общее число равно  
112

kn 


  ,  то среднее число 

прообразов для одного набора рассматриваемого вида равно 

 
1

1

1

2
2

2

kn
n

n









 
  

 
. 

Найдем k , при котором эта величина меньше 1, или, что то же 

самое, 
1

1 1

1
1

2 2

k

n n




 

 
  

 
. 

При этом k  функция f(z1, …, zn)  будет иметь запрет длины 

     1 1 1k m k n m k n m         . 

Воспользуемся неравенством 1 xx e   для x > 0. 

Имеем 
 

1

11

2
1

1
2

n

kk

n
e


 






 
  

 
. 

Найдем теперь k  из неравенства  
 

1

1

2
1

1

2

n

k

n
e









 . 

Логарифмируя обе части неравенства, имеем 

 
 1

1
1 ln 2

2n
k

n





    , 

или 

  11 2 ln 2nn
k



 
 . 

Беря теперь в качестве k  

  11 2 ln 2nn
k



 
 , 

получаем требуемое утверждение теоремы. 

Следствие 1. Если двоичная функция f(z1, …, zn) неравноверо-

ятна, то она имеет запрет длины не более  

  11 1 2 ln 2 .nn n       

Данная оценка лучше оценки   
21 2 (2 1)n nn   , 

приведенной в следствии теоремы 2 работы [31]. 

Теорема 7. Если двоичная функция f(z1, …, zn) имеет запрет, то 

его длина  не больше 

    2 1 1 22 2 1 1 ( 1 2 ln 2 1) 1n n nn n n n              , 
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где    – целая часть числа . 

Доказательство. Пусть  ,f k  – максимальное по всем воз-

можным наборам y1, …, yk число решений системы уравнений 

 1 1, ,..., , {1,..., }j j j n jf x x x y j k     . 

Докажем сначала вспомогательную лемму. 

Лемма 4. Если двоичная функция f(z1, …, zn) имеет запрет, то 

существует такое 
 1 12 2 1

2

n n

L n

  
  , что  

  , 1 2kf L k n      

при всех  k{1, 2, …}. 

Доказательство. Сначала докажем наличие для КУ с функцией 

f и потерей информации различных входных последовательностей с 

одинаковыми началами и концами длины n–1 перерабатывающихся 

в КУ в одну и ту же выходную последовательность длины L–(n–l), 

где 

 1 12 2 1

2

n n

L n

  
  . 

По теореме 5 КУ с функцией, имеющей запрет, является КУ с 

потерей информации. Среди всех пар входных последовательностей 

с одинаковыми началами и концами длины n–1, перерабатываемых 

КУ в одну и ту же выходную последовательность, выберем пару 

 1 ,..., Lx x  и  1 ,..., Lx x   с минимальной длиной 2 1L n  . 

Рассмотрим для выбранной пары последовательностей после-

довательности их (n–1)-грамм  

 
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

, ,..., , , ,..., ,

,

L n L n L n L n

L n L n

x x x x и x x x x

x x x x

       

   

   

  
, 

где  

1 2 1 2, ,..., , , ` ,..., ` , {1,...,L-n 2}j j j j n j j j j nx x x x x x x x j     
     . 

Так как выбранные последовательности перерабатываются КУ 

в одну и ту же выходную последовательность и имеют минималь-

ную длину, то имеем: 

1) , {2,...,L-n 1}j jx x j   , 

2) , , {2,...,L-n 1}, ,
j k

j k

x x
j k j k

x x

   
          

 

3) , , {2,...,L-n 1},
j k

j k

x x
j k j k

x x

   
          

. 
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Поэтому исходя из элементарных комбинаторных фактов полу-

чаем 

 
1

1 1

2

2

2 2 1
2 2

2
n

n n

L n C 

  
     , 

или 

 1 12 2 1

2

n n

L n

  
  . 

Лемма 4 доказана.  

Продолжим  доказательство теоремы 7. Пусть функция f(z) 

имеет запрет. По лемме 4 имеем 

   1, 1 2 2n nf Ln n      

при некотором 

 1 12 2 1

2

n n

L n

  
  . 

Следовательно, найдется набор двоичных переменных 
* *
1 ,..., my y  

при  1m L n n    , для которого число решений системы уравнений 

  *
1 1, ,..., , {1,..., }j j j n jf x x x y j m     , 

есть величина 12n   , где 1  . По теореме  6 функция f(z) имеет за-

претную комбинацию длины 

 
   

 
 

 

1 1

1 1 1 1

1

1 2 ln 2 1 2 ln 2
1 1

2 2 1 2 2 1
1 2 ln 2 1

2 2

n n

n n n n

n

n n
m n m L n n L n

n n n n n n

 

 

   



    
            

   

    
                 
   

. 

Последняя величина совпадает с 

    2 1 1 22 2 1 1 ( 1 2 ln 2 1) 1n n nn n n n              , 

что и требовалось показать. 

Теорема 7 оценивает минимальную длину запрета (примерно 
2 32 nn ) произвольной двоичной функции f(z), имеющей запрет в худ-

шем случае. Заметим, что полученная ранее для этого случая  оцен-

ка имела вид 22
n

–1 [31. – С.  50]. 
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Глава 15. ВНЕШНЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ АВТОМАТЫ 

 

15.1. Введение  

 

У авторов А. П. Алферова, А. Ю. Зубова, А. С. Кузьмина,  

А. В. Черемушкина [1] указано, что для обеспечения криптографи-

ческой стойкости поточных шифров простой замены их управляю-

щие блоки УБ и шифрующие блоки ШБ должны удовлетворять це-

лому ряду требований, одно из которых состоит в обеспечении 

больших периодов выходных последовательностей УБ и больших 

периодов последовательностей шифрпреобразований ШБ. При ис-

следовании этих вопросов в терминах конечных автоматов большое 

значение будет играть следующее вспомогательное, почти триви-

альное утверждение.  

Утверждение. Для любых натуральных чисел а, b из условия 

(a, b) = d следует: существуют натуральные числа n(1), n(2), при ко-

торых  

an(1) – bn(2) = d. 

Ниже описываются автоматы, которые при любом начальном 

состоянии перерабатывают любую чисто периодическую входную 

последовательность в выходную чисто периодическую последова-

тельность. Указан алгоритм, проверяющий, обладает ли данный ав-

томат таким свойством. Введены и оценены сверху параметры его 

сложности.  

 

15.2. Автоматы с L-потерей информации о выходе 

 

Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – конечный автомат. Напомним 

следующие обозначения:  

 P(s) = hPs заключительное состояние, полученные в резуль-

тате подачи входного слова P на автомат А с начальным состоянием 

sS; 

  | L –  делит L. 

Под периодом периодической последовательности далее пони-

мается ее минимальный период. 

Определение 1. Автомат А называется автоматом с L-потерей 

информации о выходе, если существуют входное слово P длины  

|P| = L (L1), и состояния s1, s2S, для которых имеют место соот-

ношения 

A(s1, P)  A(s2, P), 
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P(s1) = P(s2), 

а при любом входном слове длины, меньшей L, не существует со-

стояний с указанным свойством. Очевидно, граф переходов автома-

та A с L-потерей информации о выходе содержит диаграмму вида 

(рис. 13). 

1

2

/ ( , )
1

1 2
2 / ( , )

( ) ( )
P A s P

P A s P

s
s P s P s

s


  

 , 

 
Рис. 13 

 

где A(s1, P)  A(s2, P), |P| = L. 

Определение 2. Автомат A, не являющейся автоматом с  

L-потерей информации о выходе ни при каком  L, называется авто-

матом без потери информации о выходе. 

Лемма 1. Пусть А – автомат с LA-потерей информации о выхо-

де. Тогда 

 1
1

2
A

S S
L


  . 

Доказательство. Пусть выполнены условия леммы 1 и P, s1, s2 

таковы, что 

   1 2 1 2, , , ; ; ;L AP x x x P L L P s P s s      

   1 2, ,A s P A s P , 

при этом очевидно, что 

1 11 2x xf s f s  

и 

1 1 1 11 2j j j jx x x x x xf h h s f h h s
 

  

для j{2, ..., L}. Более того, легко показывается, что при любом 

j{1, ..., L–1} состояния 
1 11 2;

j jx x x xh h s h h s  различны. Поэтому для 

доказательства леммы 1 достаточно показать, что среди множества  

 
 1 11 2
1, 1

,
j jx x x x

j L
h h s h h s

 

   

неупорядоченных пар различных состояний  нет одинаковых пар. 

Предположим, что такие пары имеются. Именно пусть, например, 

для некоторых k(1) < k(2), k(1), k(2) из {1, ..., L–1}  имеют место со-

отношения 

(1) 1 ( 2 ) 11 2k kx x x xh h s h h s , 

(1) 1 ( 2 ) 12 1k kx x x xh h s h h s . 
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Случай: 

(1) 1 ( 2 ) 11 1k kx x x xh h s h h s , 

(1) 1 ( 2 ) 12 2k kx x x xh h s h h s  

рассматривается аналогично.  

Тогда для входного слова 

1 2 (1) (2) 1, , , , , ,k k LP x x x x x  

длины L – k(2) + k(1) и состояний  s1, s2 имеем 

   1 2P s P s , 

   1 2, ,A s P A s P , 

что противоречит условию леммы 1. Таким образом, лемма 1 дока-

зана. 

Лемма 2. Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, ) – автомат Мура с LA-

потерей информации о выходе и  : y YyN   – мощности его классов 

1-неотличимых состояний y
y Y

N S


 
 

 
 . Тогда 

 1
1

2

y y

A
y Y

N N
L





  . 

Доказательство. Воспользовавшись обозначениями, введен-

ными при доказательстве леммы 1, и сформулированными там 

утверждениями, можно заключить, что множество M может быть 

разбито на классы My, yY, где My представляет собой множество 

всех пар (a, b)M, для которых 

(a) = (b) = y. 

Очевидно, 

y
y Y

  , 

причем мощности |My| классов My удовлетворяют следующим оцен-

кам: 

 1

2

y y

y

N N 
  ,  yY. 

Из этих оценок и вытекает утверждение леммы 2. 

 

15.3. Критерий внешней периодичности автомата 

 

Определение 3. Автомат A называется внешне периодическим 

(внутренне периодическим), если для любой его входной чисто пе-

риодической последовательности P и любого его начального состо-
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яния sS его выходная последовательность A(s, P) (его последова-

тельность состояний) является чисто периодической последователь-

ностью.  

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны: 

1) автомат A является внешне периодическим автоматом; 

2) автомат A является автоматом без потери информации о вы-

ходе. 

Доказательство. Пусть A – внешне периодический автомат  

с L = LA – потерей информации о выходе и  s1, s2, P = x1, x2, ..., xL та-

ковы, что 

A(s1, P)  A(s2, P), 

P(s1) = P(s2). 

Тогда для входной периодической последовательности  

1 2, , , ,...Lx x x  с условиями 

1 2 1 2( , , , ) ( , ,..., )L Lx x x x x x и j j Lx x    

для любого j и последовательности A(s1, 1 2, , , ,...Lx x x ), A(s2, 

1 2, , , ,...Lx x x ) – чисто периодические. Кроме того, очевидно, что 

начиная с номера L+1 знаки таких последовательностей совпадают. 

Поэтому должны совпадать и их начальные знаки, то есть 

A(s1, P) =A(s2, P), 

что противоречит начальному допущению. Таким образом, показа-

но, что условие 1 влечет условие 2. 

Предположим теперь, что A – не внешне периодический автомат. 

Пусть P = x1, x2, ..., xL, а его входная последовательность имеет вид  

R = P, P, ..., P, ... (конкатенация слов P). Очевидно, последователь-

ность P – периодическая, некоторого периода |L. Пусть s1 – состо-

яние автомата А, при котором последовательность A(s1, R) не явля-

ется чисто периодической. Обозначим через AM(s1, R) = s1, s2, ... по-

следовательность состояний автомата A, отвечающую входной по-

следовательности R и начальному состоянию s1S. В ее подпоследо-

вательности 

sL+1, s2L+1, s3L+1, ... 

имеются одинаковые состояния, так как порядок множество состоя-

ний S автомата А конечно. Пусть, например, 

sLr(1)+1 = sLr(2)+1,  r(2) > r(1). 

Не ограничивая общности доказательства, будем считать, что 

r(2) – r(1) > r(1).  
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Положим для краткости 

  , , , .
k

k

P P P P  

Несложно проверить, что выходная последовательность A(s1, R) 

автомата А имеет следующий вид: 

         
     

(2) 2 (1) (1)(1)
1 1 (1) 1 ( (2) (1))

(2) 2 (1) (1)

1 (1) 1 ( (2) (1))

, ( , ), , , , ,

, , , , .

r r rr
Lr L r r

r r r

Lr L r r

A s R A s P A s P A s P

A s P A s P



  



  


 

Ясно, что 

     (1) (1)

1 1 ( (2) (1), ,
r r

L r rA s P A s P  , 

так как в противном случае последовательность A(s1, R) была бы 

чисто периодической последовательностью с периодом  

 | L(r(2) – r(1)). 

Таким образом, установлено, что граф переходов автомата А 

содержит диаграмму вида (рис. 14). 

 

 

 
  

( 1) (1)
1

(1)(1)
1 ( 2 ) (1)

,

1

1 (1) 1 (2)

1 (2) (1) ,

r r

rR
L r r

P A s P

Lr Lr

L r r P A s P

s
s s s

s
 

 

 


  

  

 
Рис. 14 

 

Следовательно, автомат A является автоматом с L – потерей инфор-

мации о выходе L  Lr(1). 

Из теоремы 1 непосредственно вытекает следствие 1.  

Следствие 1.  Автомат A является внутренне периодическим 

тогда и только тогда, когда его частичные функции переходов осу-

ществляют биекции S и S, то есть автомат А является перестановоч-

ным. 

Теорема 2. Автомат A является внешне периодическим тогда и 

только тогда, когда для любой его чисто периодической входной 

последовательности P периода 

 1
1

2

S S



   

и любого состояния sS последовательность A(s, P) является чисто 

периодической последовательностью. 

Доказательство. Предположим, что автомат A не является 

внешне периодическим автоматом. Тогда согласно теореме 1 он яв-

ляется автоматом с LA-потерей информации о выходе. В первой ча-
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сти доказательства теоремы 1 показано, что в этом случае суще-

ствуют чисто периодическая последовательность P периода   LA и 

состояние sS, для которых последовательность A(s, P) не является 

чисто периодической последовательностью. В то же время согласно 

лемме 1 

 1

2
A

S S
L


 , 

откуда и следует утверждение теоремы 2. 

Использование леммы 2 для автомата Мура A позволяет анало-

гично теореме 2 доказать следующее утверждение. 

Теорема 3. Автомат Мура A является  внешне периодическим 

автоматом тогда и только тогда, когда для любого sS и любой его 

чисто периодической последовательности P периода 

 1
1

2

y y

y Y

N N





   

( yN  – мощности классов 1-неотличимых состояний) последователь-

ность  A(s, P) является чисто периодической последовательностью. 

Следствие 2. Существует алгоритм, проверяющий, является ли 

заданный автомат внешне периодическим автоматом. 

Доказательство. Действительно, для автомата Мура A (соглас-

но теореме 2) исследуемых последовательностей A(s, P) при перио-

дической входной последовательности P периода   
 1

1
2

S S
P


   

и начальном состоянии s, – конечное число. Следовательно, доста-

точно доказать существование алгоритма, проверяющего, является 

ли фиксированная последовательность A(s, P) при  
 1

1
2

S S
P


  , 

sS чисто периодической последовательностью. Существование же 

его следует из того факта, что приведенная длина исследуемой по-

следовательности A(s, P) ограничена сверху величиной |S|(P) [7]. 
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Глава 16. ПЕРИОДИЧЕСКИ ВНЕШНЕ НАСЛЕДСТВЕННЫЕ 

ПЕРЕСТАНОВОЧНЫЕ АВТОМАТЫ 

 

В данной главе указаны алгоритмы, проверяющие следующее 

свойство заданного конечного перестановочного автомата: для лю-

бой периодической входной последовательности и любого началь-

ного состояния период соответствующей выходной последователь-

ности кратен периоду входной последовательности. Оценены пара-

метры сложности таких алгоритмов. 

 

16.1. Автоматы с L-потерей информации 

 

Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – конечный автомат.  

Через А(s, P) (AM(s, P)) обозначим выходную последователь-

ность автомата A (последовательность его состояний), отвечающую 

его входной последовательности P и начальному состоянию sS.  

Напомним ряд необходимых нам определений [33; 16]. 

Определение 1. Состояние sS автомата A называется состоя-

нием с L-потерей информации (с потерей информации), если суще-

ствуют различные входные слова x(1), x(2), …, x(L), и x`(1), x`(2), 

…, x`(L) длины L = Ls x(j), x`(j)X, для которых выполнены соот-

ношения:  

hx(L)hx(L–1)...hx(1)s = hx`(L)hx`(L–1)...hx`(1)s,                                           (13) 

fx(1)s = fx`(1)s 

fx(2)hx(1)s = fx`(2)hx`(1)s 

.......................... 

fx(L)hx(L–1)...hx(1)s = fx`(L)hx`(L–1)...hx`(1)s 

и не существуют различные входные слова длины, меньшей Ls, с 

тем же условием.  

Если состояние sS автомата А не является состоянием с  

L-потерей информации ни для какого конечного L, то будем гово-

рить, что s есть состояние без потери информации, в противном 

случае s – состояние с потерей информации. 

В графе переходов автомата А состояние s с L-потерей инфор-

мации характеризуется существованием подграфа вида (рис. 15). 
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Рис. 15 

 

Определение 2. Автомат A называется автоматом без потери 

информации, если любое его состояние является состоянием без по-

тери информации. В противном случае автомат A называется авто-

матом с L-потерей информации, где L = L А  совпадает с минималь-

ным Ls, где минимум берется по всем состояниям sS с потерей 

информации. 

Обозначим через Ny, yY, мощность множества тех состоя-

ний sS автомата A,  для которых существует элемент xX,  

x = x(s) такой, что  fxs = y. Справедливо следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть A – автомат с LA-потерей информации. Тогда  

LA   1+
| |(| | 1)

2

S S 
, 

LA  1+
( 1)

.
2

y y

y Y

N N




  

Доказательство. Пусть sS таково, что Ls = LA = L, а x(1), x(2), 

…, x(L), x`(1), x`(2), …, x`(L),  x(1)  x`(1) – входные слова автомата 

A, для которых выполняются соотношения (13). 

Положим 

hx(j)hx(j–1)...hx(1)s = sj, 

hx`(j)hx`(j–1)...hx`(1)s = s`j,  j{1, ..., L–1}. 

Очевидно, sj  s`j, j{1, ..., L–1}. Покажем, что среди неупоря-

доченных наборов   

(sj, s`j),  j{1, ..., L–1} 

каждый набор встречается не более одного раза. 

Действительно, предположим, например, что для j(1) < j(2) 

sj(1) = s`j(2), 

s`j(1) = sj(2). 

Cлучай sj(1) = sj(2), s`j(1) = s`j(2) рассматривается аналогично. Тогда, 

очевидно, для входных слов  

x`(1)]y(1) 

x(1)]y(1) 

x(2)]y(2) 

x`(2)]y(2) 

x(L–1)]y(L–1) 

x`(L–1)]y(L–1) 

1221111111) 

x(L)]y(L) 

x`(L)]y(L) 

s s
’ 
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x(1), x(2), ..., x(j(1)), x`(j(2)+1), ..., x`(L), 

x`(1), x`(2), ..., x`(j(1)), x(j(2)+1), ..., x(L),    x(1)  x`(1) 

имеем  

fx(1)s = fx`(1)s; 

............................. 

fx(j(1))hx(j(1)–1)...hx(1)s = fx`(j(1))hx`(j(1)–1)...hx`(1)s; 

fx`(j(2)+1)) hx(j(1))hx(j(1)–1)...hx(1)s = fx(j(2)+1))hx`(j(1))hx`(j(1)–1)...hx`(1)s; 

fx`(L)hx`(L–1)...hx`(j(2)+1)hx(j(1))...hx(1)s = fx(L)hx(L–1)...hx(j(2)+1)hx`(j(1))...hx`(1)s; 

hx`(L)hx`(L–1)...hx`(j(2)+1)hx(j(1))...hx(1)s = hx(L)hx(L–1)...hx(j(2)+1)hx`(j(1))...hx`(1)s. 

Это противоречит предположению о том, что s является состо-

янием с Ls-потерей информации при Ls = L. Таким образом, среди 

наборов неупорядоченных пар состояний (sj, s`j),  j{1, ..., L–1} нет 

одинаковых пар. Отсюда, в частности, можно сделать выводы: 

1) L = LA  
| |(| | 1)

1
2

S S 
 ; 

2) для любой пары состояний (sj, s`j) существует xX, при ко-

тором 

fxsj = fxs`j 

и, следовательно, число этих пар не превосходит величины 
( 1)

2

y y

y Y

N N




 , 

откуда и следует доказываемая вторая оценка 

LA   1+
( 1)

.
2

y y

y Y

N N




  

 

16.2. Периодически внешне наследственные автоматы 

 

Далее предполагается, что изучаемый автомат A = (X, S, Y, 

(hx)xX, (fx)xX) является перестановочным автоматом, то есть его 

частичные функции переходов (hx)xX осуществляют взаимно одно-

значные преобразования множества S.  

Если P = x(1), x(2), ... – периодическая последовательность эле-

ментов входного алфавита X и s – некоторое состояние автомата A, 

то через AM(s, P) = s, hx(1)s, hx(2)hx(1)s, ... будем обозначать последова-

тельность состояний автомата A, отвечающую входной последова-

тельности P и начальному состоянию sS. Через A(s, P) = fx(1)s, 

fx(2)hx(1)s, ... будем обозначать выходную последовательность авто-

мата A, отвечающую входной последовательности P и начальному 

состоянию s.   
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Пусть (P) – период последовательности P. Известно, что по-

следовательности AM(s, P), A(s, P) являются периодическими после-

довательностями (имеется в виду чисто периодическими), периоды 

которых являются делителями числа k(s,P)  (P), где k(s, P) –

минимальное натуральное число k, для которого выполнено условие 

(hx((P))hx((P)–1)...hx(1))ks = s. 

Другими словами, k(s, P) – длина цикла подстановки 

hx((P))hx((P)–1)...hx(1), 

содержащей состояние s. 

Кроме того, если перестановочный автомат  A является автома-

том Мура, то период выходной последовательности A(s, P) делит 

период последовательности AM(s, P), что в общем случае для пере-

становочных автоматов Мили не имеет места. 

Введем ряд определений. 

Определение 3. Перестановочный автомат A называется пери-

одически внешне наследственным (периодически внутренне наслед-

ственным), если для любой периодической входной последователь-

ности P и любого начального состояния s автомата A период вы-

ходной последовательности A(s,P) (последовательности состояний 

AM(s,P)  автомата А) кратен периоду входной последовательности P. 

Определение 4. Перестановочный автомат A = (X, S, Y, (hx)xX, 

(fx)xX) называется внешне консервативным, если для любой вход-

ной последовательности P периода (P) и любого начального  со-

стояния sS период выходной последовательности A(s, P) равен 

k(s,P)  (P). 

Очевидно, что внешне консервативный автомат  A является пе-

риодически внешне наследственным. Если, кроме того, А – автомат  

Мура, то он также и периодически внутренне наследственен. При-

водимые ниже примеры показывают, что внешне консервативные 

автоматы существуют. 

Пример 1. Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) является переста-

новочным автоматом,  где Y = XS и fxs = (x, s),  (x, s)Y. 

Легко проверяется, что данный автомат A является внешне кон-

сервативным автоматом. 

Пример 2. Пусть перестановочный автомат Мура А = (X, S, Y, 

(hx)xX, ) является неавтономным регистром сдвига, например, X = 

F2 – поле из двух элементов, S = 2
nF , для  

(n, n–1, ..., 1) 2
nF   

h0(n, n–1, ..., 1) = ((n,n–1, ..., 1), n, n–1, ..., 2) 
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h1(n, n–1, ..., 1) = ((n, n–1, ..., 1)+1, n, n–1, ..., 2), 

где сложение + по модулю 2, (zn, zn–1, ..., z1) – двоичная функция 

вида 

(zn, zn–1, ..., z1) = Ф(zn, zn–1, ..., z2) + z1,  Ф: 1
2
nF   F2 

(n, n–1, ..., 1) = 1. 

Легко проверить, что этот автомат внешне консервативен. 

Замечание 1. Пусть A = A1  A2  ...  Ak – последовательное 

соединение автоматов A 1 , …, A k . Легко видеть, что если автоматы 

A 1 , ..., A k внешне консервативные (периодически внешне наслед-

ственные), то и автомат A внешне консервативен (периодически 

внешне наследственен). 

Из замечания 1 видно, какую важную роль в вопросах синтеза 

автоматов с гарантированным периодом выходной последователь-

ности играют внешне консервативные и периодически внешне 

наследственные автоматы. Однако из их определения не ясно даже, 

можно ли за конечное число шагов определить, является ли данный 

автомат внешне консервативным (периодически внешне наслед-

ственным). Ранее В. А. Башевым был получен критерий периодиче-

ски внутренней наследственности автомата, из которого, в частно-

сти, следует существование алгоритма для проверки периодически 

внутренней наследственности автомата. Для перестановочных ав-

томатов критерий формулируется так: для любой периодической 

входной последовательности P периода (P) перестановочного ав-

томата А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) и любого его начального состоя-

ния sS период  последовательности состояний АМ(s, P), отвечаю-

щей P и s, кратен (P) тогда и только тогда, когда при любых раз-

личных x, x`X  

hxs  hx`s, 

при любом sS.   

Вопрос о существовании алгоритмов для определения внешней 

наследственности (а также сильной консервативности) до сих пор 

оставался открытым. В данной части  работе показывается суще-

ствование указанных алгоритмов, и даются верхние оценки пара-

метров их сложности. 

Лемма 2. Для перестановочного автомата А = (X, S, Y, (hx)xX, 

(fx)xX) с LA-потерей информации существуют входная последова-

тельность P периода:  
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(P)
( 1)| |(| | 1)

2 min , | |
2 2

y y

y Y

N NS S
S



  
   

  
  

и состояние s, для которых период выходной последовательности 

A(s, P) не кратен (P). 

Доказательство. По условию леммы найдется состояние s ав-

томата A с L-потерей информации, где L = Ls = LA, в частности,  

можно указать два входных слова x(1), x(2), …, x(L) и x`(1), x`(2), 

…, x`(L), для которых  

fx(1)s = fx`(1)s = y 1 ; 

fx(2)hx(1)s = fx`(2)hx`(1)s = y2; 

................................ 

fx(L)hx(L–1)...hx(1)s = fx`(L)hx`(L–1)...hx`(1)s = yL; 

hx(L)hx(L-1)...hx(1)s=hx`(L)hx`(L-1)...hx`(1)s=s`, 

где yjY, j{1, ..., L}, причем x(1)  x`(1). 

Выберем в графе переходов автомата A путь, ведущий из со-

стояния s' в s. Это можно сделать в силу перестановочности автома-

та A. Пусть это будет путь, отвечающий последовательности состо-

яний 

s`, hx``(1)s`, hx``(2)hx``(1)s`, ..., hx``(m)...hx``(1)s`, 

входной последовательности x``(1), x``(2), ..., x``(m) и выходной по-

следовательности y``1, y``2, ..., y``m. Очевидно,  можно считать, что  

m  |S|–1. Рассмотрим периодическую последовательность P  

P = z(1), z(2), z(3), ..., 

где z(k) = z(k+2(L+m), k{1, 2, ...} и 

z(t) = x(t), 1tL; 

z(t+L) = x``(t), 1tm; 

z(t+L+m) = x`(t), 1tL; 

z(t+2L+m) = x``(t), 1tm. 

Тогда последовательность A(s, P) имеет вид 

A(s, P) = y1, y2, ..., yL, y``1, y``2, ..., y``m, y1, y2, ..., yL, y``2, ..., y``m, ... 

и ее период делится на m+L. Если бы этот период был кратен пери-

оду (P) последовательности P, то m+L делилось бы на (P), отку-

да, в частности, следовало бы  

z(1) = z(m+L+1), 

то есть  x(1) = x`(1), что невозможно в силу выбора последователь-

ностей x(1), x(2), …, x(L) и x`(1), x`(2), …, x`(L).   
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Согласно лемме 1 

L = LA  
( 1)| |(| | 1)

1 min ,
2 2

y y

y Y

N NS S



 
  

 
 , 

поэтому период (P) построенной последовательности P оценивается 

следующим образом: 

(P)  2
( 1)| |(| | 1)

min , | |
2 2

y y

y Y

N NS S
S



  
   

  
  

Замечание 2. Лемма 2 показывает, что периодически внешне 

наследственный автомат всегда является автоматом без потери ин-

формации. Обратное утверждение, вообще говоря, не справедливо. 

Действительно, рассмотрим автомат  Мура  A = (X, S, Y, (hx)xX, ), 

где X = {0, 1}, S = {1, 2, 3, 4}, Y = {0, 1}, а h0, h1 – подстановки: 

h0 = 
1 2 3 4

2 3 4 1

 
 
 

, h1 = 
1 2 3 4

4 1 2 3

 
 
 

, 

(1) = (2) = 0, (3) = (4) =1. 

Граф переходов автомата А имеет вид (рис. 16). 

 

 
Рис. 16 

 

Очевидно, что данный автомат является перестановочным и 

непосредственная проверка показывает, что он без потери инфор-

мации. Тем не менее для входной последовательности X = 0, 1, 0, 1, 

0, 1, … периода (P) = 2 и начального состояния s = 1 период вы-

ходной последовательности A(s, P) равен 1 и, таким образом, не 

кратен (P). 

Для автомата А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), |X|  2, |Y|  2 выбе-

рем подходящую нумерацию элементов  выходного алфавита Y, при 

которой          

(1) ( 2 ) ( )... ry y y
N N N   ,  Y = {y(1), y(2), ..., y(r)}. 
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Заметим, что ( ) | |jy
N S , j{1, ..., r}, и будем предполагать, что 

( ) 1ry
N  , то есть ( )x

x X

Y f S


 . 

Лемма 3. Пусть  

А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), |X|  2, |Y|  2, ( )x
x X

Y f S


  

является перестановочным автоматом без потери информации. Если 

для любой входной последовательности P периода 

( 2 ) ( 2 )( ) 2 | |(| | 1)(| | 2)...(| | 1)
у у

P N S S S S N       

и любого начального состояния s автомата A период выходной по-

следовательности  A(s, P) кратен периоду (P) входной последова-

тельности P, то автомат  A является периодически внешне наслед-

ственным. 

Доказательство. Предположим, что выполнено условие леммы 

3,  но, тем не менее, существуют периодические входные последо-

вательности и состояния, для которых период соответствующих вы-

ходных последовательностей не кратен периодам входных последо-

вательностей. Среди них выберем последовательность P периода 

(P) =  и состояние s 1 S, для которых величина k(s1, P)  (P) ми-

нимальна. Пусть последовательность P имеет вид P = x(1), x(2), …, 

где x(j) = x(j+)  для любого j. Тогда  

AM(s1, P) = s1, s2, ..., 

где sj = hx(j–1)...hx(1)s1, j{2, 3, ...} и  

A(s1, P)=y1, y2, ..., 

где yj = fx(j)hx(j–1)...hx(1)s1,  j{1, 2, ...}. 

Если W – период последовательности A(s, P), то  

Wk(s1, P)  (P), то есть для некоторого L  2 имеем 

k(s1, P)  (P) = k = LW. 

Оценим сверху величину LW. Для этого покажем,  прежде все-

го, что для любого j{1, ..., W} состояния 

sj, sj+W, ..., sj+(L–1) W  

попарно различны. Предположим обратное. Пусть для некоторого 

j`{1, ..., W}  справедливо равенство 

sj`+k(1)W  = sj`+k(2)W,  k(1) < k(2),   k(1), k(2){0, 1, ..., L–1}. 

Для P = x(1), x(2), ... обозначим последовательность Pj = x(j), 

x(j+1), ... через  Pj. 

Возможны два случая:  

1) Pj`+k(1)W = Pj`+k(2)W; 

2) Pj`+k(1)W  Pj`+k(2)W. 
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Первый случай можно исключить, так как при его выполнении 

имеем равенство 

(Pj`+k(1)W, sj`+k(1)W) = (Pj`+k(2)W, sj`+k(2)W), 

что равносильно 

(P, s1) = (P(k(2)–k(1))W+1, s(k(2)–k(1))W+1), 

откуда следует, что (k(2)–k(1))Wk. Последнее неравенство проти-

воречит выбору k(1), k(2). 

Во втором случае имеем 

A(Pj`+k(1)W, sj`+k(1)W) = A(Pj`+k(2)W,sj`+k(2)W), 

sj`+k(1)W+k= sj`+k(1)W = sj`+k(2)W = sj`+k(2)W+k 

и автомат A оказывается автоматом с LA-потерей информации, при-

чем LA  k, что противоречит условию леммы 3. Таким образом, 

для любого  j{0, 1, ..., W}  состояния 

sj, sj+W, ..., sj+(L–1)W 

попарно различны. Учитывая теперь равенства 

fx(j)sj = fx(j+W)sj+W = ... = fx(j+(L–1)W)sj+(L–1)W, 

получаем L  ( 1)y
N . Кроме того, при условии  W  1 имеем L  ( 2 )y

N . 

Для получения оценки сверху величины LW нам остается оце-

нить величину W. Покажем, что 

W  2|S|(|S|–1)...(|S|–L+1). 

Для этого, очевидно, достаточно показать, что при W 3 среди 

наборов состояний 

1

1

1 ( 1)

.

.

.

W

L W

s

s

s



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

2

2

2 ( 1)

.

.

.

W

L W

s

s

s



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, ...,

2

.

.

.

W

W

LW

s

s

s

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

каждый набор встречается не более двух раз. 

Допустим обратное. Без ограничения общности будем считать, 

что первый набор  

s 1 , s1+, …, s1+(L–1)W 

встречается, по крайней мере, три раза, то есть существуют k(1), 

k(2){2, 3, ..., W}, k(1) < k(2) такие, что 

s1 = sk(1) = sk(2) 

s1+W = sk(1)+W = sk(2)+W 

.............................. 

s1+(L–1)W = sk(1)+(L–1)W = sk(2)+(L–1)W. 



212 

 

Построим вспомогательные периодические последовательности 

P` и P``.  

Последовательность P` определим так: 

P` = x`(1), x`(2), ..., x`(j), ..., 

где  для любого j  

x`(j) = x`(j+L(W–k(1)+1)) 

и начальное слово x`(1), x`(2), ..., x`(L(W–k(1)+1)) длины  

L(W–k(1)+1) последовательности P` имеет вид 

x(k(1)), x(k(1)+1), ..., x(k(2)), x(k(2)+1), ..., x(W), x(k(1)+W), 

x(k(1)+W+1), ..., x(k(2)+W), x(k(2)+W+1), ..., x(2W), ..., x(k(1)+(L–1)W), 

x(k(1)+(L–1)W+1), ..., x(k(2)+(L–1)W), x(k(2)+(L–1)W+1), ..., x(LW). 

Последовательность P`` определим условиями: 

P`` = x``(1), x``(2), ..., x``(j), ..., 

где для любого j  

x``(j) = x`(j+L(W–k(2)+k(1))) 

и начальное слово x``(1), x``(2), ..., x``(L(W–k(1)+1)) длины  

L(W–k(2)+k(1)) последовательности P`` имеет вид 

x(1), x(2), ..., x(k(1)–1), x(k(2)), x(k(2)+1), ..., x(W), 

x(W+1), x(W+2), ..., x(k(1)–1+W), x(k(2)+W), 

x(k(2)+W+1), ..., x(2W), ..., x((L–1)W+1), x((L–1)W+2), ..., 

x(k(1)–1+(L–1)W), x(k(2)+(L–1)W), x(k(2)+1+(L–1)W), ..., x(LW). 

Рассмотрим последовательности AM(s1, P`), A(s1, P`), AM(s1, P``), 

A(s1, P``). Последовательность AM(s1, P`) запишем так: 

AM(s1, P`) = s`1, s`2, ..., s`j, ..., 

где  

s`j = s`j+L(W–k(1)+1), j{1, 2, ...} 

и начальная часть длины  L(W–k(1)+1) последовательности AM(s1, 

P`) имеет вид 

s1, sk(1)+1, sk(1)+2, ..., sk(2), sk(2)+1, ..., sW, 

s1+W, s1+k(1)+W, s2+k(1)+W, ..., sk(2)+W, s1+k(2)+W, ..., s2W, ..., s1+(L–1)W, 

s1+k(1)+(L–1)W, s2+k(1)+(L–1)W, ..., sk(2)+(L–1)W, sk(2)+1+(L–1)W, ..., sLW. 

Последовательность A(s1, P`) запишем так: 

A(s1, P`) = y`1, y`2, ..., 

где  

y`j = y`j+W–k(1)+1 

и начальная часть длины  W–k(1)+1 последовательности A(s1, P`) 

имеет вид 

yk(1), yk(1)+1, ..., yk(2), yk(2)+1, ..., yW. 
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Легко видеть, что 

k(s1, P`)  (P`) < k(s1, P)  (P). 

Из условия минимальности числа k(s1,P)  (P) и полученного  

неравенства следует, что период W` выходной последовательности 

A(s1, P`),  кратен (P`). Кроме  того, очевидно, что W`W–k(1)+1  и   

поэтому (P`)W-k(1)+1, откуда следует, что для m{k(1), k(1)+1, 

..., W} 

x(m) = x(m+W) = ... = x(m+(L–1)W).                          (14) 

Рассмотрим вторую последовательность P`` и соответствующие 

ей последовательности AM(s1,P``), A(s1,P``). Аналогично показыва-

ется, что выполняются следующие соотношения 

x(m) = x(m+W) = … = x(m+(L–1)W),   m{1,2, ..., k(1)–1}.     (15) 

Выписанные равенства (14), (15) означают кратность величины 

W периоду  последовательности P. Полученное противоречие до-

казывает, что 

W  2|S|(|S|–1)...(|S|–L+1), 

откуда при W > 1 имеем 

LW  ( 2 ) ( 2 )2 | |(| | 1)...(| | 1)
у у

N S S S N   . 

Кроме того, легко видеть, что эта оценка справедлива и для  

W = 1. Следовательно, 

(P)  ( 2 ) ( 2 )2 | |(| | 1)...(| | 1)
у у

N S S S N   . 

Последняя оценка противоречит условию леммы 3. Таким обра-

зом, лемма 3 полностью доказана. 

 

16.3. Критерий внешней наследственности автомата 

 

Из лемм 2 и 3 вытекает теорема 1. 

Теорема 1.  Перестановочный  автомат 

А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), |X|  2, |Y|  2, ( )x
x X

Y f S


  

является периодически внешне наследственным автоматом тогда и 

только тогда, если для любого начального состояния s автомата A и 

любой его входной периодической последовательности P периода 

(P), не превосходящего максимума следующих двух чисел 

( 2 ) ( 2 )2 | |(| | 1)...(| | 1)
у у

N S S S N   , 

 2
( 1)| |(| | 1)

min , | |
2 2

y y

y Y

N NS S
S



  
   

  
 , 

период выходной последовательности A(s, P) кратен (P). 
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Следствие 1. Существует алгоритм, проверяющий, является ли 

данный автомат периодически внешне наследственным. 

Лемма 4. Пусть перестановочный автомат 

А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), |X|  2, |Y|  2, ( )x
x X

Y f S


  

является автоматом без потери информации. Если для любой вход-

ной периодической последовательности P периода 

(P)  ( 2 ) ( 2 )| |(| | 1)...(| | 1)
у у

N S S S N    

и любого начального состояния s автомата A период последова-

тельности A(s, P) равен k(s, P)  (P), то автомат A является внешне 

консервативным. 

Доказательство. Доказательство леммы 4 почти полностью 

совпадает с доказательством леммы 3. В обозначениях, применен-

ных при доказательстве леммы 3, имеющееся отличие доказатель-

ства леммы 4 от леммы 3 состоит в том, что среди наборов 

( 1)

.

.

.

j

j W

j L W

s

s

s



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, j{1, 2, ..., W} 

каждый набор встречается не более одного раза (в доказательстве 

леммы 3 – не более двух раз). Покажем это. Пусть, например,  

t{2, ..., W}; 

s1 = st; 

s1+W = st+W; 

................ 

s1+(L–1)W = st+(L–1)W. 

Построим вспомогательную последовательность P^: 

P^ = x^(1), x^(2), ..., x^(j), ..., 

где  для любого j 

x^(j) = x^(j+L(W–t+1) 

и начальное слово длины L(W–t+1) последовательности P^ имеет 

вид 

x(t), x(t+1), ..., x(W), x(t+W),x(t+1+W), ..., x(2W), ..., x(t+(L–1)W), 

x(t+1+(L–1)W), ..., x(LW)  . 

Тогда последовательности AM(s1, P^), A(s1, P^)  имеют вид: 

AM(s1, P^) = s^1, s^2, ..., 

где s^j = s^j+L(W–t+1) для  любого j и 
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s^1, s^2, ..., s^L(W–t+1) = s1, s1+t, ..., sW, s1+W, s1+t+W, ..., s2W, ..., s1+(L–1)W, 

s1+t+(L-1)W, ..., sLW, 

а A(s1, P^) = y^1, y^2, ..., где y^j = y^j+W–t+1  для любого j и  

y^1, y^2, ..., y^W–t+1 = yt, yt+1, ..., yW. 

Очевидно, что 

k(s1, P^)  (P^) < k(s1, P)  (P). 

Поэтому, согласно предположению, период W^ последователь-

ности A(s1, P^) равен k(s1, P^)  (P^). Так как  

W^W–t+1, то k(s1, P^)  (P^)W–t+1. 

Если   – период последовательности AM(s1, P^) , то  

  k(s1, P^)  (P^). Следовательно,  

 W–t+1 . 

Из последнего соотношения  вытекает  st = st+W, что при L > 1  

невозможно, как мы убедились ранее. Таким образом, заключаем, 

что при L > 1 

W  |S|(|S|–1)...(|S|–L+1). 

Очевидно, эта оценка справедлива также и при L = 1. В осталь-

ном  доказательство леммы 4 уже полностью совпадает с доказа-

тельством леммы 3. 

Из лемм 2, 4 непосредственно вытекает теорема 2. 

Теорема 2.  Перестановочный автомат 

А = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX), |X|  2, |Y|  2, ( )x
x X

Y f S


  

является внешне консервативным автоматом тогда и только тогда, 

если для любого начального состояния s автомата A и любой его 

входной периодической последовательности P периода (P), не 

превосходящего максимума двух чисел: 

( 2 ) ( 2 )| |(| | 1)...(| | 1)
у у

N S S S N   ; 

2
( 1)| |(| | 1)

min , | |
2 2

y y

y Y

N NS S
S



  
   

  
 , 

период выходной последовательности A(s, P)  равен  величине  

k(s, P)  (P). 
Следствие 2. Существует алгоритм, проверяющий, является ли дан-

ный перестановочный автомат сильно консервативным. 
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Глава 17. ПЕРИОДЫ ВЫХОДНЫХ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

АВТОМАТА ПРИ ЗАДАННОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 

ВХОДНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

 

В данном разделе оцениваются снизу периоды выходных по-

следовательностей автоматов при заданной входной периодической 

последовательности. 

 

17.1. Краткий обзор результатов по данной теме. Обозначения, 

основные понятия, вспомогательные результаты 

 

Основным результатом по оценке снизу периода выходной по-

следовательности конечного автомата, отвечающей его начальному 

состоянию и входной периодической последовательности, является 

результат, представленный в теореме 2.2. работы [33], состоящий в 

том, что минимальный период W выходной последовательности ав-

томата не превосходит величины |S|, где |S| – число состояний ав-

томата, а  – минимальный период входной последовательности.  

В [13] и [20]  приведены утверждения, суть которых состоит в том, 

что W является делителем числа k` при некотором k` |S|.  

В связи с большой сложностью проблемы  оценки снизу перио-

дов выходных последовательностей конечных автоматов при задан-

ных начальных состояниях и входной периодической последова-

тельности естественным подходом к ее удовлетворительному реше-

нию является выделение тех или иных  классов автоматов в каче-

стве объектов исследований. Например, ряд работ посвящен вопро-

сам периодичности выходных последовательностей линейных авто-

номных автоматов, в частности, в этом классе выделяются работы, в 

которых указываются способы построения линейных рекуррентных 

последовательностей максимального периода в разнообразных ал-

гебраических структурах. 

В данном разделе используются другие подходы к решению об-

суждаемой проблемы. Один из них заключается в установлении свя-

зей между наличием факта взаимной простоты периодов входной и 

выходной последовательности автомата и различными обобщения-

ми понятия автономности автомата.  

Основные результаты работы могут быть сформулированы сле-

дующим образом.  
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1. Если приведенный автомат не имеет автономных состояний, 

то при периодической входной последовательности простого пери-

ода Р, содержащей на своем периоде все k-граммы входного алфа-

вита автомата для k > 
2| | 3| |

2
2 2

S S
  , (|S| – число состояний автомата) 

период выходной последовательности автомата с любого начально-

го состояния будет кратен Р. 

2. Класс так называемых перестановочных автоматов состоит 

из двух подклассов – автоматов с потерей информации и автоматов 

без потери информации. Автором доказано, что автоматы из перво-

го подкласса таковы, что период выходной последовательности мо-

жет сократиться по сравнению с периодом входной последователь-

ности в любое число раз. Автоматы из второго подкласса таким 

свойством не обладают. Именно для любого перестановочного ав-

томата без потери информации при любой входной последователь-

ности P периода (P) и любого состояния период выходной после-

довательности будет не меньше 
( )

| |

 P

S
.  

Предложенные в данном разделе подходы к получению нижних 

оценок периодов выходных последовательностей автоматов отлич-

ны и от методики расчета мер приближенных периодов выходных 

последовательностей автомата, предложенной в [8]. Напомним, что 

в последней работе решена поставленная выше проблема, но для 

последовательностей состояний автомата и рассчитаны дополни-

тельно меры приближенной периодичности этих последовательно-

стей состояний. В работе [37] ранее был указан широкий класс по-

следовательных соединений автономного автомата с неавтономным 

автоматом с гарантированным обобщенным периодом выходных 

последовательностей (G-изопериодом в терминологии автора). При-

водимые в данном разделе результаты получены автором под руко-

водством В. А. Башева. 

Напомним необходимые нам в данном разделе понятия и обо-

значения: 

Для P = x(1), x(2), …, x(j) …, из X* и sS положим  

sj = hx(j–1)…hx(1)s1, yj = fj hx(j–1)...hx(1)s1. 

Через h(s, х(1), …, х(к)) обозначим заключительное состояние авто-

мата А с начальным состоянием s  при входном слове х(1), …, х(к), 

то есть  

h(s, х(1), …, х(к)) = hx(к)hx(к–1)…hx(1)s . 
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Напомним, что автомат А называется перестановочным, если 

(hx)xX – биекции. Автомат А называется приведенным автоматом, 

если для любых различных состояний s1, s2 из S найдется входное 

слово Р (зависящее от s1, s2), при котором А(s1, P)  А(s2, P).  

Состояние sS автомата А называется внешне к-автономным, 

если А(s, P) = A(s, P`) для любых Р, P`Хк. Состояние sS называ-

ется внешне автономным, если А(s, P) = A(s, P`) для любых сравни-

мых слов Р, P`Х*. Автомат А называется внешне к-автономным, 

если каждое его состояние внешне к-автономно и внешне автоном-

ным, если он внешне к-автономен при любом к, то есть каждое его 

состояние внешне автономно. Несложно доказывается, что автомат 

Мура внешне автономен тогда и только тогда, если его приведенная 

форма внутренне автономна, то есть для любого sS 

hx(k)…hx(2)hx(1)s = hx`(k)…hx`(2)hx`(1)s 

при любых сравнимых словах x(1), …, x(k), x`(1), …, x`(k) из Х*. 

Напомним, что входная последовательность Р = х(1), …, х(к) 

автомата А = (Х, S, У, h, f) называется установочной (для А), если 

для любых s, s` S из условия  

А(s, P) = A(s`, P),       

вытекает 

h(s, Р) = h(s`, Р). 

Ниже под периодической последовательностью будет пони-

маться смешанно-периодическая последовательность. Использова-

ние ее частного случая – чисто периодической последовательности 

(смешанно периодической последовательности без подхода) будет 

оговариваться отдельно. Периодом периодической последователь-

ности P будем называть ее минимальный период. 

Слова (Р1, Р2, …, Рк)X* называются сравнимыми, если они 

имеют конечную одинаковую длину или они бесконечные. 

В изучении периодов выходных последовательностей автомата 

при заданной периодической входной последовательности большое 

значение будут играть следующие понятия.  

Определение 1. Система сравнимых входных слов Р1, Р2, …, Рк 

(возможно, k = ∞) автомата А = (Х, S, У, h, f) называется слабо не-

отличимой относительно А (или, кратко, слабо неотличимой), если 

найдутся состояния s1, s2, …, sк из S, при которых  

А(s1, Р1) = А(s2, Р2) = … = А(sк, Рк). 

В противном случае система слов Р1, Р2, …, Рк называется силь-

но различимой относительно А (сильно различимой). 
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Определение 2. Автомат А называется слабо k-автономным, 

если система всех его входных слов длины k слабо неотличима (от-

носительно А). 

Определение 3. Степенью слабой автономности (А) автомата 

А называется максимальное число k, если оно существует, при ко-

тором он слабо k-автономен. В противном случае полагаем  

(А) = . 

Определение 4. Полнотой Q(P) последовательности P = х(1), 

х(2), …, х(j), … назовем максимальное k, если оно существует, при 

котором все k-граммы алфавита Х содержатся в Р. В противном 

случае полагаем Q(P) = . 

 Ниже мы будем пользоваться следующим утверждением, иг-

рающим большую роль в изучении периодичности функционирова-

ния конечных автоматов. Для любых натуральных чисел а, b из 

условия (a, b) = d следует: существуют натуральные числа n(1), 

n(2), при которых  

an(1) – bn(2) = d. 

 

17.2. Периоды выходных последовательностей автомата  

без внешне автономных состояний при входной периодической  

последовательности заданной полноты 

 

Через W(s, P)  обозначим период выходной последовательности 

А(s, P) автомата А, полученной с его начального состояния sS при 

входной периодической последовательности Р = х(1), х(2), … 

В дальнейшем удобно представлять периодическую последователь-

ность Р в виде конкатенации ZV конечного слова Z = x(1), x(2), …, 

x(n), являющегося подходом Р, и V= x(n+1), x(2), … – ее чисто пе-

риодической части. Если Р чисто периодическая последователь-

ность, то V – пустое слово. Заметим, что выходная последователь-

ность А(s, P) для произвольного автомата А (даже при чисто перио-

дической последовательности Р) вообще говоря смешанно-перио- 

дическая.  

Теорема 1. Пусть Р = ZV входная периодическая последова-

тельность автомата А периода (Р). 

1.  Если Q(V) > (А), то при любом начальном состоянии sS 

автомата А 

((P), W(s, P)) ≠ 1. 
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2.  Если (Р) – простое число и V содержит сильно различимую 

систему сравнимых мультиграмм относительно автомата А, то при 

любом начальном состоянии sS период W(s, P) кратен (P). 

3.  Если А – приведенный автомат Мили без внешне автоном-

ных состояний, (Р) – простое число, Q(V) > 
2| | 3| |

2
2 2

S S
  , то при 

любом начальном состоянии sS W(s, P) кратен (P). 

4.  Если А – приведенный автомат Мура без внешне автономных 

состояний, (Р) – простое число, Q(V) > 
2| | | |

2 2

S S
 , то при любом 

начальном состоянии sS W(s, P) кратен (P). 

Доказательство. Для Р = x(1), х(2), …  положим Рj = х(j), х(j+1), 

…  . Через А(s) обозначим связную компоненту автомата А, содер-

жащую состояние sS. Доказательство теоремы 1 осуществим с по-

мощью следующих вспомогательных трех лемм. 

Лемма 1. Пусть Р = х(1), х(2), … – входная чисто периодиче-

ская последовательность периода (Р) автомата А = (Х, S, Y, h, f). 

Тогда система сравнимых мультиграмм  вида: 

Рkd+1 = х(kd+1), x(kd+2), …, k{0, 1, …}, P(1) = P, d = ((P), W(s, P))     (16) 

слабо неотличима относительно связной компоненты А(s) автомата 

А, содержащей состояние sS.  

Доказательство леммы 1. Для произвольного состояния s1 ав-

томата А рассмотрим выходную (вообще говоря смешанно-пе- 

риодическую) последовательность А(s1, P) = y1, y2, … и последова-

тельность состояний АM(s, P) = s1, s2,…, отвечающих входной по-

следовательности Р и начальному состоянию s1S. Легко видеть, 

что существует t, при котором последовательность yt, yt+1, … – чи-

сто периодическая и она может быть получена при входной перио-

дической последовательности Р, то есть А(st, P) = yt, yt+1,… . При 

этом связная компонента А(st) автомата A содержится в компоненте 

А(s1). Для доказательства утверждения теоремы достаточно дока-

зать, что множество слов (16) слабо неотличимо относительно связ-

ной компоненты А(st) автомата А, содержащей состояние stS.  

Положим для краткости: st = s, (P) = , W(st, P) = W.  При  

(, W) =  утверждение теоремы очевидно. Предположим, что  

(, W) = d  . Пусть k – произвольное число. Существуют нату-

ральные числа n(1), n(2), при которых  kn(1) – kn(2)W = kd. Имеем 

А(s, P) = А(s, P1) = А(s, Pkd–kd+1) = А(s, Pd – kn(1) + kn(2)W+1) = 

= А(s, Pkd + kn(2)W+1).                                          (17) 
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Выберем натуральное число n(3) так, чтобы |n(2)+n(3) и про-

должим равенства (17) следующим образом:  

А(s, Pkd + kn(2)W+1)=А(hx(kd+kn(2)W+n(3)W)…hx(kd+kn(2)W+1)s, Pkd+n(2)W+n(3)W+1) = 

= А(hx(kd+n(2)W+n(3)W)…hx(kd+n(2)W+1)s, Pkd+1). 

Здесь было учтено, что (Pkd+1) = . Очевидно, состояние  

s*kd+1 = hx(kd+n(2)W+n(3)W)…hx(kd+n(2)W+1)s 

принадлежит связной компоненте А(s) автомата А. Таким образом, 

доказано существование состояний s*1, s*d+1, …, s*кd+1 связной ком-

поненты А(s) автомата А, при которых  

А(s*1, P) =A(s*d+1, P(d+1)) = … = A(s*кd+1, P(k)d+1)), 

что и доказывает лемму 1. 

Из леммы 1 вытекает утверждение  2 теоремы 1. В качестве Р в 

условиях леммы надо рассмотреть чисто периодическую часть V 

последовательности RV.  

Теперь нам необходимо выяснить связи понятий слабой к-

автономности автомата и его внешне к-автономности. Отметим, что 

слабая к-автономность автомата А равносильна слабой автономно-

сти его приведенной формы, в связи с чем исследование слабо к-

автономных автоматов можно проводить, ограничиваясь рассмот-

рением приведенных автоматов. 

Отметим, что для приведенных автоматов всегда существуют 

установочные последовательности. Обозначим через L(A)уст длину 

минимальной установочной последовательности для приведенной 

формы  А/~ автомата А. 

Обозначим через D(A) – диаметр автомата А, а через d(A) – его 

степень различимости. 

Лемма 2. Слабо к-автономный автомат А при к  L(A)уст+ 

+D(A)+d(A)+1 имеет внешне автономное состояние. 

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 

А = A/~. Покажем сначала, что слабо к-автономный автомат А при  

к > L(A)уст имеет внешне к-L(A)уст-автономное состояние. 

Пусть А слабо к-автономен, к > L, L(A)уст = L.  Это означает, 

что найдутся  состояния sPS, РХк и его выходное слово у1, у2, …, 

ук автомата А, при которых 

А(sP, P) = у1, у2, …, ук 

для каждого PXк. В частности, для установочной последователь-

ности RXL и произвольных слов UXк–L  имеем 

А(sRU, RU) = у1, у2, …, ук , UXк–L.                     (18) 

(RU – конкатенация слов R, U). 
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Так как R – установочная последовательность для А, то найдет-

ся sS, при котором h(sRU, R) = s при всех UXк–L. Из последних ра-

венств и равенств (18) вытекает  

А(s, U) = уL+1, уL+2, …, ук 

при всех UXк-L, то есть состояние s  внешне (к-L)-автономно.  

Пусть теперь кL(A)уст+D(A)+d(A)+1 автомат А слабо к-

автономный. По доказанному выше А имеет внешне (к-L(A)уст)-

автономное состояние sS.  Из условий леммы следует, что k`=(к-

L(A)уст)D(A)+d(A)+1. Несложно доказывается, что каждое состоя-

ние, достижимое из s является, по крайней мере, внешне (d(A)+1)-

автономным.  Для доказательства леммы 2 достаточно доказать, что  

автомат А(s), порожденный состоянием s является внешне автоном-

ным.  

Итак, пусть автомат А(s) является внешне к-автономным при к 

= (d(A)+1) и s* – произвольное его состояние, а х(1), х(2), …, 

х(d+t+1); х`(1), х`(2), …, х`(d+t+1), d = d(A), t  1 – произвольная па-

ра его входных слов.  

Предположим, что А(s) внешне (d+t)-автономен при некотором 

натуральном t. В этом случае, очевидно, состояния h(s*, x(1)), h(s*, 

x`(1)) будут d+t–1-неотличимы и, следовательно, неотличимы. Ис-

пользуя внешне (d+t)-автономность автомата А(s) и неотличимость 

указанных состояний, получаем 

fx(d+t+1)hx(d+t)…hx(2)(hx(1)s*) = fx(d+t+1)hx(d+t)…hx(2)(hx`(1)s*) =  

= fx`(d+t+1)hx`(d+t)…hx`(2)hx`(1)s*. 

Таким образом, доказано, что из внешне d+t-автономности ав-

томата А следует его внешне d+t+1-автономность, t  1, откуда и 

вытекает внешне автономность автомата А(s).  Утверждение леммы 

2 доказано. 

Лемма 3. Для приведенных автоматов А, не имеющих внешне 

автономных состояний,  

(А)  
2| | 3| |

2
2 2

S S
  , 

если А – автомат Мили и 

(А)  
2| | | |

2 2

S S
 , 

если А – автомат Мура. 

Доказательство. Т. Х. Хиббардом показано [41], что для любо-

го приведенного автомата Мили 

L(A)уст  
| |(| | 1)

2

S S 
, 
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а для приведенных автоматов Мура 

L(A)уст  
| |(| | 1)

2

S S 
 – |S|+2, 

причем эти оценки как функции от числа состояний |S| не могут 

быть понижены. Известно также (например, [41; 16]), что для любо-

го автомата А  

D(A)  |S|–1. 

Поэтому  

L(A)уст+D(A)+d(A)  
| |(| | 1)

2

S S 
 +2|S|–2 

для автоматов Мили и 

L(A)уст+D(A)+d(A)  
2| | | |

2 2

S S
  

для автоматов Мура. Следовательно, по лемме 2 при к ≥ 
| |(| | 1)

2

S S 
 

+2|S|–1 слабо к-автономный автомат Мили имеет внешне автоном-

ное состояние. По этой причине для автоматов Мили без внешне ав-

тономных состояний   

(А)  
2| | 3| |

2
2 2

S S
  . 

Аналогично показывается, что для автоматов Мура без внешне 

автономных состояний 

(А)  
2| | | |

2 2

S S
 . 

Продолжим доказательство теоремы 1. Докажем теперь утвержде-

ние 1 теоремы 1. Пусть P = ZV – входная периодическая последова-

тельность автомата А. Предположим, что существует s0S, при ко-

тором ((P), W(s0, P)) = 1. Очевидно, найдется  состояние sS, при 

котором W(s, V)) = W(s0, P)). По лемме 1 система сравнимых муль-

тиграмм вида 

Vk+1, k{0, 1, …}, V1 = V,      

слабо неотличима относительно связной компоненты А(s) автомата 

А, содержащей состояние sS. В частности, автомат А(s) слабо 

Q(V)-автономен. Поэтому его степень слабой автономности удовле-

творяет неравенству  

(А(s)) ≥ Q(V). 

Но (А) ≥ (А(s), в связи с чем (А) ≥ Q(V), что противоречит 

условию первого утверждения теоремы. 

Пусть теперь А  – приведенный автомат без внешне автоном-

ных состояний, (P) – простое число, 
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Q(V) > 
2| | 3| |

2
2 2

S S
  . 

Предположим, что ((P), W(s0, P)) = 1. Тогда по первому 

утверждению теоремы должно выполняться неравенство (А) ≥ 

Q(V). По лемме 3 
2| | 3| |

2
2 2

S S
   ≥ (А). 

Следовательно, 
2| | 3| |

2
2 2

S S
  ≥ Q(V), что противоречит условиям 

утверждения 3 теоремы 1. Аналогично доказывается четвертое 

утверждение теоремы 1. 

Снизить данные в пунктах 3, 4 ограничения на величину Q(V), 

понижая приведенные верхние оценки степени слабой автономно-

сти автоматов, не удается. Следующие примеры показывают, что 

для автоматов Мили приведенная в лемме 3 оценка их степени сла-

бой автономности достижима, а для автоматов Мура – почти дости-

жима. 

Пример 1. Положим  

Х={1, …, |S|}, S = {s(1), s(2), …, s(|S|)}, Y ={0, 1}, 

hxs(x) = s(x+1), x  |S|; h|S|s(|S|) = s(|S|); hxs(x+1) = s(x), x  |S|; hxs(j) = s(j), x  j,  

j  x+1; 

fxs(j) = 1 при х = j = |S|, fxs(j) = 0 в противном случае. 

Введенный автомат А = (Х, S, Y, h, f) является перестановоч-

ным автоматом, кроме того, он не имеет внешне автономных состо-

яний. Покажем, что автомат А слабо к-автономен при  

к = 
2| | | |

1
2 2

S S
  . Пусть слово Р = х(1), х(2), …, x(к) таково, что  

(s(x), P)  0 (не является словом, состоящим сплошь из нулей) для 

всех s(x) из S. Для каждой пары (i, j), 1  i  j  |S|, очевидно, найдет-

ся целое число L = L(i, j), 1  L  к, при котором 

hx(L–1)hx(L–2)…hx(1)s(i) = s(j) и х(L) = j. 

Здесь мы положили hx(0)s(i) = s(i). Для различных пар (i, j),( i`, j`) 

величины L(i, j), L(i`, j`)  различны. Действительно, если L(i, j) = 

L(i`, j`), то j = i(L(i, j)) = i`(L(i`, j`)) = j`. Поэтому в силу перестано-

вочности автомата А и i = i`, j = j`.  

Таким образом, число различных чисел L(i, j) совпадает с чис-

лом различных пар (i, j), 1  i  j  |S|, которое, в свою очередь, оче-

видно, равно 
2| | | |

2 2

S S
 . Учитывая, что L(i, j)  к, имеем 
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к 
2| | | |

2 2

S S
 . 

Из этой оценки непосредственно вытекает, что для любой по-

следовательности Р длины меньшей чем 
2| | | |

2 2

S S
  найдется состоя-

ние s(i)S автомата А, при котором А(s(i), Р) есть последователь-

ность, состоящая из нулей. Автомат А оказывается по крайней мере 

слабо к-автономным при 

к = 
2| | | |

1
2 2

S S
  . 

Пример 2. Положим Х = {1, 2, …, |S|}, а S, Y, частичные функ-

ции переходов (hx)xX определим, как и в примере 1. Кроме того, по-

ложим fx =  для всех хХ. Рассматриваемый автомат А является пе-

рестановочным автоматом Мура, без внешне автономных состояний. 

Аналогично примеру 1 покажем, что автомат А является слабо  

к-автономным для  

к = 
2| | | |

2 2

S S
 . 

Отличие доказательства состоит в том, что множество чисел 

вида L(i, j) необходимо рассматривать при 1  i  j  |S|–1. Число та-

ких пар (i, j) равно 
2| | | |

2 2

S S
 . Поэтому к  

2| | | |
1

2 2

S S
   и, следователь-

но,  

(А)  
2| | | |

2 2

S S
 . 

Как видно из приведенных общих утверждений оценки пара-

метра (А) слабой автономности автоматов в классе автоматов без 

внешне автономных состояний не могут быть существенно улучше-

ны, например, по порядку. Поэтому, естественно, возникает вопрос, 

нельзя ли в общем случае оценку (А) существенно понизить, если 

искать ее для почти всех автоматов. Из приведенных результатов и 

результатов работ [21; 23] по оценкам диаметра D(A), степени раз-

личимости d(A) и длины L(A)уст установочного эксперимента следу-

ет, что для почти всех приведенных автоматов А = (Х, S, У, h, fx),  

|Х|  2, |У|  2 без внешне автономных состояний 

(А)  5log|Y||S|+ | |

1
log | |

6
Х S . 

Для практического использования утверждения теоремы 1 

необходимо выделить классы автоматов с небольшой степенью сла-
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бой автономности. Поэтому представляет интерес оценки слабой 

автономности приводимых ниже линейных векторных автоматов.  

 

17.3. Периоды выходных последовательностей линейного  

векторного автомата при заданной входной  

периодической последовательности 

 

Далее мы уточним утверждение леммы 3 и утверждения 1, 2 

теоремы 1 для некоторых классов линейных автоматов. 

Пусть А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) – линейный автомат с 

входным алфавитом Х, множеством состояний Vn(q)\0, являющимся 

векторным пространством Vn(q) над полем Fq с исключенным нуле-

вым вектором, выходным алфавитом Fq, частичными функциями 

переходов (Bx)xX, являющимися линейными преобразованиями 

векторного пространства Vn(q), частичными функциями выхода 

(Cx)xX, осуществляющими линейные отображения Vn(q) в Fq. 

Лемма 4. Если sVn(q)\0 – внешне к-автономное состояние,  

к  2n автомата А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX), то оно внешне 

автономно. 

Доказательство. Рассмотрим систему векторов s: 

{Bx(1)s: x(1)X}, 

{Bx(2)Bx(1)s; x(2)x(1)X2}, 

………………………………                       (CВ(j)) 

{Bx(j)…Bx(1)s; x(j)…x(1)Xj}, 

ранг которой будем обозначать через r(j).  

Легко видеть, что 

1  r1  r2  …   rj    rj+1…, 

кроме того, из rj = rj+1 для некоторого j следует rj = rj+к при любом  

к  0. Поэтому rn–1 = rn  n. 

Выберем в системе CВ(n–1) r = rn–1 линейно независимых век-

торов: s, s1, s2, …, sr–1. Если теперь предположить, что состояние s 

внешне  к-автономно, к  2n, то, очевидно, должны быть внешне  

(к–n+1)-автономными состояния s, s1, s2, …, sr–1. Используя свойство 

линейности автомата, заключаем, что все достижимые из s состоя-

ния автомата А внешне (к–n+1)-автономны. То есть, внешне  

(к–n+1)-автономен автомат А(s), порожденный состоянием s.  

Так как степень различимости d(A) любого линейного автомата 

А не превосходит его размерности n, то степень различимости 

d(A(s)) его подавтомата A(s) не превосходит n.  
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Итак, A(s) (к–n+1)-автономен, к  2n  и d(A(s))  n. Следова-

тельно, А(s) К-автономен при некотором К  d(A(s))+1. Теперь не-

сложно доказать, что из этого факта следует внешне автономность 

состояния s линейного автомата А. 

Напомним, что диагностической последовательностью произ-

вольного автомата (Х, S, У, h, f)  называется любое его входное сло-

во  Р (если оно существует), при котором для любых s, s`S из 

условия  

А(s, P) = A(s`, P), 

вытекает s = s`. Отметим, что диагностическая последовательность 

автомата является одновременно и установочной. Обозначим через 

L(A)диаг минимальную длину диагностической последовательности 

для автомата А. 

Легко доказывается, что входное слово х(1), х(2), …, х(к) ли-

нейного автомата A = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) является диа-

гностическим тогда и только тогда, когда ранг системы 

Сх(1), Сх(2)Bx(1), …, Cx(к)Bx(к–1)…Вх(1) 

линейных функций равен n. 

Теорема 2. Пусть А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) – линей-

ный автомат без внешне автономных состояний и L(А)диаг = n. Тогда 

(А)  3n–1. 

Доказательство. Если выполнены условия теоремы и  

(А)  3n. В начале доказательства леммы 2 было обосновано 

утверждение, что произвольный слабо к-автономный автомат А при 

к > L(A)уст имеет внешне к-L(A)уст-автономное состояние. Так как  в 

нашем случае L(A)уст  n, то А имеет внешне 2n-автономное состоя-

ние sS и тогда, по лемме 4 он имеет внешне автономное состояние, 

что противоречит условию теоремы. 

Следствие 1. Пусть А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) – ли-

нейный автомат без внешне автономных состояний и линейное пре-

образование Ва, аХ является полноцикловым преобразованием 

пространства Vn(q). Тогда 

(А)  3n–1. 

Используя утверждения теоремы 2 и следствия 3, с помощью  

пункта 1, теоремы 1 легко строится класс линейных векторных ав-

томатов периоды выходных последовательностей которых кратны 

заданному простому числу   при входных периодических последо-

вательностях Р периода  с полнотой периодических частей, боль-

ших 3n–1. 
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Утверждение 2 теоремы 1 позволяет указать и другие классы 

линейных векторных автоматов с указанным выше свойством вы-

ходных последовательностей. Введем сначала необходимые поня-

тия. 

Определение 5. Система сравнимых входных слов Р1, Р2, …, Рк 

(возможно k = ∞) линейного автомата А = (Х, Vn(q)\0, Fq, (Bx)xX, 

(Cx)xX) называется слабо невырожденно неотличимой относительно 

А (или, кратко, слабо неотличимой), если найдутся состояния s1, s2, 

…, sк из S, при которых  

А(s1, Р1) = А(s2, Р2) = … = А(sк, Рк) ≠ 0, …, 0 

В противном случае система слов Р1, Р2, …, Рк называются 

сильно невырожденно различимой относительно А (сильно разли-

чимой). 

Пусть P1 = х(1), х(2), …, х(к) – входное слово линейного авто-

мата A = (Х, Vn(q)\0, GF(q), (Bx)xX, (Cx)xX). Обозначим через r(P1) 

ранг системы векторов 

Сх(1), Сх(2)Bx(1), …, Cx(к)Bx(к–1)…Вх(1), 

а через L(A(P1) – множество (пространство) линейных соотношений 

между векторами этой системы. 

Теорема 3. Пусть Р = ZV – входная периодическая последова-

тельность автомата А = (Х, Vn(q)\0, GF(q),(Bx)xX, (Cx)xX) простого 

периода (Р), а V содержит диагностическую последовательность 

автомата А и пару сравнимых слов P1 = х(1), х(2), …, х(t) и P2 = х’(1), 

х’(2), …, х’(t) с условием  

rang(L(A(P1)) L(A(P2))) = t. 

Тогда при любом s из Vn(q)\0  период W(s,P) кратен (P). 

Доказательству теоремы 3 предпошлем  две леммы. 

Лемма 5. Входные слова P1 = х(1), х(2), …, х(t) и  P2 = х’(1), 

х’(2), …, х’(t) линейного автомата А = (Х, Vn(q)\0,Fq, (Bx)xX, (Cx)xX) 

сильно невырожденно различимы тогда и только тогда, когда  

rang(L(A(P1)) L(A(P2))) = t 

Доказательство. Рассмотрим системы линейных уравнений 

Сх(1)s = y1, Сх’(1)s’ = y1 

L(P1, y): Сх(2)Bx(1)s = y2, L(P1, y): Сх’(2)Bx’(1)s’ = y2, 

……………. ……………… 

Cx(t)Bx(t–1)…Вх(1)s = yt Cx’(t)Bx’(t–1)…Вх’(1)s’ = yt 

относительно неизвестных s, s’ из Vn(q)\0. 
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Положим 

1 11, ( , )

0,
 

P

у

если система L P y совместна

в противном случае
 

и аналогично 

2 21, ( , )

0,
 

P

y

если система L P y совместна

в противном случае
 

Методами линейной алгебры легко получить 

1 21 2
( ( ( )) ( ( )))

  
t rang L A P L A PP P

y y q , 

где сумма взята по всем возможным наборам y = y1, y2, …, yt из t

qF . 

Левая часть этого равенства представляет собой число наборов y из 
t

qF , при которых одновременно совместны системы L(P1, y), L(P2, y). 

В то же время сильная невырожденная различимость системы слов 

P1, P2 означает в этой терминологии, не что иное как  
1 2

0

0


  
P P

y y

y

. 

Таким образом, сильная невырожденная различимость системы 

слов P1, P2 равносильна условию 
1 2( ( ( )) ( ( )))

1



t rang L A P L A P

q , 

то есть t = rang(L(A(P1)) L(A(P2))). 

Лемма 6. Пусть Р = ZV входная периодическая последователь-

ность линейного векторного автомата А = (Х, Vn(q)\0, qF , (Bx)xX, 

(Cx)xX) периода (Р) и V содержит его диагностическую последо-

вательность.  Если при некотором s из Vn(q)\0 (W(s, P), (P)) = 1, то 

при к ≥ n все к-граммы последовательности V слабо невырожденно 

неотличимы относительно автомата А. 

Доказательство. По лемме 1 все мультиграммы одинаковой 

длины слабо неотличимы относительно автомата А. Пусть началом 

мультиграммы Vk(0) является диагностическая последовательность 

х”(1), х”(2), …, х”(к). Тогда для каждого к найдется s(k) из Vn(q)\0, 

для которых справедливы равенства 

А(sk(0), Vk(0)) = А(sk, Vk). 

Из диагностичности последовательности х(1), х(2), …, х(к) ли-

нейного автомата A = (Х, Vn(q)\0, Fq,(Bx)xX, (Cx)xX) следует, что 

ранг системы 

Сх”(1), Сх”(2)Bx”(1), …, Cx”(к)Bx”(к–1)…Вх”(1) 

векторов равен n. Поэтому А(sk(0), Vk(0)) не является последователь-

ностью, составленной из нулей. Что и требовалось доказать. 
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Доказательство теоремы 3 очевидно, состоит в прямом при-

менении лемм 1, 5, 6. 

Выделим в алфавите X два различных элемента – а и b. Поло-

жим ак = а, а, …, а – слово длины к, состоящее из элементов, равных 

а. Аналогично bк. Обозначим через V*n(q) пространство линейных 

функций на Vn(q), через B*x – линейное преобразование V*n(q), со-

пряженное к Bx, хХ. Через χ(х) обозначим минимальные много-

члены вектора Сх относительно линейного преобразования B*x. Из 

теоремы 3 можно получить следствие 2. 

Следствие 2. Пусть Р = ZV – входная периодическая последо-

вательность автомата А = (Х, Vn(q)\0, GF(q), (Bx)xX, (Cx)xX) просто-

го периода (Р), а V содержит мультиграммы аt и bt, причем  

deg χ(a) = n, (χ(a), χ(b)) = 1 и t ≥ degН.О.К.(χ(a), χ(b)). Тогда при лю-

бом s из Vn(q)\0 период W(s, P) кратен (P). 

Доказательство. Используем утверждения теоремы 3 и леммы 

5. Для доказательства следствия 2 нам достаточно доказать, что, во-

первых, V содержит диагностическую последовательность и, во-

вторых, система мультиграмм аt и bt сильно невырожденно разли-

чима, то есть (по лемме 5)  

rang(L(A(аt)) L(A(bt))) = t. 

Первое утверждение очевидно, так как из deg χ(a) = n следует, 

что аt – диагностическая последовательность для А. Второе утвер-

ждение сформулируем  и докажем в виде отдельной леммы. 

Лемма 7. Пусть  t≥degН.О.К.(χ(a), χ(b)). Тогда для мультиграмм 

аt и bt условие  

rang(L(A(ак)) L(A(bt))) = t.                           (19) 

равносильно условию (χ(a), χ(b)) = 1. 

Доказательство. Имеем  

rang(L(A(аt)) L(A(bt))) = dimL(A(ак)) + dimL(A(bt)) –  

– dim(L(A(ак))∩L(A(bt))). 

Очевидно, 

dimL(A(ак)) = t – deg χ(a), dimL(A(bt)) = t – deg χ(b), 

dim(L(A(ак))∩L(A(bt))) = t – degН.О.К.(χ(a), χ(b)). 

Требуемое условие (19) равносильно условию 

t – deg χ(a) + t – deg χ(b) – t + degН.О.К.(χ(a), χ(b)) = t 

или 

deg χ(a) + deg χ(b) = degН.О.К.(χ(a), χ(b)), 

которое, в свою очередь эквивалентно тому, что  

(χ(a), χ(b)) = 1. 

Лемма 7, а вместе с ней и следствие 2 доказаны. 
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17.4. Период внешнего функционирования автономного   

последовательного соединения автоматов 

 

Пусть А1 = (S1, У1, h, ) – приведенный полноцикловый автомат 

с множеством состояний S1, |S1| > 1, выходным алфавитом У1, |У1| > 

1, функцией перехода h и выхода  и А2 = (Х, S2, Y2, h, f), Y1 = X – 

перестановочный автомат с частичными функциями переходов 

(hx)xX и частичными функциями выхода (fx)xX. Напомним, что по-

следовательным соединением автоматов А1, А2 называют автоном-

ный автомат А1А2 = (S1S2, Y2, h1,2, f1,2), у которого h1,2(s(1), s(2)) = 

= (hs(1), h(s(1))s(2)), f1,2(s(1), s(2)) = f(s(1))s(2), (s(1), s(2))S1S2.  

Наряду с последовательным соединением А1А2  введенных 

автоматов мы будем рассматривать так называемое обобщенное по-

следовательное соединение А1А2 автоматов А1, А2, отличающееся 

от А1А2 функцией выхода. При обобщенном соединении любое 

отображение S1S2  Y может быть функцией выхода автомата 

А1А2. 

Очевидно, построенный автомат А = А1А2 является переста-

новочным автоматом; длины циклов графа переходов автомата А 

кратны числу |S1|. Обозначим через W(s(1), s(2)) период выходной 

последовательности А(s(1), s(2)), соответствующий начальному со-

стоянию (s(1), s(2))S1S2 автомата А. Положим W(A) – наимень-

шее общее кратное периодов W(s(1), s(2)) взятое по всем  

(s(1), s(2)) S1S2. Эта величина называется  периодом внешнего 

функционирования автомата A. 

Пусть L1, L2, …, Lt – связные компоненты (циклы) автомата А и 

|Lj|, j{1, …, t} – их длины. Очевидно, периоды выходных последо-

вательностей автомата A от начальных состояний, содержащихся в 

одном цикле, совпадают, в связи с чем можно говорить о периоде 

выходных последовательностей состояний цикла Lj, j{1, …, t} или, 

более кратко, о выходном периоде Wj цикла Lj. Известно, что пери-

од (длина) Wj цикла Lj совпадает с числом классов неотличимых со-

стояний связной компоненты Lj, j{1, …, t}. Поэтому 

W(A) = 
{1,..., }

.. .
j t

Н О К Wj


=
| |

. . .
| |

L
j

НОК
N
j

, 

где |Nj| – мощность классов неотличимых состояний цикла Lj.  
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Для получения оценки снизу периода W(A) внешнего функцио-

нирования автомата А введем необходимые обозначения и докажем 

вспомогательные леммы. 

Пусть Аv, v{1, …, Г} – подавтомат автомата А, состоящий из 

v-го класса Lv1, Lv2, …, Lvt(v) неотличимых связных компонент (цик-

лов) автомата А и N(Av) мощность его классов неотличимых состо-

яний, W(Av),  v{1, …, Г}  – число его классов неотличимых состо-

яний. Очевидно, 

W(Av) = W(Lvj), j{1, …, t(v)}, 

W(A) = 
{1,...,Г)

. . . ( )
v

vНОКW A


 . 

Лемма 8. Пусть d|S1|. Тогда 

| ( )
( , ( )

v

v

d
N A

d W A
, v{1, …, Г}. 

Доказательство. Положим Lvj = dkvj. Имеем 

v{1,...,T }

| | ( ) ( )vj v v vj
j

L W A N A dk


   . 

Откуда и вытекает данное утверждение. 

Лемма 9. Пусть P – простое число,  – целое число,   1, 

Р|S1|, (Р, W(A) = P, 0    . Тогда мощность любого класса к-

неотличимых состояний (к{1, 2, …}) перестановочного автомата 

А кратна Р–. 

Доказательство. Так как каждый класс к-неотличимых состоя-

ний автомата А представляет собой объединение некоторых классов 

(к+1)-неотличимых состояний, а N(Av), v{1, …, Г} являются мощ-

ностями его классов неотличимых состояний, то для доказательства 

леммы достаточно показать, что Р–N(Av) при любом v{1, …, Г}. 

По лемме 8 

| ( )
( , ( )

v

v

d
N A

d W A
,  v{1,…,Г}. 

Заметим, что из условия (Р, W(A) = P, 0     вытекает ра-

венство 

(Р, W(Av)) = P(v), v{1, …, Г} 

при некоторых (v)   и, следовательно, величина ( )

( , ( )
v

v

Р
Р

Р W A


 




  

делит N(Av), v{1, …, Г}. Но тогда и тем более Р–N(Av),  

v{1, …, Г}, что и требовалось доказать.  

Из леммы 9 непосредственно вытекают такие утверждения. 
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Следствие 3. Пусть |S1| = P1
(1)P2

(2)…Pn
(n),  Pj, – простые числа, 

j, j{1, …, n} – целые положительные числа, и для автомата  

А = А1А2  

(|S1|, W(A)) = P1
(1)P2

(2)…Pn
(n),   (j)  0, j{1, …, n}. 

Тогда мощность любого класса к-неотличимых состояний ав-

томата А кратна числу 

P1
(1)–(1)P2

(2)–(2)…Pn
(n)–(n). 

Следствие 4. Пусть общий наибольший делитель мощностей 

некоторых классов к-неотличимых состояний автомата А = А1А2 

равен единице. Тогда период внешнего функционирования автомата 

А кратен |S1|. 

 

17.5. Периоды выходных последовательностей  

перестановочного автомата без потери информации при  

заданных периодических входных последовательностях 

 

Ниже в данном пункте рассматриваются перестановочные ав-

томаты и чисто периодические их входные последовательности. 

Напомним необходимые нам понятия [16]. Состояние s автомата А 

называется состоянием с потерей информации, если найдутся раз-

ные сравнимые слова R = x(1), x(2), …, x(k), T = x`(1), x`(2), …, x`(k)  

из X*, при которых  

A(s, R) = A(s, T), h(s, R) = h(s, T), 

в противном случае состояние s называется состоянием без потери 

информации. Автомат А называется автоматом с потерей информа-

ции, если у него найдется состояние с потерей информации, в про-

тивном случае он называется автоматом без потери информации. 

Через (s, P) обозначим период последовательности состояний 

AM(s, P) автомата А  при входной чисто периодической последова-

тельности P и начальном состоянии s. Обозначим через Ny, уY 

множество всех состояний sS автомата А, для каждого из которых 

существует элемент xX, x = x(s), удовлетворяющий равенству 

fxs = y. 

Очевидно, |Ny|  |S| при любом yY, а если A является автома-

том Мура, то 

yY |Ny| = |S|,    
что в общем случае для автоматов Мили не справедливо. 
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Для входной последовательности P автомата A и его состояния 

sS введем параметр N(А(s, P)), положив 

N(A(s, P)) = min{|Ny|},  

где минимум берется по всем выходным символам yY автомата  

A, встречающимся в выходной последовательности A(s, P). 

Определение 4. Грубым периодом последовательности состоя-

ний AM(s, P) перестановочного автомата А при входной чисто пери-

одической последовательности P = x(1), x(2), ... периода  = (P) и 

начальном состоянии sS называется число (s, P) = C  , где  

С = С(s, P) > 0 – минимальное целое, для которого 

(hx() hx(–1)...hx(1))C = s, 

то есть C = С(s, P) – длина цикла подстановки hx()hx(–1)...hx(1), со-

держащего состояние s. 

Теорема 4. Справедливы следующие утверждения. 

1. Если перестановочный автомат А – автомат с потерей ин-

формации, то для любого  > 0 существуют входная чисто периоди-

ческая последовательность P периода (P) и состояние s автомата 

A, для которых 
( , )

( )





W s P

P
. 

2. Если перестановочный автомат А – без потери информации, 

то для любой входной чисто периодической последовательности  

P = x(1), x(2), ... периода (P) и любого начального состояния sS 

автомата  A 
( , ) ( , ) 1

( ) ( , ) ( ( , ))
 


W s P W s P

P s P N A s P
. 

Доказательство. Докажем сначала первое утверждение теоре-

мы. Пусть автомат A с потерей информации, то есть существуют 

sS и слова R, Т, R  Т, 

R = x(1), x(2), …, x(k); T = x`(1), x`(2), …, x`(k); k  1; xj,  x`jX,  

j{1, ..., k}, 

для которых справедливы равенства 

A(s, R) = A(s, T), h(s, R) = h(s, T) = s`, s` S. 

Так как A – перестановочный автомат, то существует входное 

слово 

M = x``(1), x``(2), …, x``(n), x``j X,   j{1, ..., n}, 

для которого 

hx``(n)hx``(n-1)…hx``(1)s` = s. 

Рассмотрим последовательность P вида  
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... ... ...
L L

P RMRM RMTMRMRM RMTM , 

период (P) которой, очевидно, является делителем числа  

L(k+n)+k+n = (L+1)(k+n). Возьмем в качестве L+1 простое число 
k n

p



 . Из условия R  T следует, что (P) не является делителем 

числа k+n и, следовательно, (P) кратно p, так как (P) делит  

p  (k+n). Кроме того, из построения последовательности P и выбора 

sS вытекает, что W(s, P) делит k+n.  Таким образом, можно заклю-

чить: 
( , )

( ) ( )


 

 
  

W s P k n k n

P P p
, 

что и требовалось доказать в первом утверждении теоремы 4. 

Докажем второе утверждение теоремы 4. Очевидно, что  

W = W(s, P) и (P) являются делителями грубого периода (s, P) 

последовательности состояний AM(s, P) автомата A, поэтому, в 

частности 
( , ) ( , )

( ) ( , )



W s P W s P

P s P
. 

Пусть 
( , )

( , )
( , )


 

s P
L s P L

W s P
. 

Положим AM(s, P) = s1, s2, ..., sn, ..., где sn+1 = hx(n)...hx(1)s и  s1 = s. 

Для доказательства требуемого утверждения теперь достаточно по-

казать, что для любого j{0, 1, ..., W–1} все L состояний вида  

sj+1+kW, k{0, 1, ..., L–1} различны. Действительно, если это так, то  

L  |Ny| для любого y, содержащегося в последовательности A(s, P), 

и, следовательно, 

 

L  N(A(s, P)). 

Поэтому 
( , ) ( , ) 1

( ) ( , )
 


W s P W s P

P s P L
. 

Покажем теперь, что при любом j{0, 1, ..., –1} указанные 

выше L состояний различны. Предположим противное, то есть 

пусть, например, для j = 0 существуют целые числа k(1), k(2),  

0  k(1)  L–1,  k(1)  k(2)  L–1, для которых 

s1+k(1)W = s1+k(2)W. 

Для последовательности P = x(1), x(2), ... введем вспомогатель-

ные  последовательности Pt = x(t), x(t+1), ...,  P1 = P.   
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Имеем 

A(s1+k(1)W, Pk(1)W+1) = A(s1+k(2)W, Pk(2)W+1), 

так как W = W(s, P) – период последовательности A(s, P).  

Положим s* = s1+k(1)W = s1+k(2)W, ext(s*, Pk(1)W+1) = C1  ,  ext(s*, 

Pk(2)W+1) = C1   – грубые периоды последовательностей АM(s*, 

Pk(1)W+1), АM(s*, Pk(2)W+1), H = Н.О.К.(C1,C1), где  = (Р) = 

(Pk(1)W+1) = (Pk(2)W+1). Тогда  

hx(k(1)W+H)…hx(k(1)W+2)hx(k(1)W+1) s* = hx(k(2)W+H)…hx(k(2)W+2)hx(k(2)W+1) s*. 

Так как автомат A без потери информации, то из этого равен-

ства получаем 

P(k(1)W+1)  = P(k(2)W+1) 

и, следовательно,  (k(2) – k(1))W  0 mod((P)). Учитывая это срав-

нение, равенство состояний s1+k(1)W, s1+k(2)W и перестановочность ав-

томата А, получаем 

s = hx(k(2)-k(1))W)...hx(2)hx(1)s . 

Из определения величины (s,P) и того факта, что (P) делит 

(k(2) – k(1))W, следует, что (s, P) делит (k(1) – k(2))W. Последнее 

условие противоречит тому, что k(2) – k(1)  L. Утверждение 2 тео-

ремы 4 полностью доказано. 

Следствие 5. Пусть A – перестановочный автомат без потери 

информации. Тогда для любой входной чисто периодической по-

следовательности P периода (P) и любого состояния s автомата А 

выполнены неравенства 
( , ) ( )

( , ) ( , )
( ( , )) ( ( , ))


   

s P P
s P W s P

N A s P N A s P
, 

в частности,  
( )

| | ( ) ( , )
| |


  

P
S P W s P

S
. 

Доказательство. Верхняя оценка W(s, P) очевидна, а нижняя 

оценка периода W(s, P) справедлива согласно лемме 2. 

Говорят, что граф автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) не 

имеет параллельных дуг, если при любом sS 

hxs  hx`s 

для каждой пары различных элементов x, x` из X. 

Следствие 6 (В. А. Башев). Пусть A = (X, S, Y, h, f) – переста-

новочный автомат и его граф без параллельных дуг, P – его входная 

периодическая последовательность периода (P), sS – его началь-

ное состояние. Тогда период ( , ) s P  последовательности состояний 

AM(s, P) автомата A кратен периоду (P). Если автомат А не являет-
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ся автоматом без параллельных дуг, то найдется его начальное со-

стояние sS и входная периодическая последовательность P неко-

торого периода (P), при которых период последовательности со-

стояний AM(s, P) не кратен (P). 

Доказательство. Используем утверждение теоремы 4. В качестве 

вспомогательного автомата выберем автомат Медведева АM, соответ-

ствующий автомату A = (X, S, Y, h, f). Автомат AM имеет вид  

AM  = (X, S, S, h, Е), где S является его множеством состояний и вы-

ходным алфавитом. Функция выхода Е такова, что E(s, x) = s при 

каждом s из S и x из Х. Для автомата AM  ранее введенные множе-

ства Ny, уY одноэлементны, поэтому параметр ( ( , ))N A s P  равен 

единице. По утверждению 2 теоремы 4 получаем 

( , ) ( , ) ( , )  s P W s P s P , 

то есть ( , ) ( , ) s P W s P . Обратно, если граф автомата A имеет парал-

лельные дуги, то автомат AM = (X, S, S, h, Е) является автоматом с по-

терей информации. Тогда искомые параметры: состояние s и перио-

дическая входная последовательность  P найдутся согласно утвержде-

нию 1 теоремы 4. Доказательство полученного ранее В. А. Башевым 

утверждения завершено. 

 Пусть P – фиксированная чисто периодическая последова-

тельность символов некоторого алфавита X, X > 1 периода (P) и 

s1 – фиксированный элемент некоторого множества S. Следующая 

теорема отвечает на вопрос о достижимости приведенных в след-

ствии 6 верхней и нижней оценок 
( , )

( , ) ( , )
( ( , ))


  

s P
s P W s P

N A s P
 периода 

W(s, P) выходной последовательности A(s, P) автомата A.  

Теорема 5. В классе перестановочных автоматов Мура A = (X, 

S, Y, h, ) без потери информации с входным алфавитом X и мно-

жеством состояний S оценки 

1
1 1

1

( , )
( , ) ( , )

( ( , ))


  

s P
s P W s P

N A s P
 

периодов W(s1, P) выходных последовательностей состояний A(s, P) 

не могут быть улучшены. 

Доказательство. Проведем сначала доказательство утвержде-

ния теоремы 5 относительно нижней оценки. Пусть А – некоторый 

перестановочный автомат Мура без потери информации. Рассмот-

рим отношение 

1
1

1

( , )
( , )

( , )


 

s P
L s P L

W s P
. 
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Исследуем сначала случай, когда W(s1, P) = 1. Если L = 1, то все 

доказано. В случае L ≥ 2, как следует из доказательства леммы 2, 

первые L членов последовательности состояний AM(s1, P) автомата A 

различны, поэтому N(A(s1, P)) > 1 и мы можем построить новый ав-

томат  

A' = (X, S, Y`, h, `), 

отличающийся от A выходным алфавитом Y`, который мы опреде-

ляем соотношением 

Y` = Y{z}, 

где zY – некоторый новый символ. Функцию выхода ` определя-

ем равенствами 

'(s) = (s), 

в двух случаях: 1) если s находится среди состояний последователь-

ности AM(s1, P); 2) если sNy для каждого y из выходной последова-

тельности A(s1, P) автомата A. Далее полагаем 

`(s) = z, 

если в последовательности состояний AM(s1, P) не содержится s и 

sNy для некоторого y из последовательности A(s1,P). Ясно, что A` 

является перестановочным автоматом без потери информации, для 

которого достигается доказываемая нижняя оценка.  

Рассмотрим теперь случай W(s1, P) > 1.  При L = N(A(s1, P))  все 

доказано. Допустим, что L < N(A(s1, P)). Пусть P = x(1), x(2), ...,  

x(k), ... и  

AM(s1, P) = s1, s2, ..., sk, ...; sk+1 = hx(k)hx(k–1)...hx(1)s1, k{0, 1, 2, ...}. 

Выберем  k{0, 1, ..., W(s1, P)–1} так, чтобы 

skNy, |Ny| = N(A(s1, P)). 

Определим новый автомат A` условиями: A` отличается от A 

только выходным алфавитом Y`= Yz, где z – некоторый символ, 

zY, и выходной функцией `, определенной условиями 

`(s) = (s), 

если s находится в наборе состояний (s1+k+jW: j{0, 1, ..., L–1}),   

W = W(s1,P) или sN для каждого y из выходной последовательно-

сти A(s1, P) автомата A. В противном случае полагаем   

`(s) = z. 

Непосредственно проверяется, что A` – перестановочный авто-

мат без потери информации, для которого 

1
1

1

( , )
( , )

( ( , ))




s P
W s P

N A s P
. 
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Перейдем теперь к доказательству достижимости верхней 

оценки  периода W(s1, P). Рассмотрим произвольный перестановоч-

ный автомат Мура A без потери информации, для которого отобра-

жение : SY, осуществляемое функцией выхода , сюрьективно. 

Предположим, что |Y| = |S|. Тогда отображение  взаимно однознач-

но. Из доказательства леммы утверждения 2 теоремы 4 

1

1

( , )
1,

( , )


 

s P
L

W s P
 

и, следовательно, в этом случае утверждение теоремы 5 относи-

тельно верхней оценки доказано. 

Пусть теперь |Y| < |S|. Если W(s1, P) = (s1,P), то теорема 5 вер-

на; в противном случае определим новый автомат A`, отличающий-

ся от A выходным алфавитом Y` = Yz, zY и выходной функцией 

`, удовлетворяющей условиям: 

`(s1) = z, `(s) = (s), sS, s  s1. 

Очевидно, A` – перестановочный автомат без потери информа-

ции, для которого 

W(s1, P) = (s1, P). 

Теорема 5 полностью доказана. 

 

17.6. Периоды выходных последовательностей  

последовательного соединения автономного автомата  

с перестановочным автоматом без потери информации 

 

Рассмотрим приложения полученных результатов в пункте 17.5 

к задаче оценки периодов выходных последовательностей и мощно-

стей классов неотличимых состояний перестановочных автоматов, 

представимых последовательным соединением приведенного авто-

номного автомата с неавтономным перестановочным автоматом без 

потери информации. Для последовательного соединения автоматов 

используем обозначения пункта 17.4. Пусть А1 = (S1, У1, h, ) – при-

веденный полноцикловый автомат с множеством состояний S1,  

|S1| > 1, выходным алфавитом У1, |У1| > 1, а А2 = (Х, S2, Y2, h, f),  

Y1 = X – перестановочный автомат без потери информации. Напом-

ним, что функция выхода автономного последовательного соедине-

ния C = А1А2 = (S1S2, Y2, h1,2, f1,2) автоматов А1, А2  определена 

функцией выхода автомата А2. 

Для s(1)S1, s(2)S2 обозначим через W(s(1), s(2)) период вы-

ходной последовательности автомата C = А1А2, соответствующей 
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его начальному состоянию (s(1), s(2)), а через A1(s(1)) – выходную 

последовательность автомата A1, отвечающую начальному состоя-

нию s(1)S1. Из приведенных в пункте 5 результатов непосред-

ственно вытекает теорема 3. 

Теорема 6. В указанных выше условиях 

1| |
(( (1), (2)) ,

( ( , ))


S
W s s

N C t s
 

где ( ( , ))N C t s  – множество минимальной мощности в совокупности 

множеств Ny, по всем y из последовательности С(s(1), s(2)). 

Напомним и введем обозначения: 

 L(s(1), s(2)) – связная компонента графа перехода автомата 

C, содержащая состояние (s(1), s(2)); 

 C(s(1), s(2)) – выходная последовательность автомата С, от-

вечающая его начальному состоянию (s(1), s(2)); 

 W(s(1), s(2)) – период выходной последовательности (s(1), 

s(2)); 

 A1(s(1)) – выходная последовательность автомата A1 при 

начальном состоянии s(1)S1;  

 (A1(s(1))) – период выходной последовательности  A1(s(1)) 

автомата A1 при начальном состоянии s(1)S1; 

 1( (2), ( (1)))W s A s  – период выходной последовательности авто-

мата A2, отвечающей входной периодической последовательности 

A(s(1)) и начальному состоянию s(2); 

 (s(2), A1(s(1))) – грубый период  последовательности со-

стояний перестановочного автомата A2 для входной периодической 

последовательности A1(s(1))  и начального состояния s(2)S2. 

Теорема 7. Мощности классов неотличимых состояний автома-

та C = А1А2  ограничены сверху величиной |S1|  max|{| Ny |}yY. 

Доказательство. Очевидны следующие равенства: 

(A1(s(1))) = |S1|, 

W(s(1), s(2))= 1( (2), ( (1)))W s A s , 

|L (t, s)|  = (s(2), A1(s(1))). 

Так как автомат A без потери информации, то из этих равенств 

следует 

W(s(1),s(2)) 
( (1), (2))

.
max{| |} 


y y Y

L s s

N
 

С другой стороны, W(s(1), s(2)) есть число классов неотличи-

мых состояний связной компоненты автомата С, содержащей состо-
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яние (s(1), s(2)). Поэтому,  если d(s(1), s(2))  – мощность классов не-

отличимых состояний этой компоненты, то 
| ( (1), (2)) | max{| |}| ( (1), (2)) |

( (1), (2)) ,
( (1), (2)) | ( (1), (2)) |


 

y y YL s s NL s s
d s s

W s s L s s
 

то есть 

1 2( , ) max{| |}  y y Yd s s N . 

Теперь утверждение теоремы 4 следует из того, что каждый 

класс неотличимых состояний автомата С представляет собой объ-

единение некоторых классов неотличимых состояний его связных 

компонент, причем число связных компонент автомата С не превос-

ходит |S1|. 

Теорема 8.  Пусть |S1| > mах{|Ny|}yY. Тогда 

1( ( (1), (2)),| |) 1W s s S  

для любого состояния (s(1), s(2))  автомата C. 

Доказательство. Пусть  

1( ( (1), (2)),| |) 1W s s S . 

Тогда, пользуясь тем, что |L(s(1), s(2)) = C|S1| для некоторого 

целого C = C(s(1), s(2)), из соотношения 
| ( (1), (2)) |

( (1), (2)) max | |
( (1), (2)) 

  y
y Y

L s s
d s s N

W s s
 

получаем  

|S1|  mах{|Ny|}yY, 

что противоречит условию теоремы 8. 

Следствие 7. Пусть |S1| – простое число и |S1| > mах{|Ny|}yY. 

Тогда: 

1) для любого состояния (s(1), s(2))S1S2 периоды W(s(1), 

s(2)) выходных последовательностей C(s(1), s(2)) автомата  

C = А1А2  кратны |S1|; 

2) мощности классов неотличимых состояний автомата  

C = BA  ограничены сверху  величиной |S2|. 

Доказательство. Утверждение 1 непосредственно вытекает из 

теоремы 8. Будем доказывать утверждение 2 следствия. Пусть  

Lj = Dj  |S1|, j{1, 2, ..., m} – мощности связных компонент графа пе-

рехода автомата C. Тогда мощности классов неотличимых состояний 

этих связных компонент имеют вид kj, где kj  делят |Dj|, j{1, 2, ..., m}. 

Следовательно, так как 

2

1 1

| |,
 

  
m m

j j

j j

k D S  
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то мощности классов неотличимых состояний ограничены сверху 

величиной |S2|. 

Замечание. При получении вышеприведенных результатов пе-

рестановочность автомата A использовалась для доказательства 

наличия входного слова M = x``(1), x``(2), …, x``(n) переводящего 

приемник hx(k)hx(k–1)…hx(1)s состояния sS в состояние s. В связи с 

чем аналогичные результаты видимо можно получить и для сильно 

связных автоматов A. При этом необходимо учесть специфику воз-

можной небиективности преобразований вида hx(k)hx(k–1)…hx(1) авто-

мата A, в частности, необходима корректировка понятия грубого 

периода последовательности состояний автомата A при его началь-

ном состоянии и входной периодической последовательности.   
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Глава 18. КЛАССЫ АВТОМАТОВ С ГАРАНТИРОВАННЫМИ  

ПЕРИОДАМИ ВЫХОДНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ  

 

Доказаны нижние оценки периодов выходных последователь-

ностей для автономных полноцикловых автоматов с заданным клас-

сом функций выхода и класса неавтономных автоматов, выходные 

последовательности которых имеют вид  

y1, y2, ..., yj, ..., yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), L  2,  

: XL  Y, X – входной алфавит,Y – выходной алфавит,  

xjX, yjY, j{1, 2, ...}.  

Приведены и другие классы автоматов с гарантированными пе-

риодами выходных последовательностей.  

В частности, для заданной периодической входной последова-

тельности узла усложнения поточных криптосхем, функционально 

представляющих собой устройство нерегулярной выборки, оценен 

период выходной последовательности. 

 

18.1. Необходимость построения автоматов  

с гарантированными периодами выходных  

последовательностей  

 

Известно, что в науке и технике и, в частности, в различных си-

стемах обеспечения безопасности широко применяются генераторы 

псевдослучайных последовательностей.  

Так, например, эти генераторы используются в синхронных по-

точных криптосхемах [14].   

Одно из основных  требований состоит в том, что последова-

тельность, вырабатываемая генератором, должна иметь большой пе-

риод.  

Ряд современных генераторов содержит разнообразные узлы 

выборки, предназначенные для усложнения промежуточных после-

довательностей генератора.  

Функционирование некоторых узлов выборки допускает их об-

щее описание в виде математического понятия обобщенного узла 

выборки (ОУВ) введенного в данном параграфе.  

Основные результаты работы состоят в указании классов авто-

матов гарантированным периодом выходной последовательности. 
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18.2. Кодирующее устройство с конечной памятью 

 

Пусть X, Y – конечные множества, |X|  2, |Y|  2, : XLY, 

L{2, 3, ...}. Рассматриваемая задача состоит в получении оценок 

снизу периода W последовательности y1, y2, ..., yj, ...,  

yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), j{1, 2, ...} 

для заданной периодической последовательности P = x1, x2, ... пери-

ода . Устройство перерабатывающую входную последователь-

ность по указанному закону  называют кодирующим устройством с 

конечной памятью и без обратной связи [44].  

Для решения задачи напомним и введем необходимые нам по-

нятия. 

Под периодической последовательностью ниже понимается чи-

сто периодическая последовательность, а под ее периодом – 

наименьший период.  

Говорят, что функция : XLY, L{2, 3, ...} имеет запрет, если 

существует k{1, 2, ...} и набор y1, y2, ..., yk, для которого система 

уравнений  

(x1, x2, ..., xL) = y1 

(x2, x3, ..., xL+1) = y2 

............................... 

(xk, xk+1, ..., xk+L–1) = yk 

относительно неизвестных xjX, j{1, ..., k+L–1} несовместна [31].  

В противном случае говорят, что функция  не имеет запрета. 

Функцию  называют сильно k-равновероятной, если при любом 

наборе y1, y2, ..., yk из Yk приведенная выше система уравнений име-

ет ровно  
1| |

| |

k L

k

X

Y

 

 

решений. Если функция сильно k-равновероятна при любом k, то ее 

называют сильно равновероятной. В работе [31], теореме 1 доказа-

но, что двоичная функция не имеет запрета тогда и только тогда, 

если она сильно равновероятна. Данное утверждение справедливо и 

для рассматриваемых в данной работе произвольных функций : 

XLY, L{2, 3, ...}. Доказательство этого общего факта проводится 

аналогично доказательству теоремы 1 работы [31]. 

Далее под периодической последовательностью понимается чи-

сто периодическая последовательность. Для  последовательности   P 

= x1, x2, ... обозначим последовательность xj, xj+1, ... через Pj. Тогда Р 
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представляется в виде P = (x1, x2, ..., xj–1), Pj – конкатенации слов  x1, 

x2, ..., xj–1 и Pj. Отметим, что в этих обозначениях последователь-

ность Р записывается в виде Р1, P = P1. Начальное подслово x1, x2, ..., 

xt длины t последовательности P = x1, x2, ... обозначим через Р]t. Так, 

в частности, Рj]t = xj, xj+1, ..., xj+t–1.  

Определение 1. Степенью различимости R = R(P) периодиче-

ской последовательности  P = x1, x2, ... периода  назовем мини-

мальное число R, при котором R-гаммы Pj]j+R–1, j{1, ..., } после-

довательности P = P1 попарно различны, то есть 

|{Pj]j+R–1, j{1, ..., }}| = . 

Теорема 1. Пусть L  2, :XLY – сильно k-равновероятная 

функция, k+L–1  R(P),  где R(P) – степень различимости периоди-

ческой последовательности P = x1, x2, ... периода . Тогда справед-

лива следующая оценка периода W последовательности  

y1, y2, ..., yj, ..., yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), j{1, 2, ...} 

1

| |

| |

k

k L

Y
W

X


 

 . 

Доказательство. Пусть WC =  при некоторм C  2. Тогда 

yj = (xj+CW, xj+1+CW, ..., xj+L–1+CW) 

при любых j{1, 2, ...}, C{0, 1, ...}. Из условий теоремы следует, 

что С слов длины k+L–1 вида (x1+tW, x2+tW, ..., xk+L–1+W), t{0, ..., C–1} 

попарно различны, и они являются решениями системы уравнений 

(xj, xj+1, ..., xj+L–1) = yj, j{1, ..., k}. 

Так как функция  сильно k-равновероятна, то число решений 

данной системы для ее правой части  y1, y2, ..., yk равно 
1| |

| |

k L

k

X

Y

 

, от-

куда получаем 

C
W


 

1| |

| |

k L

k

X

Y

 

. 

Следовательно,   

1

| |

| |

k

k L

Y
W

X


 

 . 

Следствие 1. Пусть L  2, : XLY – сильно равновероятная 

функция, |X| = |Y|, P = x1, x2, ... – периодическая последовательность 

периода   D. Тогда справедлива следующая оценка периода W 

последовательности y1, y2, ..., yj, ..., yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1),  

j{1, 2, ...} 
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1| |L
D

W
X 

 . 

Отличительной особенностью последнего утверждения относи-

тельно известных утверждений о гарантировании периодов выходных 

последовательностей автоматов является то обстоятельство, что усло-

виями следствия гарантируется период W рассматриваемого автомата 

при неизвестном точном значении периода  входной последователь-

ности. 

Утверждение 1. Пусть P = x1, x2, ... – линейная рекуррентная 

последовательность максимального периода над полем F2 из двух 

элементов,  – сюрьективное отображение (F2)m в Y, |Y|  2, m < n, а 

–1(y) – множество решений уравнения (x1, x2, ..., xm) = y относи-

тельно неизвестных xjF2, j{1, ..., m}, и (0, 0, ..., 0) = y`. Если ве-

личины  

{|–1(y)|2n–m, yY\{y`}, |–1(y`)|(2n–m–1)} 

в совокупности взаимно просты, то период W последовательности 

y1, y2, ..., yj, ... ,  yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), j{1, 2, ...} равен 2n–1. 

Доказательство. Сначала заметим, что задача оценки W сводит-

ся к задаче оценки периода выходной последовательности автоном-

ного полноцикловаго автомата A = (S, Y, T, Ф), состояниями которо-

го являются следующие -граммы последовательности P: 

s1 = x1, x2, ..., x 

s2 = x2, x3, ..., x, x1 

........................... 

sj = xj, ..., x, x1, x2, ..., xj–1 

.............................. 

s = x, x1, ..., x–1 . 

Здесь  = 2n–1, так как P = x1, x2, ... – линейная рекуррентная 

последовательность максимального периода над полем F2. Функция 

переходов T автомата A определена отображением: sjsj+1, j{1, ..., 

–1}, ss1; функция выходов Ф определена так: 

Ф(sj) = (xj, ..., xj+m–1), j{1, ..., }. 

Напомним, что автомат называется связным, если для произ-

вольных различных состояний s, s` в его графе переходов существу-

ет путь из s в s`, либо существует путь из s` в s. Автомат называют 

перестановочным, если его частичные функции переходов осу-

ществляют биекции его множества состояний. Несложно показыва-

ется, что связный перестановочный автомат является и сильно связ-
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ным: для любой упорядоченной пары различных состояний s, s` в 

его графе переходов существует путь из s в s`. 

В лемме 1 работы [2] доказано, что если общий наибольший 

делитель мощностей классов 1-неотличимых состояний перестано-

вочного связного автомата равен единице, то автомат является при-

веденным [16].   

Очевидно, рассматриваемый автомат А является связным пере-

становочным автоматом. Величины  

{ |–1(y)|2n–m, yY\{y`}, |–1(y`)|(2n–m–1)} 

являются мощностями его классов 1-неотличимых состояний. Эти 

числа взаимно просты по условию. Следовательно, полноцикловый 

автомат А является приведенным автоматом (у него нет различных 

неотличимых состояний). Этот факт, очевидно, равносилен тому, что 

периоды его выходных последовательностей равны  = 2n–1, что и 

требовалось доказать. 

 

18.3. Полноцикловый автомат  

 

В данном пункте предметом изучения будут полноцикловые ав-

томаты вида A = (S, Y, , ), |S| = ,   2, : S→S. Функции выхода 

 будут принадлежать некоторому классу функций. Пусть F: SY` – 

произвольное фиксированное сюрьективное отображение S в неко-

торый алфавит Y`, |Y`|  2.  

Изучаемый первый класс (F, m, L), L{1, 2, ...}, m{0, 1, ...} 

выходных функций : SY полноцикловых автоматов определим 

так. Это множество всех функций  : SY, для которых из равенств 

F(s) = F(s`) 

(s) = (s`) 

(s) = (s`) 

..................... 

(ms) = (ms`) 

вытекает равенство 

F(m+Ls) = F(m+Ls`). 

Обозначим через A(s1) = Q = y1, y2, ... выходную последователь-

ность автомата A = (S, Y, , ), отвечающую его начальному состо-

янию s1S (yj = (j–1s1, j{1, 2, ...}), а через W обозначим период 

этой последовательности. Введем вспомогательный автомат A`(S, 

Y`, , F). Напомним, что  – заданное ранее полноцикловое преобра-
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зование S. Через A`(s1) = Q` = y`1, y`2, ... обозначим выходную по-

следовательность автомата А` для s1S, а через ` – ее период. 

Теорема 2.  Пусть (F, m, L), m  0, L  1, |Y`|  2, `  d, 

 = max НОК(1, 2, ..., L+m), 

где максимум наименьшего общего кратного берется по всем воз-

можным значениям j{1, ..., |Y`|}, j{1, ..., L+m}. 

Тогда  

( )

d
W

L m



. 

Доказательство. Доказательство основано на приводимых ни-

же леммах. 

Лемма 1. Пусть ` – период последовательности 

Q` = y`1, y`2, ..., y`jY`; 
L
jr  – период выборочной последовательности шага L, L  1 

y`j, y`j+L, y`j+2L, ... 

R(L) – период последовательности L-грамм 

y^1, y^2, y^3, ..., y^j = y`(j–1)L+1, y`(j–1)L+2, ..., y`jL, j{1, 2, ...}. 

Тогда 

НОК(`, L)=L  R(L), 

где  L L
1 2( ) НОК(r , ,..., )LLR L r r . 

Доказательство. Ясно, что L L
1 2( ) НОК(r , ,..., )LLR L r r , `|LR(L), 

LLR(L), откуда вытекает,  

НОК(`,L)|LR (L). 

С другой стороны,  
1

`| ( ( `, ))НОК L
L

  , 

следовательно,  

` |( ( `, ))L НОК L  . 

Доказательство завершено. 

Лемма 2. Пусть (F, m, L), m  0, L  1, |Y`|  2,  

(`, L+m) = k, НОК(k, W) = L, 
L
jr  – период подпоследовательности y`j, y`j+L, y`j+2L, ... последова-

тельности y`j, y`j+1, y`j+2, ...; y`j = j–1s1. Тогда L
jr |`, все элементы y`j, 

y`j+L, ..., y`M различны (M = j+( L
jr –1)L), L

jr   |Y`|, L
jr = L

j kr  , j{1, 2, ...}, 
L
j {1,..., }( `, ) НОК(r ) j kНОК L L   . 

Доказательство. Для любых целых j  1, k  0 имеем 

(sj) = (sj+kW) 
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(sj+1) = (sj+1+kW) 

............................ 

(sj+m) = (sj+m+kW). 

Для каждого j(0){1, 2, ...} через С(j(0)) обозначим произволь-

ное натуральное число, при котором  

F(sj(0)) = F(sj(0)+LC(j(0))). 

Тогда из определения множества (F, m, L) вытекает 

F(sj(0)+L+m) = F(sj(0)+LC(j(0))+L+m), 

и итеративно получаем для любого целого с  0 

F(sj(0)+с(L+m)) = F(sj(0)+LC(j(0))+с(L+m)). 

Используя (`, L+m) = k, для любого целого j  0 легко полу-

чить 

F(sj(0)+jk) = F(sj(0)+jk+LC(j(0))). 

Для {1, ..., k} положим 

( ) min( ( ), ( ), ( 2 ),...)m T T k T k      , 

где T(+pk) есть минимальное натуральное число, при котором  

F(s+pk) = F(s+pk+LT(+pk)). 

Из доказанного выше имеем 

F(s+pk) = F(s+pk+Lm()), {1, ..., k}, p{0, 1, ...}. 

Используя это равенство и определение периода L
pkr   последова-

тельности  

F(s+pk), F(s+pk+L), ..., F(s+pk+jL), ..., 

получаем | ( )L
pkr m  . Из определения величины m() имеем 

m()  Т(+pk), p{0, 1, ...}. 

Очевидно,  

Т(+pk)  |Y`|, Т(+pk)  L
pkr  , p{0, 1, ...}. 

Следовательно,  

m() = L
pkr  , p{0, 1, ...}, m() | `, m()  |Y`|. 

Используя лемму 1 и указанную связь величин L
pkr  , m(), полу-

чаем 

НОК(`, L) = LНОК {1,..., )( )Lj j Lr  = LНОК(m()){1, .., k). 

Лемма доказана. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы 2. По лемме 2 

имеем 

D  ` НОК(`, L) = L НОК {1,..., )( )Lj j kr    kW  (L+m)W. 
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Откуда  

( )

d
W

L m



. 

Доказательство теоремы завершено. 

Из доказательств леммы 2 и теоремы 2 непосредственно выте-

кает  

Теорема 3. При выполнении условий леммы 2 
`

*
W

k




 . 

Здесь 

* = maxНОК(1, 2, ..., k), 

где максимум берется по всем j{1, ..., |Y`|}, j – делители `, 

j{1, ..., k}. 

Следствие 2. При выполнении условий леммы 2 и дополни-

тельных условий: ` = |S|, k = 1 справедливы соотношения 

|S| = W 1
Wr , 1

Wr  = W
jr , j{1, 2, ...}, 1

Wr   |Y`|. 

Перейдем к рассмотрению второго класса выходных функций 

полноциклового автомата A = (S, Y, , ), |S| = ,   2. 

Пусть Y`` – некоторый алфавит,  Y`Y``, : Y`Y`Y`` – отоб-

ражение, обладающее свойством: при любом y`1Y` и любых y`2, 

y`3 из Y`, y`2  y`3 

( y`1, y`2)  ( y`1, y`3), 

то есть  представимо в виде 

( y`1, y`2) = 
1` 2( ` )y y , 

где 
1 1` ` `( )y y Y   – инъективные отображения Y` в Y``. 

Будем говорить, что периодическая последовательность 

y`1,y`2, ..., y`j, ..., y`jY` 

удовлетворяет введенному отображению , если для любого j 

(y`1, y`2) = (y`j, y`j+1). 

Очевидно, что такая последовательность на своем периоде r со-

держит ровно r различных элементов из Y`.  

Среди всех периодических последовательностей элементов Y`, 

удовлетворяющих , выберем k периодических последовательно-

стей так, чтобы наименьшее общее кратное их периодов было мак-

симальным. Обозначим эту величину через `(k), а через `(Y`) 

обозначим наименьшее общее кратное периодов всех периодиче-

ских последовательностей элементов Y`, удовлетворяющих . 
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Пусть, как и ранее, F: SY`, |Y`|  2. Второй изучаемый класс 

(, F, m, L) выходных функций полноциклового автомата A = (S, 

Y, , ), |S| = ,   2 определим так. Это функции : SY, для ко-

торых из условия  

(s) = (s`) 

(s) = (s`) 

..................... 

(ms) = (ms`) 

вытекает равенство  

(F(s), F(s`)) = (F(m+Ls), F(m+Ls`)). 

Теорема 4. Пусть W – период выходной последовательности y1, 

y2, ... полноциклового автомата А = (S, Y, , ), |S| = ,   2, (, 

F, m, L); ` – период выходной последовательности y`1, y`2, ...  ав-

томата А` = (S, Y, , F); k = (L+m, `). Тогда 

1) для любых с(1), с(2){0, 1, ...} 

(y`j, y`j+Wc(1)) = (y`j+kc(2), y`j+k(c(2)+Wc(1)); 

2) 
` `

`( ) ( ) `(Y`)
W

k k L m

 

 
 


. 

Доказательство. Положим N=НОК(k,W). Аналогично доказа-

тельству леммы 2 легко показывается, что при с(1), с(2) справедливо 

равенство 

(y`j, y`j+c(1)W) = (y`j+kc(2), y`j+kc(2)+Wc(1)), 

и, следовательно, для любого j 

(y`j, y`j+N) = (y`j+N, y`j+2N). 

Очевидно, последовательность  

y`j, y`j+N, ..., y`j+cN, ... 

удовлетворяет  и, по определению величины `(k), 

{1,... }( ) `( )N
j j kНОК r k  . 

Используя лемму 2, получаем 

НОК(`, N) = {1,... }( )Nj j kN НОК r    N`(k)  N`(Y`) 

и 

`  НОК(`, N)  N`(k)  N`(Y`). 

Следовательно,  
` `

`( ) ( ) `( `)
W

k k L m Y

 

 
 


. 

Доказательство теоремы завершено. 

Приведем одно из возможных применений утверждения теоре-

мы 4. Пусть P = x(1), x(2), ... – периодическая последовательность 
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периода , x(j)X, Y` = {Пx: xX} – множество подстановок неко-

торой степени. Мы пишем, что {Пx: xX} – множество, в частности, 

Пx  Пx` при x  x`. Будем предполагать также, что подстановки из 

Y` коммутируют: ПxПx` = Пx`Пx, x, x`X. Положим 

sj = x(j), x(j+1), ..., x(), x(+1), ..., x(+j–1); S = {s1, s2, ..., s}; 

Ф1(sj) = Пx(j)  Пx(j+1)  ...  Пx(j+L–1); T: sjsj+1, j{1, ..., –1}, ss1, 

где L  2, (L, ) = 1. Таким образом, нами определен автомат A = (S, 

Y, T, Ф1), где Y = <{Пx: xX}> – группа, порожденная подстанов-

ками {Пx: xX}. 

Возможное применение теоремы 4 состоит в возможности 

оценки периода W последовательности 

Ф1(s1), Ф1(s2), ... = y1, y2, ...  

Очевидно, что из условия 

Пx(j)  Пx(j+1)  ...  Пx(j+L–1) = Пx(p)  Пx(p+1)  ...  Пx(p+L-1), 

Пx(j+1)  Пx(j+2)  ...  Пx(j+L) = Пx(p+1)  Пx(p+2)  ...  Пx(p+L) 

следует 
-1 -1

x(j) x(p) x(j L) x(p L)П П П П  . 

Положим 

F(sj) = Пx(j), j{1, ..., };  (Пx, Пx`)=
1
`x xП П . 

Таким образом, Ф1(, F, 1, L–1). Заметим, что 

` = , (L, `) = k = 1, N = НОК(k, W) = W. 

По теореме 4 получаем  
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) Пx j x j W x j с x j W сП П П П 

     ,   c{0, 1, ...}, 

где П – некоторая подстановка. 

Пусть 
W
jr – период последовательности 

Пx(j), Пx(j+W), Пx(j+2W), ... , j{1, 2, ...}. 

Очевидно, что W
jr |. Заметим, что  

(Пx(j)  Пx(j+1)  ...  Пx(j+L–1))(Пx(j+W)  Пx(j+1+W)  ...  Пx(j+L–1+W))–1 = E, 

где Е – тождественная подстановка. Откуда получаем: ПL = Е. Сле-

довательно, W
jr |L. Так как (, L) = 1, то W

jr = 1. По лемме 2 

НОК(, W) = 1
Wr = W. 

Таким образом, определено значение W, а именно: W = .  

Случай (L, ) = d  1, d  L рассматриваетcя аналогично с помощью 

рассмотрения d-грамм последовательности P = x(1), x(2), ... в каче-

стве нового алфавита X.   

Практически доказан более общий результат, формулировка 

которого не вызывает затруднений. Дело в том, что была использо-
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вана лишь абелевость группы <{Пx: xX}> и ее операция () в этой 

конечной группе. Таким образом, из приведенного результата легко 

непосредственно вытекает следующее утверждение. Пусть P = x(1), 

x(2), ... – периодическая последовательность элементов конечного 

поля (+) – аддитивная операция поля,  – период последовательно-

сти P. Тогда период последовательности   

Ф1(s1), Ф1(s2), ..., 

где  

Ф1(sj) = x(j)+x(j+1)+...+ x(j+L–1), j{1, 2, ...}, (L, ) = 1, L  2, 

равен . 

 

18.4. Обратимый автомат 

 

Назовем автомат А = (X, S, Y, h, f), |X| = |Y|, h: XSS, f: 

SXY  обратимым, если ограничения fs: {s}XY отображения f 

биективны при любом sS. 

Теорема 5. Пусть А = (X, S, Y, h, f), |X| = |Y| – обратимый авто-

мат,  – период его входной последовательности P, T = k – период 

периодической последовательности состояний АМ(s, P), отвечающей 

входу P и начальному состоянию s, W – период выходной последо-

вательности А(s, P) автомата А. Тогда  

| |

k
W

S


 . 

Доказательство. Рассмотрим вспомогательный автомат  

А–1 = (Y, S, X, h^, f^), который назовем обратным к автомату А. 

Здесь У, X – соответственно входной  и выходной алфавит автомата 

А–1:  

h^(y, s) = 1( , ( ))sh s f y , f^(s, y) = 1( )sf y , sS, yY. 

Обратный автомат является обратимым автоматом и обладает 

свойством: если 

А(s, x1, x2, ..., xc) = y1, y2, ..., yc, c{1, 2, ...}, 

то 

А–1(s, y1, y2, ..., yc) = x1, x2, ..., xc, 

АM(s, x1, x2, ..., xc) = 1
1 2( , , ,... )M сA s y y y . 

Рассмотрим последовательности P, AМ(s, P), A(s, P) периодов , 

T, W соответственно. Для произвольного автомата А справедливо 
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W|НОК(,T). Следовательно, используя условие T = k, имеем 

W|k. Поэтому период T последовательности  1( , ( , ))MA s А s P  =  

= AМ(s, P) кратен W с коэффициентом кратности k`  |S|, то есть  

T = k`W, откуда следует утверждение теоремы 

` | |

k k
W

k S

 
  . 

 

18.5. Обобщенный узел выборки  

 

Через X  обозначим некий алфавит, xX, а через X – множе-

ство всех бесконечных последовательностей алфавита X. Нас будут 

интересовать периодические последовательности из X. Множество 

всех чисто периодических последовательностей из X обозначим 

через X
п.  

Определение 2. Обобщенным  узлом выборки шага H (ОУВ 

шага H), H{1, 2, ...} с параметром (k1, k2, ..., km; H), m H, kj{1, 2, 

..., H}, k1 < k2 <, ..., < km назовем устройство, реализующее отобра-

жение : XX вида 

(x1, x2, ...) = x(k1), x(k2), ..., x(km), x(H+k1), x(H+k2), ..., x(H+km), ..., 

(jH+k1), x(jH+k2), ..., x(jH+km), ... 

Далее мы сохраняем обозначение  для его ограничения  на 

начальных словах x(1), x(2), ..., x(L) бесконечной последовательно-

сти x(1), x(2), ...   

Для введенного устройства ОУВ рассмотрим вектор ((1), (2), 

..., (H)) из F2
H, F2 = {0, 1}, где j = 1, j{1, ..., H} тогда и только то-

гда, когда j{k1, k2, ..., km}. Очевидно, такой вектор однозначно 

определяет ОУВ c параметром  (k1, k2, ..., km; H). Рассмотрим вспо-

могательную двоичную последовательность 

(1), (2), ..., (H), (1), (2), ..., (H), (1), (2), ..., (H), ...       (20) 

Элементы данной последовательности повторяются через H 

шагов. Поэтому период  этой последовательности является делите-

лем величины H. Далее мы рассматриваем только так называемые 

«приведенные» ОУВ шага H, то есть ОУВ, для которых период по-

следовательности (20) совпадает с H. 

Теорема 6. Пусть x(1), x(2), ... – периодическая входная после-

довательность периода  устройства ОУВ с параметром. Тогда пе-

риод W выходной последовательности ОУВ ((x(1), x(2), ...) = x`(1), 

x`(2), ... является делителем величины  
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( , )НОК H
m

H


. 

Если дополнительно (H, ) = 1, то период W кратен , W = c, 

где cm. 

Если выполнено еще одно дополнительное условие:   > 3H–2, 

то W = m. 

Доказательство. Для заданного ОУВ рассмотрим двух компо-

нентную последовательность 
(1), (2),...

(1), (2),...

x x

 
,                                              (21) 

где (1), (2), ...  – вспомогательная периодическая последователь-

ность периода H, соответствующая параметру (k1, k2, ..., km; H). 

Напомним, что здесь для j  m: 

(j) = 1 при j{k1, k2, ..., km} и (j) = 0 в противном случае. 

Период последовательности (21) равен N = НОК(, H), так как 

мы рассматриваем приведенный обобщенный узел выборки. В связи 

с чем для отображения , соответствующего ОУВ, при любом K 

(x(1), x(2), ..., x(N)) = (x(1+KN), x(2), ..., x(N+KN). 

При этом число элементов |(x(1), x(2), ..., x(N))| в выходном 

слове (x(1), x(2), ..., x(N)) ОУВ равно величине 
. . .( , )НОК N

m
H


. 

Поэтому период W выходной последовательности ОУВ 

ОУВ(x(1), x(2), ...) = x`(1), x`(2), ... 

делит величину 
. . .( , )НОК N

m
H


. 

Предположим теперь, что выполнено первое дополнительное 

условие теоремы: (H, ) = 1. Имеем W|H. Выборочная последова-

тельность x(k1), x(k1+H), x(k1+2H), ... последовательности x(1), x(2), ... 

совпадает с выборочной последовательностью x`(1), x`(1+m), 

x`(1+2m), ...  выходной последовательности (x(1), x(2), ...) ОУВ и пе-

риод первой из них есть , так как (, H) = 1. В связи с чем период 

второй последовательности равен . Следовательно, период W после-

довательности (x(1), x(2), ...) кратен , то есть W = с, c{1, 2, ..., 

m}, c|m.  
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Для завершения доказательства теоремы осталось показать, что 

при выполнении всех ее условий в случае m  2 обязательно c = m. 

Пусть m  2. Имеем 

x`(j) = x`(j+cm), j{1, 2, ...}. 

 Возможны два случая: 

1) m|c, c = qm; 

2) m не делит c, c = qm+R, 0 < R < m. 

Предположим сначала, что имеет место второй случай. Рас-

смотрим индексы j вида j = c`m+R`, 1  R`  m, c{0, 1, ...}, а c 

представим в виде с = qm+R, R < m, R  0. Для любого c` имеем 

основное равенство 

x`(c`m+R`) = x`(c`m+R`+qm+R). 

Для записи последнего равенства в обозначениях исходной по-

следовательности используем следующие вспомогательные обозна-

чения: 

(R`+R, m) = 0, если R`+R  m, 

(R`+R, m) = 1, если R`+R > m; 

величина k(R`+R, m) определена равенством 

m(R`+R, m)+ k(R`+R, m) = R`+R. 

Заметим, что 1  k(R`+R, m)  m. 

По определению последовательности (x(1), x(2), ...) основное 

равенство можно записать в виде 

x(c`H+kR`) = x(c`H+qH+H(R`+R, m)+ k(R`+R, m)). 

Так как (H, ) = 1, то отсюда вытекает следующая система ра-

венств 

x(kR`+j) = x(qH+H( R`+R, m)+ k(R`+R, m)+j, j{0, 1, ...}.      (22) 

Следовательно,  

 | qH+H(R`+R, m)+ k(R`+R, m) – kR` 

при любом R`{1, ..., m}. В частности, для произвольных r, r` из {1, 

..., m}, m  2 имеем 

 | (H(r+R, m)+ k(r+R, m) – kr – (H(r`+R, m)+ k(r`+R, m) – kr`)). 

По условию,  > 3H–2, поэтому при любых r, r` из {1, ..., m} из 

этого факта следует  

H(r+R, m)+k(r+R, m) – kr = H(r`+R, m)+ k(r`+R, m) – kr`. 

В частности,  имеем систему равенств 

H(R+1, m)+ k(R+1 ,m) – k1 = H(R+j, m)+ k(R+j, m) – kj, j{1, ..., m}. 

Обозначим последнюю величину через t. Из данной системы ра-

венств вытекает, что период вспомогательной последовательности 
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(1), (2), ..., соответствующей параметру (k1, k2, ..., km; H) ОУВ, делит 

t,  причем (R+1, m)=0, так как R < m. Поэтому t = k(R+1, m) – k1, от-

куда 

t < H. 

Следовательно, рассматриваемый обобщенный узел выборки не 

является приведенным. Полученное противоречие говорит о том, 

что возможен только первый случай: m|c, то есть R = 0. Из систе-

мы равенств (22) получаем, что при любом j  

x(kR+j) = x(qH+kR+j),   R{1, ..., m}. 

Поэтому период W = c делит величину qH, но (, H) = 1, откуда 

получаем |q. Используя эти факты и равенство с = qm,  где с  m, 

получаем c = m. Доказательство теоремы завершено. 
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Глава 19. КЛАССЫ АВТОМАТОВ С ГАРАНТИРОВАННЫМИ  

ПАРАМЕТРАМИ ПОДПЕРИОДА ВЫХОДНЫХ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ  

 

Введено понятие подпериода периодической последовательно-

сти, отражающее наличие в последовательности подряд повторяю-

щихся мультиграмм. Доказаны оценки параметров подпериодов вы-

ходных последовательностей для автоматов Медведева и класса не-

автономных автоматов, выходные последовательности которых 

имеют вид: y1, y2, ..., yj, ..., yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), L  2, : XLY, X 

– входной алфавит,Y – выходной алфавит, xjX, yjY, j{1, 2, ...}.  

Как ранее отмечалось, в науке и технике (и, в частности, в раз-

личных системах обеспечения безопасности) широко применяются 

генераторы псевдослучайных последовательностей [14]. Так, 

например, эти генераторы используются в синхронных поточных 

криптосхемах.  

Одно из требований к этим генераторам состоит в том, что по-

следовательность вырабатываемая генератором должна иметь 

большой период.  

Другое, не менее важное, требование состоит в том, что в 

управляющей гамме должны отсутствовать простые аналитические 

зависимости между близко расположенными знаками. В числе тео-

ретико-автоматных терминов этой главы был приведен вариант од-

ной возможной формализации качественного понятия простых ана-

литических зависимостей между близко расположенными знаками 

последовательности, состоящей в введении понятия подпериода 

изучаемой последовательности, отражающего наличие в последова-

тельности подряд идущих повторяющихся мультиграмм. 

Доказываются оценки параметров подпериодов выходных по-

следовательностей для автоматов Медведева, класса неавтономных 

автоматов, моделируемых так называемыми кодирующими устрой-

ствами с конечной памятью [7], и класса обратимых автоматов. (Ос-

новные результаты, описанные в данной главе, были сформулиро-

ваны в [7].) 

 

19.1. Основные обозначения  

и понятие подпериода последовательности 

 

Напомним необходимые нам понятия: 

 A = (X, S, Y, h, f) – конечный автомат с  | X |  2, |Y|  2. 
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 АМ(s, P) = s1, s2, …, sj, … – последовательность состояний 

автомата А, отвечающая его входной последовательности Р и 

начальному состоянию s = s1 из S; 

 для входного слова P = x(1), x(2), …, x(j) …,  и начального 

состояния  sS  автомата sj = hx(j–1)...hx(1)s1, yj = fj hx(j–1)...hx(1)s1; 

 A = (X, S, Y, h, Е) = (X, S, Y, (hx)xX, E) – автомат Медведева, 

Y = S, выходная функция E: SS является тождественным отобра-

жением S в S. Выходная последовательность такого автомата совпа-

дает с его последовательностью состояний. 

Под периодической последовательностью элементов конечного 

алфавита Y в данном разделе понимается чисто периодическая по-

следовательность y1, y2, ..., yj, ...: существует d, при котором yj = yj+d, 

j{1, 2, ...}. Под периодом последовательности понимается ее ми-

нимальный период.  

Для периодической последовательности Q = y1, y2, ..., yj, ... по-

ложим Qj = yj, yj+1, yj+2, ..., в частности, Q1 = Q. Через Qj]m обозначим 

m-грамму   

yj, yj+1, ..., yj+m–1, 

стоящую в Q на j-м месте. 

Определение 1. Периодическая последовательность Q = y1,  

y2, ... элементов конечного алфавита Y, |Y|  2 периода W имеет 

подпериод t кратности k, если найдется j{1, ..., W}, при котором 

слово Qj]W = yj, yj+1, ..., yj+W–1 представимо в виде следующей конка-

тенации слов 

Qj]W = , ,..., ,y y y y , 

где yYt, y  = yj, yj+1, ..., yj+t–1, yYW–kt, y= yj+kt, yj+kt+1, ..., yj+W–1, при-

чем k  2, а y  возможно и пустое слово, Y0 =  .  

Возвращаясь к требованиям к генераторам псевдослучайных 

последовательностей, следует отметить, что представляют интерес 

оценки не величины t подпериода кратности k, а оценки величины 

kt, адекватно отражающей длину перекрытий в поточных шифрах 

[13]. Отметим также, что получение оценок вида kt  C может быть 

использовано для получения оценки подпериода t заданной после-

довательности 
2

C C
t

k
  .  

Обращаем внимание на то обстоятельство, что подпериод и его 

кратность заданной периодической последовательности определены 

неоднозначно. Очевидно и обобщение данного понятия на случай 
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смешанно периодических последовательностей и на случай непери-

одических последовательностей. 

 

19.2. Автомат Медведева 

 

Определение 2. Состояние s автомата A = (X, S, Y, h, f) называ-

ется внутренне автономным состоянием относительно множества 

MXt, если при любом j{1, ..., t} для любой пары слов P = x(1), 

x(2), ..., x(t),  P` = x`(1), x`(2), ..., x`(t) из M 

hx(j)hx(j–1)...hx(1)s = hx`(j)hx`(j–1)...hx`(1)s. 

Через A<s> = (X, Ss, Y, h, f) обозначим связную компоненту ав-

томата A, порожденную состоянием sS. 

Теорема 1. Пусть A = (X, S, Y, h, Е) – автомат Медведева, A(s, 

P) = Q = y1, y2, ... – периодическая выходная последовательность ав-

томата A периода W и подпериода t кратности k, отвечающая 

начальному состоянию sS и входной периодической последова-

тельности P = x(1), x(2), ...  периода . Тогда найдутся s`Ss  и j{1, 

..., }, при которых: 

1) состояние s` внутренне автономно относительно следующе-

го множества t-грамм 

] , {0,1,...}
j t H

k
tP





 

  
 

  
 

  
, 

где 
k

 
 
 

 – целая часть числа 
k


, H = W–kt; 

2) состояние s` внутренне автономно относительно последова-

тельностей Рj](k–1)t и Рj+t](k–1)t. 

Доказательство теоремы проведем с помощью вспомогатель-

ного утверждения, представляющего самостоятельный интерес. 

Обозначим через Mt(P1) – множество t-грамм последовательности P1 

вида 

Pj]t = x(j), x(j+1), ..., x(j+t–1), j{1, 2,...}, 

аналогично для A(s, P1) = Q1 = y1, y2, ... 

Mt(Q1) = {Qj]t, j{1, 2, ...}. 

Пусть  = (P1, s, t) – бинарное отношение на Mt(P1) Mt(Q1): 

(x`(1), x`(2), ..., x`(t))(y`1, y`2, ..., y`t) 

тогда и только тогда, когда существует j{1, 2, ...}, при котором  

(x(j), x(j+1), ..., x(j+t–1))=(x`(1), x`(2), ..., x`(t)), 
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(yj, yj+1, ..., yj+t–1) = (y`1, y`2, ..., y`t). 

Через –1(y`1, y`2, ..., y`t) обозначим прообраз элемента (y`1, y`2, 

..., y`t) отношения .  

Рассмотрим еще одно бинарное отношение A<s> на XtYt, по-

ложив 

(x`(1), x`(2), ..., x`(t)) A<s>(y`1, y`2, ..., y`t), 

тогда и только тогда, когда найдется s`Ss, при котором 

A(s`, x`(1), x`(2), ..., x`(t)) = y`1, y`2, ...,y`t. 

Определение 1. Множество слов МXt назовем неотличимым 

множеством слов относительно A<s>, если найдется слово (y`1, y`2, 

..., y`t)Yt, при котором  

M 1
A s 

  (y`1, y`2, ..., y`t). 

Лемма 1. Пусть P1 = x(1), x(2), ... – периодическая входная по-

следовательность периода  автомата A; A(s, P1) = Q1 = y1, y2, ... – 

периодическая выходная последовательность периода W = kt+H и 

подпериода t кратности k. Тогда найдется j{1, 2, ..., W},  при кото-

ром: 

1) множество t-грамм 

M(s, P1) = ] , {0,1,...}
j t H

k
tP





 

  
 

  
 

  

 

неотличимо относительно A<s>, в частности, следующее множество 

слов неотличимо относительно A<s>: 
(1)

] , {0,1,...}
сn

j cd H
k

tP с
 

  
 

  
 

  

, 

где d=(t,), а натуральное число n(1) определяется из условия: 

найдется натуральное число n(2), при котором   tn(1) – n(2) = d; 

2) слова  Рj](k–1)t и Рj+t](k–1)t  неотличимы относительно A<s>. 

Доказательство. Выберем j, при котором 

Qj]W = , ,..., ,y y y y , 

где yYt, y  = yj, yj+1, ..., yj+t–1, yYH, y  = yj+kt, yj+kt+1, ..., yj+W–1. Тогда 

при любом {0, 1, ...} 

Qj]t = 
t

k ]
j H

tQ



 

  
  . 

Следовательно, 
t

k ]
j H

tP y





 

  
  . 

Воспользовавшись включением 
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–1(yi, yi+1, ..., yi+t–1)  1
A s 

 
(yi, yi+1, ..., yi+t–1), i{1, 2, ...}, 

заключаем, что множество слов M(s, P1) неотличимо относительно 

A<s>. Полагая теперь  = сn(1), c{0, 1, ...}, заключаем, что множе-

ство   
(1)

t
kk ] , n(1), c {0,1,...} ] ,  c {0,1,...}

cn
j cd Hj H

t tP c P





  

     
   

     
      

      

, 

являясь подмножеством множества M(s, P1) также неотличимо от-

носительно A<s>.  

Пункт 2 леммы доказывается аналогично. 

Утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает из опреде-

лений 2, 3 и леммы 1. 

Говорят, что автомат A не имеет параллельных дуг на контурах, 

если для всех состояний s графа переходов автомата A, лежащих на 

контурах графа, выполняется неравенство 

h(x, s)  h(x`, s) 

при любых x, x` из X, x  x`. 

Назовем степенью различимости R(P) периодической последо-

вательности P = x(1), x(2), ... минимальное число r, такое, что все  

r-граммы последовательности P, взятые на ее периоде, различны. 

Следствие 1. Пусть A = (X, S, Y, h, Е) – автомат Медведева; A(s, 

P) = Q = y1, y2,... – периодическая выходная последовательность авто-

мата A периода W и подпериода t кратности k, отвечающая начально-

му состоянию sS и входной периодической последовательности P = 

x(1), x(2), ...  периода , t < ; автомат A<s> не имеет параллельных 

дуг на контурах. Тогда  

Kt  2R(P). 

Доказательство. По теореме 1 найдутся j{1, ..., } и s`Ss, 

которое внутренне автономно относительно  (k–1)t-грамм Рj](k–1)t и 

Рj+t](k–1)t. Так как A<s> не имеет параллельных дуг на контурах, то 

Рj](k–1)t–1=Рj+t](k–1)t–1. 

По условию t <  , поэтому 

(k–1)t–1<R(P). 

В частности, при k = 2 

t  R(P) и  kt  2R(P). 

При k  3 

kt–2 < 2(k–1)t–2 < 2R(P), 

или  

kt  2R(P). 

Следствие доказано. 
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Рассмотрим один из возможных примеров применения след-

ствия 1. Пусть автомат A1 моделирует получение линейной рекур-

рентной последовательности максимального периода qn – 1 над по-

лем из q элементов, а перестановочный автомат A2 моделирует 

функционирование регистра сдвига с обратной связью [13. –  

С. 208]. Рассмотрим последовательное соединение B = A1A2  

(рис. 17). 

 

 
 

Рис. 17 

 

автоматов A1 и A2. Если Q = s1, s2, ... – последовательность состоя-

ний автомата A2, отвечающая некоторому начальному состоянию 

автомата B, имеющая подпериод t кратности k, то по следствию 1 

заключаем: либо t кратно qn – 1, либо kt  2n, в частности, t  n. 

 

19.3. Кодирующее устройство с конечной памятью  

(проходная линия задержки с функцией усложнения) 

 

Пусть X, Y – конечные множества, |X|  2, |Y|  2, : XLY, 

L{2, 3, ...}. Рассматриваемая задача состоит в получении оценок 

параметров подпериода W последовательности y1, y2, ..., yj, ...,  

yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), j{1, 2, ...} 

для заданной периодической последовательности P = x1, x2, ... со 

степенью различимости R(P). Устройство, перерабатывающее вход-

ную последовательность по указанному закону, называют кодиру-

ющим устройством с конечной памятью и без обратной связи [20].  

Функцию  называют сильно k-равновероятной [31], если при 

любом наборе y1, y2, ..., yk из Yk  система уравнений 

(x1, x2, ..., xL) = y1 

(x2, x3, ..., xL+1) = y2 

............................... 

(xk, xk+1, ..., xk+L–1) = yk 

имеет ровно  
1| |

| |

k L

k

X

Y

 

 решений. Если функция сильно k-равно- 

вероятна при любом k, то ее называют сильно равновероятной. 

A1 A2 
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Теорема 1. Пусть L  2, : XLY – сильно k-равновероятная 

функция, k+L–1  R(P),  где R(P) – степень различимости периоди-

ческой последовательности  P = x1, x2, ... периода . Тогда при k  t 

справедлива следующая оценка кратности k(0) 
1| |

(0)
| |

k L

k

X
k

Y

 

  

подпериода t последовательности y1, y2, ..., yj, ..., yj = (xj, xj+1, ..., 

xj+L–1), j{1, 2, ...}. 

Доказательство. Пусть W – период последовательность  Q = 

Q1 = y1, y2, ..., yj, ... По условию найдется j{1, ..., W},  при котором 

Qj]W = , ,..., ,y y y y , 

где yYt, y  = yj, yj+1, ..., yj+t–1, yYW-tk(0), причем k  2. Очевидно, 

слова вида  

Pj+ct]k+L–1, c{0,1,...,k(0)-1} 

длины k+L–1 являются решениями системы уравнений 

(x1, x2, ..., xL) = yj 

(x2, x3, ..., xL+1) = yj+1 

............................... 

(xk, xk+1, ..., xk+L–1) = yj+k-1 

при k  t, причем указанные слова различны в силу условий теоре-

мы: k+L–1  R(P), кроме того, W|. Число решений выписанной си-

стемы уравнений относительно xiX равно величине 
1| |

| |

k L

k

X

Y

 

, так 

как функция  сильно k-равновероятна. В связи с указанными об-

стоятельствами должно выполняться неравенство 
1| |

(0)
| |

k L

k

X
k

Y

 

 . 

Замечание 1. При использовании доказанной теоремы полезно 

иметь в виду, что сильно k-равновероятная функция является и 

сильно k`-равновероятной при любом k`  k. Утверждение данной 

теоремы при t > k > R(P)–L+1 дает верхнюю оценку k(0), при из-

вестной нижней оценке R(P)–L+1 подпериода t последовательности 

Q = y1, y2, ..., yj, ..., yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1), j{1, 2, ...}. Из нее выте-

кает, что при k = t и  
1| |

(0)
| |

t L

t

X
k

Y
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справедлива верхняя оценка t < R(P)–L+1 подпериода t последова-

тельности Q. 

Рассмотрим частный класс проходных линий задержек с функ-

цией усложнения. Для m  2, L  2 обозначим через (m, L) множе-

ство всех отображений : XLY, для которых из равенств 

x1 = x`1 

(x1, x2, ...,xL) = (x`1, x`2, ..., x`L) 

(x2, x3, ..., xL, xL+1) = (x`2, x`3, ..., x`L, x`L+1) 

................................................................... 

(xm-1,xm,...,xm+L-2)= (x`m-1,x`m,...,x`m+L–2) 

для (xm–1, xm, ..., xm+L–2)Xm+L–2, (x`m–1, x`m, ..., x`m+L–2)Xm+L–2  

вытекает 

xm+L–2 = x`m+L–2. 

Заметим, что при m = 3, (L, ) = 1, а  

yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1) = x(j)  x(j+1)  ...  x(j+L–1), 

где {x: SS, xX} совокупность биекций множества S, выбороч-

ная последовательность y1, y1+L, ... представляет собой последова-

тельность шифрующих преобразований поточной шифрсистемы [14. 

– С. 243]. 

Теорема 3. Пусть (m, L), m  2, L  2, L` = m+L–3,  R =  

= R(P(L)) – степень различимости выборочной последовательности  

P(L) = x1+L`, x1+2L`, ..., x1+iL`, ... 

периодической последовательности P = P1 = x1, x2, ... периода  эле-

ментов алфавита X, |X|  2,  t – подпериод последовательности  

Q = y1, y2, ..., yj = (xj, xj+1, ..., xj+L–1) 

кратности k(0),  k(0)  |X|+1, а W – ее период, причем (L`, ) = 1.  

Тогда    

tk(0)  |X|t + L`(R–1), 

в частности, 

t  L`(R–1). 

Доказательство. По условию найдется j{1, ..., W}, при кото-

ром Qj]W имеет вид 

Qj]W = , ,..., ,y y y y , 

где yYt, y  = yj, yj+1, ..., yj+t–1, yYW-tk(0). Так как k(0)  |X|+1, то 

найдутся с(1), с(2), 0  с(1) < c(2)  |X|, для которых  

xj+tc(1) = xj+tc(2). 

Предположим, что утверждение теоремы не выполняется, то 

есть  
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tk(0)  |X|t+L`(R–1)+1. 

Тогда при M = R–1 имеем 

j+tc(2)+ML`  j+t(k(0)–1)+t–1. 

Так как (m, L), то из этих фактов следует 

xj+tc(1)+cL` = xj+tc(2)+cL` 

при любом с{0, ..., M}. Заметим, что по условию (L`, ) = 1,  в свя-

зи с чем (M+1)-граммы P(L`)j+tc(1)]M+1, P(L`)j+tc(2)]M+1 принадлежат по-

следовательности P(L`). Используя теперь равенство M+1 = R, за-

ключаем 

P(L`)j+tc(1)]M+1 = P(L`)j+tc(2)]M+1, 

и периоды этих последовательностей равны , откуда вытекает, что 

|t(c(2) – с(1)), причем 

t(c(2) – с(1))  t|X| < tk(0)  W. 

С другой стороны, как легко видеть, что W|. Полученное про-

тиворечие завершает доказательство теоремы. 

Замечание 2. Для линейной рекуррентной последовательности 

P = x1, x2, ... максимального периода qn–1 при  L` = m+L–3, (L`,  

qn–1) = 1 справедливо равенство R(P(L`)) = n. При фиксации t 

утверждение теоремы 3 дает верхнюю оценку величины tk(0), а 

вместе с ней и оценку k(0). Фиксируя же нижнюю оценку c(0) вели-

чины k(o), мы получаем верхнюю оценку подпериода t. Последняя 

ситуация представляет интерес при применении методов анализа  

поточных шифрсистем,  основанных на перекрытиях последова-

тельностей номеров шифрующих преобразований [13. – С. 243]. 

 

19.4. Обратимые автоматы 

 

Напомним, что автомат А = (X, S, Y, h, f), |X| = |Y|, h: XS  S, 

f: SXY является обратимым, если ограничения fs: {s}X  Y 

отображения f биективны при любом sS. 

Теорема 5. Пусть А = (X, S, Y, h, f), |X| = |Y| – обратимый авто-

мат,  – период его входной последовательности P, t – подпериод 

кратности k(0) периодической выходной  последовательности А(s, 

P), отвечающей входу P и начальному состоянию s, причем  t < 
| |S


. 

Тогда либо t меньше степени различимости R(P) последовательно-

сти P, либо k(0)  |S|. 

Доказательство. Пусть W – период последовательности A(s, P) 

= Q1 = y1,y2, ... Положим s = s1, P = P1 = x1, x2, ..., AM(s1, P1) = s1, s2, ... – 
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последовательность состояний автомата, отвечающая начальному 

состоянию s1 и входной последовательности P. 

По условию, найдется j,  при котором  

Qj]W = , ,..., ,y y y y , 

где yYt, y= yj, yj+1, ..., yj+t–1, yYW–tk(0). 

Предположим, что t  R(P), k(0) > |S|. В наборе состояний 

(sj+kt, k{0, 1, ..., k(0)}) 

в силу k(0) > |S| найдутся одинаковые состояния. Пусть это будут 

состояния sj+tr(1), sj+tr(2), r(2) > r(1), причем r(2) – r(1)  |S|. Тогда 

начальные отрезки длины t выходных последовательностей  

А(sj+tr(1), Pj+tr(1)), А(sj+tr(2), Pj+tr(2)) 

совпадают. Из этих фактов и определения обратимого автомата сле-

дует равенство начальных отрезков длины t последовательностей  

Pj+tr(1), Pj+tr(2), 

а так как, по предположению, t  R(P), то 

Pj+tr(1) = Pj+tr(2). 

Следовательно, | t(r(2) – r(1)), откуда вытекает 

  t|S|, 

что противоречит условию теоремы.  
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Глава 20. О ПЕРИОДИЧНОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

СОСТОЯНИЙ АВТОМАТА, ОТВЕЧАЮЩЕЙ ЕГО  

НАЧАЛЬНОМУ СОСТОЯНИЮ И ВХОДНОЙ  

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ.  

ПРИБЛИЖЕННЫЕ ПЕРИОДЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

СОСТОЯНИЙ АВТОМАТА  

 

Для интуитивного понятия почти периодичности последователь-

ности элементов конечного алфавита введена его формализация – ме-

ра приближенного периода этой последовательности. Получена 

нижняя оценка меры приближенного периода последовательности 

состояний автомата, отвечающей его начальному состоянию и 

входной периодической последовательности. На основании этой 

оценки для автоматов, моделирующих функционирование реги-

стров сдвига, получены оценки снизу мер приближенных периодов 

их выходных последовательностей. 

 

20.1. Введение, вспомогательные обозначения,  

понятия и результаты  

 

Напомним, что основным результатом по оценке снизу перио-

дов выходных последовательностей конечных автоматов, отвечаю-

щих их начальным состояниям и входным периодическим последо-

вательностям является теорема 2.2. работы [33], состоящая в том, 

что минимальный период W выходной последовательности автома-

та не превосходит величины k, где k – число состояний автомата, а 

 – минимальный период входной последовательности. В [13] и [20] 

приведены утверждения, суть которых состоит в том, что W являет-

ся делителем числа k` при некотором k`  k.     

Известно, что в связи с необходимой простотой реализации 

шифров и достижения высоких скоростей шифрования наибольшее 

распространение получили поточные многоалфавитные шифры. 

При реализации таких шифров выделяют два блока: управляющий 

блок и шифрующий блок. Управляющий блок вырабатывает после-

довательность номеров шифрующих преобразований – управляю-

щую гамму. Шифрующий блок осуществляет алгоритм зашифрова-

ния. Качество шифрующего блока в значительной степени зависит 

от качества управляющей гаммы. Одно из важнейших требований к 

управляющему блоку состоит в том, что период управляющей гам-
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мы должен превышать максимально возможную длину открытых 

сообщений, подлежащих шифрованию. 

В связи с большой сложностью проблемы нижней оценки пери-

одов выходных последовательностей конечных автоматов при за-

данных начальном состоянии и входной периодической последова-

тельности естественным подходом к ее удовлетворительному реше-

нию является выделение тех или иных классов автоматов в качестве 

объектов исследований. Например, ряд работ посвящен вопросам 

периодичности выходных последовательностей линейных автоном-

ных автоматов, в частности, в этом классе выделяются работы, в ко-

торых указываются способы построения линейных рекуррентных 

последовательностей максимального периода в разнообразных ал-

гебраических структурах. В настоящей работе используется другой 

подход к решению поставленной проблемы, заключающейся в 

предварительном решении промежуточной задачи – оценки снизу 

периода последовательности состояний автомата, отвечающей его 

начальному состоянию и входной периодической последовательно-

сти. Эта задача решается в работе в более общей постановке, а 

именно речь идет об оценке характеристик почти периодичности 

последовательностей состояний конечных автоматов.  

Для периодической последовательности  периода  элементов 

конечного алфавита X вводится понятие меры (, d) приближен-

ного периода d. Качественно (, d) трактуется как минимальная 

часть знаков последовательности , которые необходимо изменить 

для получения из  последовательности периода d. 

Основным результатом является теорема 1, дающая нижние 

оценки мер приближенных периодов последовательности состояний 

автомата, отвечающей его начальному состоянию и входной перио-

дической последовательности. Следствие 1 дает нижние оценки пе-

риодов этих последовательностей. В следствии 2 указываются ниж-

ние оценки мер приближенных периодов выходной последователь-

ности регистра сдвига, отвечающей его начальному состоянию и 

входной периодической последовательности. Используются резуль-

таты, опубликованные в [8]. 

Положим: 

 A = (X, S, Y, h, f) – конечный автомат, |X|  2, |Y|  2; 

 N –  множество натуральных чисел, No = No; 

 X* – множество всех слов в алфавите X;   
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 пX
  – множество всех смешанно-периодических последова-

тельностей в алфавите X. Последовательность  из пX
  называется 

чисто-периодической, если длина L ее предпериода равна нулю. 

Под периодом последовательности  здесь и далее будет понимать-

ся ее минимальный период. 

 ,п WX  – множество всех последовательностей из пX
  периода 

W; 

 АМ(s,) = s1, s2, …, sj, … – последовательность состояний 

автомата А; 

 для   = x1, x2, …, xj, … и sS   

1 1
...

jj x xs h h s


 , 
jj x jy f s , s1 = s; 

 (, `) – расстояние Хемминга между словами , ` оди-

наковой длины из X*;  

 k(, `) – расстояние Хемминга между начальными слова-

ми длины k последовательностей , ` из пX
 ; 

  (, `) – наибольший общий делитель чисел , `; 

  [, `] – наименьшее общее кратное чисел , `; 

 D|  – D делит ; 

  – знак существует. 

Для  = x1, x2, …, xj, … из Xп
 положим:  

j = xj, xj+1, …; 1 = ; j]k = xj, xj+1, …, xj+k–1 ; 

COD() = {xX:  jN, xj = x}. 

 Последнюю величину мы называем содержанием последова-

тельности . Если понимать под последовательностью  элемен-

тов алфавита X отображение : NX, то содержание  равно обра-

зу множества N.  

Пусть , ` – произвольные последовательности из пX
  с дли-

нами подходов L, L` и периодами , ` соответственно. Легко дока-

зывается следующее утверждение. 

Утверждение 1. При k предел  

lim
1

(
k

k , `) 

существует и равен величине 

(, `) = 
1

[ , `] 
[,`](max(L,L` )+1), `max(L,L` )+1). 

Данное утверждение является частным случаем следствия 1 ра-

боты [11]. 
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Определение 1. Приближенным периодом последовательности 

 пI
  называется любое число W из N. Величина (, W) = inf(, 

`), где нижняя грань берется по всем последовательностям 

` ,n WX , называется мерой приближенного периода W (мерой при-

ближения приближенного периода W) последовательности .  

Из утверждения 1 следует, что величина (,`) определена 

периодическими частями k, `k последовательностей , ` при  

k  max(L, L`)+1. Мощность множества всех чисто периодических 

последовательностей периода W элементов алфавита X конечна.  

Поэтому inf(, `) = min(, `). 

Пусть N` – конечное подмножество N.  

Определение 2. Наилучшей мерой приближения приближен-

ных периодов из множества N` последовательности   называется 

величина  min(, W`), где минимум берется по всем W`N`.  

Определение 3. Наилучшим приближенным периодом W среди 

периодов из N` последовательности  называется минимальное 

число WN`, при котором  

(, W) =  min(, W`), W`N`.  

Определение 4. Наилучшей приближенной последовательно-

стью НПП(, , `
` `

п W
W N

X



) из множества  , `
` `

п W
W N

X



 к последовательно-

сти  называется произвольная последовательность ` , `
` `

п W
W N

X



, 

для которой  

(, `) = 
` `

min
W N

(, W`). 

Для формулировки приводимых ниже вспомогательных утвер-

ждений введем дополнительные обозначения.  

Для чисто периодической последовательности  = x1, x2, … из  

,пX 

 , D|  и j1,D  обозначим через  j(x) – частоту встречаемости 

символа x  слове  

xj, xj+D, …, xj+TD, T = ( 1)
D


 , 

а через X(j) –  множество всех xX, для которых j(x) = max
i X

j(x). 

Отметим, что |X(j)|  1. 

Через (, D) обозначим множество всех последовательностей 

`` = x``1,x``2,… вида: 

x``j = x``j+D,  jN, 
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x``kX(k), k1,D . 

Последние соотношения определяют `` однозначно лишь в 

случае |X(k)| = 1, k1,D . Очевидно, что  COD(``)COD() для лю-

бой последовательности `` из (, D), а период каждой последо-

вательности из (, D) является делителем числа D. 

Лемма 1. Для  ,пX 

 , ` , `пX 

 , D = (, `) величина (, ``) 

не зависит от выбора `` из (, D) и  

1) (,``)  (,`), 

2) (,``)(,`). 

Доказательство. Из утверждения 1 следует, что для доказа-

тельства леммы 1 достаточно доказать ее для чисто-периодических 

последовательностей , `. Пусть , ` – чисто-периодические  по-

следовательности. 

При (,`) =  утверждение леммы очевидно, так как множе-

ство (, D) состоит из последовательности `` = . 

Пусть (, `) = D  ,  = x1, x2, …, ` = x`1, x`2, … По утвер-

ждению 1 имеем 

(, `) = [ , `]

1
( , `)

[ , `]
 

 
  

[ , `]

1

1
( , ` )

[ , `]
j j

j

x x
 


  

 = 

= 

[ , `]
1

` `

j `
1 0

1
(x` , )

[ , `]
j k

j k

x

 

 


 





 

  . 

Заметим, что 
[ , `]

1 1
` D

  


   , а слова xj, xj+`, …, xj+C`, xj, xj+D, …, 

xj+CD , где С = 1
D


 , получаются друг из друга перестановкой симво-

лов, в связи с чем справедливо равенство 

1

`
0

( ` , )
D

j j k
k

x x











  = 
1

0

( ` , )
D

j j kD
k

x x











 . 

Поэтому 

(, `) = 
1

`

j
1 0

1
(x` , )

[ , `]

D

j kD
j k

x






 





 

   = 

`
1 1

D

j mD
1 0 0

1
(x` , )

[ , `]

D D

j kD
j m k

x

 


 

 

 

  

   . 

 

Для произвольной последовательности ``= x1``, x2``, … из 

(, D) имеем 
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(, ``) = 
( , ``)



 
 = 

=  [ , `]( , ``)

[ , `]

 

 

 
 =  

1
`

j
1 0

1
(x ``, )

[ , `]

D

j kD
j k

x






 





 

   = 

= 

`
1 1

D

j mD
1 0 0

1
(x ``, )

[ , `]

D D

j kD
j m k

x

 


 

 

 

  

   . 

Из этого равенства, во-первых, вытекает независимость значения 

(, ``) от выбора `` из (, D) и, во-вторых, то, что при любых 

j1,D , m
`

0, 1
D


  справедливо неравенство 

1 1

0 0

( ``, ) ( ` , )
D D

j md j kD j md j kD
k k

x x x x

 

 

 

   

 

  . 

Следовательно, (, ``)   (, `). Откуда получаем неравен-

ство (, ``) (, `). Лемма 1 доказана. 

Утверждение 2. Пусть  ,пX 

 , `N. Наилучшая мера при-

ближения  
d`: d` | `
min


(,d`) приближенных периодов из множества {d`: 

d`|`} последовательности  равна величине (, ``), где 

``(, D) при D = (, `). 

Доказательство. Пусть 
d`: d` | `
min


(, d`) = (, d`o), а  ` =  

= НПП(, 
о, `п dX ) – наилучшая  приближенная последовательность из 

множества 
о, `п dX
 к последовательности . Тогда (, `) = (, d`o).  

По лемме 1 заключаем, что найдется ``(, Do), периода d``, 

d``|Do, Do = (d`o, ), для которой (, ``)(, `). Так как Do|`,  

то d``|`. Из определения (, d`o) и предыдущего неравенства по-

лучаем   

(, ``) = (, d`o) = (, `). 

Очевидно, что (, d`o) является наилучшей мерой приближе-

ния приближенных периодов и из множества {d`: d`|D} последова-

тельности .  

Откуда вытекает, что `` (,D). 

 

 

 



274 

 

20.2. Нижние оценки мер приближенных периодов  

последовательностей состояний автомата, отвечающих  

его начальным состояниям и входным смешанно- 

периодическим последовательностям 

 

Пусть  = x1, x2, … – входная смешанно-периодическая после-

довательность автомата A = (X, S, Y, h, f), а  – бинарное отноше-

ние эквивалентности  на СОД() удовлетворяющее условию: про-

извольные элементы x, x` из разных классов эквивалентности тако-

вы, что  частичные функции переходов hx, hx` автомата А не имеют 

общих переходов, то есть hxs hx`s при любом sS. Класс эквива-

лентности отношения , содержащий элемент x, обозначим через 

(x). 

Теорема 1. Пусть   = x1, x2, … – входная смешанно-

периодическая последовательность автомата  А, () = (x1),  

(x2), … – соответствующая ей последовательность периода () 

классов эквивалентности отношения  на СОД(); АМ(s, ) – после-

довательность состояний автомата А, отвечающая его начальному 

состоянию sS и входной последовательности ; ` – приближен-

ный период последовательности АМ(s, ) с мерой приближения 

(АМ(s, ), `), причем (`, ()) = t ().  Тогда 

( АМ(s, ), `)  
1

2 : |
min
d d t

((),d). 

Доказательство. Пусть НПП(АМ(s, ), , `пX 

 ) = s`1, s`2, … – 

наилучшая приближенная последовательность периода ` из множе-

ства , `пX 

  к последовательности АМ(s, ) = s1, s2, …  периода ,  s = s1. 

Определим вспомогательные последовательности 

(АМ(s, ))2 = s1s2, s2s3, …, sjsj+1, …, 

(НПП (АМ(s, ), , `пX 

 ))2 = s`1s`2, s`2s`3, …, s`js`j+1, …   

Очевидно, периоды этих последовательностей равны , ` соот-

ветственно. Непосредственно проверяется, что  

((АМ(s, ))2, `)((АМ(s, ))2, (НПП(АМ(s, ), , `пX 

 ))2)  

 2(АМ(s, ), НПП(АМ(s, ), , `пX 

 )) = 2( АМ(s, ), `). 

По утверждению 2 найдется последовательность Q`` периода 

do`` из (АМ(s, )2, D), D = (, `), для которой  do``|D и выполняются 

соотношения 

((АМ(s, )2, do``) = ((АМ(s, )2, Q``) (( АМ(s, )2, `), 
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Отметим, что СОД(Q``)CОД(( АМ(s, )2)). 

На множестве CОД((АМ(s, )2)) определим функцию F. Для ss` 

из CОД(АМ(s, )2) положим F(ss`) = (x), если  xs = s`. Рассмотрим 

последовательности 

F(( АМ(s, )2)) = F(s1s2), F(s2s3), …, F(sjsj+1), …, 

F(Q``) = (x1``), (x2``), ... 

Очевидно, что F((АМ(s, )2)) = (). Напомним, что период по-

следовательности () равен (). Обозначим через ``() период 

последовательности F(Q``). Ясно, что ``()|do``. Так как ((), `) = 

= t  (), то ((), ``()) = d, где d|t.  

Очевидно, что  

((), F(Q``)(( АМ(s, ))2), Q``). 

Используя утверждение 2, получаем  

: |
min
d d t

((), d) ((), F(Q``).  

Следовательно,  

: |
min
d d t

((), d)((АМ(s, ))2), `)  2(АМ(s, ), `), 

что и требовалось доказать.  

Эффективность теоремы 1 (рамки ее применения) определены 

условием () > 1. Таким образом, для нахождения нижней оценки 

меры приближенного периода последовательности АМ(s, ) состоя-

ний автомата А с помощью теоремы 1 необходимо предварительно 

построить какое либо бинарное отношение типа . В ряде случаев 

удобно сначала пытаться строить бинарное отношение эквивалент-

ности * на СОД() следующим образом. Определяем бинарное от-

ношение  на СОД(): x находится в отношении  с x` тогда и 

только тогда, если найдется sS, при котором hxs = hx`s. В качестве 

* берем транзитивное замыкание отношения . Для повышения 

эффективности теоремы 1 удобно предварительно определить ком-

поненту связности Аs автомата А, содержащую начальное состояние 

s, а затем проверять выполнение условий  теоремы для автомата Аs. 

Следствие 1. Пусть   = x1, x2, … – входная смешанно-

периодическая последовательность автомата А, () = (x1),  

(x2), … – соответствующая ей последовательность периода () 

классов эквивалентности отношения  на СОД(). Тогда период  

последовательности АМ(s, ) состояний автомата А, отвечающей 

его начальному состоянию sS и входной последовательности , 

кратен (). 
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Доказательство. Предположим, что (, ()) = t  (). В ка-

честве приближенного периода ` последовательности АМ(s, ) рас-

смотрим период   последовательности АМ(s, ). Тогда по теореме 1  

(АМ(s, ), )  
1

2
: |

min
d d t

 ((), d) . 

Так как t  (), то очевидно, что правая часть неравенства 

больше нуля. Поэтому (АМ(s, ), ) >0, что противоречит тому, что 

 – период последовательности АМ(s, ). Таким образом,  кратен 

величине (). 

Утверждение следствия 1 позволяет строить автоматы и с гаран-

тированными периодами последовательностей состояний, отвечаю-

щих их начальным состояниям и входным смешанно-периодическим 

последовательностям. Так, в частности, выбор частичных функций 

переходов автомата так, чтобы они попарно не имели общих перехо-

дов, гарантирует кратность периода последовательности его состоя-

ний величине периода входной последовательности при любом его 

начальном состоянии. Этот факт ранее был доказан В. А. Башевым.  

Следующие две леммы, представляющие и самостоятельный 

интерес, являются вспомогательным инструментом для доказатель-

ства иной (чем в теореме 1) нижней оценки меры приближенного 

периода последовательности состояний автомата, отвечающей его 

начальному состоянию и входной смешанно-периодической после-

довательности.  

Лемма 2. Пусть  ,пX 

 , ` , `пX 

 , (, `) =d; L, L` – предперио-

ды последовательностей , `, соответственно; M = max (L, L`).  

Тогда  

(, `) = (M+j, `M+j) = (M+j+cd, `M+j), 

где jN, cNo. 

Доказательство. Так как (, `) = d, то найдутся натуральные 

числа k1, k2, при которых к2`– k1 = d. По утверждению 1 имеем 

(, `) = [ , `]

1

[ , `]
 

 
(М+1, `М+1). 

Очевидно, что при любом jN и сNo справедливы равенства 

[ , `]

1

[ , `]
 

 
(М+1,`М+1)= [ , `]

1

[ , `]
 

 
(М+j,`М+j) = 

= [ , `]

1

[ , `]
 

 
(М+j+ck

2
`,`М+j)= [ , `]

1

[ , `]
 

 
(М+j+ck

1
+сd,`М+j) = 
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= [ , `]

1

[ , `]
 

 
(М+j+сd,`М+j). 

Несложно доказывается следующая лемма 3. 

Лемма 3. Для любых , `, `` пX
  справедливо неравенство 

(,`)+(`, ``)  (, ``). 

На множестве всех чисто-периодических последовательностей 

функция  является метрикой. 

Теорема 2. Пусть Пусть  = x1, x2, … – входная смешанно-

периодическая последовательность автомата  А, () = (x1),  

(x2), … – соответствующая ей последовательность периода () 

классов эквивалентности бинарного отношения  на СОД(); АМ(s, 

) – последовательность периода  состояний автомата A, отвечаю-

щая его начальному состоянию sS и входной последовательности 

; ` – приближенный период последовательности АМ(s, ) с мерой 

приближения (АМ(s, ), `), причем (`, )) = d (). Тогда при 

любом jN 
1

4
(()j, ()j+cd )  (АМ(s, ), `). 

Доказательство. Пусть НПП(АМ(s, ), , `пX 

 ) = s1`, s2`, … – наилуч-

шая приближенная последовательность из множества последователь-

ностей периода ` к последовательности АМ(s, ) = s1, s2, … Обозначим 

через V – максимальную длину из длин подходов последовательностей 

НПП(АМ(s, ), , `пX 

 ) и АМ(s, ). Тогда последовательности (НПП(АМ(s, 

), , `пX 

 ))V+1, (АМ(s, ))V+1 – чисто периодические и первая последова-

тельность является наилучшей приближенной последовательностью 

из множества последовательностей периода ` ко второй последова-

тельности. Пользуясь леммой 2 для jN, cNo, получаем 

(АМ(s,), `) = ((АМ(s, ))V+1, `) = ((АМ(s,))V+1,  

(НПП(АМ(s, ), , `пX 

 ))V+1) = 

= ((АМ(s, ))V+j+cd, (НПП(АМ(s, ), , `пX 

 ))V+j). 

Для с и с` из No по лемме 3 имеем 

((АМ(s, ))V+j+cd, (АМ(s, ))V+j+c`d))   2(АМ(s, )), `). 

Для последовательностей  

(АМ(s, ))V+j+cd  = sV+j+cd, sV+j+cd+1, …, (АМ(s,))V+j+c`d) = sV+j+c`d, 

sV+j+c`d+1,… 

построим вспомогательные последовательности: 

((АМ(s, ))V+j+cd)2 = sV+j+cdsV+j+cd+1, sV+j+cd+1sV+j+cd+2,  …; 
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((АМ(s, ))V+j+c`d)2 = sV+j+c`dsV+j+c`d+1, sV+j+c`d+1sV+j+c`d+2,  … 

и функцию F на СОД(((АМ(s, ))V+j+cd)2), положив  

F(sk, sk+1) = (x), 

если fxsk = sk+1. Из законов функционирования автомата A следует, 

что последовательности  

F((АМ(s, ))V+j+cd)2 = F(sV+j+cdsV+j+cd+1), F(sV+j+cd+1sV+j+cd+2),  … 

F((АМ(s, ))V+j+c`d)2 = F(sV+j+c`dsV+j+c`d+1), F(sV+j+c`d+1sV+j+c`d+2),  … 

равны, соответственно, последовательностям 

()V+j+cd = (x1+j+cd), (x2+j+cd), … 

()V+j+c`d = (x1+j+c`d), (x2+j+c`d), … 

Очевидно, что  

(F((АМ(s, ))V+j+cd)2,F((АМ(s,))V+j+c`d)2)  

 (((АМ(s, ))V+j+cd)2, ((АМ(s,))V+j+c`d)2)  

2 ((АМ(s, ))V+j+cd, (АМ(s, ))V+j+c`d). 

Из полученных оценок вытекает, что  

(()V+j+cd, ()V+j+c`d) 2((АМ(s, ))V+j+cd, (АМ(s, ))V+j+c`d)  

4(АМ(s, )), `). 

Доказательство закончено. 

Теорему 2 можно использовать и для оценки периода  после-

довательности АМ(s, ) состояний автомата А. Анализ доказа-

тельств теорем 1, 2 показывает, что данные в них оценки меры 

(АМ(s, ), `) приближенного периода ` последовательности АМ(s, 

) несравнимы. На практике для получения оптимальной оценки 

следует использовать утверждения обеих теорем. 

 

20.3. Нижние оценки мер приближенных периодов выходных  

последовательностей регистров сдвига, отвечающих  

его начальным состояниям и входным смешанно- 

периодическим последовательностям 

 

Рассмотрим регистр сдвига, то есть автомат А = R(, X) = (X, S, 

Y, (hx)xX, (fx)xX) вида: 

S = Xn, Y = X;  для xX и x(n), x(n–1), …, x(1)Xn 

hx(x(n), x(n–1), …, x(1)) = ((x, x(n), x(n–1), …, x(1)), x(n),  

x(n–1), …, x(2)), 

где  – функция: Xn+1X; fx = , xX, 

(x(n), x(n–1), …, x(1)) = x(k) 

для некоторого k{1, …, n}. 
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Пусть  – входная смешанно-периодическая последователь-

ность автомата А = R(, X).  Период выходной последовательности 

A(s, ) автомата R(, X) совпадает с периодом его последователь-

ности состояний АМ(s, ), в связи с чем, следствие 1, теорема 2 дают 

нижние оценки периода выходной последовательности A(s, ) ав-

томата R(, X).  

Рассмотрим вопрос о связях мер приближенных периодов по-

следовательностей АМ(s, ) и  А(s, ). 

Утверждение 3. Для любого `N справедливо неравенство 

n (А(s, ), `)  (АМ(s, ), `) . 

Доказательство. Без ограничения общности доказательства бу-

дем предполагать, что входная последовательность  и выходная по-

следовательность регистра сдвига A(s, ) = x(k), x(k+1), …, x(k+j), … 

чисто периодические последовательности (см. утверждение 1).  По-

следовательность АМ(s, ) можно записать в виде: 

АМ(s,)=(x(n), x(n–1), …, x(1)), (x(n+1), x(n), …, x(2)), …, (x(n+j), 

…, x(j+1)), … Несовпадение  состояний – слов (x(n+j), …, x(j+1)), 

(x`(n+j), …, x`(j+1)) обуславливается несовпадением их компонент. 

Для последовательности А(s, ) = x(k), x(k+1), …, x(k+j), … и чисто 

периодической последовательности ` = x`(k), x`(k+1), …,  

x`(k+j), … периода ` неравенство x(k+j) x`(k+j) для j  k–1 влечет 

n неравенств: 
(x(k+j), x(k+j–1), …, x(k+j–n+1)) (x`(k+j), x`(k+j–1), …, x`(k+j–n+1)); 

(x(k+j+1), x(k+j), …, x(k+j–n+2)) (x`(k+j+1), x`(k+j), …, x`(k+j–n+2)); 

…………………………………………………………………….. 

(x(k+j+n–1), x(k+j+n–2), …, x(k+j) (x`(k+j+n–1);  

x`(k+j+n–2), …, x`(k+j)). 

 Поэтому для последовательностей A(s, ) периода   и ` пе-

риода ` справедливы соотношения 

n(A(s, ), `) = [ , `]
[ , `]

n
 

 
(A(s, ), `)  [ , `]

1

[ , `]
 

 
(AM(s, ),R()) = 

= ( AM(s, ), R()), 

где  

R(`) = (x`(k), x`(k+1), …, x`(k+n–1)), (x`(k+1), x`(k+2), …, 

x`(k+n)),… 

Имеем 

( AM(s, ), R())  (AM(s, ), `)) . 
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Следовательно, взяв в качестве ` наилучшую приближенную 

последовательность периода ` к A(s, ) получаем требуемое нера-

венство 

n (А(s, ), `) = n(A(s, ),`)  (AM(s, ),R())  (AM(s, ), `). 

Из теорем 1, 2 и утверждения 3 вытекает следствие 2. 

Следствие 2. Пусть  – входная последовательность регистра 

сдвига R(, X), () – соответствующая ей последовательность пе-

риода () классов эквивалентности бинарного отношения  на 

СОД(); W` – приближенный период выходной последовательности 

A(s, ) периода W регистра сдвига R(, X). 

1. Если (W, W`) = d (), то при любых jN и cNo 
1

4
(()j, ()j+cd)(A(s, ), W`). 

2. Если ((), W`) = t () и d – наилучший приближенный 

период последовательности () среди приближенных периодов из 

множества {d`: d|`t}, то  
1

2n
((), d) (A(s, ), W`). 
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Глава 21. ПРИБЛИЖЕННЫЕ ПЕРИОДЫ ВЫХОДНЫХ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ПОЛНОЦИКЛОВОГО  

АВТОМАТА, ПРЕДСТАВИМОГО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМ 

СОЕДИНЕНИЕМ АВТОНОМНОГО АВТОМАТА  

С НЕАВТОНОМНЫМ ПЕРЕСТАНОВОЧНЫМ АВТОМАТОМ  

 

Ниже будут получены нижние оценки мер приближенных пе-

риодов выходных последовательностей полноциклового автомата, 

представимого последовательным соединением автономного авто-

мата с неавтономным перестановочным автоматом.  

В разделе 20 было введено понятие приближенного периода за-

данной периодической последовательности и его меры приближе-

ния. Приведены оценки снизу мер приближенных периодов для по-

следовательности состояний автомата при заданных начальном со-

стоянии и входной периодической последовательности.  

В данной главе объектом изучения являются выходные после-

довательности полноциклового автомата, представимого последова-

тельным соединением автономного автомата с неавтономным пере-

становочным автоматом.  

Используем обозначения: 

 dD – d делит D; 

 (a, b) общий наибольший делитель a и b; 

 [a, b] – наименьшее общее кратное чисел a и b. 

Пусть X – некоторый алфавит, |X|  2, P = x1, x2, ... , P` = x`1,  

x`2, ... – периодические последовательности элементов алфавита X 

периодов , `, соответственно, ρN(P, P`) = ρ(x1, x2, …, xN, x`1, x`2, 

…, x`N) – расстояние в метрике Хэмминга между словами  x1, x2, …, 

xN  и  x`1, x`2, …, x`N  длины N . 

Таким образом,  ρN(P, P`) совпадает с числом таких j{1, ..., N}, 

для которых xj ≠ x`j. Пусть M – множество всех периодических по-

следовательностей элементов из X периода .  

Определение 1. Будем говорить, что периодическая поcледова-

тельность P  периода  имеет приближенный период ` с мерой 

приближения ρ`(P), если  

min ρ[,`](P, P`) = ρ`(P), 

где минимум берется по всем P` из M. 
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21.1. Полноцикловое последовательное соединение автоматов 

 

Пусть B=(T, YB, , ) – автономный автомат с множеством состо-

яний T, выходным алфавитом YB, функцией переходов : TT и 

функцией выхода : TYB, А = (X, S, (hx)xX) – автомат без выхода с 

входным алфавитом X = YB, множеством состояний S, частичными 

функциями переходов (hx)xX, hx: SS для xX. Рассмотрим автомат 

С=(TS, Y, δC, Ф), являющийся последовательным соединением BA 

с выходной функцией Ф автономного автомата B = (T, YB, , ) с не-

автономным автоматом А = (X, S, (hx)xX). Он имеет множество состо-

яний SС=T×S, выходной алфавит Y, функцию перехода δC(t, s) = (δt, 

hλ(t)s) и функцию выхода Ф: T×S →Y. 

Через C(t, s) обозначим выходную последовательность автомата 

A , отвечающую его начальному состоянию (t, s)T×S. Пусть {dj} – 

множество всех таких делителей числа |S1||S2|, которые не являются 

одновременно делителем числа |S1|, то есть 

{dj} = {dj: dj |T||S|, dj не делит |T|}. 

Предположим, что множество {dj}  не пустое, то есть |S| > 1 и  

d0 – минимальный делитель из {dj}. Напомним, что автомат называ-

ют полноцикловым, если он автономный и его граф переходов со-

стоит из единственного цикла, содержащего все состояния. Автомат 

называют перестановочным, если его все частичные функции пере-

ходов биективны. 

Теорема 1. Пусть для автоматов B, A  выполнены условия: 

1) автомат C = BA полноцикловый; 

2) существуют t0T, и s0, s`0S  и  R, N {1, 2, ..., d0}, для кото-

рых 

ρN(C(t0, s0), С(t0, s`0)) ≥ R. 

Пусть (t, s) – произвольное состояние автомата C и ` – при-

ближенный период с мерой ρ`(C(t, s)) < 
2

R
 выходной периодической 

последовательности C(t, s) периода  автомата C. Тогда ` – кратен 

хотя бы одному из делителей множества {dj}. 

Доказательство. Сформулируем сначала вспомогательное оче-

видное утверждение.  

Лемма 1. Автомат С = BA полноцикловый тогда и только то-

гда, когда: 

A1 – полноцикловый автомат; 

A2 – перестановочный автомат и подстановка 
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П1 = hx(|T|)|hx(|T|–1)…hx(2)hx(1), 

построенная с помощью tT и выходной последовательности В(t) = 

x(1), x(2), …, автомата B, полноцикловая. 

Предположим, что каждое dj  из множества {dj} не делит `. То-

гда (`, |T||S|) = d, где d|T|. 

По определению приближенного периода ` последовательно-

сти С(t, s) найдется периодическая последовательность Q = y1, y2, … 

элементов алфавита Y периода `, для которой 

[,`] (C(t , s), Q) = ρ`(C(t, s)). 

Пусть t = t1, s = s1 и 

CM(t1, s1) = (t1, s1), (t2 s2), …, (tj, sj), …– последовательность со-

стояний автомата A,  отвечающая его начальному состоянию (t, s), а 

Q = Q1, Qj = yj, yj+1, ... 

Несложно показывается, что справедливы равенства 

ρ[,`](C(t1, s1), Q1) = ρ[, `](C(tj, sj), Qj) = ρ[, `](C(tj+cd`, sj+cd`), Qj), 

где c{0, 1, 2, …}, d' = (, `). 

Так как |S1||S2|, то d'd. В частности по предположению, за-

ключаем d'|S1|. Поэтому из последнего равенства получаем 

ρ`(C(t, s)) = ρ[, `](C(tj+•|T|, sj+•|S|),Qj) = ρ[, `](C(tj, j
sj), Qj),  

0, 1, 2, …}. 

Здесь учтена полноцикловость автомата B и положено 

Пj = hx(j–1)hx(j)…hx(1)hx(|T|)hx(|T|–1)…hx(j+1)hx(j). 

Очевидно подстановка Пj – подобна полноцикловой подстанов-

ке П1, следовательно, она полноцикловая. Поэтому последние ра-

венства принимают вид 

ρ`(C(t1, s1)) = ρ[, `](C(tj, s), Qj), 

где s – произвольное состояние из S. Из свойств метрики Хэмминга 

заключаем: при любом tT и любых s, s` из S 

ρ[, `](C(t, s), C(t, s`))  2ρ`(C(t1, s1)). 

Предположим сначала, что в качестве ` нами было взято  и 

мера ρ(C(t1, s1)) = 0. Тогда последнее неравенство имеет вид  

ρ(C(t, s), C(t, s`)) = 0 

при любых tT и s, s`S.  Последнее противоречит условию теоре-

мы о том, что R > 0. Таким образом, в частности доказано, что  

кратно хотя бы одному делителю из {dj}. Учитывая это, из послед-

него неравенства получаем 

ρ
d 0

(C(t, s), A(t, s`))  2ρ`(C(t1, s1)) 

при любых tT, s, s`S. 
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Напомним, что условие 2 теоремы говорит о том, что 1  N  d0 

и  

ρN(C(t0, s0), С(t0, s`0)) ≥ R > 0. 

Следовательно, 

R  2ρ`(C(t1, s1)), 

что противоречит условию теоремы    

2ρ`(C(t1, s1)) < 
2

R
. 

Таким образом, предположение о том, что для любое dj из множе-

ства {dj} не делит `, не выполняется, следовательно, ` кратно хотя 

бы одному из чисел множества {dj}. Теорема доказана. 

Из доказательства теоремы 1 вытекает следствие 1. 

Следствие 1. Пусть С = BA – полноцикловый автомат с пе-

риодом выходной последовательности равной |S1||S2|, d – произ-

вольный собственный делитель числа |S1||S2|. Если для некоторого  

L | S1||S2| нашлось v{1, 2, …, 1 2
| || |

d
s s –1} и состояние (t, s)TS, 

для которого 

ρL(C(t, s), C(δ vd
С (t, s))) > R ≥ 0, 

то для любой периодической последовательности Q элементов ал-

фавита Y периода `, (`, |T||S|) = d  и любого начального состояния 

(t, s)  автомата C: 

[|T||S|], `](C(t, s), Q) ≥ 
2

R
. 

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 1 

` ≥ d0, 

в частности,  ≥ d0. 

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополни-

тельно |T| = Pα, α ≥ 1, |S| = P,  Р – простое число. Тогда Рα+1|`, в част-

ности,  = Pα+1. 

Заметим, что при формулировке теоремы 1 и ее следствий не 

было использовано конструктивного, явного задания функции Ф. В 

ряде случаев функция Ф может быть сложной функцией, или же она 

может быть задана неявным образом, например, алгоритмически. 

 

21.2. Полноцикловое последовательное соединение автономного 

автомата с перестановочным  коммутируемым автоматом 

 

Утверждение теоремы 1 для некоторых классов перестановоч-

ных автоматов A и функций Ф допускает следующие уточнения. 
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Напомним, что A = (X, S, (hx)xX) называется коммутируемым 

автоматом, если при любых x, x'X hxhx' = hx'hx. Выберем произ-

вольное состояние t1T полноциклового автомата B = (T, YB, , ), 

YB = X. Тогда при B(t1) = x(1), x(2), …, x(|T|), ... подстановка  

П = hx(|T|)…hx(2)hx(1) не зависит, в силу коммутируемости  A2, от вы-

бора tT. 

Теорема 2. Пусть С = BA полноцикловый автомат с выход-

ной функцией Ф: TSY, причем A – перестановочный коммутиру-

емый автомат, ` – приближенный период с мерой R выходной по-

следовательности C(t, s) периода  автомата C, (t, s)TS. И пусть 

(, `) = D1D2 = d', где D1 = (d`, |T|). Тогда для любых пар состояний 

автомата С вида: (t, s), (t, D2 s), {0, 1, 2, …} 

[,`](C(t, s), C(t, D2 s))  2R. 

Доказательство. Аналогично началу доказательства теоремы  1 

получаем для с{0, 1, 2, …},  j{1, 2, …}, t = t1, s = s1 

R = [,`](C(tj+cd`, sj+cd`), Qj). 

При c = 
1

|T|

D
, {0, 1, 2, …} в обозначениях теоремы I имеем  

R = ρ[,`](C(tj,
j D2

 sj ), Qj). 

Откуда, учитывая, в частности, коммутируемость автомата A, 

полноцикловость B, получаем утверждение теоремы. 

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 2 и дополни-

тельно  

` =  = D1D2, R = 0, D1 = (, |T| ). 

Тогда при любом (t, s)T×S состояния вида (t, •D2s), v{0, 1, 

..., 
2

| |S

D
} неотличимы в автомате C, то есть С(t, •D2s) = С(t, `•D2s), 

v, v`{0, 1, ..., 
2

| |S

D
}. 

 

21.3. Класс функций выхода полноциклового последовательного 

соединения автономного автомата с перестановочным   

коммутируемым автоматом  

 

Ниже дается развитие результатов для функций выхода Ф ав-

томата С = BC из некоторых классов функций. 

Пусть Y`, Y`` – некоторые новые алфавиты и заданы отображе-

ния: 

: T→Y`; 
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: S→Y``; 

F: Y`×Y``→Y, 

причем при любой паре (y`, y)Y`×Y уравнение 

F(y`, y``) = y 

однозначно разрешимо относительно у``Y``. 

Определим вспомогательный автомат Мура A = (X, S, Y``, 

(hx)xX,) и вспомогательный автономный полноцикловый автомат 

A,  = (S, Y``, , ) функциями выхода  и функцией перехода П 

(подстановка П определена в начале раздела 2.1.2). Через A(P, s) 

(A, (s)) будем обозначать выходную последовательность автомата 

A (A, ), отвечающую его входной последовательности P и 

начальному состоянию sS (отвечающую его начальному состоя-

нию sS). Напомним, что автомат A,  называют приведенным, ес-

ли для его любых различных состояний s, s`  

A, (s)  A, (s`). 

Для произвольного делителя D числа |S| и произвольного sS и 

{0, 1, …} определим меру близости ρ
2

( , )
| |

D
S
  выходных последова-

тельностей A, (s), A, (Ds) автомата A,  при начальных состо-

яниях s и ПDs из S. 

ρ
2

( , )
| |

D
S
  = |S|(A, (s), A, (Ds)).  

Обозначим через |S|(D) максимальное значение ρ
2

( , )
| |

D
S
 ,  

{0, 1, …}. 

Легко показывается, что введенные меры близости не зависят 

от выбора sS . 

Теорема 3. Пусть С = BA – полноцикловый автомат, A – 

коммутируемый автомат, функция выхода Ф автомата С имеет вид 

либо 

1) Ф(t, s) = F(t, s), , , F – введены ранее, 

либо 

2) Ф(t, s) = (s).  

Пусть `– приближенный период с мерой R, выходной последо-

вательности C(t, s) периода , автомата C, отвечающей его началь-

ному состоянию (t, s)T×S, причем (, `) = D1D2 = d', где D1 = (d`, 

|T|) . 

Тогда 

[, `]ρ|S|(D2)  2|S|R, 

где параметр ρ|S2|(D2) введен перед теоремой 3. 
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Доказательство. По определению ` и R найдется последова-

тельность Q = 
1

y ,
2

y , … элементов из Y периода `, для которой 

[,`](C(t, s), Q) = R. 
Пусть t = t1, s = s1 и (t1, s1),(t2, s2), …, (tj, sj), ... – последователь-

ность состояний автомата C, отвечающая его начальному состоянию 

(t1, s1). Аналогично началу доказательства теоремы 1 получаем для 

c{0, 1, 2, ...},  j{1, 2, …} 

R = R = [, `](C(tj+cd`, sj+cd`), Qj). 

При c = 
1

|T|

D
 , {0, 1, 2, …},  в обозначениях доказательства 

теоремы I, имеем 

R = [, `](C(tj, П 2
j

D
sj), Qj). 

Из этого равенства получаем при L = [[, `], |T||S|] 

R
L

[ , `] 
 = ρL(C(t1, П 2

1

D
s1), Q1), 

откуда следует 

ρL(C(t1, П 1 2
1

D
s1), C(t1, П 2 2

1

D
s1))  2R

L

[ , `] 
, 1, 2{0, 1, 2, …}. 

Положим B(t1) = P = x1, x2, …, x|Т|, … Используя структуру функции 

Ф, характеризующую однозначную разрешимость уравнения F(y`, 

y``) = y относительно y`` либо то, что Ф = , из последнего неравен-

ства получаем 

RL, = ρL(A(P, s1), A(P, П 2

1
D  s1))  2R

L

[ , `] 
. 

Рассмотрим выборочные подпоследовательности  

A, (sj), A, (П 2D  sj), j{1, 2, …}, 

соответственно, последовательностей A(P, s1), A(P, П 2

1
D  s1). Здесь 

в обозначениях учтена коммутируемость автомата A (Пj = П). 

Имеем 

RL, =
| |

j 1

T



 L

|T|

 (A, (sj), A, (П 2D  sj)). 

По условию теоремы каждое слагаемое при соответствующем 

выборе  принимает одновременно максимальное свое значение 

ρ|S|(D2)
L

|T||S|
. Поэтому  

maxRL, = ρ|S|(D2)  
L|T|

|T||S|


. 

Следовательно, 
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L

|S|
ρ|S|(D2)  2R

L

[ , `] 
 

или 
2| |[ , `] ( )

2|S|

S D  
  R, 

что и требовалось доказать. 

Следствие 5. Пусть выполнены условия теоремы 3 и дополни-

тельно к ним A,  – приведенный автомат. Тогда период  последо-

вательности C(t, s), (t, s)T×S  кратен  |S|. 

Теорема 4. Пусть С = BA – полноцикловый автомат, A – 

коммутируемый, автомат  A,   приведен, период выходной после-

довательности B(t) автомата B равен |T| и выполнено одно из сле-

дующих двух условий: 

1) функция выхода автомата C имеет вид Ф(t, s) = (s),  

2) функция выхода имеет вид Ф(t, s) = F((t), (s)), 

где 

: T→Y`, : S→Y``, F: Y`×Y``→Y, 

причем уравнение F(y', y'') = y  при любой паре (y', y)Y`×Y одно-

значно разрешимо относительно y''Y`` и при  любой паре (y'', 

y)Y``×Y однозначно разрешимо относительно y'Y`. Обозначим 

через Fy' отображение Y``в Y, положив Fy'(y'') = F(y', y''), а через F 1
`y

  – 

обратное к Fy` отображение. Положим для y`1, y`2Y`,  1 2` `y y = F
1

1
`y

  

F
2`y
– отображение Y``в Y``и пусть порядки этих отображений при  

y`1,y`2Y` взаимно просты с |S|.  

Тогда период выходной последовательности C(t, s) автомата A с 

начальным состоянием (t, s) равен |T||S|. 

Доказательство. Пусть  – период выходной последовательно-

сти C(t1, s1) автомата С, а (t1, s1),(t2, s2), ..., (tj, sj), ... – его последова-

тельность состояний. Для любого c{0, 1, 2, …} имеем 

С(t1, s1) = C(s1+c, s1+c) 

или 

F((sj), (Пsj)) = F((sj+c), (Пsj+c))                 (23) 

 при выполнение второго условия теоремы и  

(Пsj) = (Пsj+c), {1, ..., |S|}, j[1, 2…) 

при выполнении первого условия теоремы. В последнем случае, в 

силу приведенности автомата А, П, получаем sj = sj+c, откуда  

 = |T||S|, так как автомат C полноцикловый и период последова-

тельности B(t1) равен |T|. 
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Пусть выполнено второе условие теоремы. Нам достаточно до-

казать, что при любых j и c sj = sj+c, для чего, в свою очередь, в силу 

(23) и приведенности автомата А, П достаточно показать, что 

(tj) = (sj+c)                                         (24) 

при любых j и c. Допустим противное: нашлись j(0) и с(0), при ко-

торых  

(tj(0)) = y`1  (sj(0)+c(0)) = y`2. 

Для этих j(0), с(0) из (23) получаем 

(Пsj(0)) = F
1

1
`y

 F
2`y
(Пsj(0)+c(0)). 

Положим sj(0) = ПL(0)sj(0)+c(0) и перепишем последние равенства в 

виде 

(ПL(0)Пsj(0)+c(0)) =  1 2` `y y (Пsj(0)+c(0)) 

или при любом sS 

(ПL(0)s) =  1 2` `y y ( s), 

так как А, П – полноцикловой автомат. Итерируя, получаем 

при любом k 

ПkL(0) = ( 1 2` `y y )k. 

Пусть k(0) – минимальное k, при котором ( 1 2` `y y )k = . Через 

deg будем обозначать порядок рассматриваемых подстановок. Оче-

видно, что  

k(0)deg 1 2` `y y  и k(0)deg ПL(0), deg ПL(0)|S|. 

Так как по условию (|S|, deg 1 2` `y y ) = 1, то k(0) = 1, откуда име-

ем 

ПL(0) = . 

Теперь, так как A, П – приведенный автомат, то ПL(0)  – тожде-

ственная подстановка, откуда следует 

sj(0) = sj(0)+c(0). 

Подставляя эти состояния в уравнения (23) и учитывая одно-

значную разрешимость этих уравнений, получаем 

(tj(0)) = (tj(0)+c(0)), 

то есть получили требуемое уравнение (24). Теорема 4 полностью 

доказана.  

Замечание. Пусть Y = Y` = Y`` = F2 – поле из двух элементов. 

Тогда для функции F вида F(y`, y``) = y`+y``, отображение 

 1 2` `y y имеет порядок 2, если y`1  y`2, и порядок равен 1, если  

y`1  y`2. Следовательно, условие 1 – порядки отображений  1 2` `y y  
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взаимно просты – в нашем случае принимает вид: число  |S| – нечет-

ное.  

Пусть теперь Y = Y` = Y`` = G – некоторая группа с операцией 

(•) и F имеет вид F(y`, y``) = y`•y``. Тогда условие 1 эквивалентно 

условию (|G|, |S|) = 1.  

 

21.4. Автономное последовательное соединение автоматов  

со свойством принудительного восстановления состояния  

второго автомата 

 

Рассмотрим следующее устройство (рис. 18) со свойством вос-

становления (УСВ), состоящее из автоматов B = (T, Y1, δ, ), A = (X, 

S, Y, (hx)xX, (fx)xX), Y1 = X. УСВ: 

 

 

 

 
 

Рис. 18 

 

Если (t1, s1)T×S – начальное состояние устройства, то после-

довательность его состояний {(tj, sj)}, j[1, 2, …) имеет вид 

(tj, sj) = 

( ,  

( ),          

,h s ) еcли L не делит j,
t jj

 
, если L делит j,

1

t
j

t s
j












 

где L – некоторое фиксированное натуральное число. Выходная по-

следовательность УСВ Q = y1, y2, … при его начальном состоянии 

(t1, s1)T×S имеет вид  

yj = ( )jt jf s . 

Пусть B – полноцикловый автомат. Тогда последовательность 

Q – периодическая, с периодом , делящим величину L|Т|. Для про-

извольной периодической последовательности Q` элементов из Y  

периода ` положим    

(Q, Q`) =  [ , `]
( ,Q`)

[ , `]

Q
 

 


. 

Заметим, что величина   является метрикой на множестве пе-

риодических последовательностей. Рассмотрим множество M = {`: 

 не делит `} периодических последовательностей элементов алфа-

вита Y периодов, не кратных , и величину  

A B 
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Q` M
(Q,Q`)min



. 

Несложно показывается, что данный минимум достигается на 

некоторой последовательности Q^ периода ^. Доказательство 

этого факта содержится в [8]. 

Представляет интерес оценка значения величины (Q, Q^). Для 

получения такой оценки введем необходимые понятия. 

Пусть U = (P(1), P(2), …, P(r)) некоторое семейство слов длины 

L алфавита X, среди которых возможны и одинаковые слова. Обо-

значим через A(P(j), s)   выходное слово длины L автомата A, отве-

чающее входу P(j)XL и начальному состоянию sS.  

Определение 2. Степенью приближенной автономности состо-

яния s автомата A относительно множества U входных слов назовем 

величину  

1, 2,..., Ly y y
min 

LY

 
1

r L
1, 2,..., L

1

(A( (j), ); y y y ) C(s,U)
r

j

P s
L




 , 

а набор y 0
1 , y 0

2 , …, y 0
L ,  на котором достигается данный минимум 

назовем приближенным выходом автомата A2  с состояния s относи-

тельно U. 

Теорема 5. Пусть B – полноцикловый автомат, (L, |T|) = 1, |T| – 

простое число Q = y1, y2, … –  выходная последовательность УСВ 

периода , отвечающая начальному состоянию (t1, s1)T×S; y'  = 

1y , 2y , … последовательность периода ` из множества M, для кото-

рой 
`

min 
Q М

(Q, Q`) = (Q, y' ). Тогда, если ` не кратно |T|, то 

(Q, y' ) = C(s, (B(t)]L)tT), 

где B(t)]L – выходная последовательность длины L автомата B с 

начального состояния tT. 

Доказательство. Имеем |T|L и `, поэтому `|T|L. Так 

как |T| – простое число, то в случае, когда |T| не делит `, получаем 

`L. Учитывая теперь закон функционирования УСВ и факт `|L, 

имеем для  y'  = 1y , 2y , … 

(Q, y' ) = 
( ,y')

| |

| |

Q
T L

T L





 = 

1

| |T L

| | 1

, 1 2 LkL 1 L 1
k 0

(A( (t )] s );y , y ,...y ).
T

B
L








  

Используем теперь условие (L, |T|) = 1, и получаем 



292 

 

(Q, y' ) = 
1

| |T L
, 1 2 LL 1 1 L t` T(A( (t`)] s );y , y ,...y ) C(s ,(B(t`)] ) ).

`
B

L
t T

 

  

С другой стороны, для приближенного выхода y 0
1 , y 0

2 , …,  

y 0
L  = ŷ с состояния s1 относительно набора входных слов (B(t`)]L)t`T, 

можно построить периодическую последовательность Q^ = ŷ , ŷ , …, 

состоящую из слов ŷ  периода dL, для которой, очевидно, (Q, Q^) 

= C(s1, (B(t`)]L)t'T), а по определению, M(Q, y' ), 

(Q, y' )  (Q, Q^). 

Следовательно, 

(Q, y' ) = C(s, (B(t)]L)tT). 
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Глава 22. G-ИЗОПЕРИОД ВЫХОДНОЙ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  

АВТОНОМНОГО ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО  

СОЕДИНЕНИЯ АВТОМАТОВ 

 

В главе вводится и изучается понятие изопериода последова-

тельности. Оценивается изопериод выходной последовательности 

автономного последовательного соединения автоматов. 

С одной стороны, приводимые ниже результаты, характеризу-

ющие G-изопериоды выходных последовательностей автоматов 

указанного в заголовке класса, тесно связаны с известной классиче-

ской проблемой оценки периодов выходных последовательностей 

конечных автоматов, поставленной в книгах по теории автоматов, 

например, авторов Н. Е. Кобринского, Б. А. Трахтенброта и  

В. Б. Кудрявцева, С. В. Алешина, А. С. Подколзина. 

С другой стороны, введение и изучение понятия изопериода 

выходных последовательностей автомата полезно в криптографии. 

Так, одним из требований к синтезу управляющих блоков многоал-

фавитных поточных шифров является  требование того, что в 

управляющей гамме должны отсутствовать простые аналитические 

зависимости между близко расположенными знаками. 

Вводится понятие g-изопериода последовательности, обобща-

ющее понятие периода периодической последовательности.  

Указывается методика расчета численных параметров  

g-изопериода для: последовательности состояний и выходной по-

следовательности конечного автомата при заданных входной после-

довательности и начальном состоянии; для выходной последова-

тельности последовательного соединения полноциклового автомата 

с неавтономным автоматом. (Ниже используются результаты, кото-

рые опубликованы в [5; 37].) 

 

22.1. Основные понятия и предварительные результаты 

 

Напомним некоторые обозначения: (a, b) – общий наибольший 

делитель чисел a, b; [a, b] – наименьшее общее кратное чисел a, b; 

НОК(aj), j{1, ..., d} – наименьшее общее кратное чисел aj,  j{1, ..., 

d}; a|b – a делит b; ordg – порядок элемента g группы. 

Пусть Y – конечный алфавит, |Y|  2,  – бинарное отношение  

на Y. 
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Определение 1. Последовательность Q = y1, y2, ... элементов 

алфавита Y называется -периодической, если существует нату-

ральное число d, при котором yjyj+d для любого j{1, 2, ...}. Число 

d называется -периодом последовательности Q. 

Если в определении 1  – отношение равенства, то Q = y1,  

y2, ...  – периодическая последовательность и минимальное число d с 

указанным свойством является ее периодом. 

В случае, когда  – бинарное отношение на эквивалентности на 

Y, минимальный -период последовательности Q = y1, y2, ... совпа-

дает с периодом последовательности [y1], [y2],..., где [yj] – класс эк-

вивалентности, содержащий элемент yj, j{1, 2, ...}. Если  является 

отображением Y в Y, то последовательность Q = y1, y2, ... будем 

называть -изопериодической, а минимальное число d – ее  

-изопериодом. 

Полнотой (Q) последовательности Q = y1, y2, ... назовем мак-

симальное натуральное число k, если таковое существует, при кото-

ром каждое слово из Yk содержится в Q в качестве k-граммы. Сте-

пенью различимости R(Q) периодической последовательности Q 

назовем минимальное число R, при котором все R-граммы последо-

вательности Q различны. 

Через C(Q) обозначим множество всех элементов yY, содер-

жащихся в Q = y1, y2, ... Множество C(Q) назовем содержанием по-

следовательности Q = y1, y2, ... Отметим, что (Q)  1 тогда и толь-

ко тогда, если C(Q) совпадает с алфавитом Y. Для последовательно-

сти Q = y1, y2, ... через S(C(Q)) обозначим группу всех взаимно од-

нозначных отображений C(Q) в C(Q), через ord – порядок отобра-

жения S(C(Q)). 

Положим  

M(, C(Q)) = {S(C(Q)): ord|}, 

где  – фиксированное натуральное число. Обозначим через E тож-

дественное отображение C(Q) в C(Q). Очевидно, EM(, C(Q)) при 

любых , C(Q). 

Обозначим через D
min минимальный делитель числа , отлич-

ный от единицы. 

Для {1, 2, ...} положим 

C(, C(Q)) = max ord по всем M(, C(Q)).  

Теорема 1. Пусть Q = y1, y2, ... – периодическая последователь-

ность элементов конечного алфавита Y периода . Если W являет-
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ся -изопериодом последовательности Q при некотором отображе-

нии : YY, то:  

а) ограничение  -отображения  на C(Q) является биекцией 

C(Q) в C(Q); 

б)  = dord , где  d = (W, ); 

в) jL
  , 1, ( )j m  , где jL

  – длина  j-го цикла биекции  , m( ) – 

число циклов подстановки  ; 

г) 
( , ( ))

d
C C Q




 , в частности, 

( , ( ))
W

C C Q





 ; 

д) ( )W R Q  , где ( )R Q – степень различимости последовательно-

сти Q; 

е) если дополнительно min ( )D C Q  , то W = , Е  ; 

ж) d является (1)к -изопериодом Q, где к(1) удовлетворяет усло-

вию  

к(1)W – к(2) = d, 

к(1), к(2) – натуральные числа; 

з) W –  h -изопериод выборочной последовательности 

1 1, ,...hy y   шага h  последовательности Q при (h, ) = 1. 

Доказательство. Пусть W = W – -изопериод  последователь-

ности Q. 

Тогда 
[ , ]

[ , ] ( )
W

W
j W jy y y



   , j{1, 2, ...}. 

Отсюда заключаем, что   – биекция С(Q) в C(Q). Обозначим  

через  j    период   последовательности , 2, ,...j j d j dy y y  . Несложно по-

казать, что  

 = d НОК(j), j{1, ..., d}. 

Очевидно, что j  является и  периодом  последовательности  

, ,...j j Wy y   Следовательно, j = L(yj), где L(yj) – длина цикла подста-

новки   , содержащего элемент yj. Заметим также, что число циклов 

  не превосходит d. Из указанных фактов вытекает 

1 2 d ( , ,..., )ord НОК    . 

Таким образом, 

ord  . 

Откуда 

С( ,С(Q))
d




 , 
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И, в частности, 

  
С( ,С(Q))

W



 , 

откуда следует утверждение е). Утверждения д), ж), и) несложно 

доказываются стандартными приемами. Теорема доказана. 

Рассмотрим частные случаи -изопериодичности некоторых 

последовательностей. 

Пусть Y = G, где G – некоторая конечная группа. 

Определение 2. Последовательность Q = y1, y2, ... элементов 

группы G  назовем G-изопериодической слева (справа), если суще-

ствует элемент gG и натуральное и натуральное число Wg, при ко-

торых  

gj W jy gy  ; {1,2, }j , (
gj W jy y g  ; {1,2, }j ). 

Минимальное натуральное число Wg, обладающее указанным 

свойством для данного g, назовем левым (правым) g-изопериодом – 

g-изопериодической слева (справа) последовательности Q. 

Определение 3. Последовательность Q = y1, y2, ... элементов 

группы G назовем двухсторонне G-периодической, если существу-

ют элементы gG, hG и натуральное число Wg, h, при которых  

,g hj W jg gy h  , j{1, 2, ...}. 

Минимальное число Wg, h, обладающее указанным выше свой-

ством для данных g, h назовем двухсторонним (g, h)-изопериодом 

последовательности Q, а Q – двухсторонне (g, h)-изопериодической 

последовательностью. 

Из утверждения теоремы 1 непосредственно вытекают следу-

ющие следствия. 

Следствие 1. Пусть Q = y1, y2, ... – периодическая последова-

тельность элементов конечной группы G периода . Если Wg – ле-

вый (правый) g-изопериод последовательности Q, gG, то  

а)  = dordg, где d = (Wg, ); 

б) 
( , )

gW d
C G




  , где 

:

( , ) max
g G ordg

C G ordg





 ; 

в) если дополнительно (|G|, ) = 1, то 

Wg = , g = e, 

где  e – единица группы G. 
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Следствие 2. Пусть Q = y1, y2, ... – периодическая последова-

тельность элементов конечной группы G периода . Если Wg, h – 

двухсторонний (g, h)-изопериод последовательности Q, то  

а) 
1

, ,( ,..., )
d

g h g h
g gd НОК L L   , где ,( , )g hd W  , и ,

j

g h
gL  – длина биекции 

, :g h g gg h   , g`G, содержащей элемент gj,  j{1, ..., d}; 

б) ,

j

g h
gL |,   , ( , )

j

g h
gL НОК ordg ordh , j{1, ..., d}; 

в) если НОК(ordg,ordh) и  взаимно просты, 

( ( , ), ) 1НОК ordg ordh   , или (|G|, ) = 1, то Wg, h = .  

Определение  4. Минимальное значение -изопериодов перио-

дической последовательности Q = y1, y2, ... при всех возможных 

отображениях  Y в Y назовем изопериодом последовательности Q. 

Аналогично вводятся понятия левого, правого, двухстороннего 

G-изопериода периодической последовательности элементов конеч-

ной группы G. 

Из пункта ж) теоремы 1 вытекает, что изопериод периодиче-

ской последовательности всегда является делителем ее периода. 

Условие е) теоремы 1 гарантирует максимальность изопериода  

W =  периодической последовательности Q = y1, y2, ... периода ; 

условие в) следствия 1 гарантирует максимальность левого и право-

го G-изопериода W =  периодической последовательности Q = y1, 

y2, ..., yjG периода , а условие (|G|, ) = 1 в пункте в) следствия 2 

гарантирует максимальность двухстороннего G-изопериода W =  

последней последовательности. 

Пусть A = (S, Y, h, ) – полноцикловый автомат с множеством 

состояний S, S , |S|  2, выходным алфавитом Y, функцией перехода 

h и функцией выхода . При известном периоде  выходной после-

довательности A(s) = y1, y2, ... автомата A  теорема 1 дает оценки ее 

-изопериода. В случае YG, где G – конечная группа, следствия  

1, 2 дают дополнительные оценки ее левого, правого (g, h)-

изопериода. Так, например, справедливо 

Следствие 3. Пусть A = (S, Y, h, ) – полноцикловый, приве-

денный автомат, |S|  2. 

1. Если : SY – сюръективное отображение и минимальный 

делитель числа |S| больше |Y| (D|S|
min  |Y|), то изопериод выходной 

последовательности A(s) = y1, y2, ... автомата A максимален и равен 

|S|. 
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2. Если YG, где G – конечная группа и (|G|,|S|) = 1, то левый, 

правый, двухсторонний G-изопериоды выходной последовательно-

сти A(s) = y1, y2, ... автомата A максимальны и равны |S|. 

 

22.2. Изопериод последовательности внешнего  

функционирования перестановочного автомата при заданной 

входной периодической последовательности 

 

Пусть A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) – конечный автомат. В дан-

ном пункте работы будем предполагать, что автомат A является пе-

рестановочным, то есть его частичные функции переходов (hx)xX – 

биекции S в S. Через G = <(hx)xX> обозначим группу автомата A, а 

через P = x(1), x(2), ... – периодическую входную последователь-

ность автомата A периода . 

Последовательность A(P) отображений j = fx(j)hx(j–1)...hx(1) S в Y 

A(P) = 1, 2, ..., j, ... = fx(1), fx(2)hx(1), ..., fx(j)hx(j–1)...hx(1), ... 

назовем последовательностью внешнего функционирования авто-

мата A при входной последовательности P. 

Пусть g – произвольный элемент из симметрической группы 

подстановок на множестве S, в частности, g может принадлежать G.  

Под g-изопериодом последовательности A(P) будем понимать 

минимальное натуральное число Wg, если оно существует, при ко-

тором 

gj j Wg   , j{1, 2, ...}. 

Через A(s, P) будем означать выходное слово автомата A соот-

ветствующее входному слову P и начальному состоянию s автома- 

та A. 

Для  формулировки основного результата данного пункта вве-

дем следующее понятие. 

Определение 5. Слова P, P` из Xk называются вероятностно не-

отличимыми в автомате A, если число решений уравнения  

A(s, P) = Q, относительно sS совпадает с числом решений уравне-

ния A(s, P`) = Q  , при любом QYk. 

Вероятность P(Q/P) получения выходного слова Q в автомате A 

при входном слове P и случайном и равновероятном выборе его 

начального состояния sS равна 
( , )

|S|

N Q P
, где N(Q, P) – число реше-

ний относительно sS уравнения A(s, P) = Q. Таким образом, P и P` 
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вероятностно неотличимы в A тогда и только тогда, если  

P(Q/P) = P(Q/P`) при любом QYk.  

Для последовательности P = x(1),  x(2), ... обозначим через Pj  

последовательность x(j), x(j+1), ..., а через Pj]k – начальное слово 

длины k последовательности Pj. 

Теорема 2. Пусть Wg = W – g-изопериод последовательности 

внешнего функционирования A(P) перестановочного автомата A = 

(X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) при входной периодической последователь-

ности P = P1 = x(1), x(2), ... периода , (W, ) = d. Тогда при любом 

k{1, 2, ...} мультиграммы Pj]k Pj+d]k, j{1, 2, ...} последовательно-

сти P вероятностно неотличимы в автомате A. 

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы. Положим 

Пj = hx(j)hx(j–1)...hx(1)hx()hx(–1)...hx(j–1). 

Тогда, при натуральных k(1), k(2) таких, что k(1)W – k(2) = d, 

и c{1, 2, ...} имеем 

fx(j)hx(j–1)...hx(1)g
ck(1) = fx(j+ck(1)W)hx(j+ck(1)W–1)...hx(1) = fx(j+cd)hx(j+cd–1)...hx(1)П

ck(2). 

Следовательно, 

fx(j)hx(j–1)...hx(1)gk(1)П
–k(2) = fx(j+d)hx(j–1+d)...hx(1) 

fx(j+1)hx(j)...hx(1)gk(1)П
–k(2) = fx(j+1+d)hx(j+d) hx(j–1+d)...hx(1) 

………………………………… 

fx(j+k–1)hx(j+k–2)...hx(j)hx(j–1)...hx(1)gk(1)П
–k(2) = fx(j+k–1+d)hx(j+k–2+d)...hx(1) 

Откуда непосредственно следует вероятностная неотличимость 

мультиграмм Pj]k, Pj+d]k. Теорема доказана. 

Через (A, ВН) обозначим максимальное k, если оно существу-

ет, при котором каждая пара слов из Xk вероятностно неотличима 

(ВН) в автомате A. 

Следствие 4. Пусть P – входная периодическая последователь-

ность простого периода  перестановочного автомата A и  

(P)  (A, ВН), тогда любой g-изопериод последовательности A(P) 

кратен . 

 

22.3. Изопериоды полноциклового автомата, представимого  

последовательным соединением двух автоматов 

 

Пусть A1 = (S1, Y1, h, ) – автономный автомат, A1(1s) – выход-

ная последовательность автомата A1 с начального состояния 1sS1; 

A2 = (X, S2, (hx)xX) – неавтономный автомат без выходов, Y1 = X; 

A2(2s, P) –   последовательность состояний автомата A2, отвечающая 
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его начальному состоянию 2sS2 и входной последовательности P. 

Через A = A1
ФA2 обозначим последовательное соединение авто-

мата A1 = (S1, Y1, h, ) с автоматом A2 = (X, S2, (hx)xX). Символ Ф 

обозначает выходную функцию Ф: S1S2Y этого последователь-

ного соединения. Для описания класса рассматриваемых ниже 

функций Ф введем вспомогательные функции, : S1Y`, : S2Y`` 

и F:Y`Y``Y. Будем считать, что функция F инъективна по по-

следней переменной, в связи с чем удобно использовать обозначе-

ние Fy`(y``) = F(y`, y``), (y`, y``)Y`Y`` для отображения Fy` в Y.  

Автомат A2 назовем коммутируемым, если  hxhx` = hx`hx для лю-

бых x, x`X. 

Ниже нам потребуется описание следующего вспомогательного 

автомата  A, П = (S2, П, ) с функцией выходов  и функцией пере-

ходов 
1 1 (2) (1)( ) ( 1)

... x xx S x S
П h h h h


 , где x(1), x(2), ... – выходная последова-

тельность автомата A1 с некоторого его начального состояния. 

Теорема 3. Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат; 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))s s F s s   , 1 2
1 2( , )s s S S  , причем функция F инъективна по 

последней переменной; A1 – полноцикловый приведенный автомат; 

A2 – коммутируемый автомат; период последовательности состоя-

ний A2(2s, P) при P=A1(1s), 1sS1 кратен величине |S1|; для автомата 

A, П = (S2, П, ) выполняется свойство: при фиксированной биекции 

 Y в Y любой -изопериод выходной последовательности A, П(2s) 

автомата A, П  равен |S2| при  1
` `

{ : `, ` }̀y y
F F y y Y  . Тогда -

изопериод   выходной последовательности A(1s, 2s) автомата A ра-

вен  |S1||S2|. 

Докажем теорему с помощью следующей леммы. 

Лемма 1. Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат; 

1 2( , )s s 
1 2( ( ), ( ))F s s  , причем функция F инъективна по послед-

ней переменной; A1 – полноцикловый приведенный автомат; A2 –

коммутируемый автомат. Если W – -изо- 

период выходной последовательности A(1s, 2s) автомата A и W не 

кратен периоду 1
1( )s  последовательности состояний 

1 1
2 1 1 2( , ( ))А s А s автомата A2, то найдутся биекции Fy`, `y

F  алфавита Y`` в 

Y, при которых выходная последовательность 2
, 1( )ПA s  автомата  

A, П -изопериодична с -изопериодом W < |S2|, где 1

`y y
F F 

 . 



301 

 

Доказательство. Пусть W = W – -изопериод последователь-

ности  1 2
1 1( , )A s s  и 1 2 1 2

1 1 2 2( , ),( , ),...s s s s  – последовательность состояний 

автомата A. Для любого j{1, 2, ...} имеем  
1 2 1 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))j W j W j jF s s F s s       . 

Для j = к+p|S1|, (к, p){1, 2, ...} получаем  

1 1

1 2 1 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))к W кк pS W к pS
F s s F s s       

 . 

Из условий леммы следует, что последнее равенство равно-

сильно равенству  

1 1

2 1 2

( ) ( )
( ) ( ( ))

к W к

p p
к W кs s

П s F F П s
 

  




  . 

По условию леммы, период W не кратен периоду последова-

тельности состояний 2 1
1 2, ,...s s  автомата A2. Следовательно, найдется 

к`, при котором 2 2
к W кs s   . В силу полноцикловости автомата A 

отображение П – полноцикловое. Выберем натуральное число  

m = m(к`) исходя из условия: 
2 2m

к W кs П s   , 21 m S  . 

Тогда 

1 1

2 1 2

( ) ( )
( ) ( ( ))

к W к

p m p
к кs s

П s F F П s
 

  
 

 

 , p{0, 1, 2, ...}. 

Следовательно, последовательность A,П(2sк`) – -изо- 

периодическая для 1 1

1

( ) ( )к W кs s
F F
 

 
 

  и ее -изопериод W удовлетво-

ряет неравенствам  

2W m S   . 

Перейдем к доказательству теоремы 3. Из условий теоремы не-

сложно получить, что период последовательности состояний 
2 1

2 1( , ( ))А s А s  автомата A2 равен |S1||S2|. Предположим, что W  |S1||S2|. 

Тогда |S1||S2| не делит W, так как для периодической последова-

тельности всегда ее -изопериод не превосходит ее периода. По 

лемме 1, найдется  1
` `

{ : `, ` }̀y y
F F y y Y  , при котором выходная по-

следовательность полноциклового автомата A, П имеет -изопериод 

W < |S2|, что противоречит условиям теоремы 3. Теорема доказана. 

Отметим, что при  = Е (Е – тождественное отображение Y в Y) 

условия теоремы 3 гарантируют максимальность периода выходной 

последовательности автомата A = A1
ФA2. 

Из теоремы 3 непосредственно вытекает следующее следствие. 

Следствие 5. Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат; 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))s s F s s   , причем функция F(y`, y``) инъективна по по-
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следней переменной; A1 – приведенный автомат; A2 – коммутируе-

мый автомат; период последовательности состояний A2(2s, P) при  

P = A1(1s) кратен |S1|; 2

min ``S
D Y , где 2

min

S
D  – минимальный делитель 

числа 2S , отличный от 1; A, П – приведенный автомат. Тогда изопе-

риод выходной последовательности автомата A = A1
ФA2 равен 

|S1||S2|. 

Рассмотрим частный случай последовательного соединения  

A = A1
ФA2 автономного автомата A1 = (S1, Y1, h, ) и автомата  

A2 = (X, S2, (hx)xX, ) с выходной функцией , Y1 = X, в случае, ко-

гда Ф(1s, 2s) = (2s). 

Теорема 4. Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат;  

A1 – полноцикловый, приведенный автомат; A2 – коммутируемый 

автомат; период последовательности состояний A2(2s, P) при  

P = A1(1s) кратен |S1|. Тогда, если W – -изопериод выходной по-

следовательности автомата A, причем W < |S1||S2|, то выходная по-

следовательность A, П(2s), 2sS2, автомата A, П = (S2, Y, П, )  

-изопериодична и ее -изопериод меньше |S2|. 

Доказательство. Пусть W = W – -изопериод выходной по-

следовательности A(1s1, 2s1) автомата A, а  
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 2 2( , ) ( , ),( , ),...MА s s s s s s  – соответствующая ей последова-

тельность состояний автомата A. 

Имеем  
2 2( ) ( )j W js s   , j{1, 2, ...}, 

2 2( ( )) ( ( ))p p
j W jП s П s   , j{1, 2, ...}, p{0, 1, 2, ...},. 

Так как A1 – приведенный автомат и период последовательно-

сти состояний A2(2s, P) при P = A1(1s) кратен |S1|, то период последо-

вательности AM(1s1, 2s1) равен |S1||S2|.  

По условию, W < |S1||S2|, поэтому найдется j`, при котором 
2 2
j j Ws s   и 

2 2
` `( ( )) ( ( ))p p
j W jП s П s   , p{0, 1, 2, ...}. 

Из условий теоремы вытекает, что П – полноцикловое преобра-

зование, следовательно, найдется m = m(j`), 1 < m < |S2|, при кото-

ром  
2 2

` `( )m
j W js П s  . 

Из предыдущих равенств получаем  
2 2

` `( ( )) ( ( ))p pm
j jП П s П s  , p{0, 1, 2, ...}. 
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Следовательно, -изопериод последовательности A, П(2sj), оче-

видно равный -изопериоду последовательности A, П(2s1), не превос-

ходит m и поэтому меньше |S2|. Теорема доказана. 

Изложенные результаты позволяют строить автономное после-

довательное соединение n автоматов, n  2, с гарантированными 

свойствами, указанными в предыдущих теоремах. Действительно, 

если заданы автономный автомат A1 и коммутируемые автоматы A2, 

..., An, то можно построить сначала автомат A = A1 1ФA2 с выход-

ной функцией Ф1, определенной через функции F1, 1, 1,  либо 

только 1; далее, беря в качестве исходного полноцикловый автомат 

А , можно построить автомат 2

3А А
 , где функция Ф2 определяет-

ся через соответствующие функции F2, 2, 2, либо только через 2 

и так далее. 

 

22.4. Изопериоды последовательного соединения автоматов  

с выходным алфавитом-группой 

 

Рассмотрим еще один частный случай изучаемого последова-

тельного соединения A = A1
ФA2 автоматов A1, A2 с функцией 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))s s F s s   , 

когда Y` = Y`` = Y = G , где G – некоторая конечная группа и 
1 2 1 2( ( ), ( )) ( ) ( )F s s s s     . 

В этом случае наряду с изучением -изопериодичности выход-

ной последовательности A(1s, 2s) автомата A представляет интерес и 

изучение ее левых, правых, двухсторонних G-изо- 

периодов (данные понятия введены в пункте 1). 

Теорема 5. Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат, Y` 

= Y`` = Y = G, |G| > 1, 1 2 1 2( , ) ( ) ( )s s s s    ; A1 – приведенный автомат; 

A2 – коммутируемый автомат; период последовательности состоя-

ний A2(2s, P) при P = A1(1s) кратен |S1|; левый (правый, двухсторон-

ний) G-изопериод последовательности A ,П(2s) автомата A, П равен 

|S2|. Тогда левый (правый,  двухсторонний) G-изопериод выходной 

последовательности  автомата A равен |S1||S2|. 

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказа-

тельству теоремы 3. 

Теорема 6.  Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат;  

A2 – коммутируемый автомат; Y` = Y`` = Y = G, |G| > 1; 
1 2 1 2( , ) ( ) ( )s s s s    ; левый G-изопериод выходной последовательно-

сти автономного автомата (S1, h, Y`, ) равен |S1|, а  левый  



304 

 

G-изопериод выходной последовательности  автомата A, П(S2, Y``, 

П, ) равен |S2|. Тогда левый G-изопериод выходной последователь-

ности  автомата A равен |S1||S2|. 

Доказательство. Пусть W = Wg – левый g-изопериод выходной 

последовательности A(1s1, 2s1) автомата A, а 1 2 1 2
1 1 2 2( , ),( , ),...s s s s – по-

следовательность состояний автомата A , отвечающие его началь-

ному состоянию (1s1, 2s1)S1S2.  

Тогда  
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )j W j W j js s g s s      , j{1, 2, ...}, 

или 
2 1 1 1 2( ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( ))p p

к W к W к кП s s g s П s   

  , к{1, 2, ...}, p{0, 1, ...}. 

Покажем, что 2
1( )s W , где 2

1( )s  – период последовательности 
2 2

1 2, ,...s s , то есть покажем, что 
2 2

к W кs s  , к{1, 2, ...}. 

Из условий теоремы следует, что П – полноцикловая подста-

новка, следовательно, для каждого к{1, 2, ...} найдется натураль-

ное число m = m(к), 1  m  |S2|, при  котором  
2 2( )m

к кs П s . 

Положив 
1 1 1( ( )) ( )к W к кs g s g 

  , 

имеем 
2 2( ( )) ( ( ))p pm

к к кП П s g П s  , к{1, 2, ...}, p{0, 1, 2, ...}. 

По условию G-изопериод последовательности 2 2( ( ), ( ( )),...к кs П s   

равен |S2|. Поэтому  
2 2( )m

к кП s s , кg e , [1,2, )к , 

где e – единица группы G. Таким образом, 
2

1( ) gs W , 

а последнее равенство дает 
1 1( ) ( )к W кs g s   . 

Так как автомат A1 – полноцикловый, то найдется натуральное 

число C, для которого 
1 1( )C

к W кs s  , 11 C S  , к{1, 2, ...}. 

Имеем 
1 1( ( )) ( )C

к W кs g s    , к{1, 2, ...}. 

По условию теоремы, левый G-изопериод последовательности 
1 1

1 2( ), ( ),...s s    равен |S1|, следовательно, С = |S1|, то есть 
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1 1

gк W кs s  , к{1, 2, ...}. 

Поэтому |S1| делит Wg. Итак, 2
1( ) gs W , 1 gS W , следовательно, 

2
1 1( , ( )) gНОК S s W . 

Величина 2
1 1( , ( ))НОК S s  совпадает с |S1||S2|  в силу полноцикло-

вости автомата A. Заключаем, что Wg = |S1||S2|, g = e, e – нейтраль-

ный элемент группы G. Теорема доказана. 

Рассмотрим еще один частный случай последовательного со-

единения A = A1
ФA2 автоматов A1, A2, когда 

Ф(1s, 2s) = (2s), Y`` = Y = G  e. 

Теорема 7. Пусть A = A1
ФA2 – полноцикловый автомат; 

Ф(1s, 2s) = (2s),   Y`` = Y = G e; A1 – полноцикловый, приведенный 

автомат; A2 – коммутируемый автомат; левый G-изопериод выход-

ной последовательности A, П(2s) автомата A, П равен |S2|; период 

последовательности состояний A2(2s, P), P = A1(1s) автомата A2 = (X, 

S2, (hx)xX) равен |S1||S2|. Тогда левый G-изопериод выходной после-

довательности A(1s,2s) автомата A  равен |S1||S2|. 

Доказательство теоремы проводится аналогично доказатель-

ству теоремы 4. 

Замечание. Утверждение теоремы 7 остается справедливым при 

замене использованных в ее условии и утверждении левого  

G-изопериода на правый G-изопериод или на двухсторонний  

G-изопериод. 
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Глава 23. ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ОБОБЩЕННОЙ  

ПЕРИОДИЧНОСТИ ВЫХОДНЫХ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ НЕКОТОРЫХ  

ПОЛНОЦИКЛОВЫХ АВТОМАТОВ С ВЫХОДНЫМ  

АЛФАВИТОМ, ЯВЛЯЮЩИМСЯ ГРУППОЙ 

 

В данной главе вводятся понятия -периода последовательно-

сти элементов конечного алфавита и меры приближенного  

-периода. Доказываются оценки введенных параметров для вы-

ходных последовательностей некоторых полноцикловых автоматов 

с выходным алфавитом, являющимся группой.  

 

23.1. Основные понятия, постановка задачи 

 

Напомним необходимые нам основные обозначения: 

 a b – a делит b; 

(a, b) – общий наибольший делитель а и b; 

[a, b] – наименьшее общее кратное чисел a, b; 

Пусть У – конечный алфавит, |Y|  2,  – бинарное отношение 

на множестве Y. Используем обозначение: yy` – y находится в от-

ношении  с y`. 

Определение 1. Последовательность Q = y(1), y(2), ..., y(j), ... эле-

ментов алфавита Y называется -периодической, если найдется нату-

ральное число d,  при котором для любого j 

y(j)y(j+d).                                             (25) 

Любое такое число d называется -периодом последовательно-

сти Q. 

Последовательность называется периодической, если она удо-

влетворяет определению 1 для бинарного отношения равенства эле-

ментов. Минимальное d в (25) называется ее периодом или мини-

мальным периодом.  

Пусть YП – множество всех периодических последовательно-

стей элементов алфавита Y. На множестве YП можно задать метрику 

, положив для Q = y(1), y(2), ..., y(j), ... и  Q` = y`(1), y`(2), ..., y`(j), 

... из YП 

(Q, Q`) = 
1

lim
k k

k(Q, Q`), 
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где k(Q, Q`) – расстояние Хэмминга между начальными словами 

y(1), y(2), ..., y(k),    y`(1), y`(2), ..., y`(k)) длины k последовательно-

стей Q, Q`. Данный предел существует и он равен величине 
1

[ , `] 
[,`](Q, Q`), 

где , ` – периоды, соответственно, последовательностей Q, Q`. 

Расстояние (Q, Q`) между периодическими последовательностями 

было использовано в [8] для определения меры приближенного пе-

риода d исследуемой периодической последовательности, именно за 

эту меру принималась величина 

(Q,  d) = min (Q, Q`), 

где min брался по всем периодическим последовательностям Q` пери-

ода d. В свою очередь, расстояние  (Q, Q`) легко выводится из опре-

деления меры неотличимости инициальных автоматов (в частном слу-

чае их автономности), введенного в более ранней работе [10]. 

Обозначим через Y(d, )  подмножество всех -периодических 

последовательностей  с -периодом d множества YП.  

Определение 2. Для QYП, натурального числа d, бинарного 

отношения  на Y величина 

(Q, d, ) = inf(Q, Q`), 

где inf берется по всем Q` из Y(d,), называется мерой приближен-

ного -периода d  периодической последовательности Q. 

Анализируемую последовательность Q = y(1), y(2), ..., y(j), ... 

можно представить как последовательность к-грамм последователь-

ности, то есть как последовательность элементов из Yк. Такое пред-

ставление дает дополнительные возможности исследования зависи-

мости символов последовательности с помощью бинарных отноше-

ний на Yк.  

 В [8] были указаны классы автоматов с гарантированной ниж-

ней оценкой меры приближенного периода последовательностей со-

стояний при заданной входной периодической последовательности. 

В случае, когда бинарное отношение  задано отображением, в [4; 

37; 5; 12] приведены оценки снизу -периодов выходных последова-

тельностей полноцикловых автоматов и автоматов, представимых в 

виде последовательного соединения полноциклового автомата с не-

автономным автоматом. Естественным продолжением данных работ 

является получение нижних оценок  -периодичности  выходных по-

следовательностей новых классов автоматов, а также оценок их мер 

приближенных -периодов.  
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Основные результаты данного раздела ранее сформулированы в 

параграфе 2 обзорной работы [12].  

Пусть X – конечный алфавит, |X|  2,  G = <(hx)xX> – конечная 

группа (c операцией умножения), порожденная образующими  

(hx)xX. P = hx(1), hx(2), ..., hx(j), ... – периодическая последовательность 

элементов семейства (hx)xX периода . Ниже предполагается, что 

последовательность P содержит все элементы множества {hx: xX}. 

Отметим, что  мощность |X| семейства (hx)xX элементов G может  

не совпадать с  мощностью |{ hx: xX}| множества {hx: xX}. 

Пусть L, H – натуральные числа, L  2, (, L) = (, H) = 1. Вве-

дем автономный автомат A = (S, G, , f) с множеством состояний 

S = {P1, P2, ..., P}, 

где  Pj = hx(j), hx(j+1), .... для j{1, 2, ...}, в частности, P1 = P, выходным 

алфавитом G, функцией перехода : SS, (Pj) = Pj+1, j{1, ..., –1}, 

(P) = P1, функцией выхода f: SG, f(Pj) = hx(j+L–1)  ...  hx(j+1)  hx(j). Вы-

ходная последовательность A(P1) автомата A, отвечающая его 

начальному состоянию P1 имеет вид  

A(P1) = y(1), y(2), ..., y(j), ..., 

где y(j) = f(Pj) = hx(j+L–1)  ...  hx(j+1)  hx(j).      

Через АH обозначим H-тую степень автомата А:  

АH = (S, G, H, f). 

Тогда выходная последовательность АH(P1) автомата АH, отве-

чающая начальному состоянию P1S, имеет вид 

АH(P1) = y(1), y(1+H), ..., y(1+jH), ...  

Решаемая задача состоит в расчете возможных значений -

периодов выходной последовательности АH(P1) автомата АH, оценки 

снизу значений мер приближенных -периодов для приводимых 

ниже  двух классов бинарных отношений на группе G. 

1.  Класс стабильных слева (справа) бинарных отношений на 

конечной группе G = <(hx)xX>. Напомним, что бинарное отношение 

л (п) на G называется стабильным слева (справа), если из отноше-

ний  

g1лg2, (g1пg2), g1,g2G 

следует 

gg1лgg2,  (g1gлg2g) 

для любого gG. 

Стабильное слева и справа бинарное отношение  на G называ-

ется стабильным.  
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2. Класс автоморфизмов группы G. 

 

23.2. -периоды последовательности АH(P1) для стабильных  

слева (справа) бинарных отношений на G 

 

Для стабильного слева бинарного отношение л на G определим 

вспомогательное бинарное отношение ^л на множестве {hx: xX}, 

соответствующему набору (hx)xX образующих группы G. Положим 

hx^лhx` тогда и только тогда, если существуют g, g`G,  при кото-

рых 

gл g`,  ghxлg`hx`. 

Аналогично определяется вспомогательное бинарное отношение 

^п на множестве {hx: xX} для стабильного справа бинарного от-

ношения п на G:  hx^пhx` тогда и только тогда, если существуют 

g,g`G,  при которых 

gп g`, hxgлhx`g`. 

Определение 3. Периодическая последовательность P = hx(1), 

hx(2), ..., hx(j), ...  элементов семейства (hx)xX периода  называется 

антипериодической последовательностью с антипериодом C, если 

hx(j)  hx(j+С) при любом j.  Если, дополнительно, С  и hx(j)  hx(j+kС) 

при любом k{1, 2, ..., 
C


–1}, то P называется антипериодической с 

полным антипериодом C. 

Теорема 1. Пусть  – стабильное слева (справа) бинарное от-

ношение на группе G = <(hx)xX>, а ^ – вспомогательное бинарное 

отношение на {hx: xX},  соответствующее ; L  2, (, L) =  

= (, H) = 1; W – -период последовательности АH(P1); различные 

образующие элементы группы G не находятся в бинарном отноше-

нии ^; периодическая последовательность P = hx(1), hx(2), ...,h x(j), ...  

элементов семейства (hx)xX периода  не является антипериодиче-

ской с антипериодом WH. Тогда  W. Если W – минимальный  

-период последовательности АH(P1), то W = . 

Доказательство. Так как W – -период последовательности 

АH(P1) =  y(1), y(1+H), ..., y(1+jH), ..., то  для  j{0, 1, ...} 

y(1+jH)  y(1+(j+W)H). 

Из того, что (H, ) = 1, найдутся натуральные числа к(1), к(2), 

при которых для любого с{0, 1, ...} 
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cк(1)H – cк(2) = с                                             (26) 

и из предыдущих отношений получаем 

y(1+ск(1)H)  y(1+ск(1)H+WH), 

y(1+(с+1)к(1)H)  y(1+(с+1)к(1)H+WH). 

Учитывая, что y(j) = hx(j+L-1) ... hx(j+1)hx(j), j{1, 2, ...},  – период 

последовательности P1 и (2), имеем для с{1, 2, ...} 

hx(с+L–1)...hx(с+1)hx(с)  hx(с+L–1+WH)...hx(с+1+WH)hx(с+WH), 

hx(с+L)...hx(с+1)  hx(с+L+WH)...hx(с+1+WH),                    (27) 

или 

g1hx(c)  g2hx(c+WH),     (28) 

hx(c+L)g1  hx(c+L+WH)g2, 

где 

g1 = hx(с+L-1)...hx(с+1) 

g2 = hx(с+L–1+WH)...hx(с+1+WH). 

Сначала рассмотрим случай  = л. Так как WH не является ан-

типериодом последовательности  P, то существует c`{1, 2, ...}, при 

котором hx(c`+L) = hx(c`+L+WH). Поэтому из (28) получаем hx(c`)^лhx(c`+WH). 

Следовательно, hx(c`) = hx(c`+WH). Повторяя предыдущий шаг рассуж-

дений и, используя условия (, L) = (, H) = 1, получаем 

    hx(j) = hx(j+WH),      j{1, 2, ...}. 

Таким образом, W.  

Если W – минимальный л-период последовательности АH(P1), 

то он не превосходит периода последовательности АH(P1), который, 

очевидно, является делителем . Значит, в этом случае, W=. 

Рассмотрим случай  = п. Если при некотором с`{1, 2, ...} 

     hx(c`) = hx(c`+WH), 

то из (28) следует 

     hx(c`+L)^пhx(c`+L+WH). 

Аналогично рассмотренному выше случаю получаем требуемое 

утверждение. 

Замечание 1. Заметим, что полученные при доказательстве теоре-

мы 1 отношения  

hx(с+L–1)...hx(с+1)hx(с)  hx(с+L–1+WH)...hx(с+1+WH)hx(с+WH), 

hx(с+L)...hx(с+1)  hx(с+L+WH)...hx(с+1+WH), 

могут быть записаны в виде 

ycyc+WH, 

yc+1yc+1+WH. 
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Пусть для некоторых фиксированных произвольных натураль-

ных чисел с, W, H выполняются данные отношения и различные об-

разующие группы G не находятся в отношении ^. 

При  = л и них вытекает следующее. Если hx(c+L) = hx(c+L+WH), то 

hx(c) = hx(c+WH). 

При  = п, если hx(c) = hx(c+WH), то hx(c+L) = hx(c+L+WH). 

Если  стабильное одновременно слева и справа бинарное от-

ношение, то hx(c) = hx(c+WH) тогда и только тогда, если hx(c+L) = 

hx(c+L+WH). 

Заметим, что для стабильного слева (справа) бинарного отно-

шения  бинарное отношение k (k-я степень ) также стабильно 

слева справа). Через ^k обозначим вспомогательное бинарное от-

ношение на {hx: xX}, соответствующее k. 

Теорема 2. Пусть  – стабильное слева (справа бинарное отно-

шение на группе G; W – минимальный -период последовательно-

сти АH(P1); (, L) = (, H) = 1, L  2; при каждом j{1, ..., |{hx: xX}| 

–1} различные образующие элементы группы G не находятся в от-

ношении ^j.  – период последовательности P = hx(1), hx(2), ..., hx(j), ... 

Если W не равен , то  

1) последовательность P антипериодическая с антипериодами 

jWH, j{1, ..., К}, где К – минимальное натуральное число, при ко-

тором |КW; 

2) К  |{hx: xX}|, W кратен величине вида 
d


, где dК; 

3) если, дополнительно, W, то W
К


 , и последовательность 

P является антипериодической с полным антипериодом W.   

Доказательство. Так как W – минимальный -период периоди-

ческой последовательности АH(P1), то W не превосходит периода 

этой последовательности, который, в свою очередь, является дели-

телем величины . Следовательно, W  .  Пусть W  . По теоре-

ме 1 последовательность P антипериодическая с аньтипериодом 

WH.  Для любого j{1, ..., К–1} последовательность АH(P1) является  

j-периодической с j-периодом, равным jW. По теореме 1 получа-

ем, что последовательность P имеет антипериод jWH для каждого 

j{1, ..., min(|{hx: xX}|–1, К–1). Рассмотрим два случая: 

1) |{hx: xX}|–1 < К–1; 

2) min(|{hx: xX}|–1, К–1) = К–1. 
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Покажем, что первый случай невозможен. Действительно, в 

этом случае очевидно, что WH|{hx: xX}|. Следовательно,  

 | W|{hx: xX}|. Из определения величины К получаем противоре-

чие с 1): К  |{hx: xX}|. Таким образом, выполняется случай  

2). Следовательно, К  |{hx: xX}|. Так как КW, то W имеет вид: 

К

C
W


  , 

где C – некоторое натуральное число, С < К. Откуда вытекают 

утверждения 1), 2) теоремы. При дополнительном условии W по-

ложим  = NW, N  2. Тогда N = К. Последовательность P антипе-

риодическая с антипериодами jWH, j{1, ..., N–1}. Для любого 

k{1, 2, ...} все элементы hx(k), hx(k+WH), ..., hx(k+(N–1)WH) различны. 

Учитывая, что (H, ) = 1, NW = , получаем утверждение 3. 

 

23.3. Оценки мер приближенных -периодов  

последовательности АH(P1) для стабильных слева (справа)  

бинарных отношений на группе G 

 

Здесь, как и ранее мы рассматриваем класс стабильных слева 

(справа) бинарных отношений  на конечной группе G = <(hx)xX>. 

Определим вспомогательные отображения множества X4 в  

{0, 1}: 

1) : X4 {0, 1}, (z(1), z(2), z(3), z(4)) = 1 тогда и только тогда, 

когда  

z(1) = z(2), z(3)  z(4) 

или 

     z(1)  z(2), z(3) = z(4); 

2) п: X4 {0, 1}, п(z(1), z(2), z(3), z(4)) = 1 тогда и только то-

гда, когда  

z(1) = z(2), z(3)  z(4); 

3) л: X4 {0, 1}, л(z(1),z(2), z(3), z(4)) = 1 тогда и только то-

гда, когда  

     z(1)  z(2), z(3) = z(4). 

Для фиксированной периодической последовательности  

(d)= 1 = x(1), x(2), ... периода d  элементов алфавита X и нату-

ральных чисел L, W, H для j{1, 2, ...} положим 

j = x(j), x(j+1), .... 

ФHW, L(j) = (x(j), x(j+HW), x(j+L), x(j+HW+L)), 
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||ФHW, L((d)|| = ,
1

(
d

HW L
j

Ф


 j) 

Аналогично определим величины Фл, HW, L(j), || Фл, HW, L((d)||, 

заменив функцию  на л. Определим и Фп, HW, L(j), || Фп, HW, L((d)||, 

заменив  на п. 

Теорема 3. Пусть |{hx: xX}| = |X|;   – стабильное слева (спра-

ва) бинарное отношение на группе G = <(hx)xX>, а  ^ – бинарное 

отношение на {hx: xX}, соответствующее ; (АH(P1), W, ) – мера 

приближенного -периода W-последовательности АH(P1); (, L) =  

= (, H) = 1, L  2; различные образующие элементы группы G не 

находятся в отношении ^.  = x(1), x(2), ..., x(j), ... – вспомогатель-

ная последовательность для периодической последовательности 

P=hx(1), hx(2), ..., hx(j), ...  элементов семейства (hx)xX периода .  Тогда  

1) (АH(P1), W, )  
1

4
 || ФHW,L()||,  

если  – стабильное одновременно слева и справа бинарное отно-

шение на G; 

2) (АH(P1), W, )  
1

4
 ||Фп,HW,L()||, 

если  = п; 

3) (АH(P1), W, )  
1

4
 ||Фл,HW,L()||, 

если  = л. 

Доказательство. Напомним, что АH(P1) имеет вид 

АH(P1) =  y(1), y(1+H), ..., y(1+jH),... 

где А(P1) = Q = y(1), y(2), ..., y(j), ... – последовательность элементов 

из G вида  

y(j) = hx(j+L–1)...hx(j+1)hx(j), j{1, 2, ...}. 

Пусть Q = (1),y (2),y ... – периодическая последовательность эле-

ментов группы G c -периодом W, для которой 

(АH(P1), Q ) – (АH(P1),W,)  , 

где  > 0. 

Рассмотрим случай  = п. Введем две вспомогательные после-

довательности (АH(P1), (АH(P1))1+W), (Q ,Q 1+W) пар элементов: 

(АH(P1), (АH(P1))1+W) = (y(1), y(1+WH)), (y(1+H), y(1+H+WH)), ...; 

(Q ,Q 1+W) = ( (1),y (1 ),y W ( (2),y  (2 ),y W ...     

и последовательности АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1, Q •(Q 1+W)–1 элементов 

из G 
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АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1 = y(1)(y(1+WH))–1, y(1+H)(y(1+H+WH))–1, ..., 

Q •(Q 1+W)–1 = (1)y ( (1 )y W )–1, (2)y ( (2 )y W )–1, ...  

Ниже мы будем пользоваться рядом очевидных свойств функ-

ции  на множестве всех периодических последовательностей эле-

ментов  из G, в частности тем, что на этом множестве  является 

метрикой. 

Имеем 

2( АH(P1); Q )  ((АH(P1), (АH(P1))1+W); (Q , Q 1+W)), 

так как 

(АH(P1); Q ) = ((АH(P1))1+W; Q 1+W). 

Ясно, что 

( (АH(P1), (АH(P1))1+W); (Q ,Q 1+W)) 

( АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1, Q •(Q 1+W)–1. 

В силу выбора Q , при любом j  элемент ( )y j ( ( )y j W )–1 принад-

лежит п
–1(е) – образу единицы е группы G бинарного отношения  

п
–1. 

Введем на множестве элементов группы G бинарное отношение 

эквивалентности с помощью следующего разбиения множества G: 

первое подмножество есть множество п
–1(е), остальные множества 

одноэлементные. Через [y] будем обозначать класс эквивалентно-

сти, содержащий элемент y  из G. Рассмотрим последовательности: 

[АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1]= 

= [y(1)(y(1+WH))-1], [y(1+H)(y(1+H+WH))–1], ..., 

[Q •(Q 1+W)–1] = [ (1)y ( (1 )y W )–1], [ (2)y ( (2 )y W )–1], ...  = 

= [e], [e], …, 

АH(P1) = Q = y(1), y(2), ..., y(j), ..., 

Q1+WH = y(1+WH), y(1+WH+1), y(1+WH+2), ..., 

Q•(Q1+WH)–1 = y(1)(y(1+WH))–1, y(2)(y(2+WH))-1, ..., 

[Q•(Q1+WH)–1] = [y(1)(y(1+WH))–1], [y(2)(y(2+WH))-1], ... 

Очевидно, что 

( АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1; Q •(Q 1+W)–1)  

 ( [АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1]; [Q •(Q 1+W)–1]) . 

Учитывая, что периоды последовательностей Q, Q•(Q1+WH)–1 яв-

ляются делителями величины , период последовательности  

[Q •(Q 1+W)–1] равен единице, последовательность 

[АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1] является выборкой шага H из последова-

тельности [Q•(Q1+WH)–1] и условие (H, ) = 1, несложно получить 
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([Q•(Q1+WH)–1]; [Q •(Q 1+W)–1]) = 

= ( [АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1]; [Q •(Q 1+W)–1]). 

Для последовательностей пар классов эквивалентности 

([Q•(Q1+WH)–1], [Q2•(Q2+WH)–1]) = 

= ([y(1)(y(1+WH))–1], [y(2)(y(2+WH))–1]),...   , 

([Q •(Q 1+W)–1], [Q •(Q 1+W)–1]) = ([e], [e]), ([e], [e]), ... 

имеем 

(([Q•(Q1+WH)–1], [Q2•(Q2+WH)–1]); ([Q •(Q 1+W)–1], [Q •(Q 1+W)–1]))  

 2([Q•(Q1+WH)–1]; [Q •(Q 1+W)–1]). 

Первую величину представим в виде 

(([Q•(Q1+WH)–1], [Q2•(Q2+WH)–1]); ([Q •(Q 1+W)–1], [Q •(Q 1+W)–1])) = 

=
1


(([Q•(Q1+WH)–1], [Q2•(Q2+WH)–1]); ([Q •(Q 1+W)–1], [Q •(Q 1+W)–1])). 

Величина, представленная в числителе данного выражения, 

равна числу таких с{1, ..., }, для которых одновременно не вы-

полняются условия 

y(c)пy(c+WH), 

y(c+1)пy(c+1+WH). 

Используя замечание 1, условие |{Hx: xX}| = |X|, заключаем, 

что число таких с{1, ..., } не меньше  величины ||Фп,HW,L()||. 

В итоге мы получили: 

(АH(P1); Q ) –  (АH(P1); W,п), 

( АH(P1);Q )
1

2
((АH(P1), (АH(P1))1+W); (Q ,Q 1+W))  

1

2
( АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1; Q •(Q 1+W)–1)  

1

2
( [АH(P1)•((АH(P1))1+W))–1]; [Q •(Q 1+W)–1])  

1

2
([Q•(Q1+WH)–1]; [Q •(Q 1+W)–1])   

1

4
([Q•(Q1+WH)–1], [Q2•(Q2+WH)–1]; [Q •(Q 1+W)–1], [Q •(Q 1+W)–1]  = 

= 
1

4
([Q•(Q1+WH)–1], [Q2•(Q2+WH)–1]; [Q •(Q 1+W)–1], [Q •(Q 1+W)–1])   

 
1

4
||Фп, HW, L()||; 

Итак, 

(АH(P1); W,п) (АH(P1); Q ) – 
1

4
||Фп, HW, L()|| – . 
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Утверждение пункта 2) теоремы 3 доказано, так как  – произ-

вольное положительное число.  

Полностью аналогично доказываются утверждения пунктов  

1) и 3) теоремы 3. 

Теорема 4. Пусть |{hx: xX}| = |X|; последовательность P = hx(1), 

hx(2), ..., hx(j), ... элементов семейства (hx)xX выбирается случайно и 

равновероятно из множества периодических последовательностей 

элементов алфавита {hx: xX} периода ,   3. 

 – стабильное слева (справа) бинарное отношение на группе  

G = <(hx)xX>, а ^ – бинарное отношение на {hx: xX}, соответ-

ствующее ; E(АH(P1), W, ) – мера приближенного -периода W-

последовательности АH(P1); (, L) =(, H) = 1, 2  L < , 1  W < ; 

различные образующие элементы группы G не находятся в отноше-

нии ^. Тогда  выполняются оценки: 

1) E(АH(P1), W, )  

2

| ,

|

(| | 1) | |

2 | |

d

d

d

d

d

X X
d

X
d













 
  

 

 
 
 




, 

если  – стабильное одновременно слева и справа бинарное отно-

шение на G. Здесь  – множество следующих натуральных чисел 

  = {1, 2}{n: n|HW}{n: nL}{n: L  HW mod(n), L+HW  0 mod(n)}, 

  – функция Мебиуса. 

2)  E(АH(P1), W, )  

2

| ,

|

(| | 1) | |

4 | |

d

d

d

d

d

X X
d

X
d













 
  

 

 
 
 




, 

если  = п, или  = л. 

Доказательство. Пусть D(d) – все различные делители числа d; 

Md – множество всех периодических последовательностей элемен-

тов алфавита X периода d. Положим 

MD(d)= `
` ( )

d
d D d

M


. 

Справедливость утверждений сформулированной теоремы 

непосредственно следует из утверждения теоремы 3 и утверждения 

следующей леммы. 

Лемма 1. Пусть   3, 2  L< , (L, ) = (H, ) = 1, 1  W < . 

Тогда 

1) средние значения  
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1

| | MM
 

 ||ФHW, L()||, 

1

| | MM
 

 ||Фп,HW,L()||,   
1

| | MM
 

 ||Фл,HW,L()|| 

весов ||ФHW, L()||, ||Фп, HW, L()||, ||Фл, HW, L()|| функций ФHW, L(),  

Фп, HW, L(),  Фл, HW, L(), построенных для вспомогательной последо-

вательности  = x(1), x(2), ..., x(j), ..., при случайно и равновероятно 

выбранной последовательности  из M равны величинам 

Е||ФHW,L()|| = 

2

| ,

|

2 (| | 1) | |

| |

d

d

d

d

d

X X
d

X
d






 






 
  

 

 
 
 




, 

E||Фп, HW, L()|| = E||Фл, HW, L()|| = 

2

| ,

|

(| | 1) | |

| |

d

d

d

d

d

X X
d

X
d






 






 
  

 

 
 
 




, 

где   – функция Мебиуса,  

  = {1, 2}{n: n|HW}{n: nL}{n:L  HW mod(n), L+HW  0 mod(n)}; 

2) ED()||ФHW,L()|| = 
( )( )

1

| |
DMDM  

 ||ФHW,L()|| = 
2

2 (| | 1)

| |

X

X

 
, 

ED()||Фп, HW, L()|| = 
( )( )

1

| |
DMDM  

 ||ФHW, L()|| = 
2

(| | 1)

| |

X

X

 
, 

ED()||Фл, HW, L()|| = 
( )( )

1

| |
DMDM  

 ||ФHW, L()|| = 
2

(| | 1)

| |

X

X

 
. 

Доказательство. Проведем доказательство утверждения леммы 

для параметра ||Фп, HW, L()|| функции Фп, HW, L(). Для параметров 

|ФHW, L()||, ||Фл, HW, L()|| доказательство проводится аналогично. 

Ясно, что   

|M|= 
|

( )| |d

d

d X




 , 

где   – функция Мебиуса. 

Для функции Ф = Фп, HW, L имеем 

( )

|| ( )||
DM

Ф


 = 
( )1 D

п
j M 




 

  (x(j), x(j+HW), x(j+L), x(j+HW+L). 

В случае, когда все элементы 0, HW, L, HW+L различны по мо-

дулю , полученное выражение можно преобразовать так:  

( )

|| ( )||
DM

Ф


 = 4

1

| | п
j

X


 



  (x(j), x(j+HW), x(j+L), x(j+HW+L)), 
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где вторая сумма берется по всем (x(j), x(j+HW), x(j+L), 

x(j+HW+L))X4. Последнее выражение равно величине  

|X|–4|X|2(|X|–1) = |X|–2(|X|–1). 

При указанных в постановке задачи ограничениях элементы 0, 

HW, L, HW+L не все различны по модулю , лишь в случае 1) среди 

величин 0, HW, L, HW+L три различных числа по модулю  и 

HW+L  0 mod() либо HW  L mod(). 

Заметим, что случай: L  HW mod(), HW+L  0 mod() невоз-

можен, так как в этом случае несложно получить  = 2. Исключение 

остальных возможных вариантов, когда 0, HW, L, HW+L не все раз-

личны по модулю , проводится элементарно. 

Для случая 1) имеем 

    
( )

|| ( )||
DM

Ф


 = 3

1

| | | |(| | 1)
j

X X X






 , 

и это выражение совпадает с полученным ранее выражением. Сле-

довательно,  

( )

|| ( )||
DM

Ф


 = 
2| | (| | 1)

| |

X X

X





  
=

2

(| | 1)

| |

X

X

 
. 

Перейдем к подсчету величины Е||Ф||. Для n{1, 2, ...} рас-

смотрим две функции: 

g, HW, L(n) =
( )

|| ( ( )||
nn M

Ф n
 

 ; 

и     f, HW, L(n) = 0 в случае n, 

f, HW, L(n) = |X|n–2(|X|–1) в случае n. 

Покажем, что выполняется следующее основное равенство 

|d n
  g, HW, L(d) = f, HW, L(n),    n{1, 2, ...}. 

Действительно, 

|d n
 g, HW, L(d) =

( )

|| ( )||
D n

Ф


 = 

( )1 D n

п
j M




 

  (x(j), x(j+HW), x(j+L), x(j+HW+L). 

Очевидно, в трех случаях: n = 1; nHW; nL, получаем 

п(x(j), x(j+HW), x(j+L), x(j+HW+L) = 0. 

В двух случаях:  

n = 2,  2 не делит HW, 2 не делит L; 

{n: L  HW mod(n), L+HW  0 mod(n)}, 

получаем   

x(j) = x(j+HW+L), x(j+L) = x(j+HW). 
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Таким образом, для n 

|d n
 g,HW,L(d)=0. 

Для n возможны лишь следующие случаи: 

1) числа 0, HW, L, HW+L все различны по модулю n; 

2) среди чисел 0, HW, L, HW+L имеется три различных числа 

по модулю n: 

а) HWL mod(n), 

б) HW+L0 mod(n). 

Непосредственно проверяется, что в каждом из указанных слу-

чаев 

|d n
  g,HW,L(d)=|X|n–2(|X|–1). 

Таким образом, доказано требуемое основное равенство. Пря-

мое использование формулы обращения Мебиуса для функций  

f, HW, L, g, HW, L позволяет получить 

|| ( )||
M

Ф


  = , ,
|

( ) ( )HW L
d

d f
d





 ,  

и следовательно,  

|| ( )||
M

Ф


  = 2

| ,d

( ) | | (| | 1)d

d

X X
d


  



 . 

Замечание 2. Случай (H, ) = (L,) = d   сводится к указан-

ному случаю путем рассмотрения d-грамм последовательности P () 

в качестве нового алфавита. 

 

23.4. Примеры стабильных слева (справа)  

бинарных отношений на группе G 

 

Пример 1. л – бинарное отношение равенства на G. Соответ-

ствующее л  бинарное отношение ^л на {hx: xX} есть бинарное 

отношение равенства. 

Пример 2. л: g1лg2 тогда и только тогда, когда g2 = g1g, где g – 

фиксированный элемент группы G. ^л: hx^лhx` тогда и только то-

гда, когда hx = ghx`g–1. В этом случае удобно говорить, что элементы 

hx, hx` g-сопряжены в G. 

Пример 3. л: g1лg2 тогда и только тогда, когда (g1)–1g2C, где 

C – фиксированная подгруппа G; ^л: hx^лhx` тогда и только тогда, 

когда элементы hx, hx` лежат в одном смежном классе по двойному 

модулю  (С, С). В частном случае, когда C – нормальный делитель 
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группы G, последнее условие равносильно условию: hx, hx` лежат в 

одном смежном классе группы G по С. 

Пример 4. G – группа подстановок. л: g1лg2 тогда и только то-

гда, когда подстановки g1, g2 одинаковой четности;  ^л: hx^лhx` то-

гда и только тогда, когда подстановки  hx, hx` одинаковой четности. 

Очевидно, данный пример является частным случаем второй 

части примера 3. 

Пример 5. Здесь мы используем новые обозначения. Пусть G – 

группа подстановок степени n. Подстановку gG будем записывать 

в виде 

g = 
1 2 ...

(1) (2)... ( )

n

g g g n

 
 
 

. 

Через (g, g`) = (g(1), g(2), ..., g(n); g`(1), g`(2), ..., g`(n)) – обо-

значим расстояние Хемминга между подстановками g, g`. Положим  

*(g, g`) = 
( , `)g g

n


. 

Очевидно, что * – метрика на G и для любых g, g`, g1, g2 из G 

*(gg1, gg2) = *(g1g`, g2g`) = *(g1, g2). 

Определим стабильное слева бинарное отношение л на группе 

подстановок G= <(hx)xX>. Положим л: g1лg2 тогда и только тогда, 

когда *(g1, g2)  , где  – фиксированное число, 0  <1; ^л: 

hx^лhx` тогда и только тогда, когда существует подстановка gG, 

для которой  

*(е, g)  ,  *(e,(hx)–1ghx`)  , 

где e – тождественная подстановка. Отметим, что в этом случае вы-

полняется неравенство 

*(hx, hx`)  2. 

Примерами бинарных отношений п, ^п являются приведенные 

выше примеры 1, 4, 5 и следующие примеры. 

Пример 6. п: g1пg2 тогда и только тогда, когда g2 = gg1, где g – 

фиксированный элемент группы G; ^п: hx^пhx` тогда и только то-

гда, когда hx=g–1hx`g. 

Пример 7.  п: g1пg2 тогда и только тогда, когда g1(g2)-1C, где 

C – фиксированная подгруппа G; ^п: hx^пhx` тогда и только тогда, 

когда элементы hx, hx` лежат в одном смежном классе по двойному 

модулю  (С, С).  

Указанные в примерах 1, 4, 5 бинарные отношения одновре-

менно являются стабильными слева и справа. 
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Замечание 3. Любое отображение : GG является одновре-

менно и бинарным отношением на G: g1g2 тогда и только тогда, 

если (g1)=g2. В примере  2, таким образом, записано отображение 

g:GG, g(g1)=g1g. Пример 6 дает отображение g(g1) = gg1. Пред-

ставляет интерес изучение вопросов -периодичности последова-

тельности АH(P1) = y(1), y(1+H), ..., y(1+jH), ... при  отображении  = 

, : GG, не совпадающим с отображением указанного в приме-

рах 2, 6  вида. (Приводимые ниже результаты пунктов 4, 5 получены 

автором совместно с А. Е. Тришиным.) 

 

23.5. -периоды последовательности АH(P1)  

для автоморфизмов -группы G  

 

Удобно для -периодической последовательности элементов 

алфавита Y отдельно выделять случай:   =   есть отображение Y в 

Y, в связи с чем напомним следующее.  

Определение 4. Последовательность Q = y(1), y(2), ..., y(j), ... 

элементов алфавита Y называется -изопериодической, если 

найдется натуральное число d,  при котором для любого j 

y(j+d) = (y(j)) 

Любое такое число  d называется -изопериодом последова-

тельности Q. Если для последовательности Q при некотором нату-

ральном d выполняется условие (yj)  yj+d при любом j{1, 2, ...}, 

то такая последовательность называется -антиизопериодической, а 

число d называется ее -антиизопериодом. 

Через AutG обозначим множество всех автоморфизмов группы 

G = <(hx)xX>, ord – порядок AutG.  

Теорема 5. Пусть AutG, G = <(x)xX>. Тогда если последо-

вательность АH(P1) -изопериодична с минимальным -изо- 

периодом W, то  выполняется одно из условий: 

1) ({hx: xX})={hx: xX},  Word и WH – один из -

изопериодов последовательности P1 = hx(1), hx(2), ..., hx(j), ... 

2) WH – один из -антиизопериодов последовательности P1. 

Доказательство. Из условия -изопериодичности последова-

тельности АH(P1) с минимальным -изопериодом W следует, что 

любого натурального числа t имеет место равенство: 

(y1+tH) = y1+tH+WH. 
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Отсюда и из условия взаимной простоты чисел H и  (анало-

гично доказательству теоремы 1) вытекает, что для любого c{1,  

2, ...} 

(yc) = yc+WH. 

Далее, следуя схеме доказательства теоремы 1, для c{1, 2, ...} 

получаем 
( )

c c WHx xh h


  

тогда и только тогда, когда       

( )
c L c L WHx xh h
  

                                         (29) 

и, в силу взаимной простоты чисел  и L, WH является либо -

изопериодом последовательности P, либо ее -антиизопериодом. 

Предположим, что WH – -изопериод последовательности P1, 

следовательно, WHord – один из ее периодов (возможно не мини-

мальный) и поэтому WHord . Учитывая, что (, H) = 1, получа-

ем  | Word . 

Если же WH – -изопериод последовательности P1, то 

     ( )
c c WHx xh h


 , c{1, 2, ...}, 

и условие ({x: xX}) = {x: xX} следует из того, что в   последо-

вательности P встречаются все подстановки из множества образу-

ющих группы G. Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть AutG, G = <(x)xX>, последовательность 

АH(P1) -изопериодична с минимальным -изопериодом W. Тогда  

для любого m{1, ..., ord –1} выполняется одно из условий: 

1) последовательность P1 = hx(1), hx(2), ..., hx(j), ... m-анти- 

изопериодична с m-антиизопериодом mWH. 

2) Последовательность P1 m-изопериодична с m-изопериодом, 

равным mWH. При этом 
 ,

mkW
m ord




 , где km – некоторое натураль-

ное число, km  [m, ord ]. 

Доказательство. Так как W – -изопериод последовательности 

АH(P1), то Wm = mW – ее m-изопериод. По теореме 5 выполняется 

одно из условий: 

1) mWH – один из -антиизопериодов последовательности P; 

2) m({x : xX}) = {x : xX}, WmH – один из -изопериодов 

последовательности P, причем Wm  ord m. 

Последнее условие равносильно тому, что существует нату-

ральное число km, при котором 

km = Wmordm, 
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то есть 

 ,
mkW

m ord




 . 

Так как минимальный -изопериод последовательности не пре-

восходит ее периода, а период последовательности АH(P1) делит пе-

риод  последовательности P, то W  . Откуда имеем: 

Km  mord m = 
( , )

ord
m
m ord




= [m, ord ]. 

Следствие доказано. 

Следствие 2. Пусть AutG, G = <(hx)xX>, последовательность 

АH(P1) -изопериодична с минимальным -изопериодом W. Тогда, 

если  не делит Word, то выполняются следующие условия: 

1) P – антиизопериодическая последовательность с m-анти- 

изопериодами, равными mWH, m{1, ..., k–1}, где k = max{ 'k {1, 2, 

...}: | 'k Word}; 

2) k  ord. 

Доказательство. Пусть m{1, ..., k–1}. По определению числа 

k период   последовательности P не делит mWord. Следователь-

но, из теоремы 5 получаем, что mWH – m-антиизопериод последо-

вательности P. 

Докажем неравенство k  ord. Предположим k  ord. Тогда 

для m=ord получаем: WHord – антипериод последовательности 

P, значит, Word – антипериод последовательности АH(P1), что не-

верно, так как Word – один из периодов последовательности 

АH(P1).  

Из доказанного следствия 2 можно легко получить нижнюю 

оценку для минимального -изопериода последовательности АH(P1) 

(следствие 3). Верхняя оценка W   очевидна. 

Следствие 3. Пусть выполняются условия теоремы 5. Тогда, 

если |Word, то  

ord




 W . 

Если же  не делит Word , то 

2( )ord




 W  . 

Замечание 4. Пусть W – минимальный -изопериод последова-

тельности АH(P1), тогда Word – один из периодов последователь-

ности АH(P1), и, следовательно, либо WHord – период последова-
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тельности P1 и Word, либо WHord – антипериод последова-

тельности P1 и  не делит Word. Поэтому следствие 3 можно пе-

реформулировать следующим образом: если WHord – период по-

следовательности P1, то 
ord




 W  . В противном случае, WHord 

– антипериод P и имеет место оценка 
2( )ord




  W  . 

Замечание 5. Оценка 
2( )ord




 W достигается в том и только в том 

случае, когда последовательность P1 антипериодическая с m-

антипериодами mWH, m{1, ..., ord – 1}, то есть когда число k из 

условия следствия 2 равно ord . Если же kord , то эту оценку 

можно усилить: 
( 1)

W
ord ord



 



. 

 

23.6 Оценки мер приближенных -периодов  

последовательности АH(P1) для автоморфизмов группы 

 

Рассмотрим теперь вопрос оценки меры (АH(P1), W, ) при-

ближенного -изопериода последовательности АH(P1), AutG в 

предположении, что (, L) = (, H) = 1, 2  L < , 1  W <  . 

Для периодической последовательности g = g1, g2, ... элементов 

группы G периода d и для чисел L, W, H{1, 2, ...} положим 

||, HW, L(g)|| = 
1

( , , , )
d

j j hW j L j hW L
j

F g g g g    



 , 

где F: G4  {0,1} – вспомогательное отображение, задаваемое 

условием: 

F(g1, g2, g3, g4) = 1 

тогда и только тогда, когда  

(g1) = g2, (g3)  g4 

или 

(g1)  g2, (g3) = g4. 

Теорема 6.  Пусть AutG, G = <(hx)xX>, P1 = hx(1), hx(2), ...,  

hx(j), ... – периодическая последовательность периода , (АH(P1), W, 

) – мера приближенного -изопериода W последовательности 

АH(P1), AutG. Тогда 

(АH(P1),W,)  
1

, , ( ))

4

hW L P




. 
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Доказательство. Пусть   0 – произвольное фиксированное 

число и пусть Q 1 = g1, g2, ... – периодическая последовательность 

элементов группы G с -изопериодом W, такая что имеет место не-

равенство 

 (АH(P1); Q 1) –  (АH(P1), W, )  . 

Положим для краткости Hy1 = АH(P1) и определим вспомога-

тельные последовательности пар элементов: 

(Hy1,  Hy1+W) = (y1, y1+WH), (y1+H, y1+H+WH), … 

(Q 1, Q 1+W) = (g1, g1+W), (g2, g2+W), … 

и последовательности 

  
1

1 1 1h h Wy y


   =   
11

1 1 Why y





,   

11
1 1h h Why y




  
, … 

  
1

1 11 W
Q Q




  =   
11

1 1 Wg g





,   

11
2 2 Wg g





, … 

Так как  

( Hy1, Q 1) = ( Hy1+W, Q 1+W), 

то 

2(Hy1, Q 1)  ((Hy1, Hy1+W);(Q 1, Q 1+W)).                    (30) 

Заметим, что если j-е элементы последовательностей 

  
1

1 1 1h h Wy y


   и   
1

1 11 W
Q Q




  не совпадают, то либо y1+jH  g1+j , 

либо y1+jH+W  g1+j+W, следовательно, не совпадают j-е элементы по-

следовательностей пар (Hy, Hy1+W) и (Q 1, Q 1+W). Поэтому имеет место 

неравенство: 

((Hy1,Hy1+W); (Q 1,Q 1+W)) 

(   
1

1 1 1h h Wy y


  ;   
1

1 11 W
Q Q


 )                         (31) 

В силу того, что W – -изопериод последовательности Q , име-

ем: 

  
1

1 11 W
Q Q




 = E,                                       (32) 

где E=e,e,… – последовательность, состоящая из единичного эле-

мента группы G. Объединяя (30), (31), (32), получаем: 

(Hy1, Q 1)  
1

2
(   

1
1 1 1h h Wy y


  ; E).                       (33) 

Пусть T1 – период последовательности   
1

1 1 1h h Wy y


  . Период 

последовательности АH(P1) делит , следовательно, T1. А так как 

(, H) = 1, то (T1, H) = 1. Поэтому 

(   
1

1 1 1h h Wy y


  ; E) = (   
1

1 1 1 Wy y


  ; E).          (34) 



326 

 

Так как последовательность   
1

1 1 1 Wy y


  – чисто периодиче-

ская периода T1 (того же периода, что и выборка из нее с шагом H), 

то 

(   
1

1 1 1 Wy y


  ; E) =   
1

1
1 1 1

1

1
( W

T y y
T

 


  ;  

E) =   
1

1
2 1 2

1

1
( W

T y y
T

 


  ;E)=(   
1

2 1 2 Wy y


  ; E).       (35) 

Из (34) и (35), учитывая условие T1, имеем: 

(   
1

1 1 1h h Wy y


  ; E )  

 ( (   
1

1 1 1 Wy y


  ,   
1

2 1 2 Wy y


  ); (E,E) ) = 

= 
1

2



( (   

1
1 1 1 Wy y


  ,   

1
2 1 2 Wy y


  ); (E,E) ) = 

= 
1

2
 |{ c1, :   

11
c c Wy y





 e  либо    

11
1 1c c Wy y




  
 e }| = 

= 
1

2
 |{ c1, : (yc)  yc+W  либо  (yc+1)  yc+1+W }|  


1

1
( , , , )

2 c c Wh c L c L Whx x x x
c

F h h h h


    



 =
1

2
||,HW,L(P1)||.            (36) 

Поясним, почему имеет место последнее неравенство. Пусть 

( , , , )
c c Wh c L c L Whx x x xF h h h h

   
 = 1, тогда возможны два случая: 

а) ( )
c c Whx xh h


 , ( )

c L c L Whx xh h
  

 ; 

б) ( )
c c Whx xh h


 , ( )

c L c L Whx xh h
  

 . 

Используя условие (34), в случае а) получим: если (yc)=yc+W, 

то (yc+1)yc+1+W, а в случае б) получим: если (yc+1)=yc+1+W, то 

(yc)yc+W. 

Из (33) и (36) имеем: 

( Hy1,Q1)  
1

4
 ||,HW,L(P1)||, 

следовательно, 

(АH(P1),W,))  (Hy,Q1) –   
1

4
 ||,HW,L(P1)|| – , 

а так как  выбиралось произвольно, то 

(АH(P1),W,)  
1

4
 ||,HW,L(P1)||. 

Теорема доказана. 

Аналогично доказательству теоремы 4 доказывается 

Теорема 7. Пусть |{hx: xX}| = |X|; последовательность P1 = 

hx(1), hx(2), ..., hx(j), ...  элементов семейства (hx)xX выбирается случай-

но и равновероятно из множества периодических последовательно-
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стей элементов алфавита {hx: xX} периода ,   3; AutG,  

G = (hx)xX, E(АH(P1), W, ) – средняя мера приближенного  

-изопериода W последовательности АH(P1), AutG,  

(, L) = (, H) =1, 2  L < , 1  W <.  Тогда 

E(АH(P1), W, )  

  2

|

| '

| | 1 | |

2 ( )| |

d

d
d

d

d

X
d

d















 
  

 






, 

где ={n: n|Wh}{n: n|L}{ n: Wh  L (mod n), Wh+L  0 (mod n)}, 

 – функция Мебиуса. 
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Глава 24. КЛАССЫ ВЕКТОРНЫХ АВТОМАТОВ  

С ГАРАНТИРОВАННЫМИ ПЕРИОДАМИ ВЫХОДНЫХ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ПРИ ЗАДАННОЙ ВХОДНОЙ 

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  

 

24.1. Основные понятия. Вспомогательные результаты 

 

Пусть A = (X, S, Y, h, f) – автомат с входным алфавитом X,  

|X| > 1. Далее мы рассмотрим автоматы с фиксированными входным 

X и выходным Y алфавитами.  

В изучении периодов выходных последовательностей автомата 

при заданной периодической входной последовательности большое 

значение имеют следующие обобщения понятия автономности ав-

томата [12].  

Определение 1. Входные слова Р1, Р2, …, РL одинаковой длины 

автомата А = (Х, S, У, h, f) называются слабо неотличимыми отно-

сительно А (или кратко – слабо неотличимыми), если найдутся со-

стояния s1, s2, …, sк из S, при которых  

А(s1, Р1) = А(s2, Р2) = … = А(sк, РL). 

В противном случае слова Р1, Р2, …, РL называются сильно раз-

личимыми относительно А (сильно различимыми). 

Определение 2. Автомат А называется слабо k-автономным, 

если все его входные слова длины k  слабо неотличимы (относи-

тельно А). 

Определение 3.  Степенью слабой автономности (А) автомата 

А называется максимальное число k, если оно существует, при ко-

тором он слабо k-автономен. В противном случае полагаем  

(А) = .  

Определение 4. Входные слова P, P`  автомата A сильно разли-

чимы относительно A, если  

{ { ( , )} { ( , `)}
s S s S

A s P A s P
 

 

( – пустое множество). 

Напомним, что для любых натуральных чисел а,b из условия 

(a,b)=d следует: существуют натуральные числа n(1), n(2), при ко-

торых  

an(1) – bn(2) = d. 

 

Положим W(s, P) – период выходной последовательности А(s, 

P) автомата А, полученной при его начальном состоянии sS при 
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входной периодической (имеется в виду: чисто периодической) по-

следовательности Р = х(0), х(1), … Заметим, что последовательность 

А(s, P) для произвольного автомата А, вообще говоря, смешанно-

периодическая. Для последовательности Р = x(0), х(1), х(2), … бу-

дем использовать обозначение:  Р(j) = х(j), х(j+1), … Через А(s) обо-

значим связную компоненту автомата А содержащую состояние 

sS.  

Теорема 1. Пусть Р = х(0), х(1), х(2), … – входная периодическая 

последовательность периода (Р) автомата А = (Х, S, Y, h, f) и  

d = ((P), W(s, P)). Тогда множество мультиграмм  вида 

Р(kd) = х(kd), x(kd+1), …, k{0, 1, …}, P(0) = P               (37) 

слабо неотличимо относительно связной компоненты А(s) автомата 

А, содержащей состояние sS.  

Доказательство. Для произвольного состояния so автомата А 

рассмотрим выходную (вообще говоря, смешанно-периодическую) 

последовательность А(s0, P) = y1, y2,… и последовательность состо-

яний АM(s0, P) = s0, s1, …, отвечающих входной последовательности 

Р и начальному состоянию s0S. Легко видеть, что существует t, 

при котором последовательность yt, yt+1, … – чисто периодическая и 

может быть получена при входной периодической последователь-

ности Р, то есть А(st, P) = yt, yt+1, … При этом связная компонента 

А(st) автомата A содержится в компоненте А(s0). Для доказательства 

утверждения теоремы достаточно показать, что множество слов (37) 

слабо неотличимо относительно связной компоненты А(st) автомата 

А, содержащей состояние stS.  

Положим для краткости: st = s, (P) = , W(st, P) = W. 

При (,W) =  утверждение теоремы очевидно. Предположим, 

что (, W) = d  . Пусть k – произвольное число из {1, …, 
d


}. Су-

ществуют натуральные числа n(1), n(2), при которых  n(1)–n(2)W = 

= kd. Имеем 
А(s, P) = А(s, P(0)) = А(s, P(kd–kd)) = А(s, P(kd – n(1) + n(2)W)) = А(s, P(kd + n(2)W))    (38) 

Выберем натуральное число n(3) так, чтобы  делило n(2)+n(3) 

и продолжим равенства (38) следующим образом:  

А(s, P(kd + n(2)W)) = А(hx(kd+n(2)W+n(3)W–1)… hx(kd+n(2)Ws, Pkd+n(2)W+n(3)W) = 

= А(hx(kd+n(2)W+n(3)W–1)… hx(kd+n(2)Ws, Pkd). 

Здесь было учтено, что  

( Pkd+n(2)W+n(3)W) = . 
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Очевидно, состояние skd=hx(kd+n(2)W+n(3)W-1)…hx(kd+n(2)Ws принадле-

жит связной компоненте А(s) автомата А. Таким образом, доказано 

существование состояний s, sd, …, sк–1, к = 
d


 связной компоненты 

А(s) автомата А, при которых  

А(s, P) = A(sd, P(d)) = … = A(sк–1,P(к–1)d)), 

что и доказывает утверждение теоремы 1. 

Условимся в дальнейшем говорить, что при входной последо-

вательности  периода () автомат A = (X, S, Y, h, f) является ав-

томатом с гарантированным выходным периодом, если периоды 

W(s,P) его выходных последовательностей  A(s, ), sS, кратны 

().  

На основе теоремы 1 можно сформулировать, по крайней мере, 

следующие два метода построения автоматов с гарантированным 

выходным периодом. 

1. На основе оценки слабой автономности автомата. 

Строится автомат A = (X, S, Y, h, f) с известной оценкой сверху 

k cтепени слабой автономности (А) автомата А. Далее строится 

периодическая входная последовательность  автомата A, облада-

ющая свойствами: 

  содержит в качестве k-грамм все слова из Xk; 

 период  () последовательности  является простым чис-

лом.  

Из теоремы 1, определения 3 вытекает, что автомат A будет ав-

томатом с гарантированным выходным периодом. 

2. На основе нахождения сильно различимых входных слов. 

Строится автомат A, у которого входные слова P, P` сильно 

различимы относительно A. Далее строится периодическая входная 

последовательность  автомата A,  обладающая свойствоми: 

  содержит в качестве мультиграмм  слова P, P`; 

 период  () последовательности  является простым чис-

лом.  

Из теоремы 1, определения 4 вытекает, что автомат A будет ав-

томатом с гарантированным выходным периодом. 

Ниже конкретизируется общая схема этих методов для вектор-

ных автоматов, то есть для автоматов, у которых множество состоя-

ний является векторным пространством Vn-размерности n над ко-

нечным полем Fq. 
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24.2. Способ построения векторного автомата  

с гарантированным выходным периодом на основе  

оценки его слабой автономности 

 

Пусть A = (X, S, Y, h, f) – конечный неавтономный автомат с 

входным алфавитом X (|X| > 1), множеством состояний S, выход-

ным алфавитом Y. Для PXk рассмотрим множество ( , )
s S

A s P


, пред-

ставляющее собой объединение выходных слов A(s, P) при фикси-

рованном PXk, и множество П(k, A) = ( ( , ))
k s SP X

A s P


. В введенных 

обозначениях степень слабой автономности (А) неавтономного ав-

томата А есть минимальное число k, если оно существует, при кото-

ром 

П(k+1, A) = , 

в противном случае (A) = ∞. Иными словами, (А) в случае его 

конечности есть максимальное число k, при котором 

П(k, A)  . 

Основная цель данного способа состоит в обосновании гипоте-

зы, состоящей в том, что для почти всех векторных автоматов А 

размерности n  

(A) ≤ n. 

Точнее говоря, при случайном и равновероятном выборе неко-

торого автомата А неравенство 

(A) ≤ n 

выполняется с вероятностью, весьма близкой к единице.  

При условии, что  данное утверждение верно, можно легко 

строить векторные автоматы с гарантированным (c надежностью, 

близкой к единице) выходным периодом, беря в качестве их вход-

ных последовательностей периодические последовательности про-

стого  периода, содержащие все слова из Xn+1. 

В обосновании гипотезы ограничимся рассмотрением вектор-

ных автоматов с множеством состояний S = Vn, являющимся  

n-мерным векторным пространством над полем из двух элементов 

F2, входным и выходным алфавитами X = Y = F2.  

Для вычисления вероятности события П(L, A) =  при случай-

ном и равновероятном выборе векторного автомата мы будем поль-

зоваться приводимой ниже вероятностной моделью, которая, на наш 

взгляд, вполне отражает поведение множества П(L, A) для  

L, много меньших |S|. 
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Вероятностная модель. Проводится 2L испытаний, каждое из 

которых состоит в случайном независимом и равновероятном выбо-

ре (выборка с возвращением) 2n двоичных последовательностей 

длины L из множества  VL всех двоичных последовательностей  

длины L. Берется общее пересечение ПL выбранных при 2L испыта-

ниях множеств. Рассматриваемая случайная величина представляет 

собой мощность |ПL| пересечения ПL. 

При условии, что L много меньше |S|, по нашему мнению, по-

ведение случайной величины ПL достаточно хорошо моделирует 

весьма сложную по своей природе случайную величину |П(L, A)|.  

В частности, мы предполагаем, что вероятность 

P(|П(L, A)| = r) 

при случайном и равновероятном выборе автомата А из достаточно 

широкого класса автоматов, незначительно отличается от вероятно-

сти 

P(|ПL| = r). 

Лемма 1. Математическое ожидание случайной величины |ПL| 

равно 

2 21
2 [1 (1 ) ]

2

n LL

L
  . 

Доказательство. Обозначим через y ,  yVn случайную вели-

чину 

1,

0,
L

y

L

если y П

если y П



 


. 

Очевидно, 

|ПL| = 
n

y
y V




 , 

поэтому 

E|ПL| = ( ) 2 ( 1)
n

L
y y

y V

E P 


   . 

Но 

2 21
( 1) [1 (1 ) ]

2

n L

y L
P      , 

и, таким образом, 

E|ПL| = 2 21
2 [1 (1 ) ]

2

n LL

L
   . 

Лемма 2. При L > n выполняется 

P(|ПL| = 0) > ( ) 21 2
Ln L L  

 . 

Доказательство. Оценим сверху E|ПL|. Для этого предвари-

тельно оценим снизу величину 21
(1 )

2

n

L
 . Имеем 
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2

2

2 (2 1) 2 (2 1) (2 1)1 2 1 1
(1 ) 1 ( )

2 2 2 2 ! 2

n
n n n n nn

i

L L L L

i

i

   
        . 

Этот ряд знакопеременный и при L > n Лейбницевский, поэто-

му  

21
(1 ) 1 2

2

n n L

L

   . 

Подставляя эту оценку в формулу для E|ПL|, получаем 

E|ПL| < ( ) 22
Ln L L   . 

В то же время 

E|Пk| = 
2

0

(| | )

n

L
i

i P П i


  , 

поэтому 

P(|ПL| = 0) = 
2

1

1 (| | ) 1

n

L
i

P П i


    E|ПL| > ( ) 21 2
Ln L L  

 , 

что и требовалось доказать. 

Замечание. Утверждение леммы 2 можно получить и другим 

способом. Несложно получить формулу 

P(|ПL| = 0) = 2 2 21
(1 [1 (1 ) ] )

2

n L L

L
   , 

а из нее с помощью неравенства 

21
(1 ) 1 2

2

n n L

L

    

и утверждение леммы 2. 

Лемма 3. Для любого L выполняется 

P(|ПL| = 0) > 
2

1 2 exp( 2 exp( ))
2 1

n
L L

L
    


. 

Доказательство. Имеем 

2 3

1 1 1 1 1
2 ln(1 ) 2 ( )

2 2 2 2 2 3 2
L n

L L L L i L i
       

  
, 

и, следовательно, 

2 3

1 1 1 1 1 1
2 ln(1 ) 2 ( ) 2 ( )

2 2 2 2 2 2 1
n n n

L L L L i L L
         


, 

то есть 

21 2
(1 ) exp( )

2 2 1

n
n

L L
  


. 

Используя формулу для E(|ПL|), получаем  

E(|ПL|) < 22
2 [1 exp( )]

2 1

L
n

L

L
 


. 

В свою очередь, 

22 2
[1 exp( )] exp( 2 exp( ))

2 1 2 1

L
n n

L

L L
     

 
, 
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так как 

2 2
2 ln(1 exp( )) 2 exp( )

2 1 2 1

n n
L L

L L
     

 
. 

Таким образом,  

E(|ПL|) <
2

2 exp( 2 exp( ))
2 1

n
L L

L
   


, 

поэтому 

P(|ПL| = 0) >
2

1 2 exp( 2 exp( ))
2 1

n
L L

L
    


. 

Из леммы 3 легко получить следствие. 

Следствие.  

P(|ПL| = 0) >
2 22

2
1

2
n LL

L

 
 . 

Полученные оценки вероятности P(|ПL| = 0) показывают, в 

частности, что для n > 8, L > n вероятность того, что пересечение ПL 

пусто, практически можно считать равной единице. 

Таким образом, считая, что выбранная вероятностная модель 

правильно отражает поведение случайной величины |П(L, A)|, мож-

но заключить, что для почти всех векторных автоматов (c S = Vn,  

X = Y = F2) размерности n степень слабой автономности не превос-

ходит n. 

 

24.3. Способ построения векторного автомата  

с гарантированным выходным периодом на основе нахождения 

его сильно различимых входных слов 

 

Пусть P – входное слово (входная последовательность) автома-

тов A = (X, S, Y, h, f), A` = (X, S` Y, h`, f`). 

Определение 5. Автомат A называется P-вложимым в автомат 

A` (или A` P покрывает автомат A),  если для любого состояния sS 

автомата A найдется состояние s` S`  автомата A`, для которых 

A(s, P) = A`(s`, P) 

Определение 6. Автоматы  A, A` называются P – неотличимы-

ми, если они P-вложимы друг в друга.   

Легко доказывается лемма 4. 

Лемма 4. Пусть автомат A одновременно P-вложим и  

P`-вложим в автомат A^, причем слова (мультиграммы) P, P` сильно 

различимы относительно автоматa A^. Тогда P, P` сильно различи-

мы и относительно автомата A. 
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Предположим теперь, что автомат A = (X, S, Y, h, f) P-вложим в 

автомат A` = (X, S`, Y, h`, f`). В этом случае найдется отображение  P  

S в S`, при котором для любого s  S 

A (s, P) = A`(P(s), P). 

Определение 7. Автомат A = (X, S, Y, h, f) называется  инъек-

тивно P-вложимым в автомат A` = (X, S`,Y, h`, f`), если найдется 

инъективное отображение P: SS`, при котором  

A(s, P) = A`(P(s), P), sS. 

Определение 8. Входное слово P автомата A называется диа-

гностическим (инъективным) для A, если из условия  

А(s,P) = A(s`,P) 

вытекает s = s`. 

Легко проверить справедливость следующего утверждения. 

Лемма 5. Если автомат A инъективно P-вложим в A` и P – диа-

гностическое слова для A`, то P будет диагностическим словом и  

для A. 

Далее под периодической входной последовательностью  =  

= x(1), x(2), ..., x(j), ... автомата А мы будем понимать чисто перио-

дическую последовательность элементов алфавита X, а под ее пери-

одом – минимальный период. 

Следствие теоремы 1. Пусть  = x(1), x(2), ..., x(j), ... –  вход-

ная периодическая последовательность перестановочного автомата 

А простого периода (), содержащая сильно различимые мульти-

граммы P, P` относительно А. Тогда для любого sS период W(s,) 

выходной последовательности A(s, ) автомата A кратен (). 

Предлагаемый метод синтеза автоматов  с гарантированными 

выходными периодами состоит из двух этапов: 

1) построение автомата A^ с сильно различимыми относитель-

но A^ входными словами P, P`; 

2) построение перестановочного автомата A, который одно-

временно P – вложим в A^ и P` – вложим в A^. 

Входные мультиграммы P, P` построенного таким образом ав-

томата A будут, согласно лемме 4, сильно различимы относительно 

A, а согласно следствию теоремы 1,  при входной последовательно-

сти простого периода, содержащей мультиграммы P, P`, автомат A 

будет автоматом с гарантированным выходным периодом. 

Ниже конкретизируется общая схема этого метода для вектор-

ных автоматов, то есть автоматов, у которых множество состояний 

является векторным пространством надконечным полем. В качестве 
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исходного автомата A^ мы выбираем линейный автомат. При этом 

рассматриваются следующие случаи применения данного метода: в 

качестве мультиграмм P, P` будут взяты однородные мультиграммы 

xk = , ,...,
k

x x x , x`k = `, `,..., `
k

x x x (мультиграммы, составленные из одного 

символа алфавита X), а P-вложимость и P`-вложимость автоматов 

будет осуществлена с помощью гомоморфизмов соответствующих 

подавтоматов автоматов A, A`. Для осуществления намеченного 

плана предварительно напомним необходимые нам основные поня-

тия теории автоматов. 

Говорят, что отображение   S в S` определяет гомоморфизм по 

состояниям автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) в автомат A` = (X, 

S`, Y, (h`x)xX, (f`x)xX), если 

    hx = h`x,         fx = f`x,     xX. 

Для автомата A = (X, S, Y, (hx)xX, (fx)xX) автономный автомат 

ax = (S, hx, Y, fx) с функцией перехода hx  и функцией выхода fx назо-

вем x-м ассоциированным с А автономным автоматом. 

Под векторным линейным автоматом будем понимать автомат 

^A = (X, Vn, Fq, (x)xX, (x)xX) – с множеством состояний Vn, явля-

ющимся векторным пространством  над конечным полем Fq (из q 

элементов), выходным алфавитом  Fq, частичными функциями пере-

хода (x)xX, представляющими собой линейные  преобразования 

векторного пространства  Vn, и частичными функциями выхода 

(x)xX, являющимися линейными отображениями  Vn  в  Fq. Нас далее 

будут интересовать векторные линейные перестановочные автоматы, 

то есть векторные линейные автоматы, у которых линейные  преоб-

разования (x)xX векторного пространства  Vn являются невырож-

денными преобразованиями. 

Наряду с векторным линейным перестановочным автоматом ^A 

= (X, Vn, Fq, (x)xX, (x)xX) нас будет интересовать его подавтомат, 

определенный на множестве Vn\0, являющимся векторным про-

странством Vn над конечным полем Fq (из q элементов) с исключен-

ным нулевым вектором. Этот подавтомат мы будем обозначать той 

же буквой A^ (ограничения отображений x, x на Vn\0 будем обо-

значать теми же буквами), то есть A^ = (X, Vn\0, Fq, (x)xX, (x)xX), 

где x: Vn\0 Vn\0, x: Vn\0 Fq. 

Обозначим через A = (X, Vm, Fq, (hx)xX, (fx)xX) – произвольный 

векторный перестановочный  автомат с множеством состояний Vm,  

для которого hx(0) = 0, fx(0) = 0. Той же буквой A будем обозначать 
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векторный перестановочный автомат с множеством состояний Vm\0: 

A = (X, Vm\0, Fq, (hx)xX, (fx)xX). Ниже всегда будет ясно, о каких ав-

томатах идет речь c  множеством состояний Vm\0, или Vm. 

Для линейного автомата A^ = (X, Vn, Fq, (x)xX, (x)xX) введем 

дополнительные обозначения: Vn
* – пространство линейных функ-

ций, определенных на Vn; tx – линейное преобразование простран-

ства Vn
*, сопряженное с линейным преобразованием x, xX; (x, 

tx) – минимальный многочлен вектора  x, относительно линейного 

преобразования  tx, xX; deg(x, tx) – cтепень многочлена  (x, 

tx).  

Теорема 2. Пусть A = (X, Vm\0, Fq, (hx)xX, (fx)xX) – векторный 

перестановочный  автомат, A^ = (X, Vn\0, Fq, (x)xX, (x)xX) – век-

торный линейный перестановочный автомат, для которого при не-

которых x и x` из X многочлены (x, tx), (x`, tx`) взаимно про-

сты и (x, tx) = n. Пусть отображения x, x` Vm в Vn, m  n, тако-

вы, что x(0) = x`(0) = 0 и они осуществляют гомоморфизмы по со-

стояниям ассоциированных с A=(X, Vm\0, Fq, (hx)xX, (fx)xX) авто-

номных автоматов ax = (Vm\0, hx, Fq, fx), ax` = (Vm\0, hx`, Fq, fx`), соот-

ветственно, в ассоциированные с A^ = (X, Vn\0, Fq, (x)xX, (x)xX) 

автономные линейные автоматы ^ax = (Vn\0,Fq, x,x), ^ax`= (Vn\0, Fq, 

x`, x`).  Тогда при любой входной периодической последователь-

ности P простого периода, содержащей однородные мультиграммы 

xk, x`k, k  deg((x, tx)  (x`, tx`)), автомат A будет автоматом с 

гарантированным выходным периодом. 
Доказательство. При выполнении условий теоремы мульти-

граммы xk, x`k  будут сильно различимыми относительно автомата 

A^;  то же время очевидно, автомат A будет одновременно  

xk-вложим и x`k-вложим в автомат A^. Следовательно, согласно 

лемме 4,   мультиграммы xk, x`k
  будут сильно различимыми и отно-

сительно автомата A, а согласно следствию теоремы 1, при входной 

последовательности P автомат A будет автоматом  с гарантирован-

ным выходным периодом. 

Теорема 3. Пусть A = (X, Vm, Fq, (hx)xX, (fx)xX) – векторный 

перестановочный  автомат (hx(0) = 0, fx(0) = 0, xX) A^ = (X, 

Vn,Fq,(x)xX,(x)xX) – векторный линейный перестановочный авто-

мат, для которого при некоторых x и x` из X deg(x, tx) = 

deg(x`,tx`) = n. Пусть m = n и отображения x, x` Vn в Vn таковы, 

что x(0) = x`(0) = 0  и они осуществляют изомоморфизмы по со-
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стояниям ассоциированных с A = (X, Vm, Fq, (hx)xX, (fx)xX) автоном-

ных автоматов ax = (Vm, hx, Fq, fx), ax`= (Vm, hx`, Fq, fx`) соответственно в 

ассоциированные с A^ = (X, Vn, Fq, (x)xX, (x)xX) автономные линей-

ные автоматы ^ax = (Vn, Fq, x, x), ^ax` = (Vn, Fq, x`, x`). Если отобра-

жение x  (x`)–1: VnVn является нелинейным отображением, то  

A – нелинейный (с точностью до неотличимости векторных автома-

тов) автомат.  

Доказательство. При выполнении условий теоремы каждый из 

автоматов ax, ax`, ^ax, ^ax` находится в приведенной форме, в частно-

сти, сами автоматы A, ^A – приведенные автоматы.  

Предположим, что условия теоремы выполнены, но тем не ме-

нее автомат A неотличим от некоторого  векторного линейного ав-

томата A . В силу того что приведенная форма линейного автомата 

является линейным автоматом, будем без ограничения общности 

рассуждений считать, что A  – приведенный автомат.  Положим   

A  = (X, Vn, Fq, (a x)xX, ( c x)xX). Из неотличимости приведенных ав-

томатов A, A  вытекает их изоморфизм. Пусть отображение  : 

VnVn  осуществляет изоморфизм автомата A в автомат A . Имеем  

xhx(x)–1 = x,     fx = xx; 

hx()–1 = a x,    fx = c x 

и, в частности, 

(x)–1xx()–1 = a x 

x = c x(x)–1. 

Таким образом, отображение (x)–1 осуществляет изоморфизм 

линейного автомата ^ax = (Vn, Fq, x, x)  в линейный автомат a x =  

= (X, Vn, Fq, a x, c x). 

Аналогично показывается, что отображение (x`)–1 осуществ-

ляет изоморфизм автомата  ^ax` = (Vn, Fq, x`, x`) в линейный авто-

мат a x` = (X, Vn, Fq, a x`, c x`). 

Ранее было отмечено, что линейные автономные автоматы ^ax, 

^ax` – приведенные. Очевидно, автоматы   a x , a x`  также являются  

приведенными. В связи с чем несложно показывается, что любой 

изоморфизм автомата  ^ax` = (Vn, Fq, x`, x`) в автомат a x` = (X, Vn, 

Fq, a x`, c x`) является линейным отображением, в частности, отобра-

жение (x)–1 – линейно. Аналогично получаем, что  (x`)–1  – ли-

нейное отображение. Следовательно, произведение 

((x)–1)–1  (x`)–1 = x
  (x`)–1 
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является линейным отображением  Vn  в Vn, что противоречит усло-

вию теоремы 2. Таким образом, теорема 2 полностью доказана. 

 

24.4. Пример синтеза векторного нелинейного автомата  

с гарантированным выходным периодом 

  

Ниже используются понятие разветвления нелинейного отоб-

ражения пространства Vn в себя с помощью линейных преобразова-

ний Vn [25]. 

 Пусть автомат A имеет вид: 

A = (X, S, (hx)xX, (fx)xX) = (F2, Vn, F2, ([x, x+1, ])
2x F ,(cx) 2x F ). 

Здесь положено: X = F2 – поле из двух элементов; S = Vn –  

n-мерное векторное пространство над полем F2; частичные функции 

переходов hx = [x, x+1, ], x  F2, определены равенствами  

hx (v) =[x, x+1, ] v = f(v)+i = (v)(0+1)v + xv, vVn, 

где 0, 1 – линейные преобразования векторного пространства Vn;  

-линейная функция  на Vn; частичные функции выхода fx = cx, xX, 

являются линейными отображениями  Vn  в F2. 

Пусть Q – произвольное линейное преобразование n-мерного 

векторного пространства Vn над полем F2 с неприводимым характе-

ристическим многочленом (Q); , с 0, с 1 – линейные функции, 

определенные на Vn (, с 0 и , с 1 – линейно независимые пары 

функций); a, b – векторы пространства Vn, при которых  

(a) = 0, (b) = 0, с 0(b)=0, 

(Q–1a)=1, (Q–1b) = 0, с 1(b) = 0, 

(Qa) = 0, (Qb) = 1. 

Для краткости обозначим через A(, Q) автомат 

A = (F2, Vn, F2, ([x, x+1, ])
2x F ,(cx)

2x F ) 

вида 

0 = Q+Q, 

1 = Q+(Q(a+b)+a+b)+(Qb+a+b)Q–1+(a+b)Q), 

c0 = с 0(a) +с 0, 

c1 = с 1(a) +с 1, 

где знак  обозначает операцию тензорного произведения. 

 

Теорема 4. Пусть P – входная последовательность автомата 

A(, Q) простого периода (P), содержащая однородные L-граммы  
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0(L)=0,0,...,0
L

 , 1(L)=1,1,...,1
L

, L 2n. 

Тогда периоды выходных последовательностей A(s, P) автомата 

A(, Q), при любом начальном состоянии  sVn\0,  кратны (P). 

Доказательство теоремы разобьем на ряд самостоятельных 

утверждений.  

Лемма 6. Линейные преобразования  0, 1  являются невырож-

денными преобразованиями пространства Vn.  

Доказательство. Известно,  что линейное преобразование вида  

Q + 
1

m

i

d


 ii , 

где  diVn, а i-линейные функции на Vn, i{1, 2, ..., m} невырож-

денно тогда и только тогда, когда определитель матрицы  

||  ij +iQ–1dj||,  ij =





0 при i j,

1 при i j,
 

отличен от нуля. Поэтому преобразование  0 невырожденно, так 

как  1+(a) = 1. 

Второе линейное преобразование  1 можно представить в виде 

1 = (E+b)(Q + aQ)( E+(a+b) + bQ–1) = 

= (E+b)0(E+(a+b)+bQ–1), 

где E – тождественное преобразование векторного пространства Vn. 

Линейные преобразования E+b и E+(a+b) + bQ–1  невырож-

дены, так как 1+(b) = 1 и  

1 1

1 ( ) ( )

( ( ) 1 ( )

a b b

Q a b Q b

 

  

 

 
 = 

1 0

1 1
 = 1. 

Отсюда, вследствие невырожденности  о, вытекает невырож-

денность  линейного преобразования 1. 

Лемма 7. Автомат A(, Q) является перестановочным автома-

том. 

Доказательство. Легко показывается, что для xX отображе-

ние [x, x+1, ]  с невырожденными линейными преобразованиями 

о, 1 будет взаимно однозначно тогда и только тогда, если  

o
–1 = 1

–1,  то есть o
–11 = . Легко проверить, что   

o
–1 = Q–1+ Q–1a. Поэтому 

o
–1 = Q–1+(Q–1a) = Q–1+ 

и 

o
–11 = (Q–1+)[Q+(Q(a+b)+a+b)+(Qb+a+b)Q–1+ 

(a+b)Q]= 
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= +Q–1(Q(a+b)+a+b)+ Q–1(Qb+a+b)Q–1+ 

+Q–1(a+b)Q+Q+(Q(a+b)+a+b)+(Qb+a+b)Q–1+(a+b)Q= 

Лемма  8. Отображения [E, Bo, ], [E, B1, ] 

[E, Bo, ]v = (v)(E+Bo)+v, 

[E, B1, ]v = (v)(E+B1)+v, vVn, 

при 

B0 = E+(a+b)+bQ–1 ; 

B1 = E+a+bQ–1 

взаимно  однозначны. 

Доказательство.  Действительно, 

(a+b)+1 = 1 

и 

1 1

1 ( ) ( )

( ) 1 ( )

a b

Q a Q b

 

  




 = 

1 0

1 1
 = 1. 

Следовательно, линейные преобразования  B0, B1 невырожден-

ны. Далее, 

B0 = +(a+b) =  

и 

B1 = +(a)+ (b)Q–1 = , 

то есть указанные в лемме отображения взаимно однозначны. 

Лемма  9. Имеет место равенство                     

[E, Bo, ] [0, 1, ] = Q[E, Bo, ], 

где  

B0 = E+(a+b)+bQ–1. 

Доказательство. Действительно, при vVn имеем  

[E, Bo, ] [0, 1, ]v = ((v)  (0+1)v+(0 v)((E+ B0) 

((v)(0+1)v+0 v))+(v)(0+1)v+0v. 

Подсчитаем сначала некоторые вспомогательные выражения. 

 0 = (Q+aQ) = (Q); 

0+1 = (Q(a+b)+a+b) +(Q(b)+a+b)Q–1+bQ; 

( 0+ 1)=+Q–1; 

(v)((0+1)v+(0 v) = (v)+(v)(Q–1v)+(Q v); 

(E+B1)((v)(0+1)v+0v) = a((v)+ (v)(Q–1v)+(Q v))+ b(v); 
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(v)(0+1)v+0v = (v)Qa+a(v)+(Qb)(Q–1v)(v)+a(Q–1v)(v)+ 

+b(Q–1v)(v)+b(Q v)(v)+Qv+ a(Qv). 

Следовательно, 

[E, Bo, ] [0, 1, ] = 

= ((v)+(Q-1v)+(v)+(Qv))(a((v)+(v)(Q 
-1v)+(Qv)) 

+b( v))+(Qa)( v)+b(v)+a(v)+ b(v)+(Qb)(Q-1v)(v) 

+ a(Q 
-1v)(v)+b(Q-1v)(v)+b(Qv)(v)+Qv+a(Qv) = 

= (v)(Qa)+(v)(Qb)+(v)(Q-1v)(Qb)+Qv = 

= (v)(Q(a+b)+(Qb)Q-1)v+Qv = 

= (v)(Q(E+B0)v)+Qv=Q [E, Bo, ]. 

Таким образом, лемма 9 полностью доказана. 

Аналогично доказывается лемма 10. 

Лемма 10. Имеет место равенство 

[E, B1, ] [1, 0,] = Q1 [E, B1, ], 

где 

B1 = E + a+bQ-1, 

Q1 = Q+Q(a+b)+(Qb)Q-1. 

Лемма 11. Справедливы равенства 

с0(v) = с 0[E, B0, ](v), 

с1(v) = с 1[E, B1, ](v). 

При любом vVn. 

Доказательство. Действительно, 

с 0[E, B0, ]v = с 0 ((v)(E+B0)v+v) = (x) с 0(((a+b)+bQ-1)v)+ с 0(v) = 

= с o(a)(v)+ с o(v) = co(v). 

Аналогичным образом доказывается и второе равенство. 

Лемма 12. Характеристические многочлены (Q), (Q1) линей-

ных преобразований Q, Q1  взаимно просты. 

Доказательство. Вследствие утверждений лемм 7, 8, 9, линей-

ные преобразования Q, Q1 невырожденны.  Так как многочлен (Q)  

неприводим, то для доказательства леммы 12 нам достаточно пока-

зать, что след (Tr) линейного преобразования Q  не равен следу ли-

нейного преобразования Q1. Имеем   

Tr(Q1) = Tr(Q)+ (Q(a+b))+ (b) = Tr(Q)+1, 

что и требовалось доказать. 
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Обозначим через A (,Q) = (F2, Vn\0, F2, ([1, x+1, ])
2x F , (cx)

2x F ) 

компоненту автомата  

A(,Q) = A = (F2, Vn, F2, ([1, x+1, ])
2x F , (cx)

2x F ), 

определенную на множестве Vn\0 ненулевых векторов пространства 

Vn, а через A^ = (F2, Vn\0, F2, (Qx)x
2F
, (с x)x

2F
) – линейный автомат с 

чаcтичными функциями переходов Qo = Q, Q1 и частичными функ-

циями выхода с o, с 1.  

Согласно доказанным леммам для  автоматов A (,Q), A^ вы-

полнены все условия теоремы 2, в связи с чем при указанной в тео-

реме 4 входной последовательности P автомат A (,Q)  является ав-

томатом с гарантированным выходным периодом. Таким образом, 

теорема 4 полностью доказана. 
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