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Òåîðåìà ×ìóòîâà�Ëàíäî óòâåðæäàåò, ÷òî çíà÷åíèå âåñîâîé
ñèñòåìû (ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, óäîâëåòâîðÿþùåé
4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì Âàñèëüåâà), îòâå÷àþùåé àëãåáðå Ëè
sl2, çàâèñèò ëèøü îò ãðàôà ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñè-

ñòåìû íà ãðàôàõ íåñêîëüêèõ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ñîáîé ñîåäèíåíèå ãðàôà ñ ìàëûì ÷èñëîì âåðøèí ñ äèñ-
êðåòíûì. Â ÷àñòíîñòè, ìû âû÷èñëÿåì ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ ñåðèè,
â êîòîðîé èñõîäíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ öèêëîì íà 5 âåðøèíàõ; âñå
ãðàôû ýòîé ñåðèè çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîãî íå ÿâëÿþòñÿ ãðà-
ôàìè ïåðåñå÷åíèé.
Ìû òàêæå âûâîäèì ôîðìóëó äëÿ ïðîåêöèé ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñîåäèíåíèå ïðîèçâîëü-
íîãî ãðàôà ñ äèñêðåòíûì, íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïî-
ëó÷åííîé ôîðìóëîé, ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñè-
ñòåìû íà ïðîåêöèÿõ ãðàôîâ óêàçàííûõ ñåðèé íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðèìèòèâíûõ. Íàøè âû÷èñëåíèÿ ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó
Ñ. Ê. Ëàíäî î çíà÷åíèÿõ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèÿõ íà
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ.
Áèáëèîãðàôèÿ: 17 íàçâàíèé
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� 1. Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè èíâàðèàíòîâ óçëîâ âàæíóþ ðîëü èãðàþò âåñîâûå ñèñòåìû �

ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå òàê íàçûâàåìûì 4-÷ëåííûì

ñîîòíîøåíèÿì. Èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, èëè èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà,

ââåäåííûå Â.À. Âàñèëüåâûì [17] îêîëî 1990-ãî ãîäà, ìîãóò áûòü âûðàæåíû â

òåðìèíàõ âåñîâûõ ñèñòåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê äîêàçàë Ì. Êîíöåâè÷ [9], íàä
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ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü âñÿêàÿ âåñîâàÿ ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-òî

èíâàðèàíòó êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Îêîëî 1995 ãîäà Ä. Áàð-Íàòàí [1] è Ì. Êîíöåâè÷ [9] ïðåäëîæèëè ñïîñîá

ïîñòðîåíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû ïî âñÿêîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè, íàäåëåííîé

íåâûðîæäåííîé èíâàðèàíòíîé áèëèíåéíîé ôîðìîé. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ýòîé

êîíñòðóêöèè � âåñîâàÿ ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ àëãåáðå Ëè sl2, èëè sl2-âåñîâàÿ

ñèñòåìà. Èíâàðèàíò óçëîâ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ýòà âåñîâàÿ ñèñòåìà, �

êðàøåíûé ìíîãî÷ëåí Äæîíñà. Çíà÷åíèÿ ýòîé âåñîâîé ñèñòåìû ëåæàò â öåíòðå

óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû àëãåáðû Ëè sl2, òî åñòü ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé c (ýëåìåíòà Êàçèìèðà) ñî ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì åäèíèöå.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó îïðåäåëåíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû, îíà âåñüìà ñëîæíà

äëÿ âû÷èñëåíèé â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â íåêîììóòà-

òèâíîé àëãåáðå. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî [6] ñóùåñòâåí-

íî óïðîùàþò çàäà÷ó, îäíàêî è èõ ïðèìåíåíèå äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî, è ÿâíûå

çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû èçâåñòíû ëèøü äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì ìàëûõ

ïîðÿäêîâ è íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ñåðèé õîðäîâûõ äèàãðàìì (â òîì ÷èñëå,

äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì, ãðàô ïåðåñå÷åíèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâóäîëü-

íûì, ïðè÷åì ðàçìåð îäíîé èç äîëåé íå ïðåâîñõîäèò 3, ñì. [7]). Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ñëó÷àÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ ïîëíûì ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé èìååòñÿ ãèïîòå-

çà (Ñ.Ê. Ëàíäî) î ôîðìå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ, îäíàêî îíà äîêàçàíà

ëèøü äëÿ èõ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ [2].

Ñîãëàñíî òåîðåìå ×ìóòîâà�Ëàíäî [5], çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà äèà-

ãðàììàõ ñ èçîìîðôíûìè ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé ñîâïàäàþò, òî åñòü, çíà÷åíèå

ýòîé âåñîâîé ñèñòåìû íà õîðäîâîé äèàãðàììå îïðåäåëÿåòñÿ åå ãðàôîì ïåðåñå-

÷åíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î çíà÷åíèÿõ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ ïå-

ðåñå÷åíèé è âûçûâàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ (Ñ.Ê. Ëàíäî) î òîì, ñóùåñòâóåò ëè

ïðîäîëæåíèå âåñîâîé ñèñòåìû äî ïîëèíîìèàëüíîãî èíâàðèàíòà ãðàôîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùåãî 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ãðàôîâ [11]. Êàê ïîêàçàë Å. Êðà-

ñèëüíèêîâ, äëÿ âñåõ ãðàôîâ íå áîëåå ÷åì ñ 8 âåðøèíàìè òàêîå ïðîäîëæåíèå

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îäíàêî çíà÷åíèé ïðîäîëæåííîé âåñîâîé ñèñòåìû

äëÿ ãðàôîâ ñ á�îëüøèì ÷èñëîì âåðøèí, â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé

ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûëî

èçâåñòíî. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò, ìû âû÷èñëÿåì åãî çíà-

÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîé ñåðèè ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñîåäèíåíèå öèêëà

äëèíû 5 è äèñêðåòíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ. Â ñëó÷àå n = 1, 2, 3 íàøè ðåçóëü-

òàòû ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè Å. Êðàñèëüíèêîâà. Íà÷èíàÿ ñ n = 1 ãðàôû

ýòîé ñåðèè íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé, òàê ÷òî â íàøåé ðàáîòå âïåðâûå

âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîì ñåìåéñòâå ãðàôîâ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé.

Äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç (G,n) ñîåäèíåíèå ãðàôà G è äèñêðåòíîãî ãðàôà

íà n âåðøèíàõ, ò.å. ãðàô, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê äàííîìó ãðàôó G âñåõ

ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ åãî âåðøèíû ñ äàííûìè n âåðøèíàìè, íèêàêèå äâå èç

êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîèñêó ïðîäîëæåíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû äî ïî-

ëèíîìèàëüíîãî èíâàðèàíòà ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäå-

ëèòü íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ, óäîâëåòâî-



ÇÍÀ×ÅÍÈß SL2-ÂÅÑÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÀ ÑÅÌÅÉÑÒÂÅ ÃÐÀÔÎÂ, ÍÅ ßÂËßÞÙÈÕÑß ÃÐÀÔÀÌÈ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÉ ÕÎÐÄÎÂÛÕ ÄÈÀÃÐÀÌÌ3

ðÿþùèé 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ãðàôîâ è ñîâïàäàþùèé ñ âåñîâîé ñèñòå-

ìîé íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî èìåòü äîñòàòî÷íîå

êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû íà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâàõ ãðà-

ôîâ. Ìû âû÷èñëÿåì ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ãðàôîâ âèäà (G,n), ãäå G � ãðàô

íå áîëåå ÷åì ñ 4 âåðøèíàìè, à n ∈ N ∪ {0}.
Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííûõ ñîîò-

íîøåíèé, òàê è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ãðàôîâ íàäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé ñâÿç-

íîé ãðàäóèðîâàííîé êîììóòàòèâíîé êîêîììóòàòèâíîé àëãåáðû Õîïôà. Â ñâîþ

î÷åðåäü, ãðàôû âèäà (G,n) ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà â àëãåáðå Õîïôà

ãðàôîâ, à ýòà ïîäàëãåáðà Õîïôà ñîäåðæèò ïîäàëãåáðû Õîïôà, ïîðîæäåííûå

ãðàôàìè âèäà (G,n), ãäå âñå ãðàôû G � ïîäãðàôû çàäàííîãî ãðàôà. Èç òåî-

ðåìû Ìèëíîðà�Ìóðà [15] âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ àëãåáð Õîïôà ïîðîæ-

äåíà ñâîèìè ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðîé

Õîïôà îò ýòèõ ýëåìåíòîâ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé òàêîé àëãåáðå Õîïôà

îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ âäîëü ïîä-

ïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìûõ. Ýòà ïðîåêöèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò ïî ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó àëãåáðû Õîïôà. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëü-

íàÿ ôîðìóëà äëÿ ýòîé ïðîåêöèè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ åå êàê ëîãàðèôì òîæäå-

ñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà [12, 16], îäíàêî âû÷èñëåíèÿ ñ åå ïîìîùüþ â îáùåì

ñëó÷àå îêàçûâàþòñÿ òðóäîåìêèìè. Ìû âûâîäèì ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ïðî-

èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðîåêöèé ãðàôîâ ñåðèè (G,n) íà ïðèìèòèâíûå ÷åðåç

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ãðàôîâ ñåðèé (H,n), ãäå H � ïîäãðàôû ãðàôà G,

âêëþ÷àÿ ñàì ãðàô G. Âìåñòå ñ ïîëó÷åííûìè íàìè ÿâíûìè ôîðìóëàìè äëÿ

óïîìÿíóòûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèÿõ íà ïðèìèòèâíûå ãðà-

ôîâ ñåðèé (G,n) â ñëó÷àÿõ, êîãäà G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô íå áîëåå ÷åì ñ

4 âåðøèíàìè ëèáî öèêë íà 5 âåðøèíàõ. Èç âèäà ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèÿõ òàêèõ ãðàôîâ

(G,n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îò c ñòåïåíè íå âûøå ÷èñëà âåðøèí â G.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò åùå îäíó ãèïîòåçó Ñ.Ê.Ëàíäî: çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòå-

ìû íà ïðîåêöèè íà ïðèìèòèâíûå õîðäîâîé äèàãðàììû, îêðóæåíèå (ò.å. äëèíà

íàèáîëüøåãî ïðîñòîãî öèêëà, â àíãëîÿçû÷íîé òåðìèíîëîãèè ¾circumference¿;

èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí ¾îêðóæíîñòü ãðàôà¿) ãðàôà ïåðåñå÷åíèé êîòîðîé

íå ïðåâîñõîäèò 2ℓ, ℓ > 1, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå ℓ.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ìû ïðèâîäèì îïðå-

äåëåíèå àëãåáð Õîïôà ãðàôîâ è õîðäîâûõ äèàãðàìì, à òàêæå ïîäàëãåáð Õîïôà

ãðàôîâ âèäà (G,n), è îáñóæäàåì ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëå-

ìåíòîâ â ýòèõ àëãåáðàõ Õîïôà. Îñíîâíîé íîâûé ðåçóëüòàò çäåñü � ôîðìóëà,

âûðàæàþùàÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïðîåêöèé íà ïðèìèòèâíûå ãðàôîâ

ñåðèè (G,n) ÷åðåç ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîäãðàôîâ (âêëþ÷àÿ ïðîèçâî-

äÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ñàìèõ ãðàôîâ (G,n)). Â ðàçäåëå 3 ìû âîñïðîèçâîäèì

îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà sl2-âåñîâîé ñèñòåìû. Íàøå èçëîæåíèå â

ðàçäåëàõ 2 è 3 ñëåäóåò ïîäõîäó [4]. Â ðàçäåëå 4 ìû èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ

×ìóòîâà�Âàð÷åíêî [6] è íåêîòîðûå íàøè ðåçóëüòàòû (ñì. [7]), ÷òîáû âû÷èñ-

ëèòü çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ (G,n) äëÿ âñåõ ãðàôîâ G íå áîëåå

÷åì ñ 4 âåðøèíàìè. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, ìû âû÷èñ-
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ëÿåì â ðàçäåëå 5 çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ âèäà (C5, n), ãäå C5

� öèêë íà 5 âåðøèíàõ. Â ðàçäåëå 6 ìû ïðèâîäèì ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ðàññìîòðåííûõ â ñòàòüå ãðàôàõ

è èõ ïðîåêöèÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè êëàñòåðíîé

ãåîìåòðèè ÍÈÓ ÂØÝ, ãðàíò Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, äîãîâîð � 075-15-2021-608 îò

08.06.2021

� 2. Àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ è õîðäîâûõ äèàãðàìì

Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô; îáîçíà÷èì ÷åðåç V (G) ìíîæåñòâî åãî âåðøèí,

à ÷åðåç E(G) � ìíîæåñòâî åãî ðåáåð. Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç (G,n) ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì ãðàôà G è äèñêðåòíîãî ãðàôà íà

n âåðøèíàõ. (Ñîåäèíåíèåì äâóõ ïðîñòûõ ãðàôîâ G è H íàçûâàåòñÿ ãðàô,

ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ê íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ G ⊔H ýòèõ ãðàôîâ âñåõ

ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ãðàôà G ñ âåðøèíàìè ãðàôà H.) Òàê, åñëè

G � äèñêðåòíûé ãðàô íà m âåðøèíàõ, òî (G,n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé

äâóäîëüíûé ãðàô Km,n, à åñëè G � ïîëíûé ãðàô íà m âåðøèíàõ, òî (G,n) �

ðàñùåïèìûé ãðàô Sm,n.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèñûâàåì àëãåáðó Õîïôà ãðàôîâ è àëãåáðó Õîïôà

õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå ïîäàëãåáðû

Õîïôà â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ, ïîðîæäåííûå ãðàôàìè âèäà (G,n). Ïîëüçó-

ÿñü óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëîé ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëå-

ìåíòîâ, ìû âûâîäèì ôîðìóëó ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ â

àëãåáðàõ Õîïôà ãðàôîâ âèäà (G,n).

Êîàññîöèàòèâíîé êîàëãåáðîé ñ êîåäèíèöåé íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî C íàä ïîëåì K ñ îòîáðàæåíèÿìè

µ : C → C ⊗ C

ε : C → K,

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

(idC ⊗ µ) ◦ µ = (µ⊗ idC) ◦ µ,
(idC ⊗ ε) ◦ µ = idC = (ε⊗ idC) ◦ µ.

Áèàëãåáðîé íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî B íàä K,
ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ óìíîæåíèåìm è åäèíèöåé

η è êîàññîöèàòèâíîé êîàëãåáðîé ñ êîóìíîæåíèåì µ è êîåäèíèöåé ε, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

µ ◦m = (m⊗ µ) ◦ (id⊗ τ ⊗ id) ◦ (µ⊗ µ),

ε⊗ ε = ε ◦m,

η ⊗ η = µ ◦ η,
id = ε ◦ ν.

Çäåñü ÷åðåç τ : B ⊗ B → B ⊗ B îáîçíà÷åíî îòîáðàæåíèå, ìåíÿþùåå ñîìíî-

æèòåëè ìåñòàìè.
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Àëãåáðà Õîïôà íàä ïîëåì K � àññîöèàòèâíàÿ è êîàññîöèàòèâíàÿ áèàëãåá-

ðàH ñ åäèíèöåé, êîåäèíèöåé è àíòèïîäîì � òàêèì K-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

S : H → H, ÷òî (â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

m ◦ (S ⊗ id) ◦ µ = η ◦ ε = m ◦ (id⊗ S) ◦ µ.

Âñþäó íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ K ðàâíà

íóëþ.

2.1. Àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ è õîðäîâûõ äèàãðàìì. Ïîä ãðàôîì ìû

ïîíèìàåì êëàññ èçîìîðôèçìà ïðîñòûõ (ò.å. íå èìåþùèõ êðàòíûõ ðåáåð è ïå-

òåëü) êîíå÷íûõ ãðàôîâ. Ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ãðàôîâ îáðàçóþò

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ãðàäóèðîâàííîå êîëè÷åñòâîì âåðøèí ãðàôà.

Ïðîèçâåäåíèå ãðàôîâ G1 è G2 � ýòî èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå: G1G2 :=

G1 ⊔G2. Òàêîå óìíîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî ãðàôîâ ïî ëèíåéíî-

ñòè. Îíî ñîãëàñîâàíî ñ ãðàäóèðîâêîé è çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ñòðóê-

òóðó ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (G) ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G. Äåéñòâèå êîóìíîæå-

íèÿ µ íà ãðàôå G îïðåäåëåíî òàê:

µ(G) :=
∑

U⊂V (G)

G|U ⊗G|V (G)\U .

Çäåñü ÷åðåç G|U îáîçíà÷åí ïîäãðàô â G, èíäóöèðîâàííûé ïîäìíîæåñòâîì U ⊂
V (G) ìíîæåñòâà åãî âåðøèí. Çäåñü è íèæå ïîä òåðìèíîì ¾ïîäãðàô¿ ìû áóäåì

ïîíèìàòü ïîäãðàô, èíäóöèðîâàííûé çàäàííûì ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí. Êàê

è óìíîæåíèå, êîóìíîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ãðàôîâ ïî

ëèíåéíîñòè è ñîãëàñîâàíî ñ ãðàäóèðîâêîé, ò.å. ìû ââåëè íà ïðîñòðàíñòâå ãðà-

ôîâ ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðû. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1. []Ââåäåííûå âûøå óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå, âìåñòå ñ

åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìûìè åäèíèöåé, êîåäèíèöåé è àíòèïîäîì, çàäàþò íà

ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé êîììóòàòèâíîé è êîêîììó-

òàòèâíîé àëãåáðû Õîïôà.

Ýòà ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ââåäåíà â [8]. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç G àëãåáðó Õîïôà ãðàôîâ, à ÷åðåç Gn � îäíîðîäíîå âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â íåé, íàòÿíóòîå íà ãðàôû ñ n âåðøèíàìè, n = 0, 1, 2, . . . , òàê

÷òî

G = G0 ⊕ G1 ⊕ G2 ⊕ . . .

4-÷ëåííûì ýëåìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ âèäà

G−G′
AB − G̃AB + G̃′

AB ,

ãäå A,B � êàêèå-òî äâå âåðøèíû ãðàôà, G′
AB � ãðàô G, â êîòîðîì èíöèäåíò-

íîñòü âåðøèí A è B èçìåíåíà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ; G̃AB � ãðàô G, â êîòî-

ðîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû, ñîåäèíåííîé ñ B, åå èíöèäåíòíîñòü ñ âåðøèíîé A

èçìåíåíà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Âñå ãðàôû, âõîäÿùèå â 4-÷ëåííûé ýëåìåíò,

èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåðøèí. Íèæå (ñì. ðèñ. 6) áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð

4-÷ëåííîãî ýëåìåíòà äëÿ ãðàôîâ.
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− + −

Ðèñ. 1. 4-÷ëåííûé ýëåìåíò â ïðîñòðàíñòâå õîðäîâûõ äèàãðàìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Gn ïî

âåêòîðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà 4-÷ëåííûå ýëåìåíòû ñ n-âåðøèííûìè

ãðàôàìè. Ïðîñòðàíñòâî

F = F0 ⊕ F1 ⊕ F2 ⊕ . . .

íàäåëåíî èíäóöèðîâàííîé èç G ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Õîïôà,

ñì. [11].

Îïðåäåëåíèå 1. []Õîðäîâàÿ äèàãðàììà ïîðÿäêà n � îðèåíòèðîâàííàÿ

îêðóæíîñòü ñ âûáðàííûìè íà íåé 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè, ðàçáè-

òûìè íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàð, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåî-

ìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿþùèõ åå îðèåíòàöèþ.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ðèñóíêàõ òî÷êè, îáðàçóþùèå îäíó ïàðó, ìû ñîåäèíÿåì

îòðåçêîì ïðÿìîé èëè êðèâîé, êîòîðûé è íàçûâàåì õîðäîé.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè õîðäîâûõ

äèàãðàìì, ãðàäóèðîâàíî. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ãðàäóèðîâêè � âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå õîðäîâûìè äèàãðàììàìè îäíîãî ïîðÿäêà.

4-÷ëåííûì ýëåìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå õîðäîâûõ äèàãðàìì íàçûâà-

åòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äèàãðàìì, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1. Â ýòîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè âñå ÷åòûðå äèàãðàììû ñîäåðæàò îäèíàêîâûé íàáîð õîðä, îòëè÷-

íûõ îò äâóõ èçîáðàæåííûõ, ïðè÷åì êîíöû õîðä ýòîãî íàáîðà ìîãóò ëåæàòü

òîëüêî íà ó÷àñòêàõ îêðóæíîñòè, èçîáðàæåííûõ ïóíêòèðíîé ëèíèåé.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ 4-÷ëåííûå ýëåìåíòû â ïðîñòðàíñòâàõ ãðàôîâ è õîðäîâûõ

äèàãðàìì ñîîòâåòñòâåííî, ìû ïîëó÷àåì 4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. []Äóãîâàÿ äèàãðàììà ïîðÿäêà n � îðèåíòèðîâàííàÿ

ïðÿìàÿ ñ âûáðàííûìè íà íåé 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè, ðàçáèòûìè

íà n ïàð, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé, ñîõðà-

íÿþùèõ îðèåíòàöèþ.

Êàæäàÿ èç ýòèõ n ïàð òî÷åê èçîáðàæàåòñÿ äóãîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,

ñîåäèíÿþùåé òî÷êè. Ýòà äóãà íå èìååò ñ îêðóæíîñòüþ îáùèõ òî÷åê, êðîìå

êîíöîâ.

Åñëè âûáðàòü íà õîðäîâîé äèàãðàììå òî÷êó, îòëè÷íóþ îò êîíöîâ õîðä, è

¾ðàçðåçàòü¿ õîðäîâóþ äèàãðàììó â ýòîé òî÷êå, ïîëó÷èòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

õîðäîâîé äèàãðàììû â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû (ñì. ïðèìåð íà ðèñ.

2). Ó õîðäîâîé äèàãðàììû ïîðÿäêà n ìîæåò áûòü äî 2n ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû. Íàïðîòèâ, äóãîâàÿ äèàãðàììà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó.

Ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì C1 è C2 � ýòî õîðäîâàÿ äèàãðàììà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãîâîé äèàãðàììå, ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíå-

íèåì äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äóãîâûõ ïðåäñòàâëåíèé äèàãðàìì C1 è C2 (ñì. ðèñ.
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð õîðäîâîé äèàãðàììû è ñîîòâåòñòâóþùåé åé
äóãîâîé äèàãðàììû

· = =

Ðèñ. 3. Óìíîæåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì

3). Ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì êîððåêòíî îïðåäåëåíî (òî åñòü, ðåçóëü-

òàò íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê ðàçðûâà) ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (C) ìíîæåñòâî õîðä äèàãðàììû C. Êîóìíîæåíèå µ õîð-

äîâûõ äèàãðàìì îïðåäåëåíî òàê:

µ(C) :=
∑

U⊂V (C)

C|U ⊗ C|V (C)\U .

Çäåñü ÷åðåç C|U îáîçíà÷åíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìíîæåñòâà U ⊂
V (C) ìíîæåñòâà õîðä õîðäîâîé äèàãðàììû C.

Óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ïðîäîëæàþòñÿ íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè õîðäî-

âûõ äèàãðàìì ïî ëèíåéíîñòè è ñîãëàñîâàíû ñ ãðàäóèðîâêîé.

Óòâåðæäåíèå 2. [[9]] Îïðåäåëåííûå âûøå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è êîóìíî-

æåíèÿ çàäàþò íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî

ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó 4-÷ëåííûìè ýëåìåíòàìè, ñ îïðåäåëåííûìè

âûøå îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ è êîóìíîæåíèÿ ñòðóêòóðó àëãåáðû Õîïôà.

Îáîçíà÷èì ýòó àëãåáðó Õîïôà ÷åðåç C. Áóäåì íàçûâàòü åå àëãåáðîé Õîïôà

õîðäîâûõ äèàãðàìì, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî õîðäîâûå äèàãðàììû ðàññìàòðèâàþòñÿ

ñ òî÷íîñòüþ äî 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ãðàô ïåðåñå÷åíèé γ(C) õîðäîâîé äèàãðàììû C � ýòî ãðàô, âåðøèíû

V (γ(C)) êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò õîðäàì V (C) äèàãðàììû C, è âåðøèíû va è

vb â êîòîðîì ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå

õîðäû a è b ïåðåñåêàþòñÿ (òî åñòü, èõ êîíöû a1, a2, b1, b2 ðàñïîëîæåíû âäîëü

îêðóæíîñòè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: a1, b1, a2, b2).

Óòâåðæäåíèå 3. [[11]] Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå õîðäîâîé äèàãðàì-

ìå åå ãðàô ïåðåñå÷åíèé, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãðàäóèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà àë-

ãåáð Õîïôà C → G. Ýòîò ãîìîìîðôèçì îïóñêàåòñÿ äî ãðàäóèðîâàííîãî ãîìî-

ìîðôèçìà àëãåáð Õîïôà C → F.
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Ñóùåñòâóþò ãðàôû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé íèêàêîé õîðäîâîé

äèàãðàììû. Íåìíîãî ïîäðîáíåå î òàêèõ ãðàôàõ áóäåò ñêàçàíî â ðàçäåëå 5.1.

Êðîìå ýòîãî, îòìåòèì, ÷òî ó äâóõ ðàçíûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì ìîæåò áûòü îäèí

è òîò æå ãðàô ïåðåñå÷åíèé.

2.2. Ïîäàëãåáðû Õîïôà ïîðîæäåííûå ãðàôàìè (G,n), â àëãåáðå

Õîïôà G. Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô; îáîçíà÷èì ÷åðåç V (G) ìíîæåñòâî åãî

âåðøèí, à ÷åðåç E(G) � ìíîæåñòâî åãî ðåáåð. Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç (G,n) ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì ãðàôà G è äèñêðåòíîãî

ãðàôà íà n âåðøèíàõ.

Ëþáîé ïîäãðàô ãðàôà (G,n) èìååò âèä (H, k), ãäå H � íåêîòîðûé ïîäãðàô

â G, k 6 n. ×åðåç AG îáîçíà÷èì ïîäàëãåáðó Õîïôà â àëãåáðå Õîïôà G, ïî-

ðîæäåííóþ ãðàôàìè âèäà (H,n), ãäå H � ïîäãðàô ãðàôà G, n ∈ N∪{0}. Åñëè
G0, G1, G2 . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ, â êîòîðîé êàæäûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðàôîì ñëåäóþùåãî çà íèì, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäàëãåáðû Õîïôà îáðà-

çóþò öåïî÷êó ïî âêëþ÷åíèþ:

AG0 ⊂ AG1 ⊂ AG2 ⊂ . . . ⊂ G.

Ê ïðèìåðó, àëãåáðà Õîïôà A ïîðîæäåíà ãðàôàìè âèäà ( , n) (òàê íàçûâàå-

ìûå ãðàôû-çâåçäû K1,n ñ n ëó÷àìè), ( , n) (ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôû K2,n),

( , n) (ðàñùåïèìûå ãðàôû S2,n) è ( , n), n = 0, 1, 2, 3, . . ..

2.3. Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. []Ýëåìåíò p áèàëãåáðû íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè

µ(p) = 1⊗ p+ p⊗ 1.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â áèàëãåáðå. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðèìè-

òèâíîãî ýëåìåíòà ïðèìèòèâíà, â ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðå ýòî âåêòîðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî òàêæå ãðàäóèðîâàíî.

Óòâåðæäåíèå 4. [Òåîðåìà Ìèëíîðà�Ìóðà [15]] Íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòè-

êè íóëü âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ êîììóòàòèâíàÿ è êîêîììóòàòèâíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ

áèàëãåáðà èçîìîðôíà ïîëèíîìèàëüíîé áèàëãåáðå, ïîðîæäåííîé åå ïðèìèòèâ-

íûìè ýëåìåíòàìè.

Óñëîâèå ñâÿçíîñòè áèàëãåáðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå íóëåâàÿ îäíîðîäíàÿ êîì-

ïîíåíòà èçîìîðôíà ñàìîìó ïîëþ.

Ðàçëîæèìûå ýëåìåíòû (ò.å. ïðîèçâåäåíèÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ìåíüøåé

ãðàäóèðîâêè) ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âî âñÿêîì îäíîðîäíîì

ïðîñòðàíñòâå ãðàäóèðîâàííîé áèàëãåáðû. Èç òåîðåìû Ìèëíîðà�Ìóðà âûòåêà-

åò, ÷òî êàæäîå îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ðàçëîæèìûìè ýëåìåíòàìè, è ïîäïðîñòðàíñòâà

ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ π êàæäî-

ãî îäíîðîäíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ

âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìûõ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò äëÿ íàñ îäíó èç öåíòðàëüíûõ ðîëåé.

Óòâåðæäåíèå 5. [[11, 16]] Ïðîåêöèÿ π(G) ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìûõ
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ýëåìåíòîâ â àëãåáðå Õîïôà G èìååò âèä

π(G) := G−1!
∑

V1⊔V2=V (G)

G|V1
·G|V2

+2!
∑

V1⊔V2⊔V3=V (G)

G|V1
·G|V2

·G|V3
−. . . , (2.1)

ãäå V1, V2, V3, . . . � íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà

âåðøèí V (G) ãðàôà G.

2.4. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è ïðîåêöèÿ íà ïðèìèòèâíûå ýëåìåí-

òû â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ AG. Ââåäåì ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè

GG(x) := x|V (G)|
∞∑

n=0

(G,n)
xn

n!
,

PG(x) := x|V (G)|
∞∑

n=0

π((G,n))
xn

n!
,

êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû àëãåáðû AG. Ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà � ïåðâûé èç íàøèõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îíà îáîáùàåò íàøè ðåçóëüòàòû

èç [7], äîêàçàííûå òàì äëÿ êîíêðåòíûõ ãðàôîâ G ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô íà îäíîé âåðøèíå áåç ð¼áåð ÷åðåç K1

(ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîëíîãî ãðàôà íà îäíîé âåðøèíå).

Òåîðåìà 1. []Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

PG(x) =∑

V1⊔...⊔Vk=V (G)

(−1)k−1(k − 1)!GG|V1
(x)GG|V2

(x) · · · GG|Vk
(x) (exp(−K1x))

k
, (2.2)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïðåäñòàâëåíèÿì ìíîæåñòâà V (G) â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

×èñëîì Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà íà m íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
{
n
m

}
,

n,m > 0. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

{
n

0

}
= 0, n ∈ N;

{
n

n

}
= 1, n ∈ N ∪ {0};

{
n

n− 1

}
=

(
n

2

)
, n ∈ N;

{
4

2

}
= 7.

Ëåììà 1. [Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [7].] Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë a è N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N+a∑

m=a

(−1)m−1(m− 1)!

{
N

m− a

}
= (−1)a−1(a− 1)!(−a)N .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.2) ðàâíà

∑

V1⊔...⊔Vk

=V (G)

(−1)k−1(k − 1)!

(
x|V1|

∞∑

i1=0

(G|V1
, i1)

xi1

i1!

)
· · ·

·
(
x|Vk|

∞∑

ik=0

(G|Vk
, ik)

xik

ik!

)
·




∞∑

j=0

(−k)jK1
jxj

j!


 .

Êîýôôèöèåíò ïðè xn+|V (G)|

n! â ýòîì âûðàæåíèè ðàâåí

n!
∑

V1⊔...⊔Vk

=V (G)

(−1)k−1(k−1)!

n∑

i=0

∑

i1+...+ik
=i

(G|V1
, i1) · · · (G|Vk

, ik)
(−k)n−iK1

n−i

i1! · · · ik!(n− i)!
.

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ ïðîåêöèè ãðàôà (G,n) íà ïðî-

ñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1),

π((G,n)) =
∑

V1⊔...⊔Vm

=V ((G,n))

(−1)m−1(m− 1)!(G,n)|V1
· · · (G,n)|Vm

,

ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà V ((G,n)) íà

íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Êàæäîå òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V ((G,n))

èíäóöèðóåò íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G) íà íåñêîëüêî íåïóñòûõ

ïîäìíîæåñòâ. Çàïèøåì äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà V (G)

íà k ïîäìíîæåñòâ êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà V ((G,n)), èíäóöè-

ðóþùèõ äàííîå ðàçáèåíèå, íà m = k, k + 1, . . . , k + n ÷àñòåé. Âìåñòå ñ

âåðøèíàìè êàæäîé ÷àñòè Vp, p = 1, 2, . . . , k ðàçáèåíèÿ V (G) â êàæäóþ

÷àñòü ðàçáèåíèÿ V ((G,n)) âõîäèò ip âåðøèí èç íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæå-

ñòâà èç n âåðøèí. Îáîçíà÷èì èõ ñóììó ÷åðåç i: i := i1 + i2 + . . . + ik.

Îñòàâøèåñÿ n− i âåðøèí ðàçáèâàþòñÿ íà m− k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ïîñêîëüêó ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè íåò ðåáåð, îãðàíè÷åíèå ãðàôà (G,n)

íà ýòî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé ãðàô íà

n − i âåðøèíàõ, ò.å., K1
n−i, âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà òàêîãî ðàçáèå-

íèÿ.

×èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ìíîæåñòâî èç n âåðøèí íà k + 1 ÷àñòåé èç

i1, i2, . . . , ik, n−i âåðøèí ðàâíî ìóëüòèíîìèàëüíîìó êîýôôèöèåíòó
(

n
i1,i2,...,ik,n−i

)
.

Îñòàâøèåñÿ n−i âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà m−k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ{
n−i
m−k

}
ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ ïðîåêöèè ãðàôà (G,n) ïðèîá-

ðåòàåò âèä

π((G,n)) =
∑

V1⊔...⊔Vk

=V ((G))

k+n∑

m=k

(−1)m−1(m− 1)!

n∑

i=0

{
n− i

m− k

}
K1

n−i·

( ∑

i1+...+ik=i

(
n

i1, i2, . . . , ik, n− i

) k∏

p=1

(G|Vp
, ip)

)
.



ÇÍÀ×ÅÍÈß SL2-ÂÅÑÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÀ ÑÅÌÅÉÑÒÂÅ ÃÐÀÔÎÂ, ÍÅ ßÂËßÞÙÈÕÑß ÃÐÀÔÀÌÈ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÉ ÕÎÐÄÎÂÛÕ ÄÈÀÃÐÀÌÌ11

3. Ïåðåñòàâèì çíàêè ñóììèðîâàíèÿ:

π((G,n)) =
∑

V1⊔...⊔Vk

=V ((G))

n∑

i=0

k+n∑

m=k

(−1)m−1(m− 1)!

{
n− i

m− k

}
K1

n−i·

( ∑

i1+...+ik=i

(
n

i1, i2, . . . , ik, n− i

) k∏

p=1

(G|Vp
, ip)

)
.

4. Ïðè m > k + n− i ÷èñëî
{

n−i
m−k

}
ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó âûðàæåíèå íå èç-

ìåíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ â òðåòüåé ñóììå,

ðàâíûé k+n, íà k+n− i. Ïðèìåíèâ ëåììó 1 ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ,

ïîëó÷èì

π((G,n)) =
∑

V1⊔...⊔Vk

=V ((G))

n∑

i=0

(−1)k−1(k − 1)!(−k)n−iK1
n−i·

( ∑

i1+...+ik=i

(
n

i1, i2, . . . , ik, n− i

) k∏

p=1

(G|Vp
, ip)

)
. (2.3)

5. Ïîñêîëüêó
(

n
i1,i2,...,ik,n−i

)
= n!

i1!i2!···ik!(n−i)! , âûðàæåíèå (2.3) ðàâíî (2.2),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

� 3. Âåñîâàÿ ñèñòåìà wsl2

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âåñîâîé ñèñòåìå,

ñâÿçàííîé ñ àëãåáðîé Ëè sl2.

3.1. Îïðåäåëåíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 . Ïóñòü R � íåêîòîðîå êîëü-

öî, A � íåêîòîðàÿ àëãåáðà íàä R. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ w : C → A íàçûâàåòñÿ

âåñîâîé ñèñòåìîé íà C. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåñîâàÿ ñèñòåìà � ôóíêöèÿ íà

õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, ðàâíàÿ íóëþ íà âñÿêîì 4-÷ëåííîì ýëåìåíòå. Âåñîâàÿ

ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè åå çíà÷åíèå íà ïðîèçâåäåíèè

ëþáûõ äâóõ õîðäîâûõ äèàãðàìì ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ åå çíà÷åíèé íà ñîìíî-

æèòåëÿõ, ò.å. åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð. Ìû ðàññìàòðèâàåì

òîëüêî ñëó÷àé R = C, A = C[c] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè ñ íåâûðîæäåííîé áèëè-

íåéíîé èíâàðèàíòíîé ôîðìîé (·, ·). Èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ

x, y, z ∈ g âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ([x, y], z) = (x, [y, z]). ÏóñòüX = {x1, x2, . . . , xm}
� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â g. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(g) óíèâåðñàëüíóþ îáåð-

òûâàþùóþ àëãåáðó àëãåáðû Ëè g. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå wg : C → U(g),

êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü C � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, A � êàêîå-òî åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äó-

ãîâîé äèàãðàììû, V (A) � ìíîæåñòâî äóã ýòîé äóãîâîé äèàãðàììû, ν : V (A) →
{1, 2, . . . ,m} íåêîòîðàÿ ðàññòàíîâêà èíäåêñîâ îò 1 äî m íà äóãàõ äèàãðàììû.
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xi1 xi1xi2 xi2xi3 xi3xi4 xi4xi5 xi5

Ðèñ. 4. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû, îòâå÷àþ-
ùåé àëãåáðå Ëè ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì x1, . . . , xm, íà
äóãîâîé äèàãðàììå, ñîîòâåòñòâóþùåé õîðäîâîé äèàãðàììå.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äèàãðàììå A è ðàçìåòêå ν ýëåìåíò wX(A, ν) ∈ U(g)

ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé äóãè v ∈ V (A) íàïèøåì íà îáîèõ åå êîíöàõ

ýëåìåíò xν(v) ∈ X è îáîçíà÷èì ÷åðåç wX(A, ν) ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ

ýëåìåíòîâ ñëåâà íàïðàâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wX(A) ñóììó ïî âñåì âîçìîæíûì

ðàçìåòêàì:

wX(A) :=
∑

ν:V (A)→{1,...,m}
wX(A, ν). (3.1)

Òàê, çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé àëãåáðå Ëè ñ îðòîíîðìèðîâàí-

íûì áàçèñîì x1, . . . , xm, íà äóãîâîé äèàãðàììå ñ ðèñ. 4 ðàâíî

m∑

i1=1

m∑

i2=1

m∑

i3=1

m∑

i4=1

m∑

i5=1

xi1xi2xi3xi2xi4xi1xi5xi3xi4xi5 .

Óòâåðæäåíèå 6. [[9]]

1. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà C ∈ C ðåçóëüòàò òàêîé îïåðàöèè îïðåäåëåí îäíî-

çíà÷íî è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ õîðäîâîé äèàãðàììû C

â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû.

2. Äëÿ ëþáîé äóãîâîé äèàãðàììû A ýëåìåíò wX(A) ëåæèò â öåíòðå óíè-

âåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû: wX(A) ∈ Z(U(g)).

3. Çíà÷åíèå wX(A) íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

4. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì â Z(U(g))

óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì è ïðîäîëæàåòñÿ, òåì ñàìûì,

äî ãîìîìîðôèçìà êîììóòàòèâíûõ àëãåáð.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì çàäàåòñÿ êîíêàòåíàöèåé ñîîò-

âåòñòâóþùèõ äóãîâûõ äèàãðàìì, âåñîâàÿ ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ àëãåáðå Ëè,

ìóëüòèïëèêàòèâíà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó êîíñòðóêöèþ äëÿ àëãåáðû Ëè sl2 � ïðîñòåéøåé íåêîì-

ìóòàòèâíîé àëãåáðû Ëè. Ýòà àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè x, y, z,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

[x, y] = z,

[y, z] = x,

[z, x] = y.
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Áèëèíåéíàÿ ôîðìà çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(x, x) = (y, y) = (z, z) = 1,

(x, y) = (y, z) = (z, x) = 0.

Öåíòð óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ýòîé àëãåáðû Ëè Z(U(sl2)) èçî-

ìîðôåí àëãåáðå C[c] ïîëèíîìîâ îò ýëåìåíòà Êàçèìèðà c = x2+y2+z2. Ïîýòîìó

ôîðìóëà (3.1) çàäàåò îòîáðàæåíèå wsl2 : C → C[c]. Îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì àëãåáð è íàçûâàåòñÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìîé íà C.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò âàæíîå äëÿ âû÷èñëåíèé

Ñëåäñòâèå 1. []Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà äèàãðàììå ñ îäíîé õîð-

äîé ðàâíî c.

Â [5] äîêàçàíî ñëåäóþùåå íåòðèâèàëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò

âåñîâóþ ñèñòåìó wsl2 ñ ïîëèíîìèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè ãðàôîâ. Îòìåòèì, ÷òî

åãî àíàëîã äëÿ áîëåå ñëîæíûõ àëãåáð Ëè, íàïðèìåð, äëÿ sl3, óæå îêàçûâàåòñÿ

íåâåðíûì.

Óòâåðæäåíèå 7. []Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà õîðäîâîé äèàãðàììå

çàâèñèò òîëüêî îò åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î çíà÷åíèÿõ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà

ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìóëü-

òèïëèêàòèâíîñòüþ ýòîé âåñîâîé ñèñòåìû è ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

×ìóòîâà�Âàð÷åíêî. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïðè ôîðìóëèðîâêå ñîîòíî-

øåíèé ìû ÷àñòî îòîæäåñòâëÿåì çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà õîðäîâîé

äèàãðàììå ñ ñàìîé ýòîé äèàãðàììîé èëè ñ åå ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé. Êàê è íà

ðèñ. 1, äèàãðàììû ìîãóò ñîäåðæàòü äðóãèå õîðäû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà

ó÷àñòêàõ îêðóæíîñòè, èçîáðàæåííûõ ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ïðè÷åì íàáîðû ýòèõ

äîïîëíèòåëüíûõ õîðä îäèíàêîâû âî âñåõ äèàãðàììàõ êàæäîãî ðàâåíñòâà.

3.2. Ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî.

Óòâåðæäåíèå 8. [Ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî, [6]] Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ãðàô ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû D ñâÿçåí, ò.å. D íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ õîðäîâûõ äèàãðàìì ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Òîãäà

1. åñëè â äèàãðàììå D åñòü ëèñò � õîðäà, ïåðåñåêàþùàÿ òîëüêî îäíó

õîðäó, òî

wsl2(D) = (c− 1)wsl2(D
′), (3.2)

ãäå ÷åðåç D′ îáîçíà÷åíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç D óäàëåíè-

åì ëèñòà,

= (c− 1)·
.

2. Åñëè â õîðäîâîé äèàãðàììå íåò ëèñòà, òî â íåé åñòü òðîéêà õîðä,

ðàñïîëîæåííûõ êàê èçîáðàæåíî â ëåâîé ÷àñòè îäíîãî èç äâóõ íèæåñëå-

äóþùèõ ðèñóíêîâ.
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3. Äëÿ ðàñïîëîæåííûõ òàêèì îáðàçîì õîðä âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

= − + + −
.

= − + + −
.

Â [6] èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûâåäåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü õîðäó a õîðäîâîé äèàãðàììû D ïåðåñåêàåò k õîðä. Õîðäà a äåëèò

îêðóæíîñòü íà äâå ïîëîâèíû. Äëÿ êàæäîé ïàðû õîðä ai è aj , ïåðåñåêàþùèõ

a, îáîçíà÷èì èõ êîíöû, ëåæàùèå â îäíîé èç äâóõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå õîðäà a

äåëèò îêðóæíîñòü, ÷åðåç ei è ej ñîîòâåòñòâåííî, à êîíöû, ëåæàùèå â äðóãîé

÷àñòè � ÷åðåç e′i è e′j ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Da äèàãðàììó D, èç

êîòîðîé óäàëåíà õîðäà a, ÷åðåç D′′
i,j äèàãðàììó D, â êîòîðîé õîðäû ai è aj

çàìåíåíû íà õîðäû, ñîåäèíÿþùèå ei ñ ej è e′i ñ e
′
j , à ÷åðåç D

×
i,j äèàãðàììó D, â

êîòîðîé õîðäû ai è aj çàìåíåíû íà õîðäû, ñîåäèíÿþùèå ei ñ e′j è ej ñ e′i.

Òàê, åñëè õîðäû ai è aj íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòè äèàãðàììû âûãëÿäÿò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì (êàê è íà ðèñóíêàõ âûøå, ïóíêòèðíûå ëèíèè ìîãóò ñîäåðæàòü

êîíöû äðóãèõ õîðä):

D =

e′iei

ej e′j

ai

aj

a , Da =

e′iei

ej e′j

, D′′
i,j =

e′iei

ej e′j

, D×
i,j =

e′iei

ej e′j

.

Åñëè æå õîðäû ai è aj ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòè äèàãðàììû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

D =

e′jei

ej e′i

ai

aj

a

, Da =

e′jei

ej e′i

, D′′
i,j =

e′jei

ej e′i

, D×
i,j =

e′jei

ej e′i

.

Óòâåðæäåíèå 9. [[6]] Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

wsl2(D) = (c− k)wsl2(Da) +
∑

16i<j6k

(wsl2(D
′′
i,j)− wsl2(D

×
i,j)) (3.3)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) ñðàçó ñëåäóþò

Ñëåäñòâèå 2. [] Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà õîðäîâîé äèàãðàììå

ïîðÿäêà n, ãðàô ïåðåñå÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ðàâíî c(c− 1)n−1.

Â ÷àñòíîñòè, wsl2(K1,n) = c(c− 1)n äëÿ n = 0, 1, 2, . . . .

Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà 4-÷ëåííîì ýëåìåíòå (ñì. ðèñ. 1) ðàâíî

íóëþ. Åñëè íå ïðèâåä¼ííûå íà ðèñóíêå õîðäû (îäèíàêîâûå âî âñåõ ÷åòûð¼õ

äèàãðàììàõ) ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî â ìåæäó êîíöàìè ïåðâîé è âòîðîé õîðäû â
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ïåðâîé äèàãðàììå íåò êîíöîâ äðóãèõ õîðä, òî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò ñëåäó-

þùèé âèä:

− + −

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) ñëåäóåò, ÷òî

Ñëåäñòâèå 3. []Âåðíî ñëåäóþùåå 3-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ çíà÷åíèé âå-

ñîâîé ñèñòåìû wsl2 :

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4

=

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4
−

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4

(3.4)

� 4. Çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ âèäà

(G,n) äëÿ âñåõ ãðàôîâ G íå áîëåå ÷åì ñ 4 âåðøèíàìè

Ýòîò ðàçäåë íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Çäåñü ìû âû÷èñëÿåì çíà-

÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû äëÿ âñåõ ñåðèé (G,n), â êîòîðûõ ãðàô G èìååò íå

áîëåå 4 âåðøèí. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè

äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîäîëæåíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôû ñåðèè

(C5, n), ãäå C5 � öèêë äëèíû 5.

4.1. Çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ (G,n) äëÿ âñåõ ãðà-

ôîâ G ñ 2 âåðøèíàìè. Â ñòàòüå [7] ñ ïîìîùüþ 6-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé

×ìóòîâà�Âàð÷åíêî âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâó-

äîëüíûõ ãðàôàõ K2,n è K3,n, n = 0, 1, 2, 3, . . ..

Òåîðåìà 2. [] Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

wsl2(( , n)) =
1

6
c(2cn+1 + 3(c− 1)n + (4c− 3)(c− 3)n),

wsl2(( , n)) =
1

6
c(2cn+1 − 3(c− 1)n + (4c− 3)(c− 3)n). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåíî â [7] â óêàçàííîì âèäå. Âòî-

ðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç 3-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.4) è âûòåêàþùåãî

èç íåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ åå çíà÷åíèé íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé.

{n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4

= {n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4
− {n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4

;

( , n) = ( , n)− c(c− 1)n.
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Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ôîðìóëà (4.1) äëÿ çíà÷åíèÿ wsl2(( , n)).

4.2. Çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ (G,n) äëÿ âñåõ ãðà-

ôîâ G ñ 3 âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 3. [] Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

wsl2(( , n)) =
1

30
c
(
5cn+1 + (18c2 − 12c+ 12)(c− 1)n

+ (40c− 30)(c− 3)n + (12c2 − 33c+ 18)(c− 6)n
)

(4.2)

wsl2(( , n)) =
1

30
c
(
−5cn+1 + (18c2 − 12c− 3)(c− 1)n

+ (20c− 15)(c− 3)n + (12c2 − 33c+ 18)(c− 6)n
)

(4.3)

wsl2(( , n)) =
1

30
c
(
5cn+1 + (18c2 − 12c− 3)(c− 1)n

− (20c− 15)(c− 3)n + (12c2 − 33c+ 18)(c− 6)n
)

(4.4)

wsl2(( , n)) =
1

30
c
(
−5cn+1 + (18c2 − 12c+ 12)(c− 1)n

− (40c− 30)(c− 3)n + (12c2 − 33c+ 18)(c− 6)n
)

(4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíà÷åíèå (4.2) âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôå ( , n) íàéäåíî â

[7]. Çàïèøåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (3.3) äëÿ äèàãðàììû ñ ãðàôîì ïåðå-

ñå÷åíèé ( , n).

︸︷︷︸
n

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

= (c− 3)

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

+

(

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

−

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

)

+

(

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

−

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

)
+

(

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

−

︸︷︷︸
n−1

Ab

Ae
Eb

Ee
Db

De
Cb

Ce

Bb

Be

)
;

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äèàãðàìì ñ ãðàôà-

ìè ïåðåñå÷åíèé ( , n) è ( , n). Çàïèøåì, êðîìå ýòîãî, âòîðîå ñîîòíîøåíèå

×ìóòîâà�Âàð÷åíêî äëÿ äèàãðàììû ñ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé ( , n):

= − + + −
;

{n {n {n {n {n {n
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Â òåðìèíàõ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

( , n) = (c− 3)( , n− 1) + 2(c3(c− 1)n−1 − ( , n− 1)) + c(c− 1)n+1 − ( , n− 1);

( , n) = (c− 3)( , n− 1) + (c3(c− 1)n−1 − ( , n− 1)) + 2(c2(c− 1)n − ( , n− 1));

( , n) = (c− 3)( , n− 1) + (c3(c− 1)n−1 − ( , n− 1)) + 2(c2(c− 1)n − ( , n− 1));

( , n) = ( , n)− cn+2 + 2( , n)− ( , n).

Çàïèøåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ n è n − 1, à ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå � è äëÿ

n − 2. Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç 9 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 9 íåèçâåñòíûìè:

( , n), ( , n−1), ( , n−2), ( , n), ( , n−1), ( , n−2), ( , n), ( , n−1), ( , n−2).

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñèñòåìà íåâûðîæäåíà. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

ðàâåí −8, è ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû îò c. Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïî-

ëó÷àåì èñêîìûå îáùèå ôîðìóëû (4.3), (4.4) è (4.5).

4.3. Çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ (G,n) äëÿ âñåõ ãðà-

ôîâ G ñ 4 âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 4. []

1. Âûïîëíåíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

30(c− 6)(c− 3)(c− 1))wsl2(( , n)) = (4.6)

(30c4 − 600c3 + 3810c2 − 8640c+ 5400)( , n− 1)

+ (60c6 − 640c5 + 2060c4 − 2560c3 + 1800c2 − 720c)cn

+ (−108c5 + 1134c4 − 3429c3 + 3159c2 − 486c)(c− 1)n

+ (120c6 − 1130c5 + 2680c4 − 1085c3 − 1575c2 + 990c)(c− 3)n

+ (48c5 − 324c4 + 744c3 − 684c2 + 216c)(c− 6)n, (4.7)

(4.8)

wsl2(( , 0)) = c(c3 − 3c2 + 2c), (4.9)

2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 + 28c)cn + (210c2 − 210c+ 105))(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 770c− 465)(c− 3)n + (420c2 − 1155c+ 630))(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 − 7c)cn + (84c2 − 126c+ 21)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 490c− 255)(c− 3)n + (336c2 − 924c+ 504)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 − 7c)cn + (42c2 + 42c− 42)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 70c+ 60)(c− 3)n + (168c2 − 462c+ 252)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)
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wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 + 28c)cn + (−42c2 − 42c+ 42)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 350c− 150)(c− 3)n + (252c2 − 693c+ 378)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 − 7c)cn + (120c3 − 290c2 + 70c+ 60)(c− 3)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 + 28c)cn + (−84c2 + 126c− 21)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 − 70c+ 165)(c− 3)n + (84c2 − 231c+ 126)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 + 28c)cn + (84c2 − 126c+ 21)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 − 70c+ 165)(c− 3)n + (−84c2 + 231c− 126)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 − 7c)cn + (−42c2 − 42c+ 42)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 70c+ 60)(c− 3)n + (−168c2 + 462c− 252)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 + 28c)cn + (42c2 + 42c− 42)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 350c− 150)(c− 3)n + (−252c2 + 693c− 378)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 − 7c)cn + (−84c2 + 126c− 21)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 490c− 255)(c− 3)n + (−336c2 + 924c− 504)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

wsl2(( , n)) =
1

210

(
(42c3 − 28c2 + 28c)cn + (−210c2 + 210c− 105)(c− 1)n

+ (120c3 − 290c2 + 770c− 465)(c− 3)n + (−420c2 + 1155c− 630)(c− 6)n

+ (48c3 − 312c2 + 567c− 270)(c− 10)n
)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíîé øàã â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 � íèæåñëåäóþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 . Ìû ïðèâîäèì èõ äëÿ

çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ è, ïîñëå óïðîùåíèÿ, íà

ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé.

Ñíà÷àëà âûðàçèì ÷åðåç çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ( , n) å¼ çíà÷å-

íèÿ íà îñòàëüíûõ äåñÿòè ãðàôàõ íà 4 âåðøèíàõ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì 10 ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñ 10 íåèçâåñòíûìè � çíà÷åíèÿìè íà ýòèõ 10 ãðàôàõ, èñïîëüçóÿ
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4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå, ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî è 3-÷ëåííîå ñîîòíî-

øåíèå (3.4)

{n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4

= {n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4
− {n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
2

3
4 1

2
3

4

1
2
3
4 1

2
3
4

;

(4.10)

( , n) = ( , n)− ( , n); (4.11)

{n

ul

ur

dl

dr

r

d

1
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4 1
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3

4
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2
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4 1

2
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4

= {n
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dl
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r
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− {n
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dl
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r

d
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4
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3
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2
3
4

;

(4.12)

( , n) = ( , n)− ( , n); (4.13)

{n

ul

ur

dl
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r

d
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dl
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2
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4

;

(4.14)

( , n) = ( , n)− ( , n); (4.15)

{n

ul

ur

dl
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r

d

1
2
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2
3

4
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4 1

2
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= {n
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;

(4.16)

( , n) = ( , n)− ( , n); (4.17)

{n
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ur

dl
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;

(4.18)

( , n) = ( , n)− ( , n); (4.19)

{n
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ur

dl
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r
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;

(4.20)
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( , n) = ( , n)− ( , n); (4.21)

Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû íà òðåòüåì ÷ëåíå êàæäîãî èç íèæåñëåäóþùèõ

4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óæå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïðèìåíå-

íèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî (3.3), ñîîòíîøåíèÿ óäà-

ëåíèÿ ëèñòà (3.2) è ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè. Äëÿ ïåðâîãî èç 4-÷ëåííûõ

ñîîòíîøåíèé (4.22) çàïèñàíî ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (4.23). Çíà÷åíèå

íà ÷åòâåðòîì ÷ëåíå êàæäîãî èç ýòèõ 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé ñâîäèòñÿ ê óæå

èçâåñòíîìó óäàëåíèåì ëèñòà, ò.å., ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (3.2).
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= 0;

(4.22)

Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî òðåòèé ÷ëåí ýòîãî 4-÷ëåííîãî

ñîîòíîøåíèÿ ðàâåí
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;

(4.23)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, â òåðìèíàõ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé ðàâåíñòâî çàïèñûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

( , n) = ( , n) + ( , n) + ( , n)− c3(c− 1)n; (4.24)
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= 0;

(4.25)

( , n) = ( , n)− ( , n+ 1) + (c− 2)( , n)− ( , n) + c2(c− 1)n+1; (4.26)
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= 0;

(4.27)

( , n) = ( , n)− ( , n+ 1) + (c− 2)( , n)− ( , n) + c2(c− 1)n+1; (4.28)
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= 0;

(4.29)
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( , n) = ( , n)− ( , n+ 1) + (c− 2)( , n)− ( , n) + c3(c− 1)n; (4.30)

Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà íåâûðîæäåíà, åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí −1.

Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.3).

︸︷︷︸
n+1

= (c− 4)

︸︷︷︸
n

+

2

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+ 2

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
;

(4.31)
( , n) = (c− 4)( , n− 1) + 2(c2( , n− 1)− ( , n− 1)) + 2(c( , n)− ( , n− 1))

+ ((c− 1)2( , n− 1)− ( , n− 1)) + ((c− 1)2( , n− 1)− ( , n− 1));

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ýòó ôîðìóëó, ìû ïîëó-

÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (4.8) äëÿ ( , n). Çíà÷åíèå (4.9) ïîëó÷àåòñÿ èç

ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.3). Ðåøàÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ìû ïî-

ëó÷àåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ( , n), ñôîðìóëèðîâàííóþ â ï.2 òåîðåìû 4. Ïîä-

ñòàâëÿÿ å¼ â óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì îñòàëüíûå îáùèå ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â

ï.2 òåîðåìû 4.

� 5. Çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ (C5, n)

Ñóùåñòâóþò ãðàôû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé íèêàêîé õîðäîâîé

äèàãðàììû. Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ãðàô, ñîäåðæàùèé â êà÷å-

ñòâå ïîäãðàôà îäèí èç ãðàôîâ, ïðèâåäåííûõ â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 5, íå ÿâëÿåòñÿ

ãðàôîì ïåðåñå÷åíèÿ íèêàêîé õîðäîâîé äèàãðàììû. Áóøå [3] äîêàçàë, ÷òî, â

íåêîòîðîì ñìûñëå, ýòè òðè ãðàôà îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ïðåïÿòñòâèé ê òîìó,

÷òîáû ãðàô áûë ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé.

Áîëåå 10 ëåò íàçàä Ñ.Ê.Ëàíäî ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó î òîì, ìîæíî ëè ïðî-

äîëæèòü âåñîâóþ ñèñòåìó wsl2 äî ïîëèíîìèàëüíîãî èíâàðèàíòà ãðàôîâ, óäî-

âëåòâîðÿþùåãî 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ íèõ. Âû÷èñëåíèÿ Å. Êðàñèëüíè-

êîâà ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ãðàôîâ íå áîëåå ÷åì ñ 8 âåðøèíàìè òàêîå ïðîäîëæåíèå

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â [10] ïîñòðîåíî ïðîäîëæåíèå ÷àñòè âåñîâîé ñèñòå-

ìû wsl2 íà ïðîèçâîëüíûå ãðàôû (ýòî ïðîäîëæåíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà áèíàðíûå

äåëüòà-ìàòðîèäû â [14]). Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûëî èçâåñòíî çíà-

÷åíèé ïðîäîëæåííîé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà áåñêîíå÷íûõ ñåðèÿõ ãðàôîâ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé.
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Ðèñ. 5. Ñëåâà: ãðàô, ñîäåðæàùèé õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ãðà-
ôîâ â êà÷åñòâå ïîäãðàôà, íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé.
Â öåíòðå: öèêë íà 5 âåðøèíàõ. Ñïðàâà: ïóòü íà 5 âåðøèíàõ.

A

B

CD

E

A

B

CD

E

=

A

B

CD

E

+

A

B

CD

E

−

Ðèñ. 6. 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ (C5, n). Ãðàôû
â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ïðîäîëæåííîé âåñîâîé ñèñòå-

ìû (â ïðåäïîëîæåíèè î åå ñóùåñòâîâàíèè) íà áåñêîíå÷íîé ñåðèè ãðàôîâ (C5, n),

ãäå C5 � öèêë äëèíû 5 (ñì. ðèñ. 5). Íà÷èíàÿ ñ n = 1, ãðàôû ýòîé ñåðèè íå

ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíîêðàòíûì ïðè-

ìåíåíèåì 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ãðàôîâ èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãðàôû

ïåðåñå÷åíèé è, çíàÿ çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîñëåäíèõ, âû÷èñëèòü åå

çíà÷åíèÿ è íà ãðàôàõ èíòåðåñóþùåé íàñ ñåðèè.

5.1. 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàôîì

ïåðåñå÷åíèé. Êàæäûé ãðàô (C5, n) ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàôîâ ïå-

ðåñå÷åíèé ïî ìîäóëþ îäíîãî 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíî ðà-

âåíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèìåíåíèåì 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ê ãðàôó (C5, n).

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé. Íà

ðèñ. 7 ïðèâåäåíà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé.

A

A

E

E

D

D

C

C

B

B

+

A

A

E

E

D

D

C

C

B

B

−

A

A

E

E

D

D

C

C

B

B

Ðèñ. 7. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïðàâîé ÷àñòè 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàôîâ
(C5, n).
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Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 äëÿ ãðàôà âèäà (C5, n), ãäå C5 � öèêë íà 5

âåðøèíàõ, ïîëó÷åíî êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ çíà÷åíèé ýòîé âåñîâîé ñèñòåìû

íà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé, èçîìîðô-

íûìè ãðàôàì â ïðàâîé ÷àñòè 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ (ñì. ðèñ. 6, 7). Áóäåì

îáîçíà÷àòü ãðàô-ïóòü íà 5 âåðøèíàõ ÷åðåç P5 (îò ñëîâà path). Ãðàô ïåðåñå-

÷åíèé ïåðâîé èç õîðäîâûõ äèàãðàìì íà ðèñ.7 èìååò âèä (P5, n). Îáîçíà÷èì

âòîðóþ è òðåòüþ äèàãðàììû ÷åðåç D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà çíà÷åíèå

âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà (C5, n) ðàâíî

wsl2((C5, n)) = wsl2((P5, n)) + wsl2(γ(D1))− wsl2(γ(D2))

Â äèàãðàììàõ D1 è D2 èìååòñÿ n íåïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä, ïåðåñå÷åííûõ 4 õîð-

äàìè, ïðè÷åì íåñêîëüêî èç ýòèõ ÷åòûðåõ õîðä ïåðåñå÷åíû åùå îäíîé õîðäîé.

Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ õîðäó ¾ëèøíåé¿: áåç íåå ãðàô ïåðåñå÷åíèÿ õîðäî-

âîé äèàãðàììû èìåë áû âèä (G,n) äëÿ êàêîãî-òî ãðàôà G. Çàïèñûâàÿ ðåêóð-

ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî (3.3) äëÿ ¾ëèøíåé¿ õîðäû, ìû ñâîäèì

çíà÷åíèÿ íà ýòèõ õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ê çíà÷åíèÿì íà äèàãðàììàõ ñ ãðàôàìè

ïåðåñå÷åíèé âèäà (F, n), |V (F )| 6 4, êîòîðûå óæå âû÷èñëåíû â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðàôå.

Ëåììà 2. []Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

γ(D1(n)) = (c− 3)( , n) + (c(c− 1)( , n)− ( , n))+

+ (c(c− 1)( , n)− ( , n)) + (c( , n+ 1)− ( , n));

γ(D2(n)) = (c− 2)( , n) + c(c− 1)( , n)− ( , n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-

øåíèé.

︸︷︷︸
n
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= (c− 3)
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+
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)
;
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= (c− 2)
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5.2. Çíà÷åíèÿ wsl2((G,n)) äëÿ ïóòè íà 5 âåðøèíàõ.

Ëåììà 3. []

1. Èìååò ìåñòî ñëåäóùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé

ñèñòåìû íà ãðàôàõ âèäà (P5, n), ãäå ÷åðåç P5 îáîçíà÷åí ãðàô-ïóòü íà 5

âåðøèíàõ:

70wsl2((P5, n+ 1)) = (70c− 1050)wsl2((P5, n)) + (−70c4 − 70c3 + 70c2)cn

+ (420c5 − 840c4 − 182c3 + 308c2 + 112c)(c− 1)n

+ (320c4 − 400c3 + 280c2 − 120c)(c− 3)n

+ (280c5 − 1610c4 + 2982c3 − 1953c2 + 378c)(c− 6)n

+ (240c4 − 1560c3 + 2835c2 − 1350c)(c− 10)n

2. wsl2((P5, 0)) = c(c− 1)4.

3. çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôå (P5, n) ðàâíî

wsl2((P5), n) =
1

630
c
(
(−42c3 − 42c2 + 42c)cn

+(270c4 − 540c3 − 117c2 + 198c+ 72)(c− 1)n

+(240c3 − 300c2 + 210c− 90)(c− 3)n

+(280c4 − 1610c3 + 2982c2 − 1953c+ 378)(c− 6)n)

+(432c3 − 2808c2 + 5103c− 2430)(c− 10)n

+(80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)(c− 15)n
)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3. 1. Çàïèøåì ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-

øåíèå äëÿ õîðäîâîé äèàãðàììû ñ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé (P5, n+ 1):

︸︷︷︸
n+1

= (c− 5)

︸︷︷︸
n

+

2

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+ 2

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+

2

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+ 2

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+

(

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

)
+

(5.1)
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Îáîçíà÷èì 9-þ äèàãðàììó â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷åðåç D3, à 11-þ � ÷å-

ðåç D4, òîãäà â òåðìèíàõ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé ýòî ñîîòíîøåíèå ïîñëå

óïðîùåíèé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( , n+ 1) = (c− 5)( , n)+

2
(
c(c− 1)( , n)− ( , n)

)
+ 2

(
c(c− 1)( , n)− ( , n)

)
+

2
(
c( , n+ 1)− ( , n)

)
+ 2

(
γ(D3(n))− ( , n)

)
+

(
γ(D4(n))− ( , n)

)
+
(
(c− 1)2( , n)− ( , n)

)
(5.2)

Âûðàçèì çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà D3 è D4 ÷åðåç óæå èçâåñòíûå

çíà÷åíèÿ:

︸︷︷︸
n

= (c− 2)

︸︷︷︸
n

+

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

;

(5.3)

γ(D3) = c
(
(c− 2)( , n) + c2(c− 1)n+1 − ( , n)

)
; (5.4)

︸︷︷︸
n

= (c− 2)

︸︷︷︸
n

+

︸︷︷︸
n

−

︸︷︷︸
n

;

(5.5)

Îáîçíà÷èì âòîðóþ, òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ äèàãðàììû ñîîòíîøåíèÿ ÷åðåç

D5, D6 è D7, ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà

γ(D4) = (c− 2)γ(D5) + γ(D6)− γ(D7). (5.6)

Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ¾ëèøíåé¿ õîð-

äû â ëåâîé ÷àñòè êàæäîé èç äèàãðàìì D5, D6 è D7 äàåò ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ â òåðìèíàõ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé:

γ(D5) = (c− 2)( , n) + c2(c− 1)n+1 − ( , n), (5.7)

γ(D6) =
(
(c− 2)(c− 1)n+1c+ 2c2(c− 1)n

)
, (5.8)

γ(D7) = (c− 2)( , n) + c3(c− 1)n − ( , n). (5.9)

Çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ íàì óæå èçâåñòíû.

×òîáû èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ ëèøíèå ãðàôû, çàïèøåì ñëåäóþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ. Ïðèâîäèì èõ äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà õîðäî-

âûõ äèàãðàììàõ è íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé.
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(5.10)



26 Ï.À. ÔÈËÈÏÏÎÂÀ

( , n) = ( , n)− ( , n); (5.11)
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(5.12)

( , n) = ( , n)− ( , n); (5.13)
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(5.14)

( , n) = ( , n)− ( , n); (5.15)
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(5.16)

Îáîçíà÷èì ÷åòâåðòóþ äèàãðàììó â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷åðåçD8(n), òîãäà

( , n)− ( , n) + ( , n+ 1)− γ(D8(n)) = 0; (5.17)

Ïðèìåíÿÿ, êàê è âûøå, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

(3.3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà γ(D8(n))

÷åðåç óæå èçâåñòíûå íàì çíà÷åíèÿ:

γ(D8(n)) = (c− 3)( , n) + (c2( , n)− ( , n))+

((c− 1)2( , n)− ( , n)) + (c( , n+ 1)− ( , n)). (5.18)
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(5.19)

Îáîçíà÷èì âòîðóþ äèàãðàììó â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷åðåç D9(n), òîãäà

( , n)− ( , n) + ( , n+ 1)− γ(D9(n)) = 0; (5.20)

Ïðèìåíÿÿ, êàê è âûøå, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

(3.3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà γ(D9(n))

÷åðåç óæå èçâåñòíûå íàì çíà÷åíèÿ:

γ(D9(n)) = (c− 3)( , n) + (c(c− 1)( , n)− ( , n))+

(c(c− 1)( , n)− ( , n)) + (c( , n+ 1)− ( , n)). (5.21)
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Äëÿ ñëåäóþùåãî 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîîòíîøåíèå íà ãðàôàõ ïåðåñå-

÷åíèé ïîëó÷åíî ïîäñòàíîâêîé ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

(3.3) äëÿ ïåðåñåêàþùåé äâå õîðäû ¾ëèøíåé¿ õîðäû â òðåòüåé äèàãðàììå

4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ è ïîñëåäóþùèì óïðîùåíèåì.
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(5.22)

( , n) = ( , n) + ( , n) + ( , n)− c(c− 1)( , n); (5.23)
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(5.24)

Îáîçíà÷èì òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ äèàãðàììû â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷åðåç

D10(n) è D11(n) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà

( , n)− ( , n) + γ(D10(n))− γ(D11(n)) = 0; (5.25)

Ïðèìåíÿÿ, êàê è âûøå, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

(3.3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà γ(D11(n)) è

γ(D12(n)) ÷åðåç óæå èçâåñòíûå íàì çíà÷åíèÿ:

γ(D10(n)) = (c− 3)( , n)) + (c( , n+ 1)− ( , n))+

((c− 1)2( , n)− ( , n)) + (c2( , n)− ( , n)); (5.26)

γ(D11(n)) = (c− 2)( , n)) + (c( , n+ 1)− ( , n)). (5.27)

(5.28)
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(5.29)

Îáîçíà÷èì òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ äèàãðàììû â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷åðåç

D12(n) è D13(n) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà

( , n)− ( , n) + γ(D12(n))− γ(D13(n) = 0; (5.30)

Ïðèìåíÿÿ, êàê è âûøå, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

(3.3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà γ(D12(n)) è



28 Ï.À. ÔÈËÈÏÏÎÂÀ

γ(D13(n)) ÷åðåç óæå èçâåñòíûå íàì çíà÷åíèÿ:

γ(D12(n)) = (c− 3)( , n) + c(c− 1)( , n)− ( , n)+

c(c− 1)( , n)− ( , n) + c( , n+ 1)− ( , n); (5.31)

γ(D13(n)) = (c− 2)( , n) + c(c− 1)( , n)− ( , n). (5.32)
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(5.33)

Îáîçíà÷èì òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ äèàãðàììû â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷åðåç

D14(n) è D15(n) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà

( , n)− ( , n) + γ(D14(n))− γ(D15(n) = 0; (5.34)

Ïðèìåíÿÿ, êàê è âûøå, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî

(3.3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà γ(D12(n)) è

γ(D13(n)) ÷åðåç óæå èçâåñòíûå íàì çíà÷åíèÿ:

γ(D14(n)) = (c− 3)( , n) + c2( , n)− ( , n)+

c( , n+ 1)− ( , n) + (c− 1)2( , n)− ( , n); (5.35)

γ(D15(n)) = (c− 2)( , n) + c2( , n)− ( , n). (5.36)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ γ(D8(n)) � γ(D15(n))

â óðàâíåíèÿ (5.17), (5.20), (5.25),(5.30), (5.34), ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç

9 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû íå ó÷àñòâóþùèå â ðå-

êóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (5.2) ïåðåìåííûå ( , n), ( , n), ( , n), ìû

ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç 6 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 6 íåèçâåñòíûìè: ( , n),

( , n), ( , n), ( , n), ( , n), ( , n). Ýòà ñèñòåìà íåâûðîæäåíà, åå

îïðåäåëèòåëü ðàâåí 97240500000. Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ìû ïîëó÷èëè âû-

ðàæåíèå ó÷àñòâóþùèõ â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (5.2) ïåðåìåííûõ

÷åðåç (P1, n). Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ è çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû íà

ãðàôàõ γ(D3) � γ(D7) â (5.2), ìû ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,

ñôîðìóëèðîâàííîå â ëåììå.

2. Ãðàô (P5, 0) = P5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðåâî íà 5 âåðøèíàõ, ñëåäîâà-

òåëüíî, wsl2(P5, 0) = c(c− 1)4.

3. Ðåøåíèå ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äàåò çíà÷åíèå âå-

ñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå (P5, n).

Èç ëåìì 2 è 3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5. []Åñëè ïðîäîëæåíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôû, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ íèõ, ñóùåñòâóåò, òî åãî çíà÷åíèå íà
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ãðàôàõ âèäà (C5, n), ãäå C5 � öèêë íà 5 âåðøèíàõ, ðàâíî

wsl2((C5, n)) =
1

630
c
(
(270c4 − 540c3 − 999c2 + 576c+ 324)(c− 1)n

+ (280c4 − 1610c3 + 3234c2 − 2646c+ 756)(c− 6)n

+ (80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)(c− 15)n
)

(5.37)

Èç ôîðìóëû (5.37) ñëåäóåò, ÷òî, â ÷àñòíîñòè

wsl2((C5, 0)) = c5 − 5c4 + 10c3 − 13c2 + 6c

wsl2((C5, 1)) = c6 − 10c5 + 50c4 − 139c3 + 176c2 − 72c

wsl2((C5, 2)) = c7 − 15c6 + 135c5 − 715c4 + 1981c3 − 2480c2 + 1008c

wsl2((C5, 3)) =

c8 − 20c7 + 265c6 − 2266c5 + 11331c4 − 30108c3 + 36716c2 − 14724c

Ýòè ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ïðîäîëæåííîé âåñîâîé ñèñòåìû

wsl2 , ïîëó÷åííûìè Å. Êðàñèëüíèêîâûì.

� 6. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà

ãðàôàõ è èõ ïðîåêöèÿõ íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ ñåðèé

(G,n) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

äëÿ êàæäîé èç ñåðèé. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è òåîðåìîé

1, ìû âûâîäèì ôîðìóëû äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ

çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ïðîåêöèÿõ ãðàôîâ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè

ñåðèé íà ïðèìèòèâíûå.

6.1. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà

ãðàôàõ ñ ìàëûì ÷èñëîì âåðøèí. Èç ïîëèíîìèàëüíûõ ôîðìóë äëÿ çíà÷å-

íèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ âèäà (G,n) äëÿ |V (G)| 6 4 è ïðîèçâîëüíîãî

n (ñëåäñòâèå 2, òåîðåìà 2, òåîðåìà 3, òåîðåìà 4) ñëåäóþò ôîðìóëû äëÿ ýêñïî-

íåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 6. []Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ñîäåðæèò ôîðìóëû äëÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ ñåðèé

(G,n) äëÿ ãðàôîâ G ñ ìàëûì ÷èñëîì âåðøèí.

ãðàô
G

êîë-âî
âåð-
øèí
â
ãðà-
ôå
(G,n)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ GG(x) äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé
ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ ñåðèè (G,n)

∅ n ecx
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ãðàô
G

êîë-âî
âåð-
øèí
â
ãðà-
ôå
(G,n)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ GG(x) äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé
ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ ñåðèè (G,n)

n+1 xce(c−1)x

n+2 1
6cx

2(2cecx + 3e(c−1)x + (4c− 3)e(c−3)x)

n+2 1
6cx

2(2cecx − 3e(c−1)x + (4c− 3)e(c−3)x)

n+3 1
30cx

3(5cecx + (18c2 − 12c+ 12)e(c−1)x + (40c− 30)e(c−3)x +

(12c2 − 33c+ 18)e(c−6)x)

n+3 1
30cx

3(−5cecx + (18c2 − 12c− 3)e(c−1)x + (20c− 15)e(c−3)x +

+(12c2 − 33c+ 18)e(c−6)x)

n+3 1
30cx

3(5cecx + (18c2 − 12c− 3)e(c−1)x − (20c− 15)e(c−3)x +

+(12c2 − 33c+ 18)e(c−6)x)

n+3 1
30cx

3(−5cecx + (18c2 − 12c+ 12)e(c−1)x − (40c− 30)e(c−3)x +

(12c2 − 33c+ 18)e(c−6)x)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 + 28c)ecx + (210c2 − 210c+ 105)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 770c− 465)e(c−3)x +

(420c2 − 1155c+ 630)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 − 7c)ecx + (84c2 − 126c+ 21)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 490c− 255)e(c−3)x +

(336c2 − 924c+ 504)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 − 7c)ecx + (42c2 + 42c− 42)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 70c+ 60)e(c−3)x +

(168c2 − 462c+ 252)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 + 28c)ecx + (−42c2 − 42c+ 42)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 350c− 150)e(c−3)x +

(252c2 − 693c+ 378)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 − 7c)ecx +

(120c3 − 290c2 + 70c+ 60)e(c−3)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 + 28c)ecx + (−84c2 + 126c− 21)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 − 70c+ 165)e(c−3)x +

(84c2 − 231c+ 126)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 + 28c)ecx + (84c2 − 126c+ 21)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 − 70c+ 165)e(c−3)x +

(−84c2 + 231c− 126)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)
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ãðàô
G

êîë-âî
âåð-
øèí
â
ãðà-
ôå
(G,n)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ GG(x) äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé
ñèñòåìû wsl2 íà ãðàôàõ ñåðèè (G,n)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 − 7c)ecx + (−42c2 − 42c+ 42)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 70c+ 60)e(c−3)x +

(−168c2 + 462c− 252)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 + 28c)ecx + (42c2 + 42c− 42)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 350c− 150)e(c−3)x +

(−252c2 + 693c− 378)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 − 7c)ecx + (−84c2 + 126c− 21)e(c−1)x +

(120c3 − 290c2 + 490c− 255)e(c−3)x +

(−336c2 + 924c− 504)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+4 1
210cx

4
(
(42c3 − 28c2 + 28c)ecx+(−210c2 + 210c− 105)e(c−1)x+

(120c3 − 290c2 + 770c− 465)e(c−3)x +

(−420c2 + 1155c− 630)e(c−6)x +

(48c3 − 312c2 + 567c− 270)e(c−10)x
)

n+5 1
630cx

5
(
(270c4 − 540c3 − 999c2 + 576c+ 324)e(c−1)x +

(280c4 − 1610c3 + 3234c2 − 2646c+ 756)e(c−6)x +

(80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)e(c−15)x
)

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáëèöû ïðèâåäåíî çíà÷åíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ

çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû íà (C5, n). Ïðè n > 0 ãðàô (C5, n) íå ÿâëÿåòñÿ

ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé, îäíàêî åñëè ïðîäîëæåíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà âñå

ïðîñòûå ãðàôû ñóùåñòâóåò, íà ãðàôàõ (C5, n) îíî äîëæíî ðàâíÿòüñÿ êîýôôè-

öèåíòàì ýòîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ òîò ôàêò, ÷òî

ýòà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ëèøü òðåõ ðàçëè÷-

íûõ ýêñïîíåíò, òîãäà êàê â ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ äëÿ ãðàôîâ íà ÷åòûðåõ

âåðøèíàõ ó÷àñòâóþò ïÿòü ðàçëè÷íûõ ýêñïîíåíò.

6.2. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2

íà ïðîåêöèÿõ ãðàôîâ ñ ìàëûì ÷èñëîì âåðøèí íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðèìèòèâíûõ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 äëÿ ãðàôîâ èç ïðåäûäóùåé òàáëèöû,

ìû ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà

ïðîåêöèÿõ íà ïðèìèòèâíûå ãðàôîâ âèäà (G,n), ãäå G � ãðàô íå áîëåå ÷åì ñ 4

âåðøèíàìè ëèáî öèêë íà 5 âåðøèíàõ C5.

Òåîðåìà 7. []Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ñîäåðæèò ôîðìóëû äëÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ïðîåêöèÿõ ãðà-

ôîâ ñåðèé (G,n) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ äëÿ ãðàôîâ G ñ ìàëûì

÷èñëîì âåðøèí.
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ãðàô
G

êîë-âî
âåð-
øèí
â
ãðà-
ôå
(G,n)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ PG(x) äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé
ñèñòåìû íà ïðîåêöèè π((G,n)) ãðàôîâ ñåðèé (G,n) íà
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ

n+1 cxe−x

n+2 1
6cx

2
(
2c+ 3e−x − 6ce−2x + (−3 + 4c)e−3x

)

n+2 1
6cx

2
(
2c− 3e−x − 6ce−2x + (−3 + 4c)e−3x

)

n+3 1
30cx

3
(
5c− (12c2 + 12c− 12)e−x − 45ce−2x +

(60c2 + 40c− 30)e−3x − (60c2 − 45c)e−4x +

(12c2 − 33c+ 18)e−6x
)

n+3 1
30cx

3
(
−5c− (12c2 + 12c+ 3)e−x − 15ce−2x +

(60c2 + 20c− 15)e−3x − (60c2 − 45c)e−4x +

(12c2 − 33c+ 18)e−6x
)

n+3 1
30cx

3
(
5c− (12c2 + 12c+ 3)e−x + 15ce−2x +

(60c2 − 20c+ 15)e−3x − (60c2 − 45c)e−4x +

(12c2 − 33c+ 18)e−6x
)

n+3 1
30cx

3
(
−5c− (12c2 + 12c− 12)e−x + 45ce−2x +

(60c2 − 40c+ 30)e−3x − (60c2 − 45c)e−4x +

(12c2 − 33c+ 18)e−6x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 + 56c) + (−280c2 − 420c+ 210)e−x +

(672c3 + 672c2 − 987c)e−2x +

(−320c3 + 2360c2 + 1540c− 930)e−3x +

(−2520c3 − 3080c2 + 2310c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 1680c2 − 2625c+ 1260)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 − 14c) + (−112c2 − 252c+ 42)e−x +

(672c3 + 672c2 − 357c)e−2x +

(−320c3 + 1520c2 + 980c− 510)e−3x +

(−2520c3 − 2240c2 + 1680c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 1512c2 − 2163c+ 1008)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c))e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 − 14c) + (−56c2 + 84c− 84)e−x +

(672c3 + 672c2 + 63c)e−2x +

(−320c3 + 680c2 + 140c+ 120)e−3x +

(−2520c3 − 1120c2 + 840c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 1176c2 − 1239c+ 504)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)
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ãðàô
G

êîë-âî
âåð-
øèí
â
ãðà-
ôå
(G,n)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ PG(x) äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé
ñèñòåìû íà ïðîåêöèè π((G,n)) ãðàôîâ ñåðèé (G,n) íà
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 + 56c) + (56c2 − 84c+ 84)e−x +

(672c3 + 672c2 − 147c)e−2x +

(−320c3 + 680c2 + 700c− 300)e−3x +

(−2520c3 − 1400c2 + 1050c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 1344c2 − 1701c+ 756)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 − 14c) + (672c3 + 672c2 + 63c)e−2x +

(−320c3 − 160c2 + 140c+ 120)e−3x + (−2520c3)e−4x +

(3360c3 − 2520c2)e−5x + (−560c3 + 840c2 − 315c)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 + 56c) + (112c2 + 252c− 42)e−x +

(672c3 + 672c2 + 273c)e−2x +

(−320c3 − 160c2 − 140c+ 330)e−3x +

(−2520c3 − 280c2 + 210c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 1008c2 − 777c+ 252)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 + 56c) + (−112c2 − 252c+ 42))e−x +

(672c3 + 672c2 + 273c)e−2x +

(−320c3 − 160c2 − 140c+ 330)e−3x +

(−2520c3 + 280c2 − 210c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 672c2 + 147c− 252)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 − 14c) + (56c2 − 84c+ 84)e−x +

(672c3 + 672c2 + 63c)e−2x +

(−320c3 − 1000c2 + 140c+ 120)e−3x +

(−2520c3 + 1120c2 − 840c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 504c2 + 609c− 504)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)
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ãðàô
G

êîë-âî
âåð-
øèí
â
ãðà-
ôå
(G,n)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ PG(x) äëÿ çíà÷åíèé âåñîâîé
ñèñòåìû íà ïðîåêöèè π((G,n)) ãðàôîâ ñåðèé (G,n) íà
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 + 56c) + (−56c2 + 84c− 84)e−x +

(672c3 + 672c2 − 147c)e−2x +

(−320c3 − 1000c2 + 700c− 300)e−3x +

(−2520c3 + 1400c2 − 1050c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 336c2 + 1071c− 756)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 − 14c) + (112c2 + 252c− 42)e−x +

(672c3 + 672c2 − 357c)e−2x +

(−320c3 − 1840c2 + 980c− 510)e−3x +

(−2520c3 + 2240c2 − 1680c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 168c2 + 1533c− 1008)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+4 1
420cx

4
(
(−56c3 − 56c2 + 56c) + (280c2 + 420c− 210)e−x +

(672c3 + 672c2 − 987c)e−2x +

(−320c3 − 2680c2 + 1540c− 930)e−3x +

(−2520c3 + 3080c2 − 2310c)e−4x + (3360c3 − 2520c2)e−5x +

(−560c3 + 1995c− 1260)e−6x +

(−672c3 + 1848c2 − 1008c)e−7x +

(96c3 − 624c2 + 1134c− 540)e−10x
)

n+5 1
630cx

5 ·
(
(480c4 + 720c3 − 159c2 + 576c+ 324)e−x +

(−5040c4 − 5040c3 + 315c2)e−3x +

(4080c4 + 1620c3 − 3990c2 + 360c)e−4x + 15120c4e−5x +

(−25760c4 + 19600c3 + 1974c2 − 2646c+ 756)e−6x +

(8400c4 − 12600c3 + 4725c2)e−7x +

(5040c4 − 13860c3 + 7560c2)e−8x +

(−1680c4 + 5880c3 − 5985c2 + 1890c)e−9x +

(−720c4 + 4680c3 − 8505c2 + 4050c)e−11x +

(80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)e−15x
)

Êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé ýêñïîíåíòå â êàæäîé èç ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

äëÿ çíà÷åíèé wsl2 íà ïðîåêöèÿõ (G,n), ãäå |V (G)| 6 ℓ, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì

îò c ñòåïåíè íå âûøå ℓ. Îòñþäà ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 10. []Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ïðîåêöèè ãðàôà (G,n),

ãäå |V (G)| 6 4, ëèáî G � öèêë íà 5 âåðøèíàõ C5 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âû-

øå, ÷åì ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå G.

Ýòî äîêàçûâàåò â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãðàôîâ âèäà (G,n), |V (G)| 6 4 ñëåäóþùóþ

ãèïîòåçó:
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Ãèïîòåçà 1. [Ñ.Ê.Ëàíäî] Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà ïðîåêöèè õîðäî-

âîé äèàãðàììû íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå

ïîëîâèíû îêðóæåíèÿ (ò.å. äëèíû íàèáîëüøåãî öèêëà) åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé.
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