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порядка.
Показано, что над голономным гладким многообразием возникает последо-

вательность расслоений кореперов высших порядков, типовыми слоями которых
являются группы Вагнера, действующие в касательных пространствах соответству-
ющих порядков, отнесенных к реперам с симметричными базисными векторами.
Этот результат обобщается на полуголономные и неголономные гладкие многооб-
разия [4].
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THE SEQUENCES OF PRINCIPAL BUNDLES OVER THE SMOOTH MANIFOLDS

Iu.I. Shevchenko, E.V. Skrydlova

Above a holonomic smooth manifold arises a sequence of higher-order coframes, whose typical fibers
are Wagners differential groups. This result is generalized to semi-holonomic and nonholonomic
smooth manifolds.
Keywords: higher-order bundle, differential group, non-holonomicity.

УДК 515.145.2

НАКРЫТИЯ РАССЛОЕНИЙ СЕРРА И ИХ ИНВАРИАНТЫ
Е.И. Яковлев1

1 eyakovlev@hse.ru; Национальный исследовательский университет "Высшая школа экономи-
ки" ,Факультет информатики, математики и компьютерных наук

Исследуются накрытия расслоений Серра. Построен инвариант, являющийся подпо-
следовательностью гомотопической последовательности базового расслоения. Полу-
чены критерии существования морфизмов и изоморфизмов для заданных накрытий.

Ключевые слова: расслоение Серра, накрытие, гомотопическая группа.

Во многих задачах оказываются полезными накрытия топологических про-
странств или многообразий, сохраняющие дополнительные структуры. Например,
в римановой геометрии применяются накрытия, являющиеся локальными изомет-
риями, в динамике–накрытия, представляющие собойморфизмыпотоковили кас-
кадов, в теории слоений – накрытия слоеных многообразий такие, что слои накры-
вающего многообразия накрывают слои базы. При изучения связей между безди-
вергентными векторными полями и гамильтоновыми системами, а также при ис-
следовании геометрии расслоенных римановых многообразий понадобились на-
крытия, являющиеся морфизмами расслоений.
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В [1] изучены накрытия в категории главных расслоений B. Любое такое на-
крытие представляет собой тройку, состоящую из накрытий баз, тотальных про-
странств и структурных групп, являющуюся при этомморфизмом главных расслое-
ний. Объекты категорииB образуют очень важный, но достаточно узкий класс рас-
слоений. Для приложений его явно не достаточно. Поэтому вполне естественно воз-
никает задача об обобщении полученных результатов на более широкие категории
расслоений. Обсуждению этой проблемы и посвящена данная работа.

Положим I = [0,1] и отождествим куб I n−1 с гранью I n−1 ×0 куба I n .
Расслоение в самом общем смысле есть тройка ξ = (E , p,B), где E и B – топо-

логические пространства, а p : E → B – непрерывное отображение. Тройка ξ на-
зывается расслоением Серра, если для любого n ∈N и произвольных непрерывных
отображений f : I n → B и F0 : I n−1 → E , удовлетворяющих условию p ◦F0 = f |I n−1,
найдется непрерывное отображение F : I n → E такое, что p ◦F = f и F |I n−1 = F0. При
этом говорят, что F – гомотопия, продолжающая отображение F0 и накрывающая
отображение f .

Морфизм Å : ξ̂ → ξ расслоений Серра ξ̂ = (Ê , p̂, B̂) и ξ = (E , p,B) представляет
собой пару Å = (ε,β) непрерывных отображений ε : Ê → E и β : B̂ → B , для которых
коммутативна диаграмма

Ê
ε−−−−→ E

p̂
y yp

B̂
β−−−−→ B.

(1)

В данной работе изучаются расслоения Серра, у которых базы и слои линейно
связны. Заметим, что из этих условий следует линейная связность и тотальных
пространств. Кроме того, указанное условие достаточно потребовать для одного
слоя. Тогда оно будет выполняться для всех слоев. Категорию таких расслоений
Серра и их морфизмов обозначим символом S B

Определение 1. Накрытием расслоения ξ= (E , p,B) ∈S B мы будем называть
тройку q = (ξ̂,Å,ξ), где ξ̂ = (Ê , p̂, B̂) – расслоение, являющееся объектом категории
S B, а Å = (ε,β) : ξ̂ → ξ – морфизм, состоящий из накрывающих отображений
ε : Ê → E и β : B̂ → B . При этом q будет считаться регулярным, если регулярны
накрытия (Ê ,ε,E) и (B̂ ,β,B) топологических пространств E и B .

Определение 2. Пусть q1 = (ξ̂1,Å1,ξ) и q2 = (ξ̂2,Å2,ξ) – накрытия расслоения ξ ∈
S B, а Å̂ : ξ̂1 → ξ̂2 –морфизмкатегорииS B, для которого коммутативна диаграмма

ξ̂1
Å̂−−−−→ ξ̂2

Å1

y yÅ2

ξ
i d−−−−→ ξ.

(2)

Тогда соответствие Å̂ : q1 → q2 будет называться морфизмом накрытий.
Накрытия заданного расслоения ξ ∈S B и их морфизмы образуют категорию,

которую мы будем обозначать символом C (ξ).
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Пусть ξ = (E , p,B), ξ̂k = (Êk , p̂k , B̂k ), Åk = (εk ,βk ), k = 1,2, и Å̂ = (ε̂, β̂). Коммута-
тивность диаграммы (2) означает выполнение равенств ε2 ◦ ε̂ = ε1 и β2 ◦ β̂ = β1. В
такой ситуации ε̂ : Ê1 → Ê2 и β̂ : B̂1 → B̂2 – морфизмы накрытий топологических
пространств. Но тогда (Ê1, ε̂, Ê2) и (B̂1, β̂, B̂2) – накрытия. Следовательно, любой мор-
физм Å̂ объектов категорииC (ξ) является накрытием. Также легко проверяется, что
морфизм Å̂= (ε̂, β̂) будет изоморфизмом или, иначе говоря, эквивалентностью в ка-
тегории C (ξ), если ε̂ : Ê1 → Ê2 и β̂ : B̂1 → B̂2 – биекции.

Для расслоения ξ = (E , p,B) из категории S B зафиксируем точку a ∈ B , слой
F = p−1(a) и точку u ∈ F . Будем считать, что ı : F → E – включение слоя в
тотальное пространство. Из связности слоя F следует, что конец гомотопической
последовательности расслоения ξ имеет вид:

· · · −→π2(B , a)
∂∗−→π1(F,u)

ı∗−→π1(E ,u)
p∗−→π1(B , a) −→ 0. (3)

Теорема 1. Пусть ξ = (E , p,B) и ξ̂ = (Ê , p̂, B̂) – расслоения Серра из категории
S B, ε : Ê → E , β : B̂ → B – непрерывные отображения, Å = (ε,β) и q = (ξ̂,Å,ξ) –
накрытие расслоения ξ. Выберем точки û ∈ ε−1(u) и â = p̂(û). При этом для слоя
F̂ = p̂−1(â) определено сужение φ : F̂ → F отображения ε : Ê → E . Рассмотрим
гомоморфизмы φ∗ : π1(F̂ , û) → π1(F,u), ε∗ : π1(Ê , û) → π1(E ,u) и β∗ : π1(B̂ , â) →
π1(B , a), индуцированные отображениями φ, ε, β соответственно, и их образыΛF =
imφ∗, ΛE = imε∗ и ΛB = imβ∗. Тогда определена и точна последовательность

0 −→ im∂∗
ı0−→ΛF

ıΛ∗−→ΛE
pΛ∗−→ΛB −→ 0, (4)

где ı0 – включение, ∂∗, ı∗ и p∗ – гомоморфизмы из последовательности (3), ıΛ∗ =
ı∗|ΛG и pΛ∗ = p∗|ΛE .

Теорема 2. Пусть k = 1,2, ξ = (E , p,B) и ξ̂k = (Êk , p̂k , B̂k ) – расслоения Серра из
категории S B, Åk = (εk ,βk ) и qk = (ξ̂k ,Åk ,ξ) – регулярные накрытия расслоения ξ,
которым соответствуют точные последовательности

0 −→ im∂∗
ı0−→Λk

F
ıΛ∗−→Λk

E
pΛ∗−→Λk

B −→ 0. (5)

Справедливы следующие утверждения:

• морфизм Å̂ : q1 → q2 существует в том и только в том случае, если Λ1
F ⊂ Λ2

F ,
Λ1

E ⊂Λ2
E , Λ

1
B ⊂Λ2

B ;

• накрытия q1 = (ξ̂1,Å1,ξ) и q2 = (ξ̂2,Å2,ξ) изоморфны тогда и только тогда, когда
соответствующие им последовательности (5) совпадают.

Работа выполнена при поддержке Российского Научного Фонда (грант 21-11-
00010).
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COVERINGS OF SERRE BUNDLES AND THEIR INVARIANTS

E.I. Yakovlev

Coverings of Serre bundles are investigated. An invariant is constructed that is a subsequence of the
homotopy sequence of the base bundle. Criteria for the existence of morphisms and isomorphisms for
given coverings are obtained.
Keywords: Serre bundle, covering, homotopy group
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