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Àííîòàöèÿ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñòðóêòóðû ïîëíûõ ëîðåíöåâûõ ñëîåíèé (M,F )
êîðàçìåðíîñòè äâà íà n-ìåðíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äîêàçàíî, ÷òî (M,F ) ëèáî ðèìà-
íîâî, ëèáî èìååò ïîñòîÿííóþ òðàíñâåðñàëüíóþ êðèâèçíó è îïèñàíà åãî ñòðóêòóðà. Äëÿ òàêèõ
ñëîåíèé (M,F ) ïîëó÷åí êðèòåðèé, ñâîäÿùèé ïðîáëåìó õàîñà â (M,F ) êàê ê ïðîáëåìå õà-
îòè÷íîñòè ãëàäêîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû O(1, 1) íà àññîöèèðîâàííîì ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîì
3-ìíîãîîáðàçèè, òàê è ê ïðîáëåìå õàîòè÷íîñòè åãî ãëîáàëüíîé ãðóïïû ãîëîíîìèè, ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ñîáîé êîíå÷íîïîðîæäåííóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû èçîìåòðèé ïëîñêîñòè ñ ïîëíîé ìåòðèêîé
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.
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1. Ëîðåíöåâû ñëîåíèÿ. Ïóñòü N � q-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
êîòîðîãî ìîæåò áûòü íåñâÿçíûì. Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèåM , ãäå n > q. Ãîâîðÿò,
÷òî çàäàí N -êîöèêë η = {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , åñëè çàäàíû
(i) îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ui | i ∈ J} ìíîãîîáðàçèÿ M è ñóáìåðñèè ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè

fi : Ui → N íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Vi = fi(Ui);
(ii) åñëè Ui ∩ Uj 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj),

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj íà ïåðåñå÷åíèè Ui ∩ Uj ;
(iii) äëÿ ëþáîãî x ∈ fk(Ui ∩ Uj ∩ Uk) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γik = γij ◦ γjk, ãäå i, j, k ∈ J.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî η ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ è N =

⋃
i∈J Vi. Ìíîæåñòâî

ñëîåâ ñóáìåðñèé {f−1i (x) |x ∈ N, i ∈ J} îáðàçóåò áàçó ñëîåâîé òîïîëîãèè Υ â M . Ðàçáèåíèå
F = {Lα |α ∈ A} ìíîãîîáðàçèÿ M êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (M,Υ) íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì êîðàçìåðíîñòè q, çàäàííûì N -êîöèêëîì η, è
îáîçíà÷àåòñÿ (M,F ). Ïîäìíîãîîáðàçèÿ Lα íàçûâàþòñÿ ñëîÿìè ýòîãî ñëîåíèÿ.
Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå, çàäàííîå N -êîöèêëîì η = {Ui, fi, {γij}}i,j∈J . Åñëè íà ìíîãîîá-

ðàçèè N ñóùåñòâóåò ëîðåíöåâà ìåòðèêà gN òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò γij èç êîöèêëà η

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14.09.2020, ïîñëå äîðàáîòêè 14.09.2020. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 01.10.2020.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò � 17-11-01041, çà èñêëþ÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ òåîðåì 5 è 6). Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â òåîðåìû 5
è 6, ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå Ëàáîðàòîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæåíèé ÍÈÓ ÂØÝ, ãðàíò
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87



88 Í.È.ÆÓÊÎÂÀ, Í.Ã.×ÅÁÎ×ÊÎ

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ëîðåíöåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ðèìàíîâûõ) ïîäìíîãîîáðàçèé, èíäóöè-
ðîâàííûõ íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fj(Ui ∩ Uj) è fi(Ui ∩ Uj), òîãäà (M,F ) íàçûâàåòñÿ
ëîðåíöåâûì ñëîåíèåì (ñîîòâåòñòâåííî, ðèìàíîâûì) è ãîâîðÿò, ÷òî (M,F ) çàäàíî (N, gN )-
êîöèêëîì η.
Ïóñòü cëîåíèå (M,F ) çàäàííî N -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈J . Åñëè N � ëîðåíöåâî îä-

íîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H, à γij � îãðàíè÷åíèÿ ñäâèãîâ ïðîñòðàíñòâà G/H ýëåìåíòàìè
ãðóïïû Ëè G, òî (M,F ) íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíûì ëîðåíöåâûì ñëîåíèåì èëè
(G,G/H)-ñëîåíèåì.

2. Ïîëíîòà ëîðåíöåâà ñëîåíèÿ. Ïóñòü (M,F ) � ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q è
M � òðàíñâåðñàëüíîå q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ∈ M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî TxM = Mx ⊕ TxF , ãäå TxM � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî êM , TxF � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñëîþ â òî÷êå x,Mx � çíà÷åíèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ â òî÷êå x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç XM(M) è XF (M) ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàòåëü-
íûõ ê M è ñëîåíèþ (M,F ), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈
X(M) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäåX = XF+XM, ãäåXF ∈ XF (M),XM ∈ XM(M). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ëîðåíöåâî ñëîåíèå (M,F ) çàäàíî (N, gN )-êîöèêëîì η = {Ui, fi, {γij}}i,j∈J .
Ïóñòü gM � ïðîèçâîëüíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâó-
åò ñóáìåðñèÿ f : U → V èç êîöèêëà η, äëÿ êîòîðîé x ∈ U. Îïðåäåëèì íîâóþ ëîðåíöåâó
ìåòðèêó g íà M, ïîëàãàÿ

g(X,Y )|x := gM (XF , Y F )|x + gN (f∗xX
M, f∗xY

M)|f(x).

Èç îïðåäåëåíèÿ (N, gN )-êîöèêëà âûòåêàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè g íà M , ò. å.
íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ñóáìåðñèè f : U → V , äëÿ êîòîðîé x ∈ U. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî g � òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ ìåòðèêà îòíîñèòåëüíî (M,F ), ò. å. ïðî-
èçâîäíàÿ Ëè LXg âäîëü ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XF (M), êàñàòåëüíîãî ê (M,F ), ðàâíà
íóëþ. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ìåòðèêó M-àññîöèèðîâàííîé ñ ëîðåíöåâûì ñëîåíèåì (M,F ).
Ñîãëàñíî ([1], òåîðåìà 1) äëÿ ëîðåíöåâîé ìåòðèêè g, àññîöèèðîâàííîé ñ ëîðåíöåâûì ñëî-

åíèåì (M,F ), è ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ðàñïðåäåëåíèå M ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì ñëîåíèþ è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), îðòîãîíàëüíàÿ ñëîåíèþ â îäíîé òî÷êå, îñòà-
åòñÿ îðòîãîíàëüíîé åìó â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.
Ëîðåíöåâî ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóþò òðàíñ-

âåðñàëüíîå q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è M-àññîöèèðîâàííàÿ ëîðåíöåâà ìåòðèêà g íà M
òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ ñëîåíèþ, îïðåäåëåíà íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé.

3. Êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðèìàíîâû ñëîåíèÿ îáðàçóþò íàèáîëåå
ãëóáîêî èçó÷åííûé êëàññ ñëîåíèé (Ï. Ìîëèíî [2], A. Õåôëèãåð [3], Ô. Òîíäåóð [4] è äð.).
Ð. Âîëàê [5] ïîñòàâèë âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðèìàíî-
âûì è äîêàçàë, ÷òî ïîëíîå G-ñëîåíèå, âñå ñëîè êîòîðîãî êîìïàêòíû, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì.
Êðèòåðèè è äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðèìàíîâîñòè ñëîåíèé, âñå ñëîè êîòîðîãî êîìïàêò-
íû, íàéäåíû â [6].
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [7], äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîë-

íûõ ëîðåíöåâûõ ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè äâà.

Òåîðåìà 1. Ïîëíîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíîñòè äâà íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðà-

çèè ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà ãîëîíîìèè êàæäîãî åãî ñëîÿ

êîíå÷íà, ò.å. ëèáî òðèâèàëüíà, ëèáî èçîìîðôíà Z2 èëè Z2 × Z2.
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Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, êîíå÷íîñòü âñåõ ãðóïï ãîëîíîìèè íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ëîðåíöåâî ñëîåíèå áûëî ðèìàíîâûì, à òåîðåìà 1 îòðàæàåò ñïå-
öèôèêó ëîðåíöåâà ñëîåíèÿ êîðàçìåðíîñòè äâà.

4. Àëüòåðíàòèâà: ðèìàíîâîñòü èëè òðàíñâåðñàëüíàÿ îäíîðîäíîñòü. Ïóñòü Sq �
ñòàíäàðòíàÿ q-ìåðíàÿ ñôåðà, à Conf(Sq) � ýòî ãðóïïà Ëè âñåõ åå êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ñ. Òàðêèíè [8], à çàòåì Ñ. Òàðêèíè è Ø. Ôðàíö â [9] ïîñòàâèëè âîïðîñ î òîì, ëþáîå
ëè êîíôîðìíîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ≥ 3 íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ðèìàíîâûì, ëèáî (Conf(Sq), Sq)-ñëîåíèåì, è ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè íà íåãî ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïîëíûé ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ ïðåä-
ñòàâëåí â ([10], òåîðåìà 2). Çàìåòèì, ÷òî êîíôîðìíîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ≥ 3 åñòü
(Conf(Sq), Sq)-ñëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò íóëåâóþ êîíôîðìíóþ êðèâèç-
íó èëè, ýêâèâàëåíòíî, ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíûì êîíôîðìíûì ñëîåíèåì. Äëÿ
ïîëíûõ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q ≥ 3 áåç ïðåäïîëîæåíèÿ êîìïàêòíî-
ñòè ìíîãîîáðàçèÿ M àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî íàìè â [11], à äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñëîåíèé ðàíãà îäèí â [12].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîðåíöåâî ñëîåíèå (M,F ) êîðàçìåðíîñòè äâà çàäàíî (N, gN )-êîöèêëîì

η = {Ui, fi, {γij}}i,j∈J . Îáîçíà÷èì ÷åðåç K = K(y), y ∈ N, ôóíêöèþ ãàóññîâîé êðèâèçíû
äâóìåðíîãî ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ (N, gN ). Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ñóáìåðñèÿ fi : Ui → Vi èç êîöèêëà η, ÷òî x ∈ Ui. Ïîñêîëüêó ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè
(N, gN ) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé, èç îïðåäåëåíèÿ (N, gN )-
êîöèêëà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî

K(x) = K(fi(x))

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ K : M → R, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíîé ãàóññîâîé
êðèâèçíîé ëîðåíöåâà ñëîåíèÿ (M,F ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî
K = K(x) � áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. ïîñòîÿííàÿ íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ (M,F ).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (M,F ) � ïîëíîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà íà n-ìåðíîì
çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèèM . Òîãäà ëèáî (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå, ëèáî (M,F ) � òðàíñ-

âåðñàëüíî îäíîðîäíîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå ïîñòîÿííîé òðàíñâåðñàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Áîëåå òî÷íî âî âòîðîì ñëó÷àå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ (G,G/H)-ñëîåíèåì, ãäå H = O(1, 1), à
G = H n R2, åñëè òðàíñâåðñàëüíàÿ ãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíà íóëþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

G = O(2, 1).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ≥ 3 ñóùåñòâóþò ïîëíûå ëîðåíöåâû ñëîåíèÿ êîðàçìåðíîñòè q,
äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ãðóïïà ãîëîíîìèè ëþáîãî ëîðåíöåâà ñëîåíèÿ êîðàçìåðíîñòè äâà,

ÿâëÿþùåãîñÿ ðèìàíîâûì, ëèáî òðèâèàëüíà, ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå Z2 èëè Z2 × Z2, ïî-
ýòîìó çàìûêàíèÿ âñåõ ñëîåâ ýòîãî ñëîåíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, è óòâåðæäåíèå
ñëåäóþùåé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ Ï. Ìîëèíî [2].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (M,F ) � ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà íà çàìêíóòîì ìíîãî-

îáðàçèèM , ÿâëÿþùååñÿ ðèìàíîâûì. Òîãäà çàìûêàíèå êàæäîãî ñëîÿ îáðàçóåò ìèíèìàëüíîå

ìíîæåñòâî è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âëîæåííûì ïîäìíîãîáðàçèåì â M , à ìíîæåñòâî çàìû-

êàíèé âñåõ ñëîåâ îáðàçóåò ãëàäêîå ñëîåíèå (M,F ), óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
òðåõ óñëîâèé:

1) êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) çàìêíóò, ò.å. F = F , à ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî 2-îðáèôîëäà N , ïðè÷åì

ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ M → N = M/F ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé íà N ;
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2) ñëîåíèå (M,F ) èìååò êîðàçìåðíîñòü îäèí è îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè M → N =
M/F íà êîìïàêòíûé ãëàäêèé îäíîìåðíûé îðáèôîëä N ;

3) êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) âñþäó ïëîòåí â M .

Èç òåîðåìû 2 è ([11], òåîðåìà 2) âûòåêàåò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (M,F ) � ïîëíîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà íà n-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè, íå ÿâëÿþùååñÿ ðèìàíîâûì. Òîãäà

1) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå κ : L0 ×B →M, ãäå B � ïîëíîå

ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, äèôôåîìîðôíîå ïëîñêîñòè R2, L0

� ìíîãîîáðàçèå, äèôôåîìîðôíîå ëþáîìó ñëîþ áåç ãîëîíîìèè, à èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå

F̃ = κ∗F îáðàçîâàíî ñëîÿìè ïðîåêöèè íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü pr : M̃ = L0 ×B → B;
2) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì χ : π1(M) → Iso(B) ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(M) â

ãðóïïó Ëè èçîìåòðèé Iso(B) ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ B, ïðè÷åì ãðóïïà Ψ = χ(π1(M))

èçîìîðôíà ãðóïïå íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåãóëÿðíîãî íàêðûòèÿ κ : M̃ →M ;
3) äëÿ (M,F ) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M â ñìûñëå [13];
4) ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà Ψb â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå b ∈ B èçîìîðôíà ãðóïïå íàêðû-

âàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåãóëÿðíîãî íàêðûòèÿ κ|L0×{b} : L0 × {b} → L íà ñëîé L = L(x),

ãäå x ∈ κ(pr−1(b)), à òàêæå ðîñòêîâîé ãðóïïå ãîëîíîìèè Γ(L, x) è ãðóïïå M-ãîëîíîìèè

HM(L, x).

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïà Ψ, îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 4, íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíîé ãðóïïîé

ãîëîíîìèè ñëîåíèÿ (M,F ).

5. Õàîñ â ëîðåíöåâûõ ñëîåíèÿõ êîðàçìåðíîñòè äâà. Äàëåå ìû èññëåäóåì ïðîáëå-
ìó ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ ñëîåíèé èçó÷àåìîãî êëàññà. Â îòëè÷èå îò
ïàðàáîëè÷åñêèõ ñëîåíèé ðàíãà îäèí [12], îíè íå èìåþò àòòðàêòîðîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ñëîé L ñëîåíèÿ (M,F ) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè L � çàìêíóòîå ïîä-

ìíîæåñòâî â M .

Îïðåäåëåíèå 2. Ãëàäêîå ñëîåíèå (M,F ) íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ õà-

îòè÷åñêèì [14], åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
1) ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíûé ñëîé (òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàíçèòèâíîñòü);
2) îáúåäèíåíèå âñåõ êîìïàêòûõ ñëîåâ âñþäó ïëîòíî â M (ïëîòíîñòü êîìïàêòíûõ ñëîåâ).

Íåïðåðûâíûå õàîòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ÷åòíûõ ãðóïï ââîäÿòñÿ â [15] àíàëîãè÷íî îïðåäåëå-
íèþ 2, â êîòîðîì ñëîè çàìåíÿþòñÿ îðáèòàìè, à êîìïàêòíûå ñëîè çàìåíÿþòñÿ êîíå÷íûìè
îðáèòàìè. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

Îïðåäåëåíèå 3. Ãëàäêîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G (âîçìîæíî äèñêðåòíîé) íà ìíîãîîáðàçèè
M íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíàÿ îðáèòà;
2) îáúåäèíåíèå âñåõ çàìêíóòûõ îðáèò âñþäó ïëîòíî â M .

Ïóñòü ϕ : R ×M → M � ãëàäêèé ïîòîê íà ìíîãîîáðàçèè M è ϕt := ϕ|{t}×M , t ∈ R.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîòîê ϕt íàçûâàåòñÿ àíîñîâñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíî-
ãî ðàññëîåíèÿ TM = Es ⊕ Eϕ ⊕ Eu, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà Dϕt, è
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû a, b òàêèå, ÷òî
1) ðàñïðåäåëåíèå Eϕ � êàñàòåëüíîå ê îðáèòàì ïîòîêà;
2) íåðàâåíñòâî ||Dϕt(v)|| ≤ b · e−at||v|| âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ v ∈ Es è t > 0;
3) íåðàâåíñòâî ||Dϕ−t(v)|| ≤ b · e−at||v|| âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ v ∈ Eu è t > 0,
ãäå || || � íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M .
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Áóäåì íàçûâàòü àíîñîâñêèé ïîòîê õàîòè÷åñêèì, åñëè åãî îðáèòû îáðàçóþò õàîòè÷åñêîå
ñëîåíèå. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [16]), äàæå íà êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðà-
çèÿõ ñóùåñòâóþò íåòðàíçèòèâíûå, ñëåäîâàòåëüíî, íåõàîòè÷åñêèå, àíîñîâñêèå ïîòîêè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fol êàòåãîðèþ ãëàäêèõ ñëîåíèé, â êîòîðîé ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ ãëàä-

êèå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñëîè îäíîãî ñëîåíèÿ â ñëîè äðóãîãî, à êîìïîçèöèÿ ìîðôèç-
ìîâ ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé.
Â ([17], òåîðåìà 4.1) äîêàçàíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé ëþáîå ïîë-

íîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà íà êîìïàêòíîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ëèáî
ðèìàíîâî, ëèáî èçîìîðôíî â êàòåãîðèè Fol ñëîåíèþ, îáðàçîâàííîìó àëãåáðàè÷åñêèì àíî-
ñîâñêèì ïîòîêîì. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëþáîé àëãåáðàè÷åñêèé ïîòîê
ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïîëíîå ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà íà êîìïàêòíîì òðåõìåðíîì

ìíîãîîáðàçèè ëèáî ðèìàíîâî, ëèáî õàîòè÷åñêîå.

Ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 3 ñóùåñòâóþò n-ìåðíûå êîìïàêòíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ñ ëîðåíöåâûìè ñëîåíèÿìè êîðàçìåðíîñòè äâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè ðèìàíîâûìè,
íè õàîòè÷åñêèìè. Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå 5 óêàçàíî óíèêàëüíîå ñâîéñòâî ëîðåíöåâûõ
ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè äâà íà êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
Íàïîìíèì ïîíÿòèå ñëîåíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïóñòü (M,F ) � ïîëíîå íåðèìàíîâî ëîðåíöåâî

ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 îíî ÿâëÿåòñÿ (G,G/H)-ñëîåíèåì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, (M,F ) � êàðòàíîâî ñëîåíèå òèïà (G,H), ãäå H = O(1, 1), à G = GL(2,R) n R2,
åñëè òðàíñâåðñàëüíàÿ ãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíà íóëþ, è G = O(2, 1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïîýòîìó äëÿ (M,F ) îïðåäåëåíî ñëîåíîå ðàññëîåíèå ([18], ïðåäëîæåíèå 2). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îïðåäåëåíû: ãëàâíîå H-ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé π : R →M, ïîäíÿòîå e-ñëîåíèå (R,F),
íåâûðîæäåííàÿ H-ýêâèâàðèàíòíàÿ g-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ω íà R, ãäå g � àëãåáðà Ëè ãðóï-
ïû Ëè G, òàêèå, ÷òî LXω = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, êàñàòåëüíîãî ê ñëîåíèþ
(R,F). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ïîëíîòà (M,F ) ýêâèâàëåíòà ïîëíîòå ñëîåíèÿ
(M,F ) â ñìûñëå [18]. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîäíÿòîå ñëîåíèå (R,F) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåð-
ñèè πb : R → W, íà ìíîãîîáðàçèè W èíäóöèðóåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû
Ëè O(1, 1).
Íàìè äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé õàîòè÷íîñòè ëîðåíöåâûõ ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè äâà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü (M,F ) � ïîëíîå íåðèìàíîâî ëîðåíöåâî ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè äâà.

Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ñëîåíèå (M,F ) õàîòè÷åñêîå;
2) èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå ãðóïïû O(1, 1) íà òðåõìåðíîì ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîì

áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè W ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì è õàîòè÷åñêèì;

3) ãëîáàëüíàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè ñëîåíèÿ (M,F ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé äèñêðåò-

íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ëè âñåõ èçîìåòðèé Iso(R2, g) ïëîñêîñòè R2 ñ ïîëíîé ëîðåíöåâîé

ìåòðèêîé g ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, õàîòè÷åñêè äåéñòâóþùåé íà R2.
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The structure of Lorentzian foliations of codimension two

Abstract. The aim of this work is to describe the structure of complete Lorentzian foliations
(M,F ) of codimension two on n-dimensional closed manifolds. It is proved that (M,F ) is either
Riemannian or has a constant transversal curvature and its structure is described. For such
foliations (M,F ), the criterion is obtained, reducing the chaos problem in (M,F ) to the same
problem of the associated action of the group O(1, 1) on a 3-dimensional manifold and also to the
chaos problem of its global holonomy group, which is a �nite-generated discrete subgroup of the
isometry group of the plane with the full metric of a constant curvature.
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