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Аннотация

Компонента исключительного дивизора модификации проек-
тивной плоскости с помощью последовательности раздутий опре-
деляет фильтрацию на кольце многочленов от двух переменных.
Набор таких компонент определяет мультииндексную фильтрацию
на этом кольце. Ряд Пуанкаре этой фильтрации вычисляется для
некоторых наборов компонент, когда рассматриваемая модифика-
ция является минимальным разрешением плоской алгебраической
кривой с одной ветвью на бесконечности.

Пусть C – плоская неприводимая аффинная кривая, заданная многочле-
ном f(x, y). Пусть C имеет одну ветвь на бесконечности, то есть её замы-
кание в CP2 пересекает бесконечно удалённую прямую A лишь в одной
точке и локально неприводима в ней. Пусть m и n – степени этого мно-
гочлена по x и y соответственно. Мы будем предполагать, что m > n, то
есть C проходит через точку пересечения оси y и бесконечно удалённой
прямой A. Нам понадобится ряд утверждений из [4], установленных там
при условии n - m, поэтому мы тоже будем это предполагать. Согласно
[4] произвольная кривая с одним местом на бесконечности заменой коор-
динат в плоскости C2 приводится к кривой, удовлетворяющей вышепе-
речисленным условиям. Рассмотрим такое минимальное разрешение C
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Рис. 1: Граф разрешения.

на бесконечности, что полный прообраз C ∪A в окрестности особой точ-
ки есть дивизор с нормальными пересечениями. Это разрешение состо-
ит из последовательности раздутий и чтобы не усложнять обозначения
собственные прообразы кривых при этих модификациях мы будем обо-
значать теми же буквами, как и на немодифицированной поверхности.
Набору неприводимых дивизоров на гладкой алгебраической поверхно-
сти можно сопоставить двойственный граф. Его вершины соответствуют
дивизорам, и две вершины соединены ребром, если соответствующие ди-
визоры пересекаются. Из [4] следует, что двойственный граф Γ системы
вклеенных дивизоров вместе с A имеет вид, изображённый на рис. 1.
Пусть D – множество всех вклеенных дивизоров вместе с A. Догово-
римся, что дивизор A имеет номер 0, а все остальные пронумерованы в
порядке появления от 1 до T = ih. Вершину графа Γ, соответствующую
дивизору Ei, будем обозначать через ai. Дивизоры Ejk назовём крайними.
Пусть g – произвольный многочлен, а Ek ∈ D. Положим νk(g) – порядок
полюса g вдоль дивизора Ek. Пусть Eu1 , Eu2 , . . . , Eur – некоторый набор
дивизоров из D. Функции νui определяют мультииндексную фильтрацию
в пространстве многочленов C[x, y] : J(v1, . . . , vr) = {g ∈ C[x, y] : νui(g) ≤
vi}. Для того чтобы дать следующие определения нам необходима

Лемма 1 Для любого многочлена g и дивизора Ek ∈ D выполняется
неравенство νk(g) ≥ 0, то есть g не может быть тождественным
нулём на дивизоре Ek, при этом неравенство строгое, если g 6≡ const и
дивизор Ek не является крайним.

Доказательство см. ниже. Пусть среди дивизоров Eu1 , . . . , Eur есть хо-
тя бы один некрайний. Тогда легко видеть, что для любого набора v =
(v1, . . . , vr) ∈ Zr имеем dimJ(v) <∞. Положим d(v) := dim(J(v)/J(v−1))
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и L(t) :=
∑
v∈Zr

d(v)t
v, где 1 = (1, . . . , 1) ∈ Zr, tv = tv11 · · · tvrr . Из леммы 1 сле-

дует, что L(t) – степенной ряд. Аналогично [1] определим ряд Пуанкаре
фильтрации {J(v)} формулой

P (t) =

L(t)
r∏
i=1

(1− ti)

1− t1
.

Точно так же как и в [1] доказывается, что ряд Пуанкаре равен интегралу
по эйлеровой характеристике

P (t) =

∫
PC[x,y]

t
ν(g)

dχ ,

где t ν(g)
= t

νu1 (g)
1 t

νu2 (g)
2 · · · t νur (g)

r , а через PV мы обозначаем проективиза-
цию векторного пространства V . Интеграл по эйлеровой характеристике∫
PC[x,y]

t
ν(g)

dχ определяется как

∫
PC[x,y]

t
ν(g)

dχ :=
∑
v∈Zr

≥0

χ({g ∈ PC[x, y] | ν(g) = v})t v

Заметим, что в рассматриваемом случае все множества {g ∈ PC[x, y] |
ν(g) = v} конечномерны и поэтому их эйлерова характеристика не тре-
бует дополнительного определения (в отличие от локального случая из
[1]).

Положим ∆ = (Ei ◦ Ej) – матрица пересечений системы дивизоров
D, M = ∆−1 = (mij). Через

•
Ek обозначим Ek без точек пересечения с

другими дивизорами из D. Матрица M симметрична и её элементы име-
ют следующий смысл. Пусть для некоторого Ek существует функция gk,
такая что кривая {gk = 0} трансверсально пересекает

•
Ek и не имеет об-

щих точек с другими дивизорами из D. Тогда для любого l выполняется
mkl = νl(gk). Из [5] следует, что такие кривые существуют для дивизоров
Ejk и Eil и значит соответствующие элементы матрицы M положитель-
ны. Положим mk = (mku1 , . . . ,mkur). Объединение вершин графа Γ, на-
чиная с ajk и до ближайшей тройной точки, не включая её, назовём k-ой
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ветвью графа Γ. Дивизор El назовём простым если вершина al либо сов-
падает с тройной точкой, либо лежит на h-ой ветви, либо лежит между
вершинами aih−1

и aih . Если h = 1, то все дивизоры назовём простыми.

Теорема 1 Пусть дан набор дивизоров, не все из которых являются
крайними. Если все дивизоры из набора простые, либо h ≤ 2, то

P (t1, . . . , tr) =
∏

0≤k≤T

(1− tmk)−χ(
•
Ek).

Замечание 1 Доказываемая формула была предложена в [2] для более
общей ситуации, однако доказательство содержало ошибку.

Для доказательства леммы 1, а потом и теоремы 1 нам потребуются
несколько определений и вспомогательное утверждение. Положим

δk = νjk(f), 0 ≤ k ≤ h ,

dl = gcd(δ0, . . . , δl−1), 1 ≤ l ≤ h+ 1 ,

qs = ds/ds+1, 1 ≤ s ≤ h .

Доказательства следующих фактов можно найти в [4]

dh+1 = 1,

qkδk ∈ Z≥0δ0 + Z≥0δ1 + · · ·+ Z≥0δk−1.

Пусть S – полугруппа полюсов кривой C ([4]). В [6] и [4] доказывается,
что δ0, . . . , δh порождают S, причём любое число λ из S единственным
образом представимо в виде

λ = a0δ0 + a1δ1 + · · ·+ ahδh

где 0 ≤ a0, 0 ≤ ai < qi при 1 ≤ i ≤ h. Из [4] мы знаем, что dk | n.
Положим nk = n

dk
. Определим многочлены gk, с коэфициентом 1 при

старшей степени y, degy(gk) = nk, и ψk, degy(ψk) < n− nk, равенством

f = gdkk + ψk .

Легко видеть, что этим равенством многочлены gk и ψk определяются
однозначно. Положим также g0 = x. Имеем по определению, gh+1 = f .
Многочлены g0, . . . , gh называются приближающими многочленами для
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многочлена f . Положим Ck = {gk = 0}. В [4] доказывается, что при
2 ≤ k ≤ h и при k = 0 кривая Ck имеет одну ветвь на бесконечности
и трансверсально пересекает

•
Ejk . Кривая C1 тоже имеет одну ветвь на

бесконечности и трансверсально пересекает некоторый дивизор
•
El на 1-

ой ветви, но не обязательно
•
Ej1 . Для облегчения дальнейших вычислений

продеформируем приближающие многочлены следующим образом. Из
[5] мы имеем следующие формулы

g0 = x,

g1 = y +

bm
n
c∑

j=0

cjx
j, cj ∈ C,

gi+1 = gqii + aα0α1···αi−1
gα0

0 gα1
1 · · · g

αi−1

i−1 +
∑

(α0,α1,...,αi)∈Λi

cα0α1···αi
gα0

0 gα1
1 · · · g

αi
i ,

aα0α1···αi−1
∈ C∗, cα0α1···αi

∈ C (1 ≤ i ≤ h),

где

i−1∑
j=0

αjδj = qiδi, 0 ≤ αj < qj (0 < j < i),

Λi = {(α0, α1, . . . , αi) ∈ Zi+1 | 0 ≤ αj < qj (0 < j < i),

0 ≤ αi < qi − 1,
i∑

j=0

αjδj < qiδi}.

При произвольном изменении чисел cα0α1···αi
минимальное разрешение

соответствующей кривой C не изменяется, а последовательность g0, . . . , gh
остаётся последовательностью приближающих многочленов для f . На-
ша фильтрация строится только по разрешению, поэтому мы можем для
удобства положить все эти параметры равными 0. В этом случае g1 = y

и кривая C1 пересекает именно
•
Ej1 , а точки пересечения Ck при k ≥ 2 с

соответствующими дивизорами не меняются. Положим

ga0a1...ah+1
= ga00 g

a1
1 · · · g

ah+1

h+1
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где 0 ≤ a0, 0 ≤ ah+1, 0 ≤ ai < qi при 1 ≤ i ≤ h. Эти многочлены обра-
зуют базис C[x, y] как векторного постранства ([6]). Для 2 ≤ k ≤ h + 1
минимальное разрешение кривой Ck получается из построенного раз-
решения для кривой C стягиванием всех дивизоров, появившихся после
Eik−1

, причём Ck будет после этого трансверсально пересекать Eik−1
([4]).

Многочлены g0, . . . , gk−1 будут в этом случае приближающими много-
членами для gk ([4]). Соответствующая последовательность чисел δ вы-
глядит следующим образом δ0

dk
, δ1
dk
, . . . , δk−1

dk
. Таким образом для каждого

1 ≤ k ≤ h + 1 мы имеем базис пространства C[x, y], состоящий из мно-
гочленов ga0a1...ak , где 0 ≤ a0, 0 ≤ ak, 0 ≤ ai < qi при 1 ≤ i ≤ k − 1. Этот
базис назовём базисом k-ого уровня. Мультиндексы a = (a0, a1, . . . , ak),
удовлетворяющие этим ограничениям, назовём допустимыми мультиин-
дексами k-ого уровня. Пусть Ik – множество допустимых мультииндексов
k-ого уровня.

Лемма 2 Пусть g =
∑

a∈Ih λaga. Тогда для любого простого дивизора
El, νl(g) равно максимальному νl(ga) среди элементов базиса, присут-
ствующих в разложении g с ненулевыми коэффициентами.

Доказательство. Пусть Gl – множество элементов базиса, присутству-
ющих в разложении g с ненулевыми коэффициентами, для которых до-
стигается максимум функции νl. Достаточно доказать, что все нетри-
виальные линейные комбинации векторов из Gl имеют один и тот же
порядок полюса вдоль дивизора El. Предположим сначала, что l = ik
для некоторого 1 ≤ k ≤ h− 1. Стянем все дивизоры, появившиеся после
Eik . Нам достаточно доказать, что для любых двух различных много-
членов ga, gb ∈ Gl определяемые ими кривые Ca и Cb имеют различные
индексы пересечения с Eik . Предположим противное. Из [4] мы имеем
следующую формулу для индекса пересечения

(Eik ◦ Cp) =
dk+1

dp
= qk+1qk+2 · · · qp−1,

где k + 1 ≤ p ≤ h+ 1. Таким образом

(Eik ◦ Ca) = ak+1 + ak+2qk+1 + ak+3qk+1qk+2 + · · ·+ ahqk+1 · · · qh−1.

Положим δ′i = δi
dk+1

для 0 ≤ i ≤ k. Из [4] имеем равенство

νik(ga) = a0δ
′
0 + a1δ

′
1 + · · ·+ akδ

′
k + qkδ

′
k(Eik ◦ Ca) (1)
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Из ограничений на числа ai и bi и вида формулы для индекса пересе-
чения следует, что числа ak+1, ak+2, . . . , ah, равно как и bk+1, bk+2, . . . , bh,
однозначно определяются по индексу пересечения, и значит ai = bi при
i ≥ k + 1. Поскольку νik(ga) = νik(gb), то

a0δ
′
0 + a1δ

′
1 + · · ·+ akδ

′
k = b0δ

′
0 + b1δ

′
1 + · · ·+ bkδ

′
k

Но представление числа в виде такой суммы, с имеющимися ограниче-
ниями на коэффициенты, единственно и значит a = b, что противоречит
предположению о том, что многочлены ga и gb различны.
Предположим теперь, что h ≥ 2 и вершина al расположена на связ-
ной компоненте Γ − aih−1

, содержащей aih . Пусть вершина al′ связана с
al и расположена ближе к вершине aih−1

, либо совпадает с ней. Опять
нам достаточно доказать, что для любых двух различных многочленов
ga, gb ∈ Gl νl′(ga) 6= νl′(gb). Предположим, что эти числа равны. Рас-
смотрим отношение F = ga

gb
. Функция F есть тождественная ненулевая

константа на соседних дивизорах El и E ′l. Заметим, что кривые Ca и Cb
могут пересекать h-ую ветвь только по дивизору Ejh , значит функция F
есть тождественная ненулевая константа на всех дивизорах между Eih−1

и Ejh и не имеет ни нуля ни полюса на Ejh . Отсюда видно, что ah = bh.
Положим δ′i = δi

dh
для 0 ≤ i ≤ h − 1. Имеем также, что функция F не

имеет ни нуля ни полюса на Eih−1
. Следовательно, νih−1

(ga) = νih−1
(gb), и

по формуле 1, учитывая равенство ah = bh, получаем, что

a0δ
′
0 + a1δ

′
1 + · · ·+ ah−1δ

′
h−1 = b0δ

′
0 + b1δ

′
1 + · · ·+ bh−1δ

′
h−1

Представление числа в виде такой линейной комбинации единственно,
поэтому получаем, что a = b, то есть противоречие.
В случае h = 1 рассуждения почти такие же. Из того факта, что два
многочлена ga, gb имеют одинаковые порядки полюсов на дивизоре El
и на соседнем дивизоре следует, что их отношение есть тождественная
ненулевая константа на всех некрайних дивизорах из D и не имеет ни
нуля ни полюса на крайних дивизорах. Отсюда следует, что a0 = b0, a1 =
b1. �

Доказательство леммы 1. Докажем утверждение индукцией по h. При
h = 1 применим лемму 2. Из неё следует, что нам достаточно доказать,
что νl(g0) ≥ 0 и νl(g1) ≥ 0 причём неравенства строгие если l 6= j0, j1.
Вспомним, что g0 = x и g1 = y. Проследим как проходит разрешение кри-
вой C. Сначала вклеивается Ej0 , при этом νj0(x) = 0, νj1(x) = 1, дальней-
шие раздутия происходят в точках, не лежащих на кривой x = 0, поэтому

7



на всех последующих дивизорах El имеем νl(x) > 0. Ясно, что νj1(y) = 1
и все раздутия производятся в точках не лежащих на кривой y = 0,
поэтому для любого l выполняется неравенство νl(y) > 0. Теперь пусть
h ≥ 2. Для всех дивизоров, вклеенных до Eih−1

включительно, всё до-
казано по предположению индукции и так как минимальное разрешение
gh получается из нашего стягиванием всех дивизоров, появившихся по-
сле Eih−1

. Значит нам нужно рассмотреть дивизоры, появившиеся после
Eih−1

. При этом по лемме 2 мы можем ограничиться только функциями
gk, 0 ≤ k ≤ h. По предположению индукции νih−1

(gk) > 0. Все дивизоры,
появившиеся после Eih−1

, вклеиваются в точках, не лежащих на Ck при
k ≤ h − 1, отсюда следует что νl(gk) > 0 при k < h и l > ih−1. Имеем
νih−1

(gh) > 0 и несколько последующих дивизоров каждый раз вклеива-
ются в точках, лежащих на Ch. При этом порядок полюса gh на каждом
следующем дивизоре падает на единицу. В некоторый момент вклеивает-
ся Ejh , а все последующие раздутия не затрагивают Ch. Если νjh(gh) < 0,
то и на всех дивизорах, вклеенных после Ejh , порядок полюса gh отри-
цательный, в частности и на Eih , но νih(gh) = mihjh = νjh(f) = δh > 0,
противоречие, следовательно νjh(gh) ≥ 0. Все дивизоры после Ejh вклеи-
ваются в нележащих на Ch точках пересечения ранее вкленных дивизо-
ров. Значит на них порядок полюса gh положительный, что и требовалось
доказать. �

Доказательство теоремы 1. Докажем сначала первую часть теоре-
мы. Рассмотрим некоторое множество простых дивизоров. Пусть N ⊂ Ih
– некоторое непустое конечное множество допустимых мультииндексов
уровня h. Положим C[x, y]N – множество функций, разложение которых
по базису уровня h содержит только многочлены ga, a ∈ N и при этом с
ненулевыми коффициентами. Тогда∫

PC[x,y]

t
ν
dχ =

∑
∅6=N⊂Ih
]N<∞

∫
PC[x,y]N

t
ν
dχ.

По лемме 2 функция t
ν постоянна на страте PC[x, y]N . Но при ]N ≥ 2
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χ(PC[x, y]N) = χ((C∗)]N−1) = 0, где C∗ = C\{0} и значит

P (t1, . . . , tr) =
∑
a∈Ih

t
ν(ga)

=

=

(∑
0≤a0

t
ν(g

a0
0 )

)( ∏
1≤i≤h−1

∑
0≤ai<qi

t
ν(g

ai
i )

)(∑
0≤ah

t
ν(g

ah
h )

)
=

=

(
1

1− tν(g0)

)( ∏
1≤i≤h−1

1− tqiν(gi)

1− tν(gi)

)(
1

1− tν(gh)

)
.

Заметим, что ν(gk) = mjk , а при 1 ≤ k ≤ h − 1 на k-ой ветви нет ди-
визора из нашего набора, поэтому из [4] мы знаем, что qkν(gk) = mik

при 1 ≤ k ≤ h − 1, откуда и получаем искомую формулу. Докажем
теперь утверждение теоремы для случая h = 2. Идея доказательства за-
ключается в том, чтобы свести интегрирование по пространству PC[x, y]
к интегрированию по его гораздо более простому подмножеству. Пусть
g2 = gq11 + agα0

0 . Положим fλ = gq11 +λgα0
0 . Конструктивное подмножество

V ⊂ PC[x, y] назовём существенным, если∫
PC[x,y]

t
ν
dχ =

∫
V

t
ν
dχ

Чтобы доказать, что некоторое подмножество V является существенным
достаточно его дополнение расслоить на торы положительной размерно-
сти, вдоль которых функция t

ν постоянна. Положим W ⊂ PC[x, y] –
подмножество кривых вида {gα0

0 gα1
1

∏
i

fλi = 0}, α1 < q1. Докажем, что

W является существенным. Действительно рассмотрим произвольную
функцию g. Разложим её по базису 2-ого уровня:

g =
∑
i,k
j<q1

aijkg
i
0g
j
1g
k
2 .

Рассмотрим семейство кривых {gλ = 0}, где λ = (λ0, λ1, λ2, . . . , λq1−1), λs ∈
C∗ и

gλ =

q1−1∑
j=0

λjg
j
1

∑
i,k

aijkg
i
0g
k
2 .
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Докажем, что функция tν постоянна вдоль этого семейства. По лемме 2
для этого достаточно доказать что множества ненулевых коэффициентов
в разложениях по 1-ому и 2-ому уровням постоянны вдоль семейства.
Для второго уровня это очевидно. Разложение по базису 1-ого уровня
имеет вид

gλ =

q1−1∑
j=0

λjg
j
1

∑
i,k

aijkg
i
0(gq11 + agα0

0 )k.

Множества мономов в выражениях gj1
∑

i,k aijkg
i
0(gq11 +agα0

0 )k при различ-
ных j не пересекаются друг с другом, поэтому множество ненулевых
коэффициентов на первом уровне тоже не меняется. Полученное семей-
ство изоморфно тору некоторой размерности. Выкидываем все те кри-
вые, для которых размерность тора положительна и получаем, что мно-
жество кривых вида

{gj1
∑
i,k

aikg
i
0g
k
2 = 0}, j < q1,

является существенным. Преобразуем это выражение следующим обра-
зом:

gj1
∑
i,k

aikg
i
0g
k
2 = gj1

∑
s

∑
i+α0k=s

aikg
i
0g
k
2 .

Рассмотрим семейство кривых {gλ = 0}, где λ = (λ0, λ1, λ2, . . .), λs ∈ C∗ и

gλ = gj1
∑
s

λs
∑

i+α0k=s

aikg
i
0g
k
2 .

Докажем, что функция tν постоянна вдоль этого семейства. Разложим gλ
по базису первого уровня. Легко видеть, что множества мономов в сум-
мах

∑
i+α0k=s aikg

i
0(gq11 + agα0

0 )k при различных s не пересекаются друг с
другом и значит внутри семейства множество ненулевых коэффициен-
тов в разложении по базису 1-ого уровня постоянно. Следовательно по
лемме 2 функция t

ν постоянна вдоль этого семейства. Опять выкиды-
вая торы положительной размерности, мы заключаем, что множество
кривых вида

{gj1
∑

i+α0k=s

aikg
i
0g
k
2 = 0}, j < q1,
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является существенным. Легко видеть, что полученное множество сов-
падает с множеством кривых вида {gα0

0 gα1
1

∏
i

(g2 + λig
α0
0 ) = 0}, где λi ∈

C, α1 < q1, которое совпадает с множеством W . Из [4] и [5] мы зна-
ем, что кривая {fλ = 0} при λ 6= 0, a трансверсально с кратностью 1

пересекает дивизор
•
Ei1 и при этом каждой точке на этом дивизоре соот-

ветствует единственный параметр λ. Для топологического пространства
Y через SkY обозначим его k-ую симметрическую степень. Положим
X = p0 ∪ p1 ∪ p2∪

•
Ei1 , где ps – точка пересечения Ejs и s. Каждой кривой

g ∈ W сопоставим точки её пересечения с дивизорами из D, учитывая
кратности. Это отображение устанавливает изоморфизм

W ∼=
⋃
k≥0

SkX =

(
2∏
s=0

⋃
k≥0

Skps

)
×
⋃
k≥0

Sk
•
Ei1 .

Искомый интеграл таким образом равен∫
W

t
ν
dχ =

(
2∏
s=0

∑
k≥0

χ(Skps)t
kmjs

)(∑
k≥0

χ(Sk
•
Ei1)t

kmi1

)
=

= (1− tmi1 )−χ(
•
Ei1

)

2∏
s=0

(1− tmjs )−χ(ps),

где мы воспользовались формулой
∑∞

k=0 χ(SkY )tk = (1 − t)−χ(Y ). Полу-
ченная формула совпадает с искомой если заметить, что χ(ps) = χ(

•
Ejs).

�
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