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Àííîòàöèÿ. Íåäàâíî Ì. Âóëåòè÷ íàøëà äâóïàðàìåòðè÷åñêîå
îáîáùåíèå ôîðìóëû Ìàê-Ìàãîíà. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêà-
æåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â å¼ ôîðìóëå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Áåò-
òè íåêîòîðûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ïó÷êîâ
íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé, ïëîñêîå ðàçáèåíèå,
êîë÷àííîå ìíîãîîáðàçèå.

1. Ââåäåíèå

Ïëîñêèì ðàçáèåíèåì íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà Þíãà, çàïîëíåííàÿ
ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè, íåâîçðàñòàþùèìè âäîëü ñòðîê
è ñòîëáöîâ. Âåñ |π| ïëîñêîãî ðàçáèåíèÿ π îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
âñåõ ýòèõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêèõ ðàçáèåíèé ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç P .
Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ìàê-Ìàãîíà (ñì. íàïð.

[11]): ∑
π∈P

s|π| =
∞∏
n=1

1

(1− sn)n
.

Îíà èìååò ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ, ñì. íàïð. [4, 12]. Â ýòîé ñòàòüå
ìû èññëåäóåì îáîáùåíèå Ì. Âóëåòè÷ èç ðàáîòû [12]. Äëÿ êàæäî-
ãî ïëîñêîãî ðàçáèåíèÿ π îíà ïîñòðîèëà ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
Fπ(q, t) è äîêàçàëà, ÷òî∑

π∈P

Fπ(q, t)s|π| =
∞∏
n=1

∞∏
k=0

(
1− tsnqk

1− snqk

)n
.(1)

Å¼ äîêàçàòåëüñòâî áûëî ìîòèâèðîâàíî ðàáîòàìè [9] è [13].
ÏóñòüMr,n � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé îñíàù¼ííûõ ïó÷êîâ áåç êðó-

÷åíèÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 ñ ðàíãîì r è âòîðûì êëàññîì
×åðíà c2, ðàâíûì n. Ýòî ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå êâàçèïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2rn. Â ñëó÷àå r = 1 îíî èçîìîðôíî ñõå-
ìå Ãèëüáåðòà íóëüìåðíûõ ïîäñõåì íà ïëîñêîñòè C2. Ïðîñòðàíñòâî

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ-10-01-00678, Íø-
8462.2010.1, Vidi NWO, à òàêæå ¾Ôîíäà ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Êîíêóðñ
Ì¼áèóñà¿.
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ìîäóëåé Mr,n èìååò ïðîñòîå êîë÷àííîå îïèñàíèå, êîòîðîå ìû íà-
ïîìíèì â Ðàçäåëå 2.1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå äåéñòâèå äâóìåðíîãî
òîðà T = (C∗)2 íà ìíîãîîáðàçèèMr,n. Áîëåå ïîëíîå îïèñàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà ìîäóëåéMr,n ìîæíî íàéòè â êíèãå [6].
Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðÿäû Fπ(q, 0) èìåþò ñëåäóþùèé

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Èõ êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Áåò-
òè íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åêMT

r,n.
Èñïîëüçóÿ äåéñòâèå òîðà T íà ìíîãîîáðàçèèMr,n, ìû ïîëó÷èì

êîìáèíàòîðíîå òîæäåñòâî, ïî ôîðìå áëèçêîå ê (1).
Òåìàòèêà äàííîé ñòàòüè áëèçêà ê ðàáîòå [3], ãäå èññëåäóåòñÿ äåé-

ñòâèå îäíîìåðíûõ ïîäòîðîâ â T = (C∗)2 íà ñõåìå Ãèëüáåðòà íóëü-
ìåðíûõ ïîäñõåì íà ïëîñêîñòè.

1.1. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Fπ(q, t). Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë n è m ïîëîæèì

f(n,m) =


n−1∏
i=0

1−qitm+1

1−qi+1tm
, n ≥ 1,

1, n = 0.

Ïóñòü π ∈ P � ïëîñêîå ðàçáèåíèå è (i, j) � êëåòêà â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé äèàãðàììå Þíãà. ×èñëî, çàïèñàííîå â ýòîé êëåòêå, îáîçíà÷èì
÷åðåç πi,j. Îïðåäåëèì ðàçáèåíèÿ λ, µ è ν ôîðìóëàìè

λ = (πi,j, πi+1,j+1, . . .),

µ = (πi+1,j, πi+2,j+1, . . .),

ν = (πi,j+1, πi+1,j+2, . . .).

Ôóíêöèÿ Fπ(i, j)(q, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Fπ(i, j)(q, t) =
∞∏
m=0

f(λ1 − µm+1,m)f(λ1 − νm+1,m)

f(λ1 − λm+1,m)f(λ1 − λm+2,m)
.

Ïðèìåð èçîáðàæ¼í íà Ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Äëÿ ïëîñêîãî ðàçáèåíèÿ π ïîëîæèì

Fπ(q, t) =
∏

(i,j)∈π

Fπ(i, j)(q, t).
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1.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïó÷êîâ íà P2. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
ïîêàæåì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèé Fπ(q, 0).
Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåéMr,n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Mr,n =

{
(E,Φ)

∣∣∣∣ E: ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ íà P2

rank(E)=r,c2(E)=n

Φ: E|l∞
∼−→ O⊕rl∞ : îñíàùåíèå

}/
èçîìîðôèçìû,

ãäå l∞ = {[0 : z1 : z2] ∈ P2} ⊂ P2 � ïðÿìàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Äèàãîíàëüíîå äåéñòâèå òîðà T = (C∗)2 íà C2, (t1, t2)(x, y) =

(t1x, t2y), èíäóöèðóåò T -äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Mr,n.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê MT

r,n íóìåðóþòñÿ ïëîñêèìè ðàçáèåíèÿìè π ñ óñëîâèåì
|π| = n è π0,0 ≤ r. Ýòè êîìïîíåíòû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

MT
r,n(π). ×åðåç Pq(X) ìû îáîçíà÷àåì ðÿä Ïóàíêàðå

∑
i≥0 dimHi(X)q

i
2

ïðîñòðàíñòâà X. Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå [N ]!q =
∏N

i=1(1− qi).

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïëîñêîãî ðàçáèåíèÿ π ñ óñëîâèåì

|π| = n è π0,0 ≤ r èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Pq(MT
r,n(π)) =

[r]!q
[r − π0,0]!q

∏
i,j≥0

[πi,j − πi+1,j+1]!q
[πi,j − πi+1,j]!q[πi,j − πi,j+1]!q

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî∏
i,j≥0

[πi,j − πi+1,j+1]!q
[πi,j − πi+1,j]!q[πi,j − πi,j+1]!q

= Fπ(q, 0).(2)

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ψ : Mr,n → Mr+1,n ðàâåíñòâîì ψ(E) = E ⊕
OP2 , ãäå E � ïó÷îê íà P2. Îòîáðàæåíèå ψ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.
Îãðàíè÷èâàÿ åãî íà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê T -äåéñòâèÿ, ìû
ïîëó÷àåì âëîæåíèåMT

r,n(π) âMT
r+1,n(π). Îáîçíà÷èì ÷åðåçMT

∞,n(π)

ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ öåïî÷êè âëîæåíèéMT
1,n(π) ↪→MT

2,n(π) ↪→
MT

3,n(π) ↪→ . . .. Èç Òåîðåìû 1.1 è ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
Fπ(q, 0) èìååò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Òåîðåìà 1.2. Fπ(q, 0) = Pq(MT
∞,n(π)).

Èç ðåçóëüòàòà Ì. Âóëåòè÷ íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.3. ∑
n≥0

Pq(MT
∞,n)tn =

∏
i≥0
j≥1

1

(1− qitj)j
.

1.3. Êîìáèíàòîðíîå òîæäåñòâî. Â Ðàçäåëå 3 ìû ðàçðåæåì ìíî-
ãîîáðàçèåMr,n íà ëîêàëüíî çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûìè ðàññëîåíèÿìè íàä
ìíîãîîáðàçèÿìèMT

r,n(π). Äàëåå ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 1.1 ìû äîêà-
æåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1.4.∑
π∈P
π0,0≤r

t|π|
[r]!q

[r − π0,0]!q
qχ(π)Fπ(q, 0) =

∏
n≥1

1≤m≤r

1

1− qmtn
,

ãäå χ(π) =
∑

i,j≥0 πi,j(πi,j − πi,j+1). Â ÷àñòíîñòè∑
π∈P

t|π|qχ(π)Fπ(q, 0) =
∏
m,n≥1

1

1− qmtn
.

1.4. Ñòðóêòóðà ñòàòüè. Â Ðàçäåëå 2 ìû íàïîìíèì êîë÷àííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMr,n. Ìû èñïîëüçóåì åãî äëÿ îïè-
ñàíèÿ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿMT

r,n. Ìû íàïîìíèì
îñíîâíûå ôàêòû î êîëüöå ÃðîòåíäèêàK0(νC), êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ
â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåì 1.1 è 1.4. Íàêîíåö, ìû äîêàçûâàåì Òåîðå-
ìó 1.1. Ðàçäåë 3 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4.

1.5. Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå, Á. Ë. Ôåé-
ãèíà è Ñ. Â. Øàäðèíà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mr,n

2.1. Êîë÷àííîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mr,n. Ìíî-
ãîîáðàçèåMr,n èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. íàïð. [6]).

Mr,n
∼=

{
(B1, B2, i, j)

∣∣∣∣∣
1)[B1,B2]+ij=0

2)(Óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè) Íå ñóùåñòâóåò
ïîäïðîñòðàíñòâà S ( Cn òàêîãî ÷òî
Bα(S) ⊂ S (α = 1, 2) è im(i) ⊂ S

}/
GLn(C),

ãäå B1, B2 ∈ End(Cn), i ∈ Hom(Cr,Cn) è j ∈ Hom(Cn,Cr), ïðè÷¼ì
äåéñòâèå ýëåìåíòà g ∈ GLn(C) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

g · (B1, B2, i, j) = (gB1g
−1, gB2g

−1, gi, jg−1).

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îòîáðàæåíèå ψ : Mr,n → Mr+1,n èíäóöè-
ðóåòñÿ êîîðäèíàòíûì âëîæåíèåì Cr ↪→ Cr+1.

2.2. Íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ MT
r,n. Â òåð-

ìèíàõ Ðàçäåëà 2.1 äåéñòâèå òîðà T íàMr,n çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (ñì.
íàïð. [7])

(t1, t2) · [(B1, B2, i, j)] = [(t1B1, t2B2, i, t1t2j)].

Ïî îïðåäåëåíèþ, òî÷êà [(B1, B2, i, j)] ∈ Mr,n ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì λ : T →
GLn(C), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

t1B1 = λ(t)−1B1λ(t),

t2B2 = λ(t)−1B2λ(t),(3)

i = λ(t)−1i,

t1t2j = jλ(t).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [(B1, B2, i, j)] � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òîãäà ìû
èìååì ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Cn â ïðÿìóþ ñóììó Cn =

⊕
k,l Vk,l,

ãäå Vk,l = {v ∈ Cn|λ(t) · v = tk1t
l
2v}. Èç óñëîâèé (3) ñëåäóåò, ÷òî

B1(Vk,l) ⊂ Vk−1,l,

B2(Vk,l) ⊂ Vk,l−1,

im(i) ⊂ V0,0,

j|Vk,l = 0, åñëè (k, l) 6= (1, 1).

Èç óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

Vk,l = 0, åñëè k > 0 èëè l > 0,

j = 0,

dimV0,0 ≤ r,

dimVk,l ≥ dimVk−1,l,

dimVk,l ≥ dimVk,l−1.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà (dimV−k,−l)k,l≥0 îáðàçóþò ïëîñêîå ðàçáèåíèå.
Ïóñòü (πi,j)i,j≥0 � ïëîñêîå ðàçáèåíèå, òàêîå ÷òî |π| = n è π0,0 ≤ r.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç MT
r,n(π) ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâå MT

r,n, âûäå-
ëÿåìîå óñëîâèÿìè dimV−k,−l = πk,l. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî
MT

r,n(π) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì âMT
r,n è

MT
r,n =

∐
π∈P
π0,0≤r

MT
r,n(π).

ßñíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèåMT
r,n(π) èìååò ñëåäóþùåå êîë÷àííîå îïè-

ñàíèå. Ïóñòü V−k,−l = Cπk,l , òîãäà

MT
r,n(π) ∼={

((B1,k,l)k,l≥0, (B2,k,l)k,l≥0, i)
∣∣∣ 1)B1,k,l+1B2,k,l=B2,k+1,lB1,k,l

2)Bα,k,l, i � ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

}/∏
k,l

GLπk,l ,

ãäå B1,k,l ∈ Hom(V−k,−l, V−k−1,−l), B2,k,l ∈ Hom(V−k,−l, V−k,−l−1) è
i ∈ Hom(Cr, V0,0) (ñì.Ðèñ. 2).
Íåñëîæíî äîêàçàòü ÷òî ìíîãîîáðàçèå MT

r,n(π) ÿâëÿåòñÿ íåïðè-
âîäèìûì, íî ýòî òàêæå ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç Òåîðåìû 1.1,
êîòîðóþ ìû äîêàæåì â Ðàçäåëå 2.4.

2.3. Êîëüöî Ãðîòåíäèêà êâàçèïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå è ïåðå÷èñëèì íóæíûå
íàì ñâîéñòâà êîëüöà Ãðîòåíäèêà K0(νC) êîìïëåêñíûõ êâàçèïðîåê-
òèâíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Êîëüêî Ãðîòåíäèêà K0(νC) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, ïîðîæ-

ä¼ííîé êëàññàìè [X] âñåõ êîìïëåêñíûõ êâàçèïðîåêòèâíûõ ìíîãî-
îáðàçèé X ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé:

(1) åñëè ìíîãîîáðàçèÿ X è Y èçîìîðôíû, òî [X] = [Y ];
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V0,−2
B1

B2

V0,−1
B1

B2

V−1,−1
B1

B2

Cr i
V0,0

B1

B2

V−1,0
B1

B2

V−2,0
B1

B2

Ðèñ. 2. Êîë÷àííîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîîáðàçèÿMT
r,n(π)

(2) åñëè Y ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïî Çàðèñêè ïîäìíîãîîáðàçèåì
â X, òî [X] = [Y ] + [X\Y ].

Óìíîæåíèå â K0(νC) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ ìíîãîîáðàçèé: [X1] · [X2] = [X1 × X2]. Êëàññ [A1

C] ∈ K0(νC)
àôôèííîé ïðÿìîé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî åñëè Y → X � àëãåá-

ðàè÷åñêîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì F , òî [Y ] = [X] · [F ]. Ýòîò ôàêò ìû
áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà êîëüöà K0(νC)

(ñì. íàïð. [5]). Âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì θ : K0(νC) →
Z[q

1
2 ] òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

X âûïîëíÿåòñÿ

θ([X]) = Pq(X).(4)

Âî-âòîðûõ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

θ(L) = q.(5)

2.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ µ =
(µ1, µ2, . . . , µk) è ν = (ν1, ν2, . . . , νk), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
µi ≥ νi. Ïóñòü h = (hi)1≤i≤k−1 � íåêîòîðûé íàáîð ñþðúåêòèâíûõ
îòîáðàæåíèé hi ∈ Hom(Cνi ,Cνi+1). Îïðåäåëèì ìíîãîîðàçèå Nµ,ν,h

ðàâåíñòâîì

Nµ,ν,h =
{

((fi)1≤i≤k−1, (gi)1≤i≤k)
∣∣∣ 1)gi+1fi=higi

2)fi è gi ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

}
,

ãäå fi ∈ Hom(Cµi ,Cµi+1) è gi ∈ Hom(Cµi ,Cνi). ßñíî, ÷òî ìíîãîîá-
ðàçèå Nµ,ν,h ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, è ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ îòîá-
ðàæåíèé hi ìíîãîîáðàçèÿ Nµ,ν,h èçîìîðôíû.

Ëåììà 2.1.

[Nµ,ν,h] =
[µ1]!L [GLν1 ]

[ν1]!L[µ1 − ν1]!L

k−1∏
i=1

[µi − νi+1]!L
[
GLµi+1

]
[µi − µi+1]!L[µi+1 − νi+1]!L

.(6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî k. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî k = 1, òîãäà ìíîãîîáðàçèå Nµ,ν,h ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì µ1 ×
ν1 ìàòðèö ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Êëàññ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâåí

[µ1]!L[GLν1 ]
[µ1−ν1]!L[ν1]!L

.

Ïóñòü k ≥ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Ker(fk−1) ⊂
Ker(hk−1gk−1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç GrM(V ) ãðàññìàíèàí M -ìåðíûõ
âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ïóñòü h′ =
(h1, h2, . . . , hk−2), µ′ = (µ1, µ2, . . . , µk−1) è ν ′ = (ν1, ν2, . . . , νk−1) è
ïóñòü

Ñµ′,ν,h =
{

(f ′, g′, v)
∣∣(f ′, g′) ∈ Nµ′,ν′,h′ , v ∈ Grµk−1−µk(Ker(hk−1g

′
k−1))

}
.

Îïåðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : Nµ,ν,h → Ñµ′,ν,h ñëåäóþùèì îáðàçîì

((fi)1≤i≤k−1, (gi)1≤i≤k) 7→ ((fi)1≤i≤k−2, (gi)1≤i≤k−1, Ker(fk−1)).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îòîáðàæåíèå φ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì
ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì GLµk . Òàêèì îáðàçîì

[Nµ,ν,h] =
[
Ñµ′,ν,h

]
[GLµk ] = [Nµ′,ν′,h′ ]

[
Grµk−1−µk(C

µk−1−νk)
]

[GLµk ] =

= [Nµ′,ν′,h′ ]
[µk−1 − νk]!L [GLµk ]

[µk−1 − µk]!L[µk − νk]!L
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû (6). �

Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî Òåîðåìà 1.1 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà[
MT

r,n(π)
]

=
[r]!L

[r − π0,0]!L

∏
i,j≥0

[πi,j − πi+1,j+1]!L
[πi,j − πi+1,j]!L[πi,j − πi,j+1]!L

.(7)

Ïóñòü

N(π) =
{

((B1,i,j)i,j≥0, (B2,i,j)i,j≥0)
∣∣∣ 1)B1,i,j+1B2,i,j=B2,i+1,jB1,i,j

2)Bα,i,j � ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

}
,

ãäå B1,i,j ∈ Hom(V−i,−j, V−i−1,−j), B2,i,j ∈ Hom(V−i,−j, V−i,−j−1). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Hom′(W,V ) ìíîãîîáðàçèå ñþðúåêòèâíûõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà W â ïðîñòðàíñòâî V . Ïî îïðåäåëåíèþ,
ìíîãîîáðàçèå MT

r,n(π) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì ìíîãîîáðàçèÿ N(π) ×
Hom′(Cr, V0,0) ïî ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû

∏
k,lGLπk,l . Ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî ðàññëîåíèå N(π) ×Hom′(Cr, V0,0) →MT
r,n(π) ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì â ýòàëüíîé òîïîëîãèè. Èç ñïåöèàëüíîñòè
ãðóïïû GLn ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâè-
àëüíûì â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî (ñì. [10]). Çíà÷èò

[N(π)] =

[
MT

r,n(π)
]∏

k,l

[
GLπk,l

]
[Hom′(Cr, V0,0)]

.
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

[N(π)] =
[π0,0]!L[
GLπ0,0

] ∏
i,j≥0

[πi,j − πi+1,j+1]!L
[
GLπi,j

]
[πi,j − πi+1,j]!L[πi,j − πi,j+1]!L

.(8)

Ïóñòü l � êîëè÷åñòâî ñòðîê â äèàãðàììå Þíãà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïëîñêîìó ðàçáèåíèþ π. Äîêàæåì (8) èíäóêöèåé ïî l. Â ñëó÷àå
l = 0 ðàâåíñòâî (8) î÷åâèäíî. Ïóñòü l ≥ 1. Îïðåäåëèì ïëîñêîå
ðàçáèåíèå π̃ ðàâåíñòâîì π̃i,j = πi,j+1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷-
êó ((B1,i,j), (B2,i,j)) ∈ N(π). Çàáûâàÿ îòîáðàæåíèÿ B1,i,0 è B2,i,0, ìû
ïîëó÷àåì òî÷êó èç ìíîãîîáðàçèÿ N(π̃). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðî-
èëè îòîáðàæåíèå ρ : N(π)→ N(π̃). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
ρ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì. Ñëîåì íàä òî÷êîé
((B̃1,i,j), (B̃2,i,j)) ∈ N(π̃) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå Nµ,ν,h, ãäå µi = πi,0,

νi = πi,1 è hi = B̃1,i,0. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è Ëåì-
ìó 2.1, ìû ïîëó÷àåì

[N(π)] =

(
[π0,1]!L[
GLπ0,1

] ∏
i≥0,j≥1

[πi,j − πi+1,j+1]!L
[
GLπi,j

]
[πi,j − πi+1,j]!L[πi,j − πi,j+1]!L

)
×

×
[π0,0]!L

[
GLπ0,1

]
[π0,1]!L[π0,0 − π0,1]!L

∏
i≥0

[πi,0 − πi+1,1]!L
[
GLπi+1,0

]
[πi,0 − πi+1,0]!L[πi+1,0 − πi+1,1]!L

=

=
[π0,0]!L[
GLπ0,0

] ∏
i,j≥0

[πi,j − πi+1,j+1]!L
[
GLπi,j

]
[πi,j − πi+1,j]!L[πi,j − πi,j+1]!L

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ta,b = {(ta, tb) ∈ T |t ∈ C∗} îäíîìåðíûé ïîäòîð â
äâóìåðíîì òîðå T . Ïóñòü α � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî α äîñòàòî÷íî âåëèêî, òîãäàMT1,α
r,n =MT

r,n. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå ρ : Mr,n → MT
r,n ðàâåíñòâîì ρ(p) = limt→0 t · p, ãäå

p ∈Mr,n è t ∈ T1,α. Ìû èìååì

Mr,n =
∐
π∈P
π0,0≤r

ρ−1(MT
r,n(π)).

Èç ðàáîò [1, 2] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ρ−1(MT
r,n(π)) ÿâëÿåòñÿ ëî-

êàëüíî çàìêíóòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì è îòîáðàæåíèå ρ−1
(
MT

r,n(π)
) ρ−→

MT
r,n(π) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì, ÿâ-

ëÿþùèìñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d+
1,α(π) ðàç-

ìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

[Mr,n] =
∑
π∈P
π0,0≤r

[
MT

r,n(π)
]
Ld

+
1,α(π).(9)
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Äîêàæåì, ÷òî

d+
1,α(π) = rn+

∑
i,j≥0

πi,j(πi,j − πi,j+1).(10)

Íà ìíîãîîáðàçèè Mr,n èìååòñÿ åñòåñòâåííîå äåéñòâèå (r + 2)-
ìåðíîãî òîðà T × (C∗)r. Â òåðìèíàõ Ðàçäåëà 2.1 ýòî äåéñòâèå çàäà-
¼òñÿ ôîðìóëîé (ñì. íàïð. [7])

(t1, t2, e1, e2, . . . , er) · [(B1, B2, i, j)] = [(t1B1, t2B2, ie
−1, t1t2ej)],

ãäå e = diag(e1, e2, . . . , er) � äèàãîíàëüíàÿ r × r-ìàòðèöà.
ÌíîæåñòâîMT×(C∗)r

r,n êîíå÷íî è ïàðàìåòðèçóåòñÿ íàáîðàìè D =
(D1, D2, . . . , Dr) èç r äèàãðàìì Þíãà Di ñ óñëîâèåì

∑r
i=1 |Di| = n

(ñì.íàïð.[7]). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ íàáîðó D, ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ MT

r,n(π), ãäå πi,j =
|{α|(i, j) ∈ Dα}|.
Äëÿ äèàãðàììû Þíãà Y ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

rl(Y ) = |{(i, j) ∈ D| j = l}|,
cl(Y ) = |{(i, j) ∈ D| i = l}|.

Äëÿ òî÷êè s = (i, j) ∈ Z2
≥0 ïîëîæèì

lY (s) = rj(Y )− i− 1,

aY (s) = ci(Y )− j − 1,

ñì. Ðèñ. 3. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà lY (s) è aY (s) ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëü-
íûìè åñëè s /∈ Y .

Ðèñ. 3. lY (s) = ÷èñëî ♠, aY (s) = ÷èñëî ♥

Ðàññìîòðèì òî÷êó p ∈ MT×(C∗)r
r,n . Ïóñòü D � ñîîòâåòñòâóþùèé

íàáîð èç äèàãðàììÞíãà. Îòîæäåñòâèì êîëüöî ïðåäñòàâëåíèé òîðà
T × (C∗)r ñ êîëüöîì ïîëèíîìîâ Ëîðàíà Z[t±1

1 , t±1
2 , e±1

1 , e±1
2 , . . . , e±1

r ].
Ìû èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ òîðà T × (C∗)r â
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tp(Mr,n) (ñì. íàïð. [7])

Tp(Mr,n) =
r∑

i,j=1

eje
−1
i

∑
s∈Di

t
−lDj (s)

1 t
aDi (s)+1

2 +
∑
s∈Dj

t
lDi (s)+1

1 t
−aDj (s)

2

 .

(11)
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî p ∈MT
r,n(π), òîãäà èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

d+
1,α(π) =

r∑
i,j=1

(|{s ∈ Di|α(aDi(s) + 1)− lDj(s) > 0}|+

+ |{s ∈ Dj| − αaDj(s) + lDi(s) + 1 > 0}|).

Òàê êàê α äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

rn+
r∑

i,j=1

|{s ∈ Dj| aDj(s) = 0, s ∈ Di}| = rn+
∑
i,j≥0

πi,j(πi,j − πi,j+1).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (10) äîêàçàíà.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî (ñì. íàïð. [8])∑

n≥0

[Mr,n]tn =
r∏

m=1

∏
n≥1

1

1− Lrn+mtn
.(12)

Òåîðåìà 1.4 òåïåðü ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (7), (9), (10) è (12), åñëè
âìåñòî L ïîäñòàâèòü ôîðìàëüíóþ ïåðåìåííóþ q.
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