
ÍÎÂÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÈÅÐÀÐÕÈßÌ ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ

À. Þ. ÁÓÐßÊ

Àííîòàöèÿ. Îáçîð ïîñâÿù¼í îáøèðíîìó êëàññó ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, êîòîðûå ñ îäíîé ñòîðîíû âîçíèêàþò â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ ïåðå÷èñëèòåëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî íîâûì ïîäõîäàì
ê ýòèì ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè, ïîäõîäó, ïðåäëîæåííîìó â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà.

ÓÄÊ 512.772.5+517.957

Ñîäåðæàíèå

1. Ââåäåíèå 2
1.1. Îðãàíèçàöèÿ ñòàòüè 5
1.2. Áëàãîäàðíîñòè 5
2. Ñòàáèëüíûå êðèâûå è ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé 5
2.1. Ñòàáèëüíûå êðèâûå 5
2.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ 7
2.3. Åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé 7
2.4. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé 8
3. Êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ 8
3.1. Îïðåäåëåíèå 8
3.2. Ïîòåíöèàë 9
3.3. Îñíîâíûå ïðèìåðû 10
3.4. Îïåðàöèÿ ñäâèãà 13
3.5. Êîíôîðìíûå è ïîëóïðîñòûå êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ 13
4. Èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà 15
4.1. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû 15
4.2. Èåðàðõèÿ ÊäÔ 18
4.3. Êîíñòðóêöèÿ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà 19
4.4. Ïðèìåðû 21
5. Öèêëû äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé 27
5.1. Öèêëû äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé íà ïðîñòðàíñòâåMg,n 27
5.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé 27
5.3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà 29
6. DR èåðàðõèè è ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè 29
6.1. Êîíñòðóêöèÿ DR èåðàðõèè 30
6.2. Ïðèìåðû 31
6.3. Ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè 33
6.4. Îïåðàòîð ðåêóðñèè 34
6.5. Ïîòåíöèàë DR èåðàðõèè 34
6.6. Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà 35
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 36

1



2 À. Þ. ÁÓÐßÊ

1. Ââåäåíèå

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îäíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ÊäÔ)

wt = wwx +
ε2

12
wxxx,

îïèñûâàþùåå êîëåáàíèå âîëí â ìåëêîì êàíàëå. Çäåñü w ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ x è t, à ε ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì. Îäíèì èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èíôèíèòåçèìàëüíûõ ñèììåòðèé. À
èìåííî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
íà÷èíàþùàÿñÿ ñ óðàâíåíèÿ ÊäÔ, ïðè÷¼ì âñå óðàâíåíèÿ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ïàðíî ñîãëàñîâàíû:
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wxxx,
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Ìû îáîçíà÷àåì çäåñü ÷åðåç wn ïðîèçâîäíóþ
∂nw
∂xn

, à âðåìÿ t1 îòîæäåñòâëÿåì ñ âðåìåíåì t.
Ïîïàðíàÿ ñîãëàñîâàííîñòü óðàâíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ëþáóþ ïàðó óðàâíåíèé èç ýòîé ñè-
ñòåìû ìîæíî ñîâìåñòíî ðåøèòü íà íåêîòîðîì ìàëîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå äëÿ ëþáîãî
ãëàäêîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ýòà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé
ÊäÔ. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èåðàðõèè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ôóíê-
öèè w è å¼ ïðîèçâîäíûõ ïî x. Èåðàðõèÿ ÊäÔ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ìîäåëüíûì ïðèìåðîì èç
òîãî êëàññà èåðàðõèé, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ýòîé ñòàòüå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé (ñòàáèëüíûõ) êðèâûõMg,n. Ýòî
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðèçóþùåå êëàññû èçîìîðôèçìà êîìïëåêñíûõ êðè-
âûõ ñ ïðîñòåéøèìè îñîáåííîñòÿìè, ðîäà g è ñ n çàíóìåðîâàííûìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.
Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,n ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è èìååò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü
2(3g − 3 + n). Îíî ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè è òîïîëîãèè. Îäíîé èç ïåðâûõ ñòàòåé, ãäå áûëî ïðåäïðèíÿòî ñèñòåìàòè÷åñêîå
èçó÷åíèå êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, áûëà ñòàòüÿ Ä. Ìàìôîðäà [45]. Êîãîìîëî-
ãèè ïðîñòðàíñòâà Mg,n èìåþò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, îñîáåííî â ñòàðøèõ ðîäàõ. Â
ïëàíå ðàñêðûòèÿ ñòðóêòóðû ýòèõ êîãîìîëîãèé âàæíîé áûëà ðàáîòà Ý. Âèòòåíà [55]. Â
íåé Ý. Âèòòåí èññëåäîâàë òàê íàçûâàåìûå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé.
Ýòè ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê èíòåãðàëû ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé êðèâûõ îò ìîíîìîâ èç
ïåðâûõ êëàññîâ ×åðíà íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä ïðîñòðàíñòâîì
ìîäóëåé, íàçûâàåìûõ òàâòîëîãè÷åñêèìè ðàññëîåíèÿìè. Ý. Âèòòåí ïðåäëîæèë çàïèñàòü
÷èñëà ïåðåñå÷åíèé â âèäå ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà è âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî ýòîò ðÿä ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊäÔ (1.1). Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âèòòåíà áûëî çàÿâëåíî â
ðàáîòå Ì. Êîíöåâè÷à [34], íåêîòîðûå åãî äåòàëè áûëè ïðîÿñíåíû âïîñëåäñòâèè â ðàáîòàõ
Ý. Ëîéåíãè [39] è Ä. Çâîíêèíà [57]. Îñíîâàííûå íà ñîâåðøåííî äðóãèõ èäåÿõ äîêàçàòåëü-
ñòâà áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ À. Îêóíüêîâà è Ð. Ïàíäõàðèïàíäå [47], Ì. Êàçàðÿíà
è Ñ. Ëàíäî [32], Ì. Ìèðçàõàíè [43]. Ý. Âèòòåíîì áûëà òàêæå âûñêàçàíà áîëåå îáùàÿ
ãèïîòåçà, òàê íàçûâàåìàÿ r-ñïèí ãèïîòåçà Âèòòåíà [56]. Ñ ïîìîùüþ r-ñïèí ñòðóêòóð íà
êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ìîæíî ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûé êëàññ êîãîìîëîãèé íà ïðîñòðàíñòâå
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ìîäóëåé êðèâûõ, íàçûâàåìûé êëàññîì Âèòòåíà. Áîëåå îáùàÿ ãèïîòåçà Âèòòåíà îïèñûâàåò
÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ñ ýòèì êëàññîì â òåðìèíàõ èåðàðõèè Ãåëüôàíäà-Äèêîãî, ÿâëÿþùåéñÿ
îáîáùåíèåì èåðàðõèè ÊäÔ. Îáîáù¼ííàÿ ãèïîòåçà Âèòòåíà áûëà äîêàçàíà ïî÷òè 20 ëåò
ñïóñòÿ â ðàáîòå Ê. Ôàáåðà, Ñ. Øàäðèíà è Ä. Çâîíêèíà [23].

Ãèïîòåçû Âèòòåíà èíèöèèðîâàëè áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé. Óñèëèÿ áûëè íà-
ïðàâëåíû íà äàëüíåéøåå ïðîÿñíåíèå ñòðóêòóðû êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg,n.
Èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîò ìû áû âûäåëèëè ðàáîòó Ê. Ôàáåðà [22], ãäå áûë âûäâèíóò
ðÿä âàæíûõ ãèïîòåç. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âíèìàíèå ó÷¼íûõ ïðèâëåêëè ðàçëè÷íûå îáîáùå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ. Îäíèì èç ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé. Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðèçóþùåå êëàññû
èçîìîðôèçìà ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíûõ êðèâûõ â ôèêñèðîâàííîå ãëàäêîå
êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Èíòåðåñ ê ýòèì ïðîñòðàíñòâàì îáóñëîâëåí ñâÿçüþ ñ êëàññè÷å-
ñêèìè ïåðå÷èñëèòåëüíûìè çàäà÷àìè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à òàêæå ñ òåîðèåé ñòðóí.
Îêàçàëîñü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé ñòà-
áèëüíûõ îòîáðàæåíèé îïèñûâàåòñÿ èåðàðõèÿìè óðàâíåíèé, ñõîæèìè ïî òèïó ñ èåðàðõèåé
ÊäÔ. Ê ïðèìåðó, òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé â
ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ îïèñûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé èåðàðõèåé Òîäû [21]. Åñëè æå ó÷èòûâàòü
äåéñòâèå ãðóïïû C∗ íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêâèâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ
ïåðåñå÷åíèé îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíîé èåðàðõèåé Òîäû [46]. Äðóãîé êëàññ èíòåðåñíûõ ïðè-
ìåðîâ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé, ïàðàìåòðèçóþùåå êëàññû
èçîìîðôèçìà êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ñ íàáîðîì ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåë¼ííûì ñîîòíîøåíèÿì. Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àþòñÿ îáîáùåíèÿ r-ñïèí ãèïîòåçû Âèò-
òåíà, ãäå âîçíèêàþò èåðàðõèè Äðèíôåëüäà-Ñîêîëîâà [24].

Êàê ìû ãîâîðèëè âûøå, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå òåîðèè ïåðåñå÷åíèé íà ðàçëè÷-
íûõ îáîáùåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg,n. Îäíàêî èìååòñÿ ñïîñîá ïåðåôîðìóëèðîâàòü
ýòè ïðîáëåìû â ðàìêàõ îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ Mg,n. Êëþ÷åâóþ ðîëü
çäåñü èãðàåò ïîíÿòèå êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, ââåä¼ííîå â ðàáîòå Ì. Êîíöåâè÷à
è Þ. Ìàíèíà [35]. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð êëàññîâ êîãî-
ìîëîãèé íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé êðèâûõ, óäîâëåòâîðÿþùèé íåêîòîðûì ïðîñòûì àêñè-
îìàì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ, áóäü òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé èëè ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ ñ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè,
ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòðîèòü êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, ïðè÷¼ì òàêóþ,
÷òî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ñ å¼ ýëåìåíòàìè ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè ïåðåñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâå
ìîäóëåé, êîòîðîå ìû ðàññìàòðèâàåì.

Äàííûé îáçîð ïîñâÿù¼í ïîäõîäàì ê èçó÷åíèþ òåîðèè ïåðåñå÷åíèé êîãîìîëîãè÷åñêèõ
òåîðèé ïîëÿ, îñíîâàííûì íà ñèñòåìàõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çäåñü ñóùåñòâó-
þò íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé. Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ ïðîáëåìà ÿâíîãî îïèñàíèÿ
ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîíòðîëèðóþùèõ òåîðèþ ïåðåñå÷åíèé êîãîìî-
ëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ â êîíêðåòíûõ âàæíûõ ïðèìåðàõ (ñì. íàïð. [38, 3]). Âî-âòîðûõ,
ìîæíî ïîñòàâèòü ïðîáëåìó îïèñàíèÿ îáùåé ñòðóêòóðû ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ òåîðèþ ïåðåñå÷åíèé êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ. Â ðàáîòå [19]
Á. À. Äóáðîâèí è Þ. Æàíã îïðåäåëèëè êëàññ ñèñòåì ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, îáëàäàþùèõ áèãàìèëüòîíîâîé
ñòðóêòóðîé è ðÿäîì äðóãèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ. Á. À. Äóáðîâèí è Þ. Æàíã ïðåäëî-
æèëè òàêæå êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïî ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé ïîëóïðîñòîé êîíôîðìíîé
êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ñòðîèò ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîí-
òðîëèðóþùóþ òåîðèþ ïåðåñå÷åíèé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîëó÷åííàÿ èåðàðõèÿ
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íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà èëè èåðàðõèåé Äóáðîâèíà-Æàíãà. Á. À. Äóá-
ðîâèí è Þ. Æàíã âûäâèíóëè ãèïîòåçó, ÷òî êëàññ èåðàðõèé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñîâïà-
äàåò ñ îïðåäåë¼ííûì èìè êëàññîì áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [20] îíè äîêàçàëè,
÷òî ëþáàÿ èåðàðõèÿ èç ïîñëåäíåãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, îä-
íàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå áûëî îñòàâëåíî â êà÷åñòâå îòêðûòîé ïðîáëåìû. Îñíîâíàÿ
òðóäíîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êîíñòðóêöèè èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà
ïðèñóòñòâóþò çàìåíû ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè ñ îñîáåííîñòÿìè, è ïîýòîìó
ïîëèíîìèàëüíîñòü óðàâíåíèé è îáåèõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî
òèïà ÿâëÿåòñÿ ãëóáîêî íåòðèâèàëüíûì óòâåðæäåíèåì.

Â ðàáîòå [11] (ñì. òàêæå [10]) Õ. Ïîñòõóìà, Ñ. Øàäðèí è àâòîð îáîáùèëè êîíñòðóê-
öèþ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé
òåîðèè ïîëÿ è äîêàçàëè ïîëèíîìèàëüíîñòü óðàâíåíèé èåðàðõèè, à òàêæå ïåðâîé ïóàññîíî-
âîé ñòðóêòóðû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè óñëîâèÿ êîíôîðìíîñòè îáîáù¼ííàÿ
èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò âòîðîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìèàëüíîñòü âòîðîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû â ñëó÷àå êîíôîðìíîé
ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïî-ïðåæíåìó îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Â ðàìêàõ ïîèñêà íîâûõ ïîäõîäîâ ê èåðàðõèÿì òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà â ðàáîòå [4] àâ-
òîð ïðåäëîæèë íîâóþ êîíñòðóêöèþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, àññîöèèðîâàííîé ñ ëþáîé çàäàííîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ. Îñíîâíîå
îòëè÷èå îò êîíñòðóêöèè èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íîâàÿ
êîíñòðóêöèÿ íàïðÿìóþ äà¼ò èåðàðõèþ ïîëèíîìèëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷¼ì ñ î÷åíü ïðî-
ñòîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé. Êëþ÷åâóþ ðîëü â êîíñòðóêöèè èãðàþò îñîáûå êëàññû êî-
ãîìîëîãèé â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé êðèâûõ Mg,n, òàê íàçûâàåìûå öèêëû äâóõòî÷å÷íûõ
âåòâëåíèé (double rami�cation cycles), ïîýòîìó íîâûå èåðàðõèè áûëè íàçâàíû DR èåðàð-
õèÿìè. Àâòîð âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî â ñëó÷àå ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ïîëÿ DR èåðàðõèÿ è èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñâÿçàíû ïîëèíîìèàëüíîé çàìåíîé
ïåðåìåííûõ. Ýòà ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé îá ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ñåðèè ñîâìåñòíûõ
ðàáîò àâòîðà ñ Äæ. Ãåðý, Á. À. Äóáðîâèíûì è Ï. Ðîññè [4, 13, 8, 7, 9] ãèïîòåçà áûëà äî-
êàçàíà â øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ. Â ðàáîòå [9] ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè áûëà ñâåäåíà
ê äîêàçàòåëüñòâó íåêîòîðîãî íàáîðà ñîîòíîøåíèé â êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé
êðèâûõMg,n, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé â êàæäîì ðîäå êîíå÷íî. Áûëî îáíàðóæå-
íî, ÷òî DR èåðàðõèÿ íàäåëåíà ðÿäîì èíòåðåñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âêëþ÷àþùèõ
ðåêóðñèè, êâàíòîâàíèå, à òàêæå íàëè÷èå òàó-ñòðóêòóðû [12, 13, 6]. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
àâòîðà ñ Ï. Ðîññè è Ñ. Øàäðèíûì [14] áûëà íàéäåíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ áèãàìèëüòîíî-
âîé ñòðóêòóðû äëÿ DR èåðàðõèè â ñëó÷àå, êîãäà êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
êîíôîðìíîé.

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííîå ñ DR èåðàðõèÿìè, ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ñ íåñêîëüêèõ òî÷åê çðåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû
îá ýêâèâàëåíòíîñòè âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì èç ðàáîòû [14] î áèãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðå äëÿ
DR èåðàðõèè ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íàëè÷èå âòîðîé ïîëèíîìèàëüíîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòó-
ðû â èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Äóáðîâèíà-
Æàíãà. Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [9], ñâîäÿùèé ãèïîòåçó îá ýêâèâàëåíòíîñòè ê ñîîò-
íîøåíèÿì â êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ, à òàêæå íåäàâíèå ïðîäâèæåíèÿ
â èçó÷åíèè êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé [48, 31], îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ê äîêàçà-
òåëüñòâó ãèïîòåçû Äóáðîâèíà-Æàíãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåàëèñòè÷íûì.

DR èåðàðõèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíûé êëàññ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ðÿä âàæíûõ ñèñòåì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
òàêèõ êàê èåðàðõèÿ ÊäÔ, ñòàðøèå èåðàðõèè Ãåëüôàíäà-Äèêîãî, ðàñøèðåííàÿ èåðàðõèÿ
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Òîäû. Èññëåäîâàíèå DR èåðàðõèé èìååò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ íîâûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êîòîðûìè íàäåëåíû ñèñòåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. DR èåðàðõèè
îáëàäàþò áîãàòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåñíî ñâÿçàííîé ñ ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé êðèâûõ. Ê ïðèìåðó, ðåêóðñèâíûå îïåðàòîðû, íàéäåííûå â ðàáîòå [13], íàïðÿ-
ìóþ âûòåêàþò èç ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëà äâóõòî÷å÷íûõ âåòâ-
ëåíèé ñ ïåðâûìè êëàññàìè ×åðíà òàâòîëîãè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä ïðîñòðàí-
ñòâîìMg,n [15]. Ýòè ðåêóðñèâíûå îïåðàòîðû íèêîãäà ðàíåå â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àëèñü,
è óæå â ñëó÷àå èåðàðõèè ÊäÔ äàþò íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ. Â ðàáîòå [12] ïîëó÷åíî êâàíòîâàíèå DR èåðàðõèé, è îïÿòü æå óæå â ñëó÷àå
èåðàðõèè ÊäÔ òàêîãî ðîäà êâàíòîâàíèå ïîëó÷åíî âïåðâûå. Ìû óáåæäåíû, ÷òî âîçìîæíî-
ñòè ãåîìåòðèè çäåñü åù¼ íå èñ÷åðïàíû. Ê ïðèìåðó, ìû îæèäàåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåêî-
òîðûõ îáîáùåíèé öèêëîâ äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé, ïàðàìåòðèçóåìûõ íàáîðàìè èç ÷èñåë
a1, . . . , an ñ íåîáÿçàòåëüíî íóëåâîé ñóììîé, ïîçâîëèò íàéòè íîâûå èíòåðåñíûå ñòðóêòóðû
â DR èåðàðõèÿõ.
Â çàêëþ÷åíèå îáçîðà õîòåëîñü áû óïîìÿíóòü, ÷òî òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíåíà äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ
òîíêèõ âîïðîñîâ î ñòðóêòóðå êîìïëåêñíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé êðè-
âûõ. Îðèãèíàëüíûé ïîäõîä â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Ñ. Ãðóøåâñêîãî
è È. Ì. Êðè÷åâåðà [27, 36, 28].

1.1. Îðãàíèçàöèÿ ñòàòüè. Â ðàçäåëå 2 ìû íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ
ñòàáèëüíûõ êðèâûõ è èõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé. Â ðàçäåëå 3 ìû ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå
êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, îáñóäèì óñëîâèå êîíôîðìíîñòè è ïîëóïðîñòîòû, à òàêæå
ïðèâåä¼ì ïðèìåðû. Ðàçäåë 4 ñîäåðæèò îïèñàíèå êîíñòðóêöèè èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî
òèïà. Â ðàçäåëå 5 ìû äàäèì îïðåäåëåíèå öèêëîâ äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé è ïåðå÷èñëèì
èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåë 6 ïîñâÿù¼í DR èåðàðõèÿì: ìû ïðèâåä¼ì
èõ êîíñòðóêöèþ, ñôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó îá ýêâèâàëåíòíîñòè DR èåðàðõèè è èåðàðõèè
òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, à òàêæå îáñóäèì îñíîâíûå ñâîéñòâà.

1.2. Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðåí Äæ. Ãåðý, Á. À. Äóáðîâèíó, Ä. Çâîíêèíó, Ì. Ý.
Êàçàðÿíó, Ð. Ïàíäõàðèïàíäå, Ï. Ðîññè, Ñ. Øàäðèíó è Ä. ßíãó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
Àâòîð áëàãîäàðèò Â. Ì. Áóõøòàáåðà, Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå, à òàêæå ðåöåíçåíòà ñòàòüè çà
çàìå÷àíèÿ, ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü èçëîæåíèå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 16-11-10260, ïðîåêò

�Ãåîìåòðèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì�.

2. Ñòàáèëüíûå êðèâûå è ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñòàáèëüíûõ
êðèâûõ è èõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé. Ìû îïèøåì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðî-
ñòðàíñòâàìè ìîäóëåé, à òàêæå îñíîâíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä íèìè. Â êà÷åñòâå áîëåå
ïîäðîáíîãî ââåäåíèÿ ìû ìîãëè áû ïîðåêîìåíäîâàòü ñòàòüè [58, 54], à òàêæå êíèãó [30].

2.1. Ñòàáèëüíûå êðèâûå. Ïîä ãëàäêîé êðèâîé ìû áóäåì ïîíèìàòü ãëàäêóþ êîìïàêò-
íóþ êîìïëåêñíóþ êðèâóþ. Ãëàäêèå êðèâûå òàêæå íàçûâàþò ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè.
Åñëè èíîå íå îãîâîðåíî, òî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå íàøè êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ñâÿç-
íûìè. Íîäàëüíàÿ êðèâàÿ � ýòî ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ îñî-
áåííîñòè íå ñëîæíåå òî÷åê ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, âñå îñîáåííîñòè
äîëæíû áûòü ëîêàëüêî àíàëèòè÷åñêè èçîìîðôíû îñîáåííîñòè {xy = 0} ⊂ C2. Ìíîæåñòâî
îñîáûõ òî÷åê íîäàëüíîé êðèâîé C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SingC. Ðîä êðèâîé îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïó÷îê OC àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà êðèâîé C.
Òîãäà ðîä îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ïåðâîé ãðóïïû êîìîãîëîãèé ïó÷êà OC :

g(C) := dimH1(C,OC).
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Ðèñ. 1. Ïîìå÷åííàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ è å¼ äâîéñòâåííûé ãðàô

Åñëè êðèâàÿ C ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî îïðåäåë¼ííûé òàêèì îáðàçîì ðîä ñîâïàäàåò ñ òîïîëî-
ãè÷åñêèì ðîäîì. Â îáùåì æå ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé íîäàëüíîé êðèâîé ðîä ìîæíî ïîñ÷èòàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü δ � ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê êðèâîé C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃ íîðìà-
ëèçàöèþ êðèâîé C. Êðèâàÿ C̃ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè �ðàçâåñòè� âåòâè êðèâîé C â êàæäîé îñîáîé
òî÷êå. Êðèâàÿ C̃ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íî íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíîé. Ïóñòü ðîäà å¼ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ðàâíû g1, . . . , gk. Òîãäà

g(C) = 1 + δ +
k∑
i=1

(gi − 1).

Ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé (C;x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ C, íà êî-
òîðîé îòìå÷åíî n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, . . . , xn ∈ C\ SingC. Âàæíûì îáúåêòîì,
àññîöèèðîâàííûì ñ ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé, ÿâëÿåòñÿ å¼ äâîéñòâåííûé ãðàô. Ðàñ-
ñìîòðèì íîðìàëèçàöèþ C̃ êðèâîé C è ïðîåêöèþ π : C̃ → C. Âåðøèíû äâîéñòâåííîãî
ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè êðèâîé C̃, ïðè÷¼ì âåðøèíå ìû òàêæå ïðè-
ïèñûâàåì ðîä ýòîé êîìïîíåíòû. Ð¼áðà äâîéñòâåííîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì òî÷-
êàì êðèâîé C. Ïóñòü p ∈ C � îñîáàÿ òî÷êà. Òîãäà ïðîîáðàç π−1(p) ⊂ C̃ ñîñòîèò èç äâóõ
òî÷åê. Ðåáðî äâîéñòâåííîãî ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùåå íàøåé îñîáîé òî÷êå, ñîåäèíÿåò âåð-
øèíû ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè êðèâîé C̃, íà êîòîðûõ ëåæàò
òî÷êè èç ïðîîáðàçà π−1(p). Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáå òî÷êè èç ïðîîáðàçà π−1(p) ëåæàò íà
îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é â äâîéñòâåííîì
ãðàôå. Äâîéñòâåííûé ãðàô òàêæå îñíàù¼í ïîëóð¼áðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îòìå÷åííûì
òî÷êàì íà êðèâîé C. Ïîëóð¼áðà çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà,
íà ðèñóíêå 1 ìû èçîáðàçèëè íîäàëüíóþ êðèâóþ ðîäà 2 ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé è å¼
äâîéñòâåííûé ãðàô.
Ïîä àâòîìîðôèçìîì ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé (C;x1, . . . , xn) ìû ïîíèìàåì àâòî-

ìîðôèçì êðèâîé C, êîòîðûé ñîõðàíÿåò êàæäóþ èç îòìå÷åííûõ òî÷åê x1, . . . , xn. Ñòà-
áèëüíàÿ êðèâàÿ � ýòî ïîìå÷åííàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ (C;x1, . . . , xn), ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ êîòîðîé êîíå÷íà. Êîíå÷íîñòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé
ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

• 2g(C)− 2 + n > 0,
• âàëåíòíîñòü ëþáîé âåðøèíû ðîäà íîëü äâîéñòâåííîãî ãðàôà áîëüøå ëèáî ðàâíà
òð¼ì.

Ðàññìîòðèì ïîìå÷åííóþ íîäàëüíóþ êðèâóþ (C;x1, . . . , xn) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2g(C)−
2+n > 0. Èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ñïîñîá ñîïîñòàâèòü åé ñòàáèëüíóþ êðèâóþ (C ′;x′1, . . . , x

′
n).

Ðàññìîòðèì íîðìàëèçàöèþ C̃ è ïðîåêöèþ π : C̃ → C. Íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà êðè-
âîé C íàçûâàåòñÿ íåñòàáèëüíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè íîðìà-
ëèçàöèè C̃ èìååò ðîä íîëü, è íà íåé ëåæèò íå áîëåå äâóõ ñïåöèàëüíûõ òî÷åê. Ïîä ñïå-
öèàëüíîé òî÷êîé ìû ïîíèìàåì îòìå÷åííóþ òî÷êó, ëèáî òî÷êó èç ïðîîáðàçà π−1(SingC).
Íîäàëüíàÿ êðèâàÿ C ′ ïîëó÷àåòñÿ ñòÿãèâàíèåì âñåõ íåñòàáèëüíûõ êîìïîíåíò êðèâîé C.



ÍÎÂÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÈÅÐÀÐÕÈßÌ ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ 7

•x1 •x1

Ðèñ. 2. Îïåðàöèÿ ñòàáèëèçàöèè

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ p : C → C ′. Òîãäà x′i := p(xi). Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïîìå÷åííàÿ
íîäàëüíàÿ êðèâàÿ (C ′;x′1, . . . , x

′
n) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé. Îíà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî-

ìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé (C;x1, . . . , xn). Ïðèìåð ñòàáèëèçàöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 2.

2.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ. Ïóñòü g, n ≥ 0. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,n

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà ñòàáèëüíûõ êðèâûõ ðîäà g ñ n îò-
ìå÷åííûìè òî÷êàìè. Êàê ìû çíàåì èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, îíî íåïóñòî, òîëüêî åñëè
2g − 2 + n > 0. Íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ñâÿçíîãî ãëàä-
êîãî êîìïàêòíîãî êîìïëåêñíîãî îðáèîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 3g − 3 + n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ëîêàëüíî îíî èçîìîðôíî ôàêòîðó îòêðûòîãî øàðà â C3g−3+n ïî ãîëîìîðôíîìó äåéñòâèþ
êîíå÷íîé ãðóïïû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M0,3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé. Ïðîñòðàíñòâî
M0,4 èçîìîðôíî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ êðèâûõ îáðàçóþò îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäîðáèîáðàçèå
Mg,n ⊂ Mg,n â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ. Äîïîëíåíèå Mg,n\Mg,n íà-
çûâàåòñÿ ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂Mg,n. Â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé èìååòñÿ òàêæå
äðóãîå îòêðûòîå ïîäîðáèîáðàçèåMct

g,n, îïðåäåëÿåìîå êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèç-
ìà ñòàáèëüíûõ êðèâûõ, äâîéñòâåííûé ãðàô êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Òàêèì îáðàçîì,
èìååòñÿ öåïî÷êà âëîæåíèé

Mg,n ⊂Mct
g,n ⊂Mg,n.

2.3. Åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé. Ìû ðàññìîòðèì
äâà òèïà åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ êðèâûõ:
îòîáðàæåíèÿ çàáûâàíèÿ è îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêè. Ïóñòü g ≥ 0, n ≥ 1, ïðè÷¼ì 2g−3+n > 0.
Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíóþ êðèâóþ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Åñëè çàáûòü ïîñëåäíþþ
îòìå÷åííóþ òî÷êó è ïðèìåíèòü ñòàáèëèçàöèþ, òî ïîëó÷èòñÿ ñòàáèëüíàÿ êðèâàÿ ñ n − 1
îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ýòà îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

Mg,n →Mg,n−1,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì çàáûâàíèÿ.
Ïóñòü òåïåðü ó íàñ èìååòñÿ ñòàáèëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà g1 ñ n1 +1 îòìå÷åííîé òî÷êîé è ñòà-

áèëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà g2 ñ n2 +1 îòìå÷åííîé òî÷êîé. Îòîæäåñòâèâ ïîñëåäíþþ îòìå÷åííóþ
òî÷êó íà ïåðâîé êðèâîé è ïîñëåäíþþ îòìå÷åííóþ òî÷êó íà âòîðîé êðèâîé, ìû ïîëó÷èì
ñòàáèëüíóþ êðèâóþ ðîäà g1 + g2 ñ n1 + n2 îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ýòà îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå

Mg1,n1+1 ×Mg2,n2+1 →Mg1+g2,n1+n2 ,

íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèåì ñêëåéêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü äâå îò-
ìå÷åííûå òî÷êè íà îäíîé ñòàáèëüíîé êðèâîé, ïðè ýòîì ðîä ïîëó÷åííîé êðèâîé óâåëè÷èòñÿ
íà îäèí. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå

Mg,n+2 →Mg+1,n,
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êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñêëåéêè.

2.4. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé. Íàä ïðîñòðàíñòâîì ìî-
äóëåé Mg,n èìååòñÿ ìíîãî åñòåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
â ïåðâóþ î÷åðåäü ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ Li, i = 1, . . . , n, è ðàññëîåíèå Õîäæà Λ. Ñëî-
åì ðàññëîåíèÿ Li íàä òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, ïðåäñòàâëåííîé ñòàáèëüíîé êðè-
âîé (C;x1, . . . , xn), ÿâëÿåòñÿ êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êðèâîé C â òî÷êå xi. Ïåðâûå
êëàññû ×åðíà ýòèõ ðàññëîåíèé îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç

ψi := c1(Li) ∈ H2(Mg,n,Q)

è íàçûâàþòñÿ ïñè-êëàññàìè.
Ââåä¼ì òåïåðü ïîíÿòèå ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà íà ñòàáèëüíîé êðèâîé (C;x1, . . . , xn).

Ïóñòü π : C̃ → C � íîðìàëèçàöèÿ êðèâîé C. Òîãäà ãîëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì íà ñòà-
áèëüíîé êðèâîé (C;x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω íà êðèâîé C̃,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• äèôôåðåíöèàë ω ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì íà ìíîæåñòâå C̃\π−1(SingC) è èìååò ïî-
ëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ èç ìíîæåñòâà π−1(SingC);
• åñëè p ∈ SingC è π−1(p) = {p1, p2}, òî resp1 ω + resp2 ω = 0.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà íà-
øåé ñòàáèëüíîé êðèâîé ðàâíà ðîäó g(C). Ìû ïîëó÷èëè ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
ðàçìåðíîñòè g íàä ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåéMg,n. Îíî îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Õîäæà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Λ.
Êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ Õîäæà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç

λi := ci(Λ) ∈ H2i(Mg,n,Q)

è íàçûâàþòñÿ êëàññàìè Õîäæà.

3. Êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, ââåä¼ì ïîíÿòèå
ïîòåíöèàëà, îáñóäèì îñíîâíûå ïðèìåðû, à òàêæå ââåä¼ì âàæíûå êëàññû êîíôîðìíûõ è
ïîëóïðîñòûõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ.

3.1. Îïðåäåëåíèå. Ïîíÿòèå êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Ì. Êîí-
öåâè÷à èÞ. Ìàíèíà [35]. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Çàôèêñèðóåì íåâûðîæäåííóþ ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó
(ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) (·, ·) íà ïðîñòðàíñòâå V , à òàêæå âåêòîð 11 ∈ V , êîòîðûé ìû
áóäåì íàçûâàòü åäèíèöåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Heven(Mg,n,C) ÷¼òíîìåðíóþ ÷àñòü â êîãîìî-
ëîãèÿõH∗(Mg,n,C) ïðîñòðàíñòâàMg,n. Êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ íàçûâàåòñÿ íàáîð
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C), çàäàííûõ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé g è n, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè 2g−2+n > 0, è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

(1) Îòîáðàæåíèÿ cg,n ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû Sn. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì Sn-äåéñòâèå íà òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗n,
ïîëó÷àåìîå ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæèòåëåé, à Sn-äåéñòâèå íà êîãîìîëîãèÿõH

∗(Mg,n,C)
èíäóöèðóåòñÿ Sn-äåéñòâèåì íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Mg,n, çàäàâàåìûì ïåðåñòà-
íîâêàìè îòìå÷åííûõ òî÷åê.

(2) Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, w ∈ V äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(v, w) = c0,3(11⊗ v ⊗ w) ∈ H∗(M0,3,C) = C.(3.1)

(3) Ïóñòü π : Mg,n+1 → Mg,n � îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ ïîñëåäíåé îòìå÷åííîé òî÷êè.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vn ∈ V äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

π∗cg,n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = cg,n+1(v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ 11).
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(4) Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , edimV â ïðîñòðàíñòâå V è ðàññìîòðèì ìàòðèöó η = (ηαβ)
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ýòîì áàçèñå, ηαβ := (eα, eβ). Ïîëîæèì η−1 = (ηαβ).
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ñêëåéêè gl : Mg1,n1+1 ×Mg2,n2+1 → Mg1+g2,n1+n2 . Òîãäà
äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vn1+n2 ∈ V äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(3.2) gl∗cg1+g2,n1+n2(v1 ⊗ · · · ⊗ vn1+n2) =

=
∑

1≤α,β≤dimV

cg1,n1+1(v1 ⊗ · · · ⊗ vn1 ⊗ eα)× cg2,n2+1(vn1+1 ⊗ · · · ⊗ vn1+n2 ⊗ eβ)ηαβ.

Ñõîæåå ñâîéñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêè gl : Mg,n+2 →
Mg+1,n:

gl∗cg+1,n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =
∑

1≤α,β≤dimV

cg,n+2(v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ eα ⊗ eβ)ηαβ.(3.3)

Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà (4) íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå V . Âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî V ÷àñòî íàçûâàþò ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, à
åãî ðàçìåðíîñòü � ðàíãîì êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â íàøåì îïðåäåëåíèè êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ âñå êëàññû cg,n(⊗ni=1vi) ∈
H∗(Mg,n,C) èìåþò ÷¼òíóþ ñòåïåíü. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëå-
íèå êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, íå íàëàãàÿ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ. Îäíàêî â ýòîì áî-
ëåå îáùåì ñëó÷àå òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, àññîöèèðîâàííûõ ñ íàøåé êîãîìîëî-
ãè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ, î êîòîðîé ìû áóäåì ãîâîðèòü íèæå, ðàçðàáîòàíà ñóùåñòâåííî
ìåíüøå. Ïîýòîìó îáùèé ñëó÷àé ìû îñòàâëÿåì çà ðàìêàìè äàííîãî îáçîðà.

3.2. Ïîòåíöèàë. Çàôèêñèðóåì êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íûå âåêòîðà v1, v2, . . . , vn ∈ V è öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà d1, d2, . . . , dn. Îïðåäåëèì
ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåëÿòîð â ðîäå g íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

〈τd1(v1)τd2(v2) · · · τdn(vn)〉g :=

∫
Mg,n

cg,n(⊗ni=1vi)
n∏
i=1

ψdii .

Ñîâîêóïíîñòü êîððåëÿòîðîâ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ïðî-
èçâîäÿùåãî ðÿäà. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà V ÷åðåç N . Âûáåðåì
áàçèñ e1, . . . , eN â ïðîñòðàíñòâå V òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû e1 = 11. Ââåä¼ì ôîðìàëüíûå ïå-
ðåìåííûå tαd , ãäå 1 ≤ α ≤ N è d ≥ 0, è ε. Ïîòåíöèàë F íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðÿäîì îò ïåðåìåííûõ tαd è ε è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (t∗∗, ε) :=
∑
g≥0

ε2gFg(t
∗
∗), ãäå

Fg(t
∗
∗) :=

∑
n≥0

2g−2+n>0

1

n!

∑
1≤α1,...,αn≤N
d1,...,dn≥0

〈τd1(eα1)τd2(eα2) . . . τdn(eαn)〉g
n∏
i=1

tαidi .

Ïðåäëîæåíèå 3.2 (ñì. íàïð. [52]). Ïîòåíöèàë F óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóùèì áàçîâûì
óðàâíåíèÿì:

∂F

∂t10
=
∑
p≥0

tαp+1

∂F

∂tαp
+

1

2
ηαβt

α
0 t
β
0 + ε2 〈τ0(e1)〉1 ,(3.4)

∂F

∂t11
=
∑
p≥0

tαp
∂F

∂tαp
+ ε

∂F

∂ε
− 2F + ε2N

24
.(3.5)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìû ïîëüçóåìñÿ òðàäèöèîííûì ñîãëàøåíèåì îá àâòîìàòè÷åñêîì ñóì-
ìèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõíèì è íèæíèì ãðå÷åñêèì èíäåêñàì. Óðàâíåíèÿ (3.4)
è (3.5) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿìè ñòðóíû è äèëàòîí.
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3.3. Îñíîâíûå ïðèìåðû.

3.3.1. Êëàññû Õîäæà. Ïóñòü V � îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûì âåêòî-
ðîì, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç e. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V
ðàâåíñòâîì (e, e) := 1, è ïóñòü åäèíèöà 11 ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì e. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Chi(Λ)
i-óþ êîìïîíåíòó õàðàêòåðà ×åðíà ðàññëîåíèÿ Õîäæà.

Ïðåäëîæåíèå 3.3 (ñì. íàïð. [40]). 1. Äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ Ch2i(Λ) = 0.
2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë γi ∈ C, i ≥ 1, íàáîð ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
cHodge
g,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C), çàäàííûé ðàâåíñòâîì

cHodge
g,n (e⊗n) := e

∑
i≥1 γiCh2i−1(Λ),

îáðàçóåò êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî åñëè c′g,n : W⊗n → Heven(Mg,n,C) � ïðîèç-
âîëüíàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë γi ∈ C,
i ≥ 1, îòîáðàæåíèÿ c′′g,n : W⊗n → Heven(Mg,n,C), çàäàííûå ðàâåíñòâîì

c′′g,n(⊗nj=1wj) := c′g,n(⊗nj=1wj) · e
∑
i≥1 γiCh2i−1(Λ), wj ∈ W, 1 ≤ j ≤ n,

òàêæå îáðàçóþò êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ.

3.3.2. Òåîðèÿ Ãðîìîâà-Âèòòåíà. Ïóñòü X � ãëàäêîå êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîá-
ðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ X íå ñîäåðæàò íå÷¼òíîé ÷àñòè,

H∗(X,Q) = Heven(X,Q).

Ïóñòü (C;x1, . . . , xn) è (C ′;x′1, . . . , x
′
n) � ïîìå÷åííûå íîäàëüíûå êðèâûå. Äâà àíàëèòè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèÿ f : (C;x1, . . . , xn) → X è f ′ : (C ′;x′1, . . . , x
′
n) → X ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì h : C → C ′ òàêîé, ÷òî h(xi) = x′i, 1 ≤ i ≤ n, è f ′ ◦ h =
f . Àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f : (C;x1, . . . , xn) → X ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé â
ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì, åñëè îíî èìååò êîíå÷íóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ.
Ïóñòü β ∈ H2(X,Z) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ. Îáîçíà÷èì ÷åðåçMg,n(X, β) ìíîæåñòâî êëàñ-

ñîâ èçîìîðôèçìà ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé f : (C;x1, . . . , xn)→ X, äëÿ êîòîðûõ g(C) = g
è f∗([C]) = β. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòîáðà-
æåíèé. Îíî áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Ì. Êîíöåâè÷à è Þ. Ìàíèíà [35]. Ïðîñòðàíñòâî ìîäó-
ëåéMg,n(X, β) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Áîëåå òîãî, íà í¼ì
èìååòñÿ ñòðóêòóðà ñòýêà Äåëèíÿ-Ìàìôîðäà (ñì. [1]). Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,n(X, β)
îáëàäàåò â îáùåì ñëó÷àå êîìïîíåíòàìè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, è ïîýòîìó åãî ôóíäàìåí-
òàëüíûé êëàññ íå ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â îáû÷íîì ñìûñëå. Îäíàêî èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîèòü îäíîðîäíûé êëàññ ãîìîëîãèé, ÿâëÿþùèéñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå çàìåíè-
òåëåì ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà. Ýòîò êëàññ ãîìîëîãèé íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì ôóí-
äàìåíòàëüíûì êëàññîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [Mg,n(X, β)]virt (ñì. [2, 37]). Âèðòóàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg,n(X, β) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

vdimMg,n(X, β) := (3− dimX)(g − 1) +

∫
β

c1(TX) + n.(3.6)

Çäåñü TX îáîçíà÷àåò êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ X, à dimX îáîçíà÷àåò êîì-
ïëåêñíóþ ðàçìåðíîñòü. Èìååòñÿ ôîðìóëà

[Mg,n(X, β)]virt ∈ H2·vdimMg,n(X,β)(Mg,n(X, β),Q),

åñëè vdimMg,n(X, β) ≥ 0, è [Mg,n(X, β)]virt = 0, èíà÷å.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2g−2+n > 0. Ñîïîñòàâèì ñòàáèëüíîìó îòîáðàæåíèþ f : (C;x1, . . . , xn)→

X ñòàáèëèçàöèþ ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé (C;x1, . . . , xn). Ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

Mg,n(X, β)→Mg,n,
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êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç st. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàäàíî ñòàáèëüíîå îòîá-
ðàæåíèå f : (C;x1, . . . , xn) → X, òî äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó
f(xi) ∈ X. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì íàáîð èç n îòîáðàæåíèé

Mg,n(X, β)→ X,

êîòîðûå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç evi, 1 ≤ i ≤ n.
Â ðàáîòå [35] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî êëàññû [Mg,n(X, β)]virt ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñòðîèòñÿ îáúåêò,
ÿâëÿþùèéñÿ íåáîëüøèì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ C-àëãåáðà. Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîãîìîëîãè÷å-
ñêóþ òåîðèþ ïîëÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â àëãåáðå K, êàê íàáîð ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C)⊗K,
óäîâëåòâîðÿþùèé òîìó æå íàáîðó àêñèîì èç ðàçäåëà 3.1. Êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ ñ
êîýôôèöåíòàìè â àëãåáðå ìû áóäåì ÷àñòî íàçûâàòü ïðîñòî êîãîìîëîãè÷åñêèìè òåîðèÿìè
ïîëÿ.
Ïîëóãðóïïà ýôôåêòèâíûõ êëàññîâ E ⊂ H2(X,Z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëóãðóïïà, ïîðîæ-

ä¼ííàÿ êëàññàìè âèäà f∗([C]), ãäå f : C → X � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ãëàäêîé êîì-
ïëåêñíîé êðèâîé C â ìíîãîîáðàçèåX.Êîëüöî ÍîâèêîâàN ìíîãîîáðàçèÿX � ýòî âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âîçìîæíî áåñêîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ êîìïëåêñíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ qβ, β ∈ E,

N :=

{∑
β∈E

aβq
β|aβ ∈ C

}
,

è ñî ñòðóêòóðîé óìíîæåíèÿ, çàäàííîãî ðàâåíñòâîì qβ1 · qβ2 := qβ1+β2 . Óìíîæåíèå îïðåäå-
ëåíî êîððåêòíî, ïîòîìó ÷òî ëþáîé ýôôåêòèâíûé êëàññ β ∈ E ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ñóììû β = β1 + β2, β1, β2 ∈ E, òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ (ñì.
íàïð. [25]). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâîMg,n(X, β) íåïóñòî, òîëüêî åñëè β ∈ E. Äëÿ ëþ-
áîãî β ∈ E îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå cXg,n,β : H∗(X,C)⊗n → H∗(Mg,n,C) ðàâåíñòâîì

cXg,n,β(⊗ni=1vi) := PD

(
st∗

(
[Mg,n(X, β)]virt ∩

n∏
i=1

ev∗i (vi)

))
, v1, . . . , vn ∈ H∗(X,C).

Çäåñü PD îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå:

PD: Hk(Mg,n,C)→ H2(3g−3+n)−k(Mg,n,C).

Òåîðåìà 3.4 ([35]). Íàáîð îòîáðàæåíèé cXg,n : H∗(Mg,n,C)⊗n → Heven(Mg,n,C)⊗N , îïðå-
äåë¼ííûé ðàâåíñòâîì

cXg,n :=
∑
β∈E

qβcXg,n,β,

çàäà¼ò êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå Íîâèêîâà N ìíî-
ãîîáðàçèÿ X. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êîãîìîëîãèé
H∗(X,C), áèëèíåéíàÿ ôîðìà (·, ·) íà í¼ì çàäà¼òñÿ ñïàðèâàíèåì Ïóàíêàðå, à åäèíèöåé 11
ÿâëÿåòñÿ åäèíèöà â êîãîìîëîãèÿõ H∗(X,C).

3.3.3. r-ñïèí êðèâûå è êëàññ Âèòòåíà. Çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî r ≥ 2. Êëàññ Âèòòåíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ êîãîìîëîãèé

W r
g,n(a1, . . . , an) ∈ H∗(Mg,n,Q),(3.7)

ïàðàìåòðèçóåìûé öåëûìè ÷èñëàìè 0 ≤ a1, . . . , an ≤ r − 2. Êëþ÷åâûì îáúåêòîì â åãî
îïðåäåëåíèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé r-ñïèí êðèâûõ. Çàôèêñèðóåì öåëûå ÷èñëà
0 ≤ a1, . . . , an ≤ r − 2. Ãëàäêîé r-ñïèí êðèâîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà

((C; p1, . . . , pn), L, φ : L⊗r
∼→ ΩC(−a1p1 − . . .− anpn)),(3.8)
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ãäå (C; p1, . . . , pn) � ãëàäêàÿ ïîìå÷åííàÿ êðèâàÿ ðîäà g, L � ãîëîìîðôíîå ëèíåéíîå ðàñ-
ñëîåíèå íàä êðèâîé C, à φ : L⊗r

∼→ ΩC(−a1p1 − . . . − anpn) � èçîìîðôèçì. ×åðåç ΩC ìû
îáîçíà÷àåì çäåñü êîêàñàòåëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä êðèâîé C. ßñíî, ÷òî äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èçîìîðôèçìà φ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

2g − 2−
∑

ai ∈ rZ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è ÷òî 2g−2+n > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM
1
r

;a1,...,an
g,n

ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà ãëàäêèõ r-ñïèí êðèâûõ. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
ìîäóëåé r-ñïèí êðèâûõ, è íà í¼ì èìååòñÿ ñòðóêòóðà ãëàäêîãî êîìïëåêñíîãî îðáèîáðàçèÿ
ðàçìåðíîñòè 3g − 3 + n.

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π : M
1
r

;a1,...,an
g,n → Mg,n, ñîïîñòàâëÿþùóþ r-ñïèí êðèâîé (3.8) ïî-

ìå÷åííóþ êðèâóþ (C; p1, . . . , pn). Îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì ñòåïåíè r2g. Ïðåä-
ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî g = 0. Ðàññìîòðèì r-ñïèí êðèâóþ (3.8). Ìû âèäèì, ÷òî

degL =
−2−

∑
ai

r
< 0,

è ïîýòîìó dimH0(C,L) = 0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà, ìû ïîëó÷àåì

dimH1(C,L) = −1− degL =
−(r − 2) +

∑
ai

r
.

Ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé M
1
r

;a1,...,an
0,n , çàäàâàåìûõ

ãðóïïàìè H1(C,L)∗, îáëàäàåò ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

Ω. Ïðîñòðàíñòâî M
1
r

;a1,...,an
0,n èìååò êîìïàêòèôèêàöèþ M

1
r

;a1,...,an
0,n , ñõîäíóþ ïî êîíñòðóê-

öèè ñ êîìïàêòèôèêàöèåé M0,n ïðîñòðàíñòâà M0,n. Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ π : M
1
r

;a1,...,an
0,n →

M0,n ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðîåêöèè π : M
1
r

;a1,...,an
0,n → M0,n, à ðàññëîåíèå Ω íàä ïðîñòðàí-

ñòâîì M
1
r

;a1,...,an
0,n ïðîäîëæàåòñÿ äî ðàññëîåíèÿ Ω íàä ïðîñòðàíñòâîì M

1
r

;a1,...,an
0,n . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç ctop(Ω) ∈ H∗(M
1
r

;a1,...,an
0,n ,Q) ñòàðøèé êëàññ ×åðíà ðàññëîåíèÿ Ω. Òîãäà êëàññ

êîãîìîëîãèé W r
0,n(a1, . . . , an) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

W r
0,n(a1, . . . , an) := π∗(ctop(Ω)).

ßñíî, ÷òî ñòåïåíü ýòîãî êëàññà ðàâíà 2−(r−2)+
∑
ai

r
. Â ñëó÷àå, êîãäà −2−

∑
ai

r
/∈ Z, êëàññ

W r
0,n(a1, . . . , an) ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Äåòàëè îïðåäåëåíèÿ êëàññà Âèòòåíà â ðîäå íîëü

ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [56]. Â ñòàðøèõ ðîäàõ èìåþòñÿ ðàçíûå êîíñòðóêöèè, ñîäåðæàùèåñÿ
â ñòàòüÿõ [50, 17, 44, 24]. Õîðîøåå èçëîæåíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ êëàññà Âèòòåíà ÷èòàòåëü
ìîæåò íàéòè â ðàáîòå [48]. Â îáùåì ñëó÷àå êëàññ Âèòòåíà (3.7) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì, òîëüêî

åñëè (g−1)(r−2)+
∑
ai

r
∈ Z≥0, è â ýòîì ñëó÷àå îí èìååò ñòåïåíü

degW r
g,n(a1, . . . , an) = 2

(g − 1)(r − 2) +
∑
ai

r
.(3.9)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè r = 2, òî W 2
g,n(0, 0, . . . , 0) = 1 ∈ H0(Mg,n,Q).

Òåîðåìà 3.5 ([50, 17, 44, 24]). Çàôèêñèðóåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòè r−1
ñ áàçèñîì e1, . . . , er−1. Çàäàäèì íà í¼ì ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó (·, ·) ðàâåíñòâîì
(ei, ej) := δi+j,r. Òîãäà ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé cr-sping,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C),
çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâîì

cr-sping,n (ea1+1 ⊗ · · · ⊗ ean+1) := W r
g,n(a1, . . . , an), 0 ≤ a1, . . . , an ≤ r − 2,

îáðàçóåò êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ. Åäèíèöåé ýòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð e1.
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3.4. Îïåðàöèÿ ñäâèãà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, çà-
äàííóþ ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C). Äëÿ ëþáîãî âåê-
òîðà v ∈ V îïðåäåëèì íàáîð îòîáðàæåíèé cvg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C) ðàâåíñòâîì

cvg,n(⊗ni=1vi) :=
∑
m≥0

1

m!
πm∗

(
cg,n+m(⊗ni=1vi ⊗ v⊗m)

)
, v1, . . . , vn ∈ V,(3.10)

ãäå ÷åðåç πm : Mg,n+m →Mg,n ìû îáîçíà÷àåì îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ ïîñëåäíèõ m îòìå-
÷åííûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.10) ìîæåò
áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.6 (ñì. íàïð. [48]). Ðàññìîòðèì òàêîé âåêòîð v ∈ V , ÷òî äëÿ ëþáûõ g,
n è âåêòîðîâ v1, . . . , vn ∈ V ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (3.10) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèì-
ñÿ. Òîãäà íàáîð îòîáðàæåíèé cvg,n îáðàçóåò êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, ïðè ýòîì
áèëèíåéíàÿ ôîðìà è åäèíèöà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå V îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.

Îïðåäåë¼ííàÿ âûøå îïåðàöèÿ íà êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèÿõ ïîëÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé
ñäâèãà.

3.5. Êîíôîðìíûå è ïîëóïðîñòûå êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ. Ðàññìîòðèì êî-
ãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì V
ðàçìåðíîñòè N . Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Deg : H∗(Mg,n,C) → H∗(Mg,n,C), äåéñòâóþùèé
íà ïîäïðîñòðàíñòâå Hk(Mg,n,C) óìíîæåíèåì íà k. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ íà-
çûâàåòñÿ êîíôîðìíîé, åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , eN â ïðîñòðàíñòâå V è êîíñòàíòû
a1 = 1, a2, . . . , aN , b

1, . . . , bN è δ òàêèå, ÷òî e1 = 11 è äëÿ ëþáûõ g, n ≥ 0, 2g − 2 + n > 0, è
èíäåêñîâ 1 ≤ α1, . . . , αn ≤ N âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî(

1

2
Deg +

n∑
i=1

aαi

)
cg,n (⊗ni=1eαi) + π∗cg,n+1 (⊗ni=1eαi ⊗ bγeγ) = ((g − 1)δ + n)cg,n (⊗ni=1eαi) .

Çäåñü ÷åðåç π : Mg,n+1 → Mg,n ìû îáîçíà÷àåì îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ ïîñëåäíåé îòìå-
÷åííîé òî÷êè. ×èñëî δ íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòüþ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ïîëÿ.
Ðàññìîòðèì êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ èç ðàçäåëà 3.3.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîíñòàíò γ1, γ2, . . . íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, òî êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ cHodge
g,n íå ÿâëÿ-

åòñÿ êîíôîðìíîé.
Ðàññìîòðèì êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ èç ðàçäåëà 3.3.2. Ïóñòü dimHeven(X,C) = N

è âûáåðåì îäíîðîäíûé áàçèñ e1, . . . , eN â êîãîìîëîãèÿõHeven(X,C) òàêîé, ÷òî e1 = 1. Ïóñòü
ei ∈ H2di(X,C).

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ cXg,n ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé ñ êîíñòàí-
òàìè

ai = 1− di, 1 ≤ i ≤ N,

δ = dimX,

è êîíñòàíòàìè bα, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåíñòâîì

c1(TX) = bαeα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.6), óðàâíåíèÿ äèâèçîðà [35, ðàçäåë
2.2.4] è òîãî ôàêòà, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg,n ðàâíà 3g−
3 + n. �

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ èç ðàçäåëà 3.3.3.
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Ïðåäëîæåíèå 3.8. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ cr-sping,n ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé ñ êîí-
ñòàíòàìè

ai =
r − i+ 1

r
, bi = 0, 1 ≤ i ≤ r − 1,

δ =
r − 2

r
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.9) è òîãî ôàêòà, ÷òî êîìïëåêñíàÿ
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg,n ðàâíà 3g − 3 + n. �

Âàæíåéøèì êëàññîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðîñòûå êîãîìîëî-
ãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ. Çàôèêñèðóåì îïÿòü êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cg,n : V ⊗n →
Heven(Mg,n,C) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì V ðàçìåðíîñòè N ñ áàçèñîì e1, . . . , eN òàêèì,
÷òî e1 = 11. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà η = (ηαβ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ηαβ := (eα, eβ). Îïðåäåëèì
êîíñòàíòû cαβγ, 1 ≤ α, β, γ ≤ N , ðàâåíñòâîì

cαβγ := ηαθ 〈τ0(eθ)τ0(eβ)τ0(eγ)〉0 .

Ïðåäëîæåíèå 3.9 ([35]). Êîíñòàíòû cαβγ îïðåäåëÿþò íà ïðîñòðàíñòâå V ñòðóêòóðó
êîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé e1 = 11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî cαβγ = cαγβ âûòåêàåò èç ñâîéñòâà (1) êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ïîëÿ. Çíà÷èò óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî. Èç ðàâåíñòâà (3.1) ñëåäóåò, ÷òî

cαβ,1 = ηαµ 〈τ0(eµ)τ0(eβ)τ0(e1)〉0 = ηαµηµβ = δαβ ,

è çíà÷èò âåêòîð e1 ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé.
Ïðîâåðèì òåïåðü àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ. Çàôèêñèðóåì èíäåêñû 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ N

è ïîëîæèì θ := c0,4(eα ⊗ eβ ⊗ eγ ⊗ eδ) ∈ Heven(M0,4,C). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ñêëåéêè

gl1 : M0,3 ×M0,3 →M0,4,

ïðè÷¼ì ïóñòü òî÷êè â ïåðâîì ìíîæèòåëå çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, 5, à âî âòîðîì ìíî-
æèòåëå � ÷èñëàìè 3, 4, 6, è ìû ñêëåèâàåì òî÷êè ïîä íîìåðîì 5 è 6. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî
ìîäóëåéM0,3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, òî H

∗(M0,3×M0,3,C) = C. Èç ðàâåíñòâà (3.2) ñëåäóåò, ÷òî
gl∗1(θ) = 〈τ0(eα)τ0(eβ)τ0(eµ)〉0 η

µν 〈τ0(eν)τ0(eγ)τ0(eδ)〉0 .(3.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå

gl2 : M0,3 ×M0,3 →M0,4,

ãäå òî÷êè â ïåðâîì ìíîæèòåëå çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 3, 5, à âî âòîðîì ìíîæèòåëå �
÷èñëàìè 2, 4, 6, è ìû ñêëåèâàåì òî÷êè ïîä íîìåðîì 5 è 6. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (3.2) âûòåêàåò,
÷òî

gl∗2(θ) = 〈τ0(eα)τ0(eγ)τ0(eµ)〉0 η
µν 〈τ0(eν)τ0(eβ)τ0(eδ)〉0 .(3.12)

Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M0,4 èçîìîðôíî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1, à çíà÷èò ñâÿçíî, è ïî-
ýòîìó âûðàæåíèÿ (3.11) è (3.12) ðàâíû. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ âûðàæåíèé è
ïîäíèìàÿ èíäåêñ α, ìû ïîëó÷àåì

cαβµc
µ
γδ = cαγµc

µ
βδ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî àññîöèàòèâíîñòè ïîñòðîåííîãî íàìè óìíîæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå V . �

Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè àëãåáðà, îïðåäåëÿåìàÿ
ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè cαβγ, íå èìååò íèëüïîòåíòîâ.
Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ èç ðàçäåëà 3.3.1 ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé, òàê êàê ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ àëãåáðà ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Êîãîìîëîãè÷åñêèå òåîðèè
ïîëÿ, âîçíèêàþùèå â òåîðèè Ãðîìîâà-Âèòòåíà (ñì. ðàçä. 3.3.2) ìîãóò áûòü êàê ïîëóïðî-
ñòûìè, òàê è íåò. Ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ
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ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ P1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòè Ýíðèêåñà, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Áîëåå òîãî, íèêàêîé èç
å¼ ñäâèãîâ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì (ñì. [42]). Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, çà-
äàâàåìàÿ êëàññîì Âèòòåíà èç ðàçäåëà 3.3.3, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé äëÿ r ≥ 3, îäíàêî å¼
ìîæíî ñäâèíóòü íà íåêîòîðûé âåêòîð, ÷òîáû îíà ñòàëà ïîëóïðîñòîé (ñì. [49]).
Âàæíîñòü ïîëóïðîñòûõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ âî ìíîãîì îáóñëîâëåíà ñëåäóþ-

ùèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 3.10 ([53]). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cg,n : V ⊗n →
Heven(Mg,n,C).
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Òîãäà
íàáîð êëàññîâ â ðîäå íîëü c0,n(⊗ni=1vi), vi ∈ V , îïðåäåëÿåò êëàññû cg,n(⊗ni=1vi) â ñòàðøèõ
ðîäàõ g ≥ 1 îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ

cg,n(⊗ni=1vi) 7→ cg,n(⊗ni=1vi) · e
∑
i≥1 γiCh2i−1(Λ),

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòàíò γi ∈ C, i ≥ 1.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî óñëîâèÿ ïîëóïðîñòîòû âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå êîí-
ôîðìíîñòè. Òîãäà êëàññû â ðîäå íîëü c0,n(⊗ni=1vi), vi ∈ V , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò êëàññû
cg,n(⊗ni=1vi) âî âñåõ ñòàðøèõ ðîäàõ g ≥ 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî óòâåðæäåíèÿ îá îäíîçíà÷íîñòè ðàáîòà [53] ñîäåðæèò òàêæå ÿâíóþ
ôîðìóëó äëÿ êëàññîâ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â ñòàðøèõ ðîäàõ. Î÷åíü õîðîøåå
èçëîæåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíî â ðàáîòå [48].

4. Èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì êîíñòðóêöèþ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà è îáñóäèì ðÿä
ïðèìåðîâ.
Ðàçäåë 4.1 ñîäåðæèò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíèì èç âàæíåéøèõ äëÿ íàñ ïðåäñòàâèòåëåé ýòîãî êëàññà ñè-
ñòåì ÿâëÿåòñÿ èåðàðõèÿ ÊäÔ, êîíñòðóêöèþ êîòîðîé ìû îïèøåì â ðàçäåëå 4.2. Äàëåå â
ðàçäåëå 4.3 ìû ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùåé
êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Ðàçäåë 4.4 ïîñâÿù¼í ïðèìåðàì.

4.1. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû. Ðàçäåë ñîäåðæèò êðàòêîå
èçëîæåíèå íåîáõîäèìûõ íàì ôàêòîâ èç òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ. ×èòàòåëþ, èíòåðåñóþùåìóñÿ ïîäðîáíîñòÿìè, ìû ìîãëè áû ïîðåêîìåí-
äîâàòü ðàáîòó [19].

4.1.1. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü N ≥ 1. Ïóñòü
wαd , 1 ≤ α ≤ N , d ≥ 0 � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå, ïðè ýòîì ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ wα0 = wα, wα1 = wαx , w

α
2 = wαxx, . . .. Äèôôåðåíöèàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðå-

ìåííûõ w1, . . . , wN íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ wαd , d ≥ 1, ñ êîýôôèöèåíòàìè,
ÿâëÿþùèìèñÿ ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè èç êîëüöà C[[w1, . . . , wN ]]. Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ wα îáðàçóåò êîëüöî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì
÷åðåç Aw1,...,wN . Îïðåäåëèì îïåðàòîð ∂x â êîëüöå Aw1,...,wN ðàâåíñòâîì

∂x :=
∑
i≥0

wαi+1

∂

∂wαi
.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:[
∂

∂wα
, ∂x

]
= 0,(4.1) [

∂

∂wαi
, ∂x

]
=

∂

∂wαi−1

, i ≥ 1.(4.2)
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Îïåðàòîð âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé δ
δwα

: Aw1,...,wN → Aw1,...,wN îïðåäåëÿåòñÿ êàê

δf

δwα
:=
∑
i≥0

(−∂x)i
∂f

∂wαi
, f ∈ Aw1,...,wN .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λw1,...,wN ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Aw1,...,wN ïî ïîäïðîñòðàí-
ñòâó, ïîðîæä¼ííîìó êîíñòàíòàìè è îáðàçîì îïåðàòîðà ∂x:

Λw1,...,wN := Aw1,...,wN/(C⊕ Im(∂x)).

Ïðîñòðàíñòâî Λw1,...,wN íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ìû èìååì
êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ

Aw1,...,wN → Λw1,...,wN .

Îáðàç äèôôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ Aw1,...,wN ïîä äåéñòâèåì ýòîé ïðîåêöèè ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

f =

∫
fdx.

Äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòüþ ëîêàëüíîãî ôóíê-
öèîíàëà f . Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (4.1) è (4.2), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f âûïîëíÿåòñÿ δ

δwα
∂xf = 0. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ δ
δwα

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå ëîêàëüíûõ
ôóíêöèîíàëîâ Λw1,...,wN .
Â êîëüöå Aw1,...,wN èìååòñÿ ãðàäóèðîâêà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì degwαd := d. Ýòà

ãðàäóèðîâêà ïåðåíîñèòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî Λw1,...,wN . Ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ è ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñòåïåíè k ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A[k]

w1,...,wN

è Λ
[k]

w1,...,wN
, ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåä¼ì òåïåðü ïîíÿòèå ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû íà ïðîñòðàíñòâå ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ. Ðàññìîòðèì N × N ìàòðèöó K = (Kαβ), ÷üè ýëåìåíòû Kαβ ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûìè îïåðàòîðàìè:

Kαβ =
∑
i≥0

Kαβ
i ∂ix, Kαβ

i ∈ Aw1,...,wN .

Ìû ïðåäïîëàãàåì çäåñü, ÷òî ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé. Îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ ôîðìó
{·, ·}K : Λw1,...,wN × Λw1,...,wN → Λw1,...,wN ôîðìóëîé

{f, g}K :=

∫
δf

δwα
Kαβ δg

δwβ
dx, f, g ∈ Λw1,...,wN .

Ñêîáêà {·, ·}K íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà, åñëè îíà êîñîñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿ-
åò òîæäåñòâó ßêîáè. Îïåðàòîð K â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâûì. Ñòàíäàðòíûì
ïðèìåðîì ïóàññîíîâà îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð η∂x, ãäå η = (ηαβ) � ïðîèçâîëüíàÿ
ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Íàì ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì ðàñøèðåííûå ïðîñòðàíñòâà Âw1,...,wN è Λ̂w1,...,wN , îïðå-

äåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè Âw1,...,wN := Aw1,...,wN [[ε]] è Λ̂w1,...,wN := Λw1,...,wN [[ε]]. Ýëåìåíòû
ðàñøèðåííûõ ïðîñòðàíñòâ ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè ìíîãî÷ëåíà-

ìè è ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè. Ïîëîæèì deg ε := −1. ×åðåç Â[k]

w1,...,wN
⊂ Âw1,...,wN

è Λ̂
[k]

w1,...,wN
⊂ Λ̂w1,...,wN ìû îáîçíà÷àåì ïîäïðîñòðàíñòâà ñòåïåíè k. Ïóàññîíîâû ñòðóê-

òóðû íà ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Λ̂w1,...,wN îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è íà ïðîñòðàí-
ñòâå Λw1,...,wN , ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìû òðåáóåì, ÷òîáû îïåðàòîð K = (Kαβ) èìåë

âèä Kαβ =
∑

i≥0K
αβ
i ∂ix, ãäå K

αβ
i ∈ Â

[−i+1]

w1,...,wN
. Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêà Ïóàññîíà {·, ·}K èìååò

ñòåïåíü 1:

{·, ·}K : Λ̂
[i]

w1,...,wN
× Λ̂

[j]

w1,...,wN
→ Λ̂

[i+j+1]

w1,...,wN
.
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Ýâîëþöèîííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé x è âðåìåíàìè τ1, τ2, . . . íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

∂wα

∂τd
= Pα

d (w∗, w∗x, . . . , ε), 1 ≤ α ≤ N, d ≥ 1,(4.3)

ãäå Pα
d ∈ Â

[1]

w1,...,wN
. Ñèñòåìà (4.3) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïóàññîíîâ

îïåðàòîð K è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ hd ∈ Λ̂
[0]

w1,...,wN
, d ≥ 1, òàêèõ,

÷òî

{hi, hj}K = 0, i, j ≥ 1,

Pα
d = Kαµ δhd

δwµ
, 1 ≤ α ≤ N, d ≥ 1.

Ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû hd íàçûâàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàíàìè ñèñòåìû (4.3).

4.1.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû. Ââåä¼ì êëàññ çàìåí ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ïðè èçó÷åíèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïî-
ìèìî ïåðåìåííûõ w1, . . . , wN , ðàññìîòðèì íîâûå ïåðåìåííûå u1, . . . , uN , à òàêæå ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû íàçûâàåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ âèäà

wα 7→ uα(w∗∗, ε) =
∑
k≥0

εkfαk (w∗∗), α = 1, . . . , N,(4.4)

fαk ∈ A
[k]

w1,...,wN
, fα0 |w∗=0 = 0, det

(
∂fα0
∂wβ

)∣∣∣∣
w∗=0

6= 0.

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû (4.4) ëþáîé äèôôåðåíöèàëü-

íûé ìíîãî÷ëåí f(w∗∗, ε) ∈ Âw1,...,wN ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà îò ïåðåìåííûx uα, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç f(u∗∗, ε). Ìû âèäèì òàêæå, ÷òî åñëè

f(w∗∗, ε) ∈ Â
[k]

w1,...,wN
, òî f(u∗∗, ε) ∈ Â

[k]

u1,...,uN
. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû (4.4)

îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì Â[k]

w1,...,wN
' Â[k]

u1,...,uN
. ßñíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ýòîãî èçîìîðôèç-

ìà îáðàç îïåðàòîðà ∂x ïåðåõîäèò â îáðàç îïåðàòîðà ∂x. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

òàêæå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíûõ ôóíöèîíàëîâ Λ̂
[k]

w1,...,wN
è Λ̂

[k]

u1,...,uN
.

Ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë h ∈ Λ̂w1,...,wN , ïåðåïèñàííûé â ïåðåìåííûõ uα, ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç h[u].
Îáñóäèì òåïåðü, êàê ìåíÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ìèóðû. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂wα

∂τd
= Kαµ δhd

δwµ
, 1 ≤ α ≤ N, d ≥ 1,(4.5)

ãäå K = (Kαβ) � ïóàññîíîâ îïåðàòîð, hd ∈ Λ̂
[0]

w1,...,wN
è {hi, hj}K = 0. Ðàññìîòðèì òàêæå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ìèóðû (4.4). Òîãäà ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà ñèñòåìû (4.5) â êîîðäèíàòàõ uα

çàäà¼òñÿ ãàìèëüòîíèàíàìè hd[u] è ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîì Ku = (Kαβ
u ), îïðåäåëÿåìûì

ðàâåíñòâîì

Kαβ
u =

∑
p,q≥0

∂uα(w∗∗, ε)

∂wµp
∂px ◦Kµν ◦ (−∂x)q ◦

∂uβ(w∗∗, ε)

∂wνq
.(4.6)

Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ uα ñèñòåìà (4.5) èìååò âèä

∂uα

∂τd
= Kαµ

u

δhd[u]

δuµ
.
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4.1.3. Çàìå÷àíèå î ðàñøèðåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Âw1,...,wN , Λ̂w1,...,wN è ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ìèóðû. Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷àñòî âîçíèêàþò ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂wα

∂t
= Pα(w∗, w∗x, . . .), 1 ≤ α ≤ N,

ãäå Pα ∈ Aw1,...,wN . Äëÿ èçó÷åíèÿ òàêèõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì èñïîëüçîâàòü
çàìåíû ïåðåìåííûõ âèäà wα 7→ uα = Qα(w∗, w∗x, . . .), ãäå Q

α ∈ Aw1,...,wN . Îäíàêî, äàæå åñëè
íàëîæèòü óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè

Qα|w∗∗=0 = 0, det

(
∂Qα

∂wβ

)∣∣∣∣
w∗∗=0

6= 0,

ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ çàìåí íå îáðàçóåò ãðóïïó. ×òîáû ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó ââî-
äÿòñÿ ðàñøèðåííûå ïðîñòðàíñòâà Âw1,...,wN , Λ̂w1,...,wN è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû.

4.2. Èåðàðõèÿ ÊäÔ.

4.2.1. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ïóñòü N ≥ 1 è w1, . . . , wN � ôîðìàëüíûå ïå-
ðåìåííûå.Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöåAw1,...,wN [ε, ε−1]
íàçûâàåòñÿ ðÿä Ëîðàíà âèäà

A =
m∑

n=−∞

an∂
n
x , an ∈ Aw1,...,wN [ε, ε−1],

ãäå m � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü ∂x êàê ôîðìàëüíóþ ïåðåìåí-
íóþ. Ïîëîæèì

A+ :=
m∑
n=0

an∂
n
x è resA := a−1.

Ïðîèçâåäåíèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

∂kx ◦ f :=
∞∑
l=0

k(k − 1) . . . (k − l + 1)

l!
∂lxf∂

k−l
x ,

ãäå k ∈ Z è f ∈ Aw1,...,wN [ε, ε−1]. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m ≥ 2 è
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A âèäà

A = ∂mx +
∞∑
n=1

an∂
m−n
x

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A
1
m âèäà

A
1
m = ∂x +

∞∑
n=1

ãn∂
m−n
x ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó
(
A

1
m

)m
= A.

4.2.2. Êîíñòðóêöèÿ èåðàðõèè. Ïóñòü w � ôîðìàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, è ðàññìîòðèì ïñåâäî-
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå Aw[ε, ε−1]. Ðàññìîòðèì îïåðà-
òîð

L = ∂2
x + 2ε−2w.

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 âûðàæåíèå ε2n+2

[(
Ln+ 1

2

)
+
, L

]
íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè ñèìâîëà ∂x, è, áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïå-
íè 1 îò ïåðåìåííîé w. Èåðàðõèåé ÊäÔ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé:

∂w

∂tn
=

ε2n+2

2(2n+ 1)!!

[(
Ln+ 1

2

)
+
, L

]
, n ≥ 0.(4.7)

Èåðàðõèÿ ÊäÔ îáëàäàåò ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé. Ñêîáêà Ïóàññîíà çàäà¼òñÿ îïåðàòî-
ðîì ∂x, à ãàìèëüòîíèàíû � ôîðìóëîé

h
KdV

d =
ε2d+4

(2d+ 3)!!

∫
resL

2d+3
2 dx, d ≥ 0.

Èåðàðõèÿ ÊäÔ èìååò î÷åíü áîãàòóþ òåîðèþ. Õîðîøåå å¼ èçëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ â êíè-
ãå [18].

4.3. Êîíñòðóêöèÿ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Êàê ìû óæå êðàòêî îáñóæäàëè
âî ââåäåíèè, â ðàáîòå [19] áûëà ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîé êîíôîðìíîé ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ áèãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàçûâàåìóþ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Óòâåð-
æäåíèå î ïîëèíîìèàëüíîñòè óðàâíåíèé èåðàðõèè, à òàêæå îáåèõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð
áûëè âûñêàçàíû â êà÷åñòâå ãèïîòåçû. Â ðàáîòå [11] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ
óðàâíåíèé èåðàðõèè, à òàêæå ïåðâîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû îáîáùàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, è áûëà äîêàçàíà èõ ïîëèíîìèàëüíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà
êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Â íàøåì èçëîæåíèè íèæå ìû â îñ-
íîâíîì ñëåäóåì ðàáîòå [11].
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, çàäàâàåìóþ íàáîðîì ëè-

íåéíûõ îòîáðàæåíèé cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C). Ïóñòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî V èìååò
ðàçìåðíîñòü N ≥ 1, è çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , eN â ïðîñòðàíñòâå V òàêîé, ÷òî âåêòîð e1

ñîâïàäàåò ñ åäèíèöåé 11 íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ.

4.3.1. Óðàâíåíèÿ èåðàðõèè. Ââåä¼ì ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå tαd , 1 ≤ α ≤ N , d ≥ 0, è ε.
Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïåðåìåííûå t10 è x. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë F (t∗∗, ε) íàøåé êîãî-
ìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ:

F (t∗∗, ε) =
∑
g,n≥0

2g−2+n>0

ε2g

n!

∑
1≤α1,...,αn≤N
d1,...,dn≥0

(∫
Mg,n

cg,n(⊗ni=1eαi)
n∏
i=1

ψdii

)
n∏
i=1

tαidi .

Îïðåäåëèì ôîðìàëüíûé ðÿä (wtop)α(t∗∗, ε) ðàâåíñòâîì

(wtop)α := ηαβ
∂2F

∂tβ0∂t
1
0

.

Ïîëîæèì (wtop)αn := ∂n

∂xn
(wtop)α. Èç óðàâíåíèÿ ñòðóíû (3.4) ñëåäóåò, ÷òî

(wtop)αn = tαn + δα,1δn,1 +O(t2) +O(ε2).(4.8)

Çäåñü ñèìâîë O(t2) îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíûé ðÿä îò ïåðåìåííûõ tγd, íå èìåþùèé êîíñòàíò-
íûõ è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Èç ðàâåíñòâà (4.8) âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé ôîðìàëüíûé ðÿä îò

ïåðåìåííûõ tβd è ε ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïåðåïèñàòü â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà îò
âûðàæåíèé ((wtop)αn−δα,1δn,1) è ε. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé ïîëèíîìèàëüíîñòè, ïåðâîå èç êîòîðûõ ìû ñôîðìóëèðóåì
ñåé÷àñ, à âòîðîå � â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïåðâîå óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 ≤ α, β ≤ N è p, q ≥ 0

ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ωα,p;β,q ∈ Â[0]

w1,...,wN
òàêîé, ÷òî

Ωα,p;β,q|wγn=(wtop)γn
=

∂2F

∂tαp∂t
β
q

.
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Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî åñëè óêàçàííûé â óñëîâèè äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí
ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé.

Òåîðåìà 4.1 ([11]). Ïåðâîå óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïîëóïðî-
ñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂wα

∂tβq
= ηαγ∂xΩγ,0;β,q, 1 ≤ α, β ≤ N, q ≥ 0.(4.9)

Ýòà ñèñòåìà çàäà¼ò óðàâíåíèÿ èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùåé íàøåé
êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû èìååì Ω1,0;α,0 = ηαγw

γ, è çíà÷èò
óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.9) ïðè β = 1 è q = 0 èìååò âèä

∂wα

∂t10
= wαx ,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåì ïåðåìåííûå t10 è x. Íàáîð èç ôóíêöèé
(wtop)1, . . . , (wtop)N îáðàçóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (4.9), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ðåøåíèåì. Îíî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.9), óäîâëåòâîðÿþùèì íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ

(wtop)α(t10 = x, 0, 0, . . . , ε) = δα,1x.

Èç óðàâíåíèÿ ñòðóíû (3.4) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ðåøåíèå (wtop)α ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë F .

Çàìå÷àíèå 4.2. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â òåîðèè èåðàðõèé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííûõ tαd 7→ (wtop)αd − δα,1δd,1 ÿâëÿåòñÿ äàæå â ñàìûõ ïðî-
ñòåéøèõ ñëó÷àÿõ î÷åíü ñëîæíîé, è ïîýòîìó ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèâåä¼ííîé êîíñòðóê-
öèè ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èåðàðõèþ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà òîëüêî â î÷åíü îãðàíè÷åííîì
÷èñëå ñëó÷àåâ.

4.3.2. Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà. Ãàìèëüòîíèàíû èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà çàäà-
þòñÿ ôîðìóëîé

hα,p :=

∫
Ωα,p+1;1,0dx, 1 ≤ α ≤ N, p ≥ 0.(4.10)

Êîíñòðóêöèÿ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé. Ðàññìîòðèì ðÿä

(vtop)α(t∗∗) := (wtop)α
∣∣
ε=0

.

Ïîëîæèì (vtop)αn := ∂n

∂xn
(vtop)α. Èç ðàâåíñòâà (4.8) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ôîðìàëüíûé ðÿä îò

ïåðåìåííûõ tαn è ε ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà

îò âûðàæåíèé ((vtop)βd − δd,1δβ,1) è ε. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî g ≥ 1 ìû ìîæåì âûðàçèòü
ðÿä Fg â âèäå ôóíêöèè îò ðÿäîâ (vtop)αn.

Ïðåäëîæåíèå 4.3 (ñì. íàïð. [11]). Äëÿ ëþáîãî g ≥ 1 ôóíêöèÿ Fg, âûðàæåííàÿ êàê
ôóíêöèÿ îò ðÿäîâ (vtop)αn, çàâèñèò òîëüêî îò ðÿäîâ (vtop)αn, ãäå n ≤ 3g − 2.

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå v1, . . . , vN . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Awk
v1,...,vN êîëüöî ôîð-

ìàëüíûõ ðÿäîâ îò âûðàæåíèé (vαn − δα,1δn,1), 1 ≤ α ≤ N , n ≥ 0, ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Èìååòñÿ î÷åâèäíîå âëîæåíèå

Av1,...,vN ⊂ Awk
v1,...,vN .

Ïîëîæèì Âwk
v1,...,vN := Awk

v1,...,vN [[ε]]. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé ýëåìåíò wα(v∗∗, ε) ∈ Âwk
v1,...,vN òàêîé, ÷òî

wα(vtop, vtop
x , . . . , ε) = (wtop)α.
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Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè wα(v∗∗, ε) ïî ñòåïåíÿì ε:

wα(v∗∗, ε) = vα +
∑
g≥1

ε2gfαg (v∗∗), fαg ∈ Awk
v1,...,vN .(4.11)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ fαg (v∗∗) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ vγn, ãäå
n ≤ 3g. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëó (4.11) êàê çàìåíó ïåðåìåííûõ ìåæäó ïåðåìåí-
íûìè vα è wα. Îïðåäåëèì îïåðàòîð K(v∗∗, ε) =

(
Kαβ(v∗∗, ε)

)
1≤α,β≤N ðàâåíñòâîì

Kαβ(v∗∗, ε) :=
∑
p,q≥0

∂wα(v∗∗, ε)

∂vµp
∂px ◦ ηµν∂x ◦ (−∂x)q ◦

∂wβ(v∗∗, ε)

∂vνq
.(4.12)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ fαg (v∗∗) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ v
γ
n, ãäå n ≤ 3g, áåñêîíå÷-

íàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.12) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
ñòåïåíè ïåðåìåííîé ε. Ïîýòîìó âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.12) èìååò ñìûñë.
Ìû èìååì ðàçëîæåíèå

Kαβ(v∗∗, ε) =
∑
i≥0

Kαβ
i (v∗∗, ε)∂

i
x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kαβ
i (w∗∗, ε) ôóíêöèþ Kαβ

i (v∗∗, ε), âûðàæåííóþ â ïåðåìåííûõ wγ. Ìû èìå-

åì Kαβ
i (w∗∗, ε) ∈ Âwk

w1,...,wN . Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü âòîðîå óñëîâèå ïîëèíîìè-
àëüíîñòè.

Âòîðîå óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 ≤ α, β ≤ N è i ≥ 0

âûïîëíÿåòñÿ Kαβ
i (w∗∗, ε) ∈ Â

[−i+1]

w1,...,wN
.

Òåîðåìà 4.4 ([11], ñì. òàêæå [10]). Âòîðîå óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáîé ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ.

Îïðåäåëèì N ×N ìàòðèöû Ki(w
∗
∗, ε) ðàâåíñòâîì Ki(w

∗
∗, ε) := (Kαβ

i (w∗∗, ε))1≤α,β≤N . Îïå-
ðàòîð K =

∑
i≥0Ki(w

∗
∗, ε)∂

i
x ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì. Âìåñòå ñ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëà-

ìè (4.10) îí îïðåäåëÿåò ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó äëÿ ñèñòåìû (4.9). Ñèñòåìà (4.9) âìåñòå
ñ ïîñòðîåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà,
ñîîòâåòñòâóþùåé íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 4.5. Äëÿ êîíôîðìíîé è ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â ñòà-
òüå [19] áûëà ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ âòîðîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû, ñîãëàñîâàííîé ñ
ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé, îïèñàííîé âûøå. Ïîëèíîìèàëüíîñòü âòîðîé ïóàññîíîâîé ñòðóê-
òóðû ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ âàæíîé îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

4.3.3. Çàìå÷àíèå î åäèíñòâåííîñòè ïóàññîíîâà îïåðàòîðà. Ïðèâåä¼ì ïîëåçíîå ñîîáðàæå-
íèå, ïîìîãàþùåå âû÷èñëÿòü ïóàññîíîâ îïåðàòîð èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà â êîí-
êðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðåäëîæåíèå 4.6 ([11, ðàçä. 6]). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ
ïîëÿ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè. Ïðåäïîëî-
æèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóàññîíîâ îïåðàòîð K âèäà K =

∑
i≥1Ki∂

i
x òàêîé, ÷òî

âìåñòå ñ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè (4.10) îí çàäà¼ò ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó äëÿ
ñèñòåìû (4.9). Òîãäà âòîðîå óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, è îïåðà-
òîð K ïîëó÷àåòñÿ êîíñòðóêöèåé, îïèñàííîé â ðàçäåëå 4.3.2.

4.4. Ïðèìåðû.

4.4.1. Òðèâèàëüíàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ è èåðàðõèÿ ÊäÔ. Çàôèêñèðóåì âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòè 1 ñ áàçèñíûì âåêòîðîì e è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì (e, e) = 1. Ðàññìîòðèì òðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ ctriv

g,n : V ⊗n →
Heven(Mg,n,C), çàäàâàåìóþ ðàâåíñòâîì

ctriv
g,n (e⊗n) := 1 ∈ H0(Mg,n,C).
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Ïîñêîëüêó âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V èìååò ðàçìåðíîñòü 1, ìû íå áóäåì ïèñàòü âåðõíèå
èíäåêñû â ïåðåìåííûõ tαd è w

α
d . Ïîòåíöèàë íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ çàäà¼òñÿ

ðàâåíñòâîì

F (t0, t1, . . . , ε) =
∑

g≥0, n≥1
2g−2+n>0

ε2g

n!

∑
d1,...,dn≥0

(∫
Mg,n

ψd11 · · ·ψdnn

)
td1 · · · tdn .

Â ðàáîòå [55] Ý. Âèòòåí âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî ðÿä wtop = ∂2F
∂t20

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èåðàð-

õèè ÊäÔ (4.7). Óðàâíåíèå ñòðóíû (3.4) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò èíòåãðàëû
∫
M0,n

ψd11 · · ·ψdnn ,

è ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∫
M0,n

ψd11 · · ·ψdnn =

{
(n−3)!
d1!···dn!

, åñëè
∑
di = n− 3,

0, èíà÷å.
(4.13)

Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ãèïîòåçó Âèòòåíà â ðîäå 0. Â ðîäå 1 ãèïîòåçó Âèòòåíà ìîæíî
äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû (3.4) è äèëàòîí (3.5). Â ñòàðøèõ ðîäàõ ãèïîòåçà
Âèòòåíà ÿâëÿåòñÿ ãëóáîêî íåòðèâèàëüíûì óòâåðæäåíèåì. Êàê ìû óæå óïîìèíàëè âî ââå-
äåíèè, äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âèòòåíà áûëî âïåðâûå çàÿâëåíî â ðàáîòå [34], íåêîòîðûå
åãî äåòàëè áûëè ïðîÿñíåíû âïîñëåäñòâèè â ðàáîòàõ [39, 57]. Îñíîâàííûå íà ñîâåðøåííî
äðóãèõ èäåÿõ äîêàçàòåëüñòâà áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [47, 32, 43].

Òåîðåìà 4.7 ([19]). Èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðèâèàëüíîé
êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, ñîâïàäàåò ñ èåðàðõèåé ÊäÔ.

4.4.2. Êëàññû Õîäæà è èåðàðõèÿ óðàâíåíèÿ äâóõñëîéíîé æèäêîñòè. Ðàññìîòðèì òî æå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíîå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cHodge

g,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C)
ðàâåíñòâîì

cHodge
g,n (e⊗n) := 1 + µλ1 + . . .+ µgλg ∈ Heven(Mg,n,C).(4.14)

Ïóñòü FHodge(t0, t1, . . . , ε) � å¼ ïîòåíöèàë.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂u

∂t
= uux +

∑
g≥1

ε2gµg−1 |B2g|
(2g)!

u2g+1,(4.15)

ãäå ÷åðåç Bn ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëà Áåðíóëëè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì

z

ez − 1
=
∑
n≥0

Bn
zn

n!
.

Óðàâíåíèå (4.15) îïèñûâàåò äëèííûå âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõñëîéíîé æèäêîñòè êî-
íå÷íîé ãëóáèíû. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îíî ÷àùå âñåãî íàçûâàåòñÿ Intermediate Long
Wave equation. Ïðè µ = 0 óðàâíåíèå (4.15) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ÊäÔ. Êàê è óðàâíåíèå
ÊäÔ, óðàâíåíèå äâóõñëîéíîé æèäêîñòè (4.15) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì íåòðèâèàëüíûì óðàâíå-
íèåì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé
è íàçûâàåìîé èåðàðõèåé óðàâíåíèÿ äâóõñëîéíîé æèäêîñòè. Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ýòîé
ñèñòåìû çàäà¼òñÿ îïåðàòîðîì ∂x, à ïåðâûå íåñêîëüêî èç áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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ãàìèëüòîíèàíîâ h
ILW

d , d ≥ 0, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h
ILW

0 =

∫
u2

2
dx,

h
ILW

1 =

∫ (
u3

6
+
∑
g≥1

ε2gµg−1 |B2g|
2(2g)!

uu2g

)
dx,

h
ILW

2 =

∫ (
u4

4!
+
ε2

48
u2uxx +

∑
g≥2

|B2g|
(2g)!

ε2g

(
µg−2 g + 1

2
uu2g + µg−1 1

4
u2u2g

))
dx.

Ãàìèëüòîíèàí h
ILW

1 çàäà¼ò ñàìî óðàâíåíèå äâóõñëîéíîé æèäêîñòè (4.15). Ðàáîòà [5] ñîäåð-

æèò îïèñàíèå ãàìèëüòîíèàíîâ h
ILW

d äëÿ âñåõ d ≥ 0.

Òåîðåìà 4.8 ([5]). Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

w 7→ u(w∗∗, ε) = w +
∑
g≥1

(−1)g

22g(2g + 1)!
ε2gµgw2g(4.16)

ïåðåâîäèò èåðàðõèþ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùóþ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåî-
ðèè ïîëÿ (4.14), â èåðàðõèþ óðàâíåíèÿ äâóõñëîéíîé æèäêîñòè.

Çàìå÷àíèå 4.9. Â ðàáîòå [33] Ì. Êàçàðÿí äîêàçàë, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîé çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ ðÿä FHodge ñòàíîâèòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè. Ïîäõîä
Ì. Êàçàðÿíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà èç ðàáîòû [5]. Êàê íàì êàæåòñÿ,
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàïðÿìóþ âûâåñòè îäèí ðåçóëüòàò èç äðóãîãî.

4.4.3. Òåîðèÿ Ãðîìîâà-Âèòòåíà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è èåðàðõèÿ Òîäû. Ðàññìîòðèì òåî-
ðèþ Ãðîìîâà-Âèòòåíà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 è ñîîòâåòñòâóþùóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåî-
ðèþ ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî V äâóìåðíî è ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì
êîãîìîëîãèé H∗(P1,C). Îáîçíà÷èì ÷åðåç e1 åäèíèöó, à ÷åðåç e2 êëàññ, äâîéñòâåííûé òî÷-
êå, â êîãîìîëîãèÿõ H∗(P1,C). Ïîëóãðóïïà ýôôåêòèâíûõ êëàññîâ E ⊂ H2(P1,Z) ñâîáîäíî
ïîðîæäåíà ôóíäàìåíòàëüíûì êëàññîì [P1], ïîýòîìó ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü E = Z≥0.
Êîëüöî Íîâèêîâà N îòîæäåñòâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ñ êîëüöîì C[[q]]. Ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå V â áàçèñå e1, e2 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé η = (ηαβ), ãäå η1,2 = η2,1 = 1
è η1,1 = η2,2 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç cP
1

g,n,d : V ⊗n → Heven(Mg,n,C), g, n, d ≥ 0, 2g − 2 + n > 0, ëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ, çàäàþùèå íàøó êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ. Ïîòåíöèàë òîãäà çàäà¼òñÿ
ðàâåíñòâîì

F P1

(t∗∗, q, ε) =
∑
g,n≥0

2g−2+n>0

ε2g

n!

∑
d≥0

qd
∑

α1,...,αn∈{1,2}
d1,...,dn≥0

(∫
Mg,n

cP
1

g,n,d(⊗ni=1eαi)
n∏
i=1

ψdii

)
n∏
i=1

tαidi .

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ ïîòåíöèàë òåïåðü çàâèñèò îò ôîðìàëü-
íîé ïåðåìåííîé q. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ, ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà è ãàìèëüòîíèàíû èåðàðõèè
òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà òîæå çàâèñÿò îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé q.
Èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà â äàííîì ñëó÷àå òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàñøèðåííîé èåðàð-

õèåé Òîäû, ïîñòðîåííîé â ðàáîòå [16]. Ïðèâåä¼ì âêðàòöå êîíñòðóêöèþ ýòîé èåðàðõèè.

Ïóñòü v1, v2 � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå è ðàññìîòðèì êîëüöî Âv1,v2 . Äëÿ ëþáîãî ôîðìàëü-
íîãî ðÿäà a âèäà

a =
∑
k∈Z

ak(v
∗
∗, q, ε)e

kε∂x , ak ∈ Âv1,v2 [q, q−1],

ïîëîæèì
a+ :=

∑
k≥0

ake
kε∂x è res a := a0.
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L = eε∂x + v1 + qev
2

e−ε∂x .

Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàñøèðåííîé èåðàðõèè Òîäû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂L

∂t1p
= ε−1 2

p!
[(Lp(logL−Hp))+, L], p ≥ 0,

∂L

∂t2p
= ε−1 1

(p+ 1)!
[(Lp+1)+, L], p ≥ 0.

Çäåñü Hp := 1 + 1
2

+ . . . + 1
p
, åñëè p ≥ 1, è H0 := 0. Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà logL ÷èòà-

òåëü ìîæåò íàéòè â ðàáîòå [16]. Ê ïðèìåðó, ó íàñ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîèçâîäíîé ∂

∂t20
:

∂v1

∂t20
=
eε∂x − 1

ε
qev

2

,

∂v2

∂t20
=

1− e−ε∂x
ε

v1.

Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà ðàñøèðåííîé èåðàðõèè Òîäû çàäà¼òñÿ ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîì

KTd =

(
0 ε−1(eε∂x − 1)

ε−1(1− e−ε∂x) 0

)
(4.17)

è ãàìèëüòîíèàíàìè

h
Td

1,p[v] =

∫ (
2

(p+ 1)!
res(Lp+1(logL−Hp+1))

)
dx,

h
Td

2,p[v] =

∫ (
1

(p+ 2)!
res(Lp+2)

)
dx.

Èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñâÿçàíà ñ ðàñøèðåííîé èåðàðõèåé Òîäû ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Îïðåäåëèì ìàòðèöû Sk = ((Sk)

α
β)1≤α,β≤2, k ≥ 0, ðàâåíñòâàìè (S0)αβ := δαβ è

(S2k−1)αβ :=


1

k!(k−1)!
qk, åñëè α = 1, β = 2,

− 2Hk−1

((k−1)!)2
qk−1, åñëè α = 2, β = 1,

0, èíà÷å;

(S2k)
α
β :=


(

1
(k!)2
− 2Hk

k!(k−1)!

)
qk, åñëè α = β = 1,

1
(k!)2

qk, åñëè α = β = 2,

0, èíà÷å;

äëÿ k ≥ 1. Îïðåäåëèì ñîïðÿæ¼ííûå ìàòðèöû S∗k = ((S∗k)
α
β) ðàâåíñòâîì (S∗k)

α
β := ηαµηβν(Sk)

ν
µ.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

w1(v∗∗, ε) =
ε∂x

eε∂x − 1
v1, w2(v∗∗, ε) =

ε2∂2
x

eε∂x + e−ε∂x − 2
v2.(4.18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hP
1

α,p ∈ Λ̂
[0]

w1,w2 è KP1
ãàìèëüòîíèàíû è ïóàññîíîâ îïåðàòîð èåðàðõèè òî-

ïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùåé íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîëîæèì ïî

îïðåäåëåíèþ h
Td

α,−1[w] :=
∫
ηαµw

µdx.
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Òåîðåìà 4.10 ([21]). Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

h
P1

α,p =

p+1∑
i=0

(−1)i(S∗i )
µ
αh

Td

µ,p−i[w],

KP1

= KTd
w =

(
0 ε2∂3x

eε∂x+e−ε∂x−2
ε2∂3x

eε∂x+e−ε∂x−2
0

)
.

Çàìå÷àíèå 4.11. Íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 ìîæíî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå ãðóïïû C∗,
t · (x : y) := (tx : y), t ∈ C∗, (x : y) ∈ P1, è òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî ñòàáèëüíûõ
îòîáðàæåíèéMg,n(P1, d) òàêæå íàäåëÿåòñÿ C∗-äåéñòâèåì. Â ðàáîòå [46] À. Îêóíüêîâ è
Ð. Ïàíäõàðèïàíäå äîêàçàëè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêâèâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé
íà ïðîñòðàíñòâåMg,n(P1, d) êîíòðîëèðóåòñÿ äâóìåðíîé èåðàðõèåé Òîäû. Èçâåñòíî, ÷òî
îáû÷íàÿ, òî åñòü íåýêâèâàðèàíòíàÿ, òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé ïîëó÷àåòñÿ èç ýêâèâàðèàíò-
íîé, åñëè ïîëîæèòü çíà÷åíèå ýêâèâàðèàíòíîãî ïàðàìåòðà ðàâíûì íóëþ. Íàì ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ èíòåðåñíîé çàäà÷à íàïðÿìóþ âûâåñòè òåîðåìó 4.10 èç ðåçóëüòàòà Îêóíüêîâà-
Ïàíäõàðèïàíäå.

4.4.4. Êëàññ Âèòòåíà è èåðàðõèÿ Ãåëüôàíäà-Äèêîãî. Ïóñòü r ≥ 2. Ðàññìîòðèì êîãîìî-
ëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cr-sping,n , çàäàâàåìóþ r-ñïèí êëàññîì Âèòòåíà èç ðàçäåëà 3.3.3.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà òåñíî ñâÿçàíà ñ èåðàðõèåé Ãåëüôàíäà-
Äèêîãî, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü f0, f1, . . . , fr−2 � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå, è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïñåâäîäèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå Af0,f1,...,fr−2 . Ïðîèçâîäíûå ∂
n
xfi ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fi,n. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L = ∂rx + fr−2∂
r−2
x + . . .+ f1∂x + f0.

Èåðàðõèåé Ãåëüôàíäà-Äèêîãî íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè f0, . . . , fr−2 è âðåìåíàìè Tm,
m ≥ 1:

∂L

∂Tm
= [(Lm/r)+, L], m ≥ 1.(4.19)

Ìû âèäèì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè Trk òðèâèàëüíàÿ,
∂L
∂Trk

= 0, è ïîýòîìó âðåìåíà Trk

ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü. Ïîñêîëüêó (L1/r)+ = ∂x, ìû ïîëó÷àåì ∂fi
∂T1

= (fi)x, ñëåäîâàòåëüíî
ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü T1 = x.
Îïèøåì òåïåðü êîíñòðóêöèþ ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû äëÿ èåðàðõèè Ãåëüôàíäà-Äèêîãî.

Ðàññìîòðèì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

X = ∂−(r−1)
x ◦Xr−2 + . . .+ ∂−1

x ◦X0, X0, X1, . . . , Xr−2 ∈ Af0,...,fr−2 .

Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð [X,L]+ èìååò âèä

[X,L]+ =
∑

0≤α,β≤r−2

((KGD)αβXβ)∂αx ,

ãäå

(KGD)αβ =
∑
i≥0

(KGD)αβi ∂ix, (KGD)αβi ∈ Af0,...,fr−2 .

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé. Îïåðàòîð KGD = ((KGD)αβ)0≤α,β≤r−2 ÿâëÿåòñÿ ïóàñ-

ñîíîâûì. Îïðåäåëèì ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû h
GD

m ∈ Λf0,...,fr−2 , m ≥ 1, ôîðìóëîé

h
GD

m := − r

m+ r

∫
resL(m+r)/rdx, m ≥ 1.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {
h

GD

m , h
GD

n

}
KGD

= 0, m, n ≥ 1.
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Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà èåðàðõèè Ãåëüôàíäà-Äèêîãî (4.19) çàäà¼òñÿ ëîêàëüíûìè ôóíê-

öèîíàëàìè h
GD

m è ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîìKGD. Áîëåå ïîäðîáíî òåîðèþ èåðàðõèè Ãåëüôàíäà-
Äèêîãî ÷èòàòåëü ìîæåò èçó÷èòü ïî êíèãå [18].
Èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ cr-sping,n ,

ïîëó÷àåòñÿ èç èåðàðõèè Ãåëüôàíäà-Äèêîãî ñëåäóþùåé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Ïóñòü w1, . . . , wr−1

� ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå, è ðàññìîòðèì çàìåíó

fα 7→ wα(f∗,∗) =
1

(r − α)(−r) r−α−1
2

resL(r−α)/r, 1 ≤ α ≤ r − 1.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ýòà çàìåíà ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé, à òî÷íåå ãîâîðÿ, îíà èìååò âèä

wα(f∗,∗) =
1

r(−r) r−α−1
2

fα−1 + Pα, Pα ∈ Afα,...,fr−2 ,

è, çíà÷èò, îíà îáðàòèìà. Îïðåäåëèì ïóàññîíîâ îïåðàòîð Kr-spin = ((Kr-spin)αβ)1≤α,β≤r−1 è

ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû h
r-spin

α,d ∈ Λw1,...,wr−1 , 1 ≤ α ≤ r − 1, d ≥ 0, ðàâåíñòâàìè

Kr-spin := (−r)
r
2KGD

w ,

h
r-spin

α,d :=
1

(−r) r+k−1
2
−dk!r

h
GD

k [w],

ãäå k := α + rd è k!r :=
∏d

i=0(α + ri). Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç KGD
w ìû îáîçíà÷àåì îïåðà-

òîð KGD, ïåðåïèñàííûé â ïåðåìåííûõ wα è âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå (4.6).

Çàìå÷àíèå 4.12. Ëþáîìó ëîêàëüíîìó ôóíêöèîíàëó h =
∑

i≥0 hi ∈ Λw1,...,wr−1, deg hi = i,

ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë h
′ ∈ Λ̂

[0]

w1,...,wr−1 ðàâåíñòâîì h
′

:=
∑

i≥0 ε
ihi.

Òó æå ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäåëàòü è ñ ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîì âèäà K = (Kµν), ãäå

Kµν =
∑
i,j≥0

Kµν
i,j ∂

i
x, Kµν

i,j ∈ Aw1,...,wr−1 , degKµν
i,j = j è Kµν

0,0 = 0.

Ñîïîñòàâèì òàêîìó îïåðàòîðóK îïåðàòîð K ′ = ((K ′)µν), ãäå (K ′)µν :=
∑

i,j≥0K
µν
i,j ε

i+j−1∂ix.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Λw1,...,wr−1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â

ïðîñòðàíñòâå Λ̂
[0]

w1,...,wr−1, à îïåðàòîð, çàäàþùèé ñêîáêó Ïóàññîíà íà ïðîñòðàíñòâå Λw1,...,wr−1

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð, çàäàþùèé ñêîáêó Ïóàññîíà íà ïðîñòðàíñòâå Λ̂w1,...,wr−1.

Òåîðåìà 4.13 ([56, 23]). Èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîãîìîëî-

ãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ cr-sping,n , çàäà¼òñÿ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè h
r-spin

α,d è ïóàññîíîâûì

îïåðàòîðîì Kr-spin.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 3. Ïóàññîíîâ îïåðàòîð K3-spin è ãàìèëüòî-

íèàí h
3-spin

2,0 èìåþò âèä

K3-spin =

(
0 ∂x
∂x 0

)
,

h
3-spin

2,0 =

∫ (
(w1)2

2
+

(w2)3

18
+ ε2w

2w2
xx

72

)
dx,

è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂
∂t20
:

∂w1

∂t20
=
w2w2

x

3
+ ε2w

2
xxx

36
,

∂w2

∂t20
=w1

x.
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5. Öèêëû äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå öèêëîâ äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé è îïèøåì èõ
îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Ïóñòü a1, . . . , an � íàáîð èç n ≥ 0 öåëûõ ÷èñåë ñ íóëåâîé ñóììîé. Öèêë äâóõòî÷å÷-

íûõ âåòâëåíèé DRg(a1, . . . , an) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì êîãîìîëîãèé ñòåïåíè 2g â ïðîñòðàíñòâå
Mg,n. Îáùåå åãî îïðåäåëåíèå äîâîëüíî ñëîæíî, îäíàêî îãðàíè÷åíèå DRg(a1, . . . , an)|Mg,n

∈
H2g(Mg,n,Q) èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Â ðàçäåëå 5.1 ìû ïðèâåä¼ì
ýòó èíòåðïðåòàöèþ, à â ðàçäåëå 5.2 óæå äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå. Â ðàçäåëå 5.3 ìû îá-
ñóäèì îñíîâíûå ñâîéñòâà öèêëîâ äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé.

5.1. Öèêëû äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé íà ïðîñòðàíñòâåMg,n. Ïóñòü n ≥ 0 è a1, . . . , an
� öåëûå ÷èñëà ñ íóëåâîé ñóììîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû íóëþ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Zg(a1, . . . , an) ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåéMg,n, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ
èçîìîðôèçìà ïîìå÷åííûõ ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ (C; p1, . . . , pn) òàêèõ, ÷òî äèâèçîð
a1p1 + . . .+ anpn ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êðèâîé C ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ
ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî å¼ äèâèçîð (f) ñîâïàäàåò ñ äèâèçîðîì a1p1 + . . .+anpn.
Ïîäìíîæåñòâî Zg(a1, . . . , an) ⊂Mg,n îáðàçóåò êîìïëåêñíîå ïîäîðáèîáðàçèå, âîçìîæíî îñî-
áîå, êîìïëåêñíîé êîðàçìåðíîñòè g. Îãðàíè÷åíèå

DRg(a1, . . . , an)|Mg,n
∈ H2g(Mg,n,Q)

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êëàññ êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ïîäîðáèîáðàçèþ
Zg(a1, . . . , an) ⊂Mg,n.

5.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî g, n0, n1, n2, d ≥ 0 è ïóñòü µ1 = (µ1

1, . . . , µ
1
n1

), µ2 = (µ2
1, . . . , µ

2
n2

) � äâà íàáîðà èç

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî
∑nj

i=1 µ
j
i = d, j = 1, 2. Ñòàáèëüíîå îòíîñèòåëüíîå

îòîáðàæåíèå â íåïàðàìåòðèçîâàííóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1

[(C; p1, . . . , pn0 , q
1
1, . . . , q

1
n1
, q2

1, . . . , q
2
n2

)
f→ (T ; q1, q2)]

ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äàííûõ:

(1) (C; p1, . . . , pn0 , q
1
1, . . . , q

1
n1
, q2

1, . . . , q
2
n2

) � ïîìå÷åííàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà g;
(2) (T ; q1, q2) � ïîìå÷åííàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 0, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ öåïî÷êó

ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ, ïðè÷¼ì òî÷êè q1 è q2 ëåæàò íà êîíöåâûõ êîìïîíåíòàõ ýòîé
öåïî÷êè;

(3) f : C → T � àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
äâà óñëîâèÿ:
à) f−1(qj) = {qj1, . . . , qjnj}, j = 1, 2, ïðè÷¼ì ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â

òî÷êå qji ðàâåí µ
j
i ;

á) Ïðîîáðàçîì êàæäîé òî÷êè ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà êðèâîé T ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèå òî÷åê ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà êðèâîé C. Áîëåå òîãî, ïóñòü
q ∈ T � ïðîñòàÿ òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è p ∈ f−1(q). Òîãäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü êðèâûå C è T â îêðåñòíîñòè òî÷åê p è q â âèäå
{uv = 0} è {xy = 0}, ñîîòâåòñòâåííî, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòîáðàæåíèå f
èìåëî âèä (u, v) 7→ (um, vm) = (x, y) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà m ≥ 1;

(4) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïèñàííàÿ âûøå ñòðóêòóðà èìåëà êîíå÷íóþ ãðóïïó àâòîìîð-
ôèçìîâ. Ïîä àâòîìîðôèçìîì ìû ïîíèìàåì ïàðó àâòîìîðôèçìîâ α : C → C è
β : T → T , êîòîðûå ñîõðàíÿþò îòìå÷åííûå òî÷êè è êîììóòèðóþò ñ îòîáðàæåíè-
åì f .

Ïðèìåð ñòàáèëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 3. Íåïðèâîäèìàÿ
êîìïîíåíòà êðèâîé, ñîäåðæàùàÿ íà ðèñóíêå òî÷êó p2, îòîáðàæàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îòîá-
ðàæåíèÿ f â òî÷êó.
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•q1 •q2

•q1
1

•q1
2

•q2
3

•q2
2

•q2
1

•p1

• p2

•p3

f

C

T

Ðèñ. 3. Còàáèëüíîå îòíîñèòåëüíîå îòîáðàæåíèå

Ñòàáèëüíûå îòíîñèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ [C
f→ T ] è [C ′

f ′→ T ′] ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû α : C → C ′ è β : T → T ′, êîòîðûå ñîõðàíÿþò îòìå÷åí-
íûå òî÷êè è êîììóòèðóþò ñ îòîáðàæåíèÿìè f è f ′. Ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà
ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé â íåïàðàìåòðèçîâàííóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ
P1 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M∼

g,n0
(µ1, µ2) è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ

îòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé [26]. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì, è íà í¼ì èìååòñÿ ñòðóêòóðà ñòýêà Äåëèíÿ-Ìàìôîðäà. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé (ñì. Ðàçäåë 3.3.2), ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèéM∼

g,n0
(µ1, µ2) îáëàäàåò âèðòóàëüíûì ôóíäàìåí-

òàëüíûì êëàññîì

[M∼
g,n0

(µ1, µ2)]virt ∈ He(M
∼
g,n(µ1, µ2),Q)

â ñòåïåíè

e = 2(2g − 3 + n0 + n1 + n2).(5.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2g − 2 + n0 + n1 + n2 > 0. Òîãäà êàæäîìó ñòàáèëüíîìó îòíîñèòåëü-

íîìó îòîáðàæåíèþ [(C; p1, . . . , pn0 , q
1
1, . . . , q

1
n1
, q2

1, . . . , q
2
n2

)
f→ (T ; q1, q2)] ìîæíî ñîïîñòàâèòü

ñòàáèëèçàöèþ ïîìå÷åííîé íîäàëüíîé êðèâîé (C; p1, . . . , pn0 , q
1
1, . . . , q

1
n1
, q2

1, . . . , q
2
n2

). Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå M∼
g,n0

(µ1, µ2) → Mg,n0+n1+n2 , êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç st.
Ïóñòü g, n ≥ 0, 2g − 2 + n > 0, è a1, . . . , an � íàáîð èç öåëûõ ÷èñåë òàêîé, ÷òî

∑
ai = 0.

Ïóñòü 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in1 ≤ n � èíäåêñû, íóìåðóþùèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñðåäè íà-
áîðà a1, . . . , an, à 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jn2 ≤ n � èíäåêñû íóìåðóþùèå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàâøèåñÿ n0 := n−n1−n2 ÷èñåë èç íàáîðà a1, . . . , an ðàâíû íóëþ. Îïðå-
äåëèì íàáîðû µ1 = (µ1

1, . . . , µ
1
n1

) è µ2 = (µ2
1, . . . , µ

2
n2

) ðàâåíñòâàìè µ1
k := aik è µ

2
k := −ajk .

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèéM∼
g,n0

(µ1, µ2).
Öèêë äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

DRg(a1, . . . , an) := PD
(
st∗
(
[M∼

g,n0
(µ1, µ2)]virt

))
∈ H∗(Mg,n,Q).
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Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç PD ìû îáîçíà÷àåì îòîáðàæåíèå äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå

PD: Hk(Mg,n,Q)→ H2(3g−3+n)−k(Mg,n,Q).

Èç ôîðìóëû (5.1) ñëåäóåò, ÷òî

DRg(a1, . . . , an) ∈ H2g(Mg,n,Q).

5.3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà. Â ðîäå íîëü öèêë äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé óñòðîåí î÷åíü ïðî-
ñòî:

DR0(a1, . . . , an) = 1 ∈ H0(M0,n,Q).

Ïóñòü π : Mg,n+1 → Mg,n � îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ ïîñëåäíåé îòìå÷åííîé òî÷êè. Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

DRg(a1, . . . , an, 0) = π∗DRg(a1, . . . , an).

Ïîëåçíî òàêæå èìåòü ââèäó ñëåäóþùèé ôàêò:

DRg(0, 0, . . . , 0) = (−1)gλg ∈ H2g(Mg,n,Q).

Íàêîíåö, íàèáîëåå âàæåí äëÿ íàñ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü 0 ≤ h ≤ g è I ⊂
{1, . . . , n}, ïðè÷¼ì 2h−1+|I| > 0 è 2(g−h)−1+|Ic| > 0, ãäå Ic := {1, . . . , n}\I. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mh,|I|+1 è Mg−h,|Ic|+1, ïðè ýòîì ìû çàíóìåðîâûâàåì îòìå÷åííûå

òî÷êè íà êðèâûõ èç ïðîñòðàíñòâàMh,|I|+1 ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà I ∪ {n + 1}, à îòìå÷åí-
íûå òî÷êè íà êðèâûõ èç ïðîñòðàíñòâà Mg−h,|Ic|+1 � ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà Ic ∪ {n + 2}.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ñêëåéêè

gl : Mh,|I|+1 ×Mg−h,|Ic|+1 →Mg,n,

îòîæäåñòâëÿþùåå îòìå÷åííûå òî÷êè, çàíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè n+ 1 è n+ 2. Îïðåäåëèì
êëàññ δIh ∈ H2(Mg,n,Q) ðàâåíñòâîì δIh := gl∗(1 × 1). Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Mct

g,n ìû îáî-

çíà÷àåì îòêðûòîå ïîäîðáèîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Mg,n, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ
èçîìîðôèçìà ñòàáèëüíûõ êðèâûõ, äâîéñòâåííûé ãðàô êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Òåîðåìà 5.1 ([29, 41]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

DRg(a1, . . . , an)|Mct
g,n

=
1

g!

 n∑
i=1

a2
iψi
2
− 1

2

∑
I⊂{1,...,n}
|I|≥2

a2
Iδ
I
0 −

1

4

∑
I⊂{1,...,n}

g−1∑
h=1

a2
Iδ
I
h


g

.(5.2)

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå DRg(a1, . . . , an)|Mct
g,n

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî-

÷ëåíîì ñòåïåíè 2g îò ïåðåìåííûõ a1, . . . , an ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîñòðàíñòâåH
2g(Mct

g,n,Q).
Â îáùåì ñëó÷àå, êëàññ DRg(a1, . . . , an) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2g îò ïåðå-
ìåííûõ a1, . . . , an ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîñòðàíñòâå H2g(Mg,n,Q), è äëÿ íåãî èìååòñÿ
êðàñèâàÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà, îáîáùàþùàÿ ôîðìóëó (5.2) (ñì. [31]). Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå
ñâîéñòâ öèêëîâ äâóõòî÷å÷íûõ âåòâëåíèé ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ðàáîòàõ [31, 15].

6. DR èåðàðõèè è ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ DR èåðàðõèè è îáñóäèì ðÿä å¼ ñâîéñòâ,
âàæíåéøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåòè÷åñêàÿ ñâÿçü ñ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà.
Ðàçäåë 6.1 ñîäåðæèò êîíñòðóêöèþ DR èåðàðõèè. Äàëåå â ðàçäåëå 6.2 ìû îáñóäèì ðÿä

ïðèìåðîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ìû ÿâíî óêàæåì ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû, ñâÿçûâàþùåå
DR èåðàðõèþ è èåðàðõèþ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Â ðàçäåëå 6.3 ìû ñôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó
îá ýêâèâàëåíòíîñòè DR èåðàðõèè è èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Â ðàçäåëå 6.4 ìû îáñó-
äèì îïåðàòîð ðåêóðñèè, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü âñþ áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãàìèëüòîíèàíîâ DR èåðàðõèè, çíàÿ ëèøü îäèí èç íèõ. Ðàçäåë 6.5 ñîäåðæèò îïðåäåëåíèå
ïîòåíöèàëà DR èåðàðõèè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò î÷åíü êîðîòêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó
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îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ èåðàðõèé. Â ðàçäåëå 6.6 ìû êðàòêî óïîìÿíåì ðÿä äðóãèõ ñâîéñòâ
DR èåðàðõèè.

6.1. Êîíñòðóêöèÿ DR èåðàðõèè. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåî-
ðèþ ïîëÿ, çàäàâàåìóþ íàáîðîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C). Ïóñòü
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî V èìååò ðàçìåðíîñòü N . Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , eN â ïðîñòðàí-
ñòâå V òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð e1 ñîâïàäàë ñ åäèíèöåé 11 íàøåé êîãîìîëîãè÷åñêîé
òåîðèè ïîëÿ.
Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå pαn, 1 ≤ α ≤ N , n ∈ Z. Äëÿ ëþáûõ 1 ≤ α ≤ N è

d ≥ 0 îïðåäåëèì âûðàæåíèå gα,d(x, p
∗
∗, ε) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gα,d(x, p
∗
∗, ε) :=

∑
g≥0, n≥1

2g−1+n>0

(−ε2)g

n!
×

×
∑

a1,...,an∈Z
1≤α1,...,αn≤N

(∫
Mg,n+1

DRg

(
−
∑

ai, a1, . . . , an

)
λgψ

d
1cg,n+1(eα ⊗⊗ni=1eαi)

)(
n∏
i=1

pαiai

)
eix

∑
aj .

Ìû ðàññìàòðèâàåì âûðàæåíèå gα,d(x, p
∗
∗, ε) êàê ôîðìàëüíûé ðÿä Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç êîëüöà C[[p∗∗, ε]]. Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå u1, . . . , uN è êîëüöî äèôôåðåí-

öèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Âu1,...,uN . Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ

uα(x, p∗∗) :=
∑
k∈Z

pαke
ikx.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòà çàìåíà ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå gα,d(x, p
∗
∗, ε) â âèäå äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà gα,d(u
∗
∗, ε) ∈ Â

[0]

u1,...,uN
.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Pα,d,g;α1,...,αn(a1, . . . , an) =

∫
Mg,n+1

DRg

(
−
∑

ai, a1, . . . , an

)
λgψ

d
1cg,n+1(eα ⊗⊗ni=1eαi).(6.1)

Êàê óæå îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 5.3, êëàññ DRg(−
∑
ai, a1, . . . , an)|Mct

g,n
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîä-

íûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2g îò ïåðåìåííûõ a1, . . . , an ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîñòðàí-
ñòâå H2g(Mct

g,n+1,Q). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

λg|Mg,n\Mct
g,n

= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë (6.1) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2g îò ïå-
ðåìåííûõ a1, . . . , an. Çàïèøåì åãî â âèäå

Pα,d,g;α1,...,αn(a1, . . . , an) =
∑

b1,...,bn≥0
b1+...+bn=2g

P b1,...,bn
α,d,g;α1,...,αn

ab11 · · · abnn , P b1,...,bn
α,d,g;α1,...,αn

∈ C.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå gα,d(x, p
∗
∗, ε) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

gα,d(x, p
∗
∗, ε) =

∑
g≥0, n≥1

2g−1+n>0

ε2g

n!

∑
a1,...,an∈Z

1≤α1,...,αn≤N

∑
b1,...,bn≥0

b1+...+bn=2g

P b1,...,bn
α,d,g;α1,...,αn

n∏
j=1

(
(iaj)

bjpαjaj e
iajx
)
.

Òåïåðü óæå î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà gα,d(u
∗
∗, ε) ∈ Â

[0]

u1,...,uN
, çà-

äàâàåìîãî ôîðìóëîé

gα,d(u
∗
∗, ε) :=

∑
g≥0, n≥1

2g−1+n>0

ε2g

n!

∑
1≤α1,...,αn≤N

∑
b1,...,bn≥0

b1+...+bn=2g

P b1,...,bn
α,d,g;α1,...,αn

uα1
b1
· · ·uαnbn ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî gα,d(u
∗
∗, ε)|uγn=∂nxu

γ(x,p∗∗)
= gα,d(x, p

∗
∗, ε).
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Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû

gα,d =

∫
gα,d(u

∗
∗, ε)dx ∈ Λ̂

[0]

u1,...,uN
(6.2)

è îïåðàòîð Ïóàññîíà η∂x = (ηαβ∂x).

Òåîðåìà 6.1 ([4]). Äëÿ ëþáûõ 1 ≤ α1, α2 ≤ N è d1, d2 ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

{gα1,d1 , gα2,d2}η∂x = 0.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé, çàäàâàåìàÿ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè gβ,d, 1 ≤ β ≤
N , d ≥ 0, âìåñòå ñ ïóàññîíîâûì îïåðàòîðîì η∂x,

∂uα

∂tβd
= ηαµ∂x

δgβ,d
δuµ

, 1 ≤ α, β ≤ N, d ≥ 0,(6.3)

íàçûâàåòñÿ DR èåðàðõèåé.
Èç ñâîéñòâ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ íåñëîæíî âûâåñòè (ñì. [4]), ÷òî

g1,0 =

∫
1

2
ηαβu

αuβdx.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå DR èåðàðõèè (6.3) äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂
∂t10

èìååò âèä

∂uα

∂t10
= uαx .

Ýòà ïîçâîëÿåò íàì îòîæäåñòâèòü ïåðåìåííûå t10 è x, êàê è â ñëó÷àå ñ èåðàðõèåé òîïîëî-
ãè÷åñêîãî òèïà.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè ìû íå íàëàãàåì íèêàêèõ îãðàíè÷å-

íèé íà êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ. Â ýòîì ñîñòîèò âàæíîå îòëè÷èå DR èåðàðõèè îò
èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé â îáùåì ñëó÷àå íå èçâåñòíî.

6.2. Ïðèìåðû.

6.2.1. Òðèâèàëüíàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ.

Òåîðåìà 6.2 ([4]). DR èåðàðõèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðèâèàëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåî-
ðèè ïîëÿ (ñì. ðàçä. 4.4.1), ñîâïàäàåò ñ èåðàðõèåé ÊäÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî èç ðàáîòû [4]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ DR èåðàðõèè
íàì íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû∫

Mg,n+1

DRg

(
−
∑

ai, a1, . . . , an

)
λgψ

d
1 ,(6.4)

ãäå d ≥ 1. Åñëè g = 0, òî DR0(−
∑
ai, a1, . . . , an) = λ0 = 1 ∈ H0(M0,n+1,Q), è ïîýòîìó

èíòåãðàë (6.4) ðàâåí 1, åñëè n = d+ 2, è ðàâåí 0 èíà÷å. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

gd =

∫
ud+2

(d+ 2)!
dx+O(ε2).(6.5)

Âû÷èñëèì òåïåðü ãàìèëüòîíèàí g1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë (6.4) ïðè d = 1 è g ≥ 1.
Ñòåïåíü êëàññà êîãîìîëîãèé ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ðàâíà 2(2g + 1), à âåùåñòâåííàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâàMg,n+1 ðàâíà 2(3g − 2 + n), ïîýòîìó èíòåãðàë (6.4) íå ðàâåí íóëþ
òîëüêî åñëè 2g+1 = 3g−2+n⇔ g−3+n = 0. Çíà÷èò íàì íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî äâà
ñëó÷àÿ: (g, n) = (1, 2) è (g, n) = (2, 1). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5.2) ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî∫

M1,3

DR1(−a1 − a2, a1, a2)λ1ψ1 =
a2

1 + a2
2

24
,∫

M2,2

DR2(−a, a)λ2ψ1 =
a4

1152
,



32 À. Þ. ÁÓÐßÊ

îòêóäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî g1 = u3

6
+ ε2 uuxx

24
+ ε4 uxxxx

1152
è

g1 =

∫ (
u3

6
+ ε2uuxx

24

)
dx.(6.6)

Ãàìèëüòîíèàíû èåðàðõèè ÊäÔ óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì

h
KdV

d =

∫
wd+2

(d+ 2)!
dx+O(ε2), h

KdV

1 =

∫ (
w3

6
+ ε2wwxx

24

)
dx,

à ñêîáêà Ïóàññîíà çàäà¼òñÿ îïåðàòîðîì ∂x. Ïî Ëåììå 2.4 èç ðàáîòû [5], äëÿ ëþáîãî d ≥ 0

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë gd ∈ Λ̂
[0]
u âèäà (6.5), óäîâëåòâîðÿþùèé

êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ {g1, gd}∂x = 0. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî DR èåðàð-
õèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðèâèàëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, ñîâïàäàåò ñ èåðàðõèåé
ÊäÔ. �

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 4.7, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåî-
ðèè ïîëÿ DR èåðàðõèÿ ñîâïàäàåò ñ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà.

6.2.2. Êëàññû Õîäæà. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cHodge
g,n , çàäàâà-

åìóþ êëàññîì 1 + µλ1 + . . .+ µgλg ∈ H∗(Mg,n,C) (ñì. ðàçä. 4.4.2).

Òåîðåìà 6.3 ([4]). DR èåðàðõèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ cHodge
g,n ,

ñîâïàäàåò ñ èåðàðõèåé óðàâíåíèÿ äâóõñëîéíîé æèäêîñòè.

Èç òåîðåì 4.8 è 6.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ cHodge
g,n DR èåðàðõèÿ

è èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû (4.16).

6.2.3. Òåîðèÿ Ãðîìîâà-Âèòòåíà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 6.4 ([13]). Ðàññìîòðèì òåîðèþ Ãðîìîâà-Âèòòåíà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 è
ñîîòâåòñòâóþùóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ (ñì. ðàçä. 4.4.3). DR èåðàðõèÿ â ýòîì
ñëó÷àå ñâÿçàíà ñ èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû

uα(w∗∗, ε) =
e
ε
2
∂x − e− ε2∂x
ε∂x

wα.

6.2.4. Êëàññ Âèòòåíà.

Òåîðåìà 6.5 ([8]). Ïóñòü r ≥ 3. Ðàññìîòðèì êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, çàäàâàå-
ìóþ r-ñïèí êëàññîì Âèòòåíà (ñì. ðàçä. 3.3.3). Åñëè r = 3, òî DR èåðàðõèÿ ñîâïàäàåò ñ
èåðàðõèåé òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Â ñëó÷àÿõ r = 4 è r = 5 èåðàðõèè ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ìèóðû:

w1 = u1 +
ε2

96
u3
xx,

w2 = u2,

w3 = u3,

äëÿ r = 4;



w1 = u1 +
ε2

60
u3
xx,

w2 = u2 +
ε2

60
u4
xx,

w3 = u3,

w4 = u4,

äëÿ r = 5.
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6.3. Ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ðàáîòå [4] áûëà âûäâèíóòà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà 6.6. ([4]) Äëÿ ëþáîé ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå DR èåðàðõèÿ è èåðàðõèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ìè-
óðû (4.4), óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâó fα0 = wα.

Â ðàáîòå [6] ýòà ãèïîòåçà áûëà ñóùåñòâåííî óñèëåíà, à èìåííî áûëî ÿâíî îïèñàíî ïðå-
îáðàçîâàíèå Ìèóðû, êîòîðîå äîëæíî ãèïîòåòè÷åñêè ñâÿçûâàòü äâå èåðàðõèè. Íèæå ìû
ñôîðìóëèðóåì ýòó áîëåå ñèëüíóþ ãèïîòåçó.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C)

ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì e1, . . . , eN â ïðîñòðàíñòâå V òàêèì, ÷òî âåêòîð e1 ñîâïàäàåò ñ
åäèíèöåé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë F (t∗∗, ε) è íàïîìíèì, ÷òî

ðÿäû (wtop)α(t∗∗, ε) îïðåäåëÿþòñÿ êàê (wtop)α := ηαµ ∂2F
∂tµ0∂t

1
0
.

Ïðåäëîæåíèå 6.7 ([6]). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí P ∈
Â[−2]

w1,...,wN
òàêîé, ÷òî ðÿä F red ∈ C[[t∗∗, ε]], çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

F red := F + P(wtop, wtop
x , wtop

xx , . . . , ε),(6.7)

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

Coefε2g
∂nF red

∂tα1
d1
. . . ∂tαndn

∣∣∣∣
t∗∗=0

= 0, åñëè
n∑
i=1

di ≤ 2g − 2.(6.8)

Ðÿä F red íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì ïîòåíöèàëîì êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. ×åðåç

gα,d ∈ Λ̂
[0]

u1,...,uN
ìû áóäåò îáîçíà÷àòü ãàìèëüòîíèàíû DR èåðàðõèè, à ÷åðåç hα,d ∈ Λ̂

[0]

w1,...,wN

è K � ãàìèëüòîíèàíû è ïóàññîíîâ îïåðàòîð èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Ââåä¼ì ôîð-
ìàëüíûå ïåðåìåííûå ũ1, . . . , ũN è ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

uα 7→ ũα(u∗∗, ε) := ηαµ
δgµ,0
δu1

.

Ðàññìîòðèì òàêæå ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû, ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííûå ũα è wα:

wα 7→ ũα(w∗∗, ε) := wα + ηαµ∂x{P , hµ,0}K ,(6.9)

ãäå ñêîáêà {f, h}K äèôôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ Âw1,...,wN è ëîêàëüíîãî ôóíêöèî-

íàëà h ∈ Λ̂w1,...,wN îïðåäåëÿåòñÿ êàê

{f, h}K :=
∑
p≥0

∂f

∂wµp
∂px

(
Kµν δh

δwν

)
∈ Âw1,...,wN .

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ũα 7→ wα(ũ∗∗, ε), îáðàòíîå ê ïðåîáðàçîâàíèþ (6.9).
Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì ãèïîòåçû 6.6.

Ãèïîòåçà 6.8 ([6]). Äëÿ ëþáîé ïîëóïðîñòîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ êîìïîçèöèÿ
ïðåîáðàçîâàíèé Ìèóðû

uα 7→ ũα(u∗∗, ε) è ũα 7→ wα(ũ∗∗, ε)

ïåðåâîäèò DR èåðàðõèþ â èåðàðõèþ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà.

Ýòà ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé îá ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïåðå÷èñ-
ëåíû ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.9 ([6, 7, 9]). Ãèïîòåçà 6.8 âåðíà â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

• äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ, ðàçîáðàííûõ â ðàçäåëàõ 6.2.1�6.2.4 ([6]),
• äëÿ âñåõ ïîëóïðîñòûõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ ðàíãà 1 â ïðèáëèæåíèè âïëîòü
äî ðîäà 5 âêëþ÷èòåëüíî ([7]),
• äëÿ âñåõ ïîëóïðîñòûõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ â ïðèáëèæåíèè âïëîòü äî
ðîäà 2 âêëþ÷èòåëüíî ([9]).
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6.4. Îïåðàòîð ðåêóðñèè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ
cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C) ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì e1, . . . , eN â ïðîñòðàíñòâå V òàêèì,

÷òî âåêòîð e1 ñîâïàäàåò ñ åäèíèöåé 11. Îïðåäåëèì îïåðàòîð D : Âu1,...,uN → Âu1,...,uN ðàâåí-
ñòâîì

D :=
∑
k≥0

(k + 1)uαk
∂

∂uαk
.

Ââåä¼ì äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû gα,−1 ðàâåíñòâîì gα,−1 := ηαµu
µ.

Òåîðåìà 6.10 ([13]). Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∂x((D − 1)gα,d+1) = {gα,d, g1,1}η∂x , 1 ≤ α ≤ N, d ≥ −1.(6.10)

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (6.10) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âñå äèôôåðåíöèàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû gα,d, çíàÿ ëèøü ãàìèëüòîíèàí g1,1. Ê ïðèìåðó, äëÿ òðèâèàëüíîé êîãîìîëîãè-
÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ðåêóðñèÿ (6.10) ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëèòü ïåðâûå íåñêîëüêî äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ gd:

g−1 = u,

g0 =
u2

2
+
ε2

24
u2,

g1 =
u3

6
+
ε2

24
uu2 +

ε4

1152
u4,

g2 =
u4

24
+
ε2

48
u2u2 +

(
7u2

2

5760
+

uu4

1152

)
ε4 +

ε6

82944
u6,

g3 =
u5

120
+

ε2

144
u3u2 +

(
7uu2

2

5760
+
u2u4

2304

)
ε4 +

(
u2

3

362880
+

u2u4

15360
+

uu6

82944

)
ε6 +

ε8

7962624
u8,

...

Îòìåòèì, ÷òî ðåêóðñèÿ (6.10) íå âñòðå÷àëàñü ðàíåå â ëèòåðàòóðå. Äàæå äëÿ ñëó÷àÿ òðè-
âèàëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ýòà ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà äà¼ò íîâûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ ïëîòíîñòåé äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ èåðàðõèè ÊäÔ.

6.5. Ïîòåíöèàë DR èåðàðõèè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ
ïîëÿ cg,n : V ⊗n → Heven(Mg,n,C) ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì e1, . . . , eN â ïðîñòðàíñòâå V
òàêèì, ÷òî âåêòîð e1 ñîâïàäàåò ñ åäèíèöåé 11. Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

hDR
α,p ∈ Â

[0]

u1,...,uN
, 1 ≤ α ≤ N, p ≥ −1, ðàâåíñòâîì

hDR
α,p :=

δgα,p+1

δu1
.

Ïðåäëîæåíèå 6.11 ([6]). Äëÿ ëþáûõ 1 ≤ α, β ≤ N è p, q ≥ 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

äèôôåðåíöèàëüíûé ìíîãî÷ëåí ΩDR
α,p;β,q ∈ Â

[0]

u1,...,uN
, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì

∂xΩ
DR
α,p;β,q =

{
hDR
α,p−1, gβ,q

}
η∂x

è ΩDR
α,p;β,q

∣∣
u∗∗=0

= 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (ustr)α(t∗∗, ε) ðåøåíèå DR èåðàðõèè, çàäàâàåìîå íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(ustr)α
∣∣
t20=...=tN0 =0

t∗≥1=0

= δα,1x.
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Ïðåäëîæåíèå 6.12 ([6]). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ðÿä FDR(t∗∗, ε) ∈ C[[t∗∗, ε]], óäîâëå-
òâîðÿþùèé ñâîéñòâàì

∂2FDR

∂tαp∂t
β
q

= ΩDR
α,p;β,q

∣∣
uγn=∂nx (ustr)γ

, 1 ≤ α, β ≤ N, p, q ≥ 0,

FDR
∣∣
t∗∗=0

= 0,

∂FDR

∂t10
=
∑
n≥0

tαn+1

∂FDR

∂tαn
+

1

2
ηαβt

α
0 t
β
0 .

Ðÿä FDR íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì DR èåðàðõèè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî (6.8) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è äëÿ ïîòåíöèàëà DR èåðàðõèè.

Ïðåäëîæåíèå 6.13 ([6]). Äëÿ ëþáîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ïîòåíöèàë FDR óäî-
âëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

Coefε2g
∂nFDR

∂tα1
d1
. . . ∂tαndn

∣∣∣∣
t∗∗=0

= 0, åñëè
n∑
i=1

di ≤ 2g − 2.

Â ðàáîòå [6] äîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçó 6.8 ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì ïåðåôîðìóëèðîâàòü
ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëîâ FDR è F red.

Òåîðåìà 6.14 ([6]). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîëóïðîñòóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ
ïîëÿ. Ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè âåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

FDR = F red.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ FDR è F red òðåáîâàíèå ïîëóïðîñòîòû êîãî-
ìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ íå íóæíî. Îòñþäà åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ãèïîòåçà 6.15 ([6]). Äëÿ ëþáîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
FDR = F red.

Çàìå÷àíèå 6.16. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîéòè åù¼ äàëüøå è ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòå-
çó 6.15 äëÿ ÷àñòè÷íûõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îáîáùåíèå
ïîíÿòèÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, ãäå ìû íå òðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (3.3)
(ñì. [6]).

6.6. Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà. DR èåðàðõèÿ îáëàäàåò ðÿäîì äðóãèõ èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ,
êîòîðûå ìû âêðàòöå çäåñü óïîìÿíåì.
Â ðàáîòàõ [7] è [9] áûëè ïîëó÷åíû ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè ïîòåíöèàëîâ FDR

è F red. Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ðàáîòå [9] áûëà ïðåäëîæåíà ñèñòåìà èç ãèïîòå-
òè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé â êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ, èç êîòîðîé ñëåäóåò
ãèïîòåçà 6.15. Â ýòîé ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé áûëî âûäåëåíà ïîäñèñòåìà, êîíå÷íàÿ â êàæ-
äîì ðîäå, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 6.8. Ñîîòíîøåíèÿ èç ýòîé
ïîäñèñòåìû áûëè ïðîâåðåíû âïëîòü äî ðîäà 2 âêëþ÷èòåëüíî, è ýòî ïîçâîëèëî äîêàçàòü
ãèïîòåçó 6.8 â ïðèáëèæåíèè âïëîòü äî ðîäà 2 âêëþ÷èòåëüíî.
Óïîìÿíåì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â ðàáîòå [12] ïîëó÷åíà

ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ êâàíòîâàíèÿ DR èåðàðõèè. Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé
òåîðèè ïîëÿ ýòà êîíñòðóêöèÿ äà¼ò êâàíòîâàíèå èåðàðõèè ÊäÔ ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàòî-
ðó ∂x, êîòîðîå ðàíåå èçâåñòíî íå áûëî.
Äëÿ äàëüíåéøåãî îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðèåé DR èåðàðõèé è èåðàðõèé òîïîëîãè÷åñêîãî

òèïà ìû ìîæåì ïîðåêîìåíäîâàòü ÷èòàòåëþ îáçîð [51].
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