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Изучаются топологические свойства автоморфизмов 4-мерного тора R4/Z4, порожден-
ные целочисленными симплектическими преобразованиями в R4. Обычно такие преобра-
зования называются симплектическими автоморфизмами тора. Целью является класси-
фикация возможных типов поведения траекторий симплектических автоморфизмов на T4.

Для автоморфизмов тора справедлива, в частности, следующая классическая теорема
Халмоша [1]

Теорема 1 (Халмош). Непрерывный автоморфизм 𝑓 компактной абелевой группы 𝐺
эргодичен (и перемешивающий) тогда и только тогда, когда индуцированный им авто-
морфизм группы характеров 𝐺* не имеет конечных орбит.

Из этой теоремы следует, в частности, что автоморфизм 𝑓𝐴, порожденный целочислен-
ной унимодулярной матрицей 𝐴 на T𝑛, является эргодическим и перемешивающим тогда
и только тогда, когда матрица 𝐴 не имеет собственных значений, являющихся корнями из
единицы.

В случае четной размерности тора 𝑛 = 2𝑚 можно рассматривать симплектические авто-
морфизмы, если в R2𝑚 ввести симплектическую структуру. Зададим в R2𝑚 невырож-
денную кососимметрическую целочисленную унимодулярную матрицу 𝐽 . Такая матрица
определяет в R2𝑚 билинейную 2-форму

[𝑥, 𝑦] = (𝐽𝑥, 𝑦),

где ( · , · ) – стандартное координатное скалярное произведение относительно стандартных
координат. Такую форму называют еще кососкалярным произведением [2]. Линейное
отображение 𝑆 : R2𝑚 → R2𝑚 называется симплектическим, если для него справедливо
тождество [𝑆𝑥, 𝑆𝑦] = [𝑥, 𝑦] для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R2𝑚. Это влечет следующее тождество для
матрицы 𝑆 симплектического отображения:

𝑆⊤𝐽𝑆 = 𝐽.

При

𝐽 = 𝐼 =

(︂
0 𝐸𝑛

−𝐸𝑛 0

)︂
симплектическую структуру в R2𝑚 будем называть стандартной, при 𝐽 ̸= 𝐼 – нестан-
дартной.

В случае 4-мерного тора симплектические автоморфизмы с положительной топологи-
ческой энтропией, в силу формулы Боуэна [3]

ℎ𝑑(𝑓𝐴) =
∑︁
|𝜆𝑖|>1

log |𝜆𝑖|,
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где 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 – собственных значения матрицы 𝐴, могут быть гиперболическими или
частично гиперболическими, причем частично гиперболический автоморфизм задается
целочисленной унимодулярной матрицей, имеющей два комплексно-сопряженных собст-
венных значения на единичной окружности и два действительных собственных значения
вне единичной окружности 𝜆, 𝜆−1. Напомним, что класс гиперболических диффеомор-
физмов на гладких многообразиях был впервые введен и изучен в [4], а класс частично
гиперболических диффеоморфизмов – в [5].

При изучении частично гиперболических автоморфизмов с различной динамикой, по-
лезно изучить возможное поведение при проектировании на T4 собственных прямых 𝑙𝑠, 𝑙𝑢

для вещественных собственных значений 𝜆, 𝜆−1. Оно зависит от того, как соответствующая
прямая расположена относительно целочисленной решетки Z4. Справедливо следующее
утверждение.

Предложение 1. Замыкание неустойчивого (устойчивого) слоя частично гиперболи-
ческого симплектического автоморфизма, проходящего через неподвижную точку ̂︀𝑂 ∈ T4 ,
является гладким инвариантным тором размерности 2 или 4.

В случае, когда замыкание неустойчивого слоя 4-мерный тор, будем называть автомор-
физм транзитивным. В этом случае устойчивое слоение будет также транзитивным.

Предложение 2. Если 𝑓𝐴 является транзитивным симплектическим автоморфиз-
мом T4 , то слои его устойчивого слоения также всюду плотны.

Теорема 2. Пусть 𝐴 – частично гиперболическая целочисленная унимодулярная мат-
рица, порождающая транзитивный автоморфизм 𝑓𝐴 . Тогда 𝑓𝐴 является симплекти-
ческим на T4 , относительно нестандартной симплектической структуры. Автомор-
физм 𝑓𝐴 целочисленно унимодулярно сопряжен с автоморфизмом 𝑓𝐵 , где 𝐵 – сопровож-
дающая матрица [6] характеристического многочлена матрицы 𝐴.

В силу теоремы Арова [7], если два эргодических автоморфизма топологически эквива-
лентны, то их матрицы подобны. Отсюда получаем

Теорема 3. Два транзитивных частично гиперболических автоморфизма тора со-
пряжены тогда и только тогда, когда их характеристические полиномы одинаковы.

Приведем пример транзитивного симплектического автоморфизма тора. Для этого, сле-
дуя [8], рассмотрим неприводимый над полем рациональных чисел квадратичный полином
с целыми коэффициентами 𝑦2 − 3𝑦 + 1, корни которого больше 2 и меньше 2 по модулю.
Сделаем замену переменной в этом полиноме 𝑦 = 𝑥 + 𝑥−1 и получим полином четвертой
степени 𝑃 (𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 3𝑥 + 1, который неприводим над полем Q. Его корни –
алгебраические числа степени четыре. Через 𝐴 обозначим сопровождающую матрицу это-
го полинома.

Обозначим через 𝜆 вещественное собственное значение матрицы 𝐴, большее единицы.
Собственный вектор, соответствующий этому собственному значению, есть 𝛾𝑢 = (1, 𝜆,
𝜆2, 𝜆3). Фактор-классы R4/𝑙𝑢 по аддитивной подгруппе, соответствующей 𝑙𝑢, образуют
слоение из аффинных прямых, инвариантное относительно 𝐿𝐴. Эти прямые проектиру-
ются на T4 в траектории векторного поля

𝑥̇1 = 1, 𝑥̇2 = 𝜆, 𝑦̇1 = 𝜆2, 𝑦̇2 = 𝜆3.

Чтобы доказать, что траектории этого векторного поля транзитивны в T4, нужно прове-
рить, что вектор 𝛾 является несоизмеримым, т.е. (𝑚, 𝛾) ̸= 0 при любых ненулевых 𝑚 ∈ Z4.
Это следует из того факта, что число 𝜆 является корнем неприводимого многочлена 𝑃 чет-
вертой степени с целыми коэффициентами, поэтому оно не может быть корнем многочлена
меньшей степени с рациональными (целыми) коэффициентами.

Для случая, когда замыкание неустойчивой кривой является двумерным тором, спра-
ведливо следующее утверждение.
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Предложение 3.Если замыкание неустойчивой (устойчивой) инвариантной кривой ̂︀𝑂
является двумерным тором, то характеристический многочлен матрицы 𝐴 приводим
над полем рациональных чисел Q, т.е. является произведением двух монических много-
членов с целыми коэффициентами. В частности, собственные значения матрицы 𝐴,
лежащие на единичной окружности, являются корнями из единицы степени 3, 4, или 6.

Из предыдущего утверждения следует теорема о строении разложимого частично гипер-
болического симплектического автоморфизма.

Теорема 4. Если 𝑓𝐴 является разложимым симплектическим автоморфизмом на T4 ,
то 𝑓𝐴 сопряжен прямому произведению двух автоморфизмов 𝑓𝐻 и 𝑓𝑃 на T2 × T2 , задан-
ных гиперболической матрицей 𝐻 и периодической матрицей 𝑃 такой, что 𝑃 𝑘 = 𝐸 , где
𝑘 ∈ {3, 4, 6}. Автоморфизмом 𝑓𝑆 , задающий сопряжение, порожден целочисленной уни-
модулярной матрицей 𝑆 в R4 .

Доказательства всех утверждений работы появятся в [9].
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