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МыМы вычисляемвычисляем кукулоновскуюлоновскую ветвьветвь многопетмногопетлевойлевой колчаннойолчанной калибровочнойалибровочной тео-тео-
риирии длядля колчанаолчана с единственнойединственной вершиной,вершиной, r петпетлями,лями, одномернымдномерным оснащениемоснащением и
dimdimV = 2. МыМы отоотождествляемждествляем ееее сосо срезомсрезом СлоСлодовогодового в нильпотентномнильпотентном конуонусесе сим-сим-
плектическплектическойой алгебрыалгебры ЛиЛи рангранга r . КакКак следствиеследствие онаона обладаетобладает симплектическимсимплектическим раз-раз-
решениемрешением с 2r непонеподвижнымидвижными точкточкамиами относительноотносительно гамильамильтоноватонова действиядействия тора.тора. МыМы
такжакже отоотождествляемждествляем ееее флэйвор-деформациюфлэйвор-деформацию с заменойзаменой базыбазы полногополного срезасреза СлоСлодо-до-
вого.вого.
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§1.1. ВведениеВведение

1.1.1.1. МыМы рассматриваемрассматриваем многопетмногопетлевойлевой аналоганалог жорордановаданова колчанаолчана с r пет-пет-
лямилями в единственнойединственной вершиневершине (вместо(вместо обычнойобычной единственнойединственной петпетли).ли). Соответ-Соответ-
ствующеествующее колчанноеолчанное многообразиемногообразие (хиггсова(хиггсова ветвьветвьMH(r, 2, 1)1) соответствующейсоответствующей
колчаннойолчанной калибровочнойалибровочной теории)теории) в простейшемпростейшем случае,случае, когогдада оснащениеоснащение W
одномерно,дномерно, а калибровочнаяалибровочная группагруппа равнаравна GLGL(2)(2), являетсявляется аффиннымаффинным кониче-ониче-
скимским пупуассоновымассоновым многообразиеммногообразием размерностиразмерности 8r−4. ОноОно обладаетобладает симплекти-симплекти-
ческимческим разрешениемразрешением (фактором(фактором стстабильныхабильных колчанныхолчанных данныхданных попо свобосвободномудному
действиюдействию калибровочнойалибровочной группы)группы) M̃H(r, 2, 1)1) → MH(r, 2, 1)1). В ототличиеличие отот хо-о-
рошорошо изученногоизученного случаяслучая колчанныхолчанных многообразиймногообразий НакНакаджимыаджимы длядля колчановолчанов
безбез петель,петель, когогдада симплектическиесимплектические разрешенияразрешения являютсявляются полумалыми,полумалыми, разре-разре-
шениешение M̃H(r, 2, 1)1) → MH(r, 2, 1)1) являетсявляется малыммалым: центральныйцентральный слойслой изоморфенизоморфен
P2r−1 . В частности,частности, у негонего 2r непонеподвижныхдвижных точекточек относительноотносительно естественногоестественного
гамильамильтоноватонова действиядействия группыгруппы C× .
СогСогласноласно общепринятымобщепринятым ожиданиям,жиданиям, этоэто ознаозначаетчает, чточто соответствующаясоответствующая ку-ку-

лоновсклоновскаяая ветвьветвь MC(r, 2, 1)1) такжакже должнадолжна обладатьобладать симплектическимсимплектическим разре-разре-
шениемшением M̃C(r, 2, 1)1) → MC(r, 2, 1)1) с 2r непонеподвижнымидвижными точкточкамиами относитель-относитель-
ноно естественногоестественного действиядействия группыгруппы C× . В даннойданной стстатьеатье мымы докдоказываем,азываем, чточто
такак онооно и есть.есть. Точнее,очнее, мымы отоотождествляемждествляем MC(r, 2, 1)1) сосо срезомсрезом СлоСлодовогодового
S (2(2r − 2, 1, 1)1) в нильпотентномнильпотентном конуонусесе Nspsp(2(2r) алгебрыалгебры ЛиЛи spsp(2(2r) к присоеди-присоеди-
неннойненной орбитеорбите нильпотентногонильпотентного элементэлемента e жорордановаданова типатипа (2(2r−2, 1, 1)1). ПоэтомуПоэтому
разрешениеразрешение M̃C(r, 2, 1)1) → MC(r, 2, 1)1) отоотождествляетсждествляется с разрешениемразрешением Сприн-Сприн-
герагера S̃ (2(2r − 2, 1, 1)1) → S (2(2r − 2, 1, 1)1). ЦентрализаторЦентрализатор ZSp(2(2r)(e) сосодердержитжит попод-д-
группугруппу SL(2)(2), и ееее картартановскийановский тортор действудействуетет нана слоеслое разрешенияразрешения СпрингераСпрингера
с 2r непонеподвижнымидвижными точкточками.ами. Далее,Далее, мымы рассматриваемрассматриваем флэйвор-деформациюфлэйвор-деформацию

∗ИсследованиеИсследование финансировалосьфинансировалось в рамкрамкахах ПрограммыПрограммы фундаментфундаментальныхальных исследованийисследований
НИУНИУ ВШЭВШЭ и госугосударственнойдарственной поподдерддержкижки ведущихведущих университетовуниверситетов Российскоссийскойой федерациифедерации «5-«5-
100»100».
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MC(r, 2, 1)1) кукулоновсклоновскойой ветвиветви MC(r, 2, 1)1) наднад h = LieLieTF = Cz1 ⊕ . . .⊕ Czr длядля
макмаксимальногосимального торатора флэйвор-группы.флэйвор-группы. МыМы отоотождествляемждествляемMC(r, 2, 1)1) с разветв-разветв-
леннымленным накрытиемнакрытием S(2(2r−2, 1, 1)1) полногополного срезасреза СлоСлодовогодового S(2(2r−2, 1, 1)1) ∼= Ar+4+4 ,
полученнымполученным отоотождествлениемждествлением спектровспектров матрицматриц в S(2(2r−2, 1, 1)1) с {±{±z1, . . . ,±zr}
(т(такак чточто h отоотождествляетсждествляется с картартановскановскойой поподалгебройдалгеброй ЛиЛи алгебрыалгебры ЛиЛи spsp(2(2r)),),
см.см. предлопредложениеение 3.1.3.1. ВесьмаВесьма веровероятно,ятно, квантованнаяквантованная флэйвор-деформацияфлэйвор-деформация ку-ку-
лоновсклоновскойой ветвиветви изоморфнаизоморфна центральномуцентральному расширениюрасширению скскаляроваляров (с(с C[h/W] додо
C[h]) конечнойонечной W -алгебры-алгебры U(spsp(2(2r), e).
НашеНаше докдоказательствоазательство чисточисто вычислительное:вычислительное: мымы отоотождествляемждествляем в лоблоб урав-урав-

нения,нения, задающиезадающие M (r, 2, 1)1) и S (2(2r − 2, 1, 1)1), ср.ср. общийобщий классификклассификационныйационный
резурезульльтатат [8[8],], лежлежащийащий в основеоснове этогоэтого отоотождествления.ждествления. Заметим,Заметим, чточто симплек-симплек-
тическтическоеое разрешениеразрешение M̃H(r, 2,m) длядля оснащенияоснащения W = Cm произвольнойпроизвольной раз-раз-
мерностимерности тотоже имеетимеет конечноеонечное мномножествоество непонеподвижныхдвижных точекточек относительноотносительно
действиядействия группыгруппы C× , и этэта конечностьонечность остостаетсается в силесиле длядля M̃H(r, 3,m), даждаже
еслиесли мымы увеличимувеличим калибровочнуюалибровочную группугруппу додо GLGL(3)(3) (И.(И. В.В. Лосев,Лосев, частноечастное сооб-сооб-
щение).щение). ПоэтомуПоэтому соответствующиесоответствующие кукулоновскиелоновские ветвиветви тотоже должныдолжны обладатьобладать
симплектическимисимплектическими разрешениямиразрешениями M̃C(r, 2,m), M̃C(r, 3,m) с конечнымионечными мно-мно-
жествамиествами непонеподвижныхдвижных точекточек относительноотносительно действиядействия группыгруппы C× . ОднакОднако мымы
нене смогсмоглили построитьпостроить такиеакие разрешения,разрешения, см.см. некнекоторыеоторые вычислениявычисления в разд.разд. 3.3.3.3.
1.2.1.2. БлагоБлагодарности.дарности. МыМы благоблагодарныдарны И.И. В.В. ЛосевуЛосеву заза постпостановкуановку задазадачичи

и полезныеполезные обсуждения.обсуждения. МыМы такжакже признательныпризнательны ТрэвисуТрэвису ШедлеруШедлеру заза ссылкуссылку
нана [4[4].]. Е.Е. Г. обобязанязан И.И. Ю.Ю. ЧистЧистякяковуову заза помощьпомощь с прикладнымиприкладными пакпакететами.ами.

§2.2. КуКулоновсклоновскаяая ветвьветвь и срезсрез СлоСлодовогодового

2.1.2.1. ОбознаОбозначениячения и основнойосновной резурезульльтатат. МыМы рассматриваемрассматриваем простран-простран-
ствоство N предстпредставленийавлений колчанаолчана с единственнойединственной вершиной,вершиной, r петпетлями,лями, V = C2

и оснащениемоснащением W = C1 . ДругимиДругими словами,словами, калибровочнаяалибровочная группагруппа равнаравна G =
GLGL(V ) = GLGL(2)(2) и N = glgl(V )⊕r ⊕V . МыМы обознаобозначаемчаем соответствующуюсоответствующую кукулонов-лонов-
скуюскую ветвьветвь [1[1] черезчерез MC(r, 2, 1)1). ЭтоЭто аффинноеаффинное коническоническоеое 4-мерное4-мерное пупуассоно-ассоно-
вово многообразие,многообразие, снабснабженноеенное гамильамильтоновымтоновым действиемдействием группыгруппы SL(2)(2), котороеоторое
бубудетдет определеноопределено нижниже.е.
МыМы такжакже рассматриваемрассматриваем нильпотентныйнильпотентный элементэлемент e ∈ spsp(2(2r) жорордановаданова типатипа

(2(2r − 2, 1, 1)1). ЕгоЕго присоединеннаяприсоединенная орбиторбита имеетимеет коразмерностьоразмерность 4 в нильпотент-нильпотент-
номном конуонусесе Nspsp(2(2r) (см.,(см., например,например, [5]).[5]). МыМы обознаобозначаемчаем соответствующийсоответствующий срезсрез
СлоСлодовогодового [6[6] в Nspsp(2(2r) черезчерез S (2(2r−2, 1, 1)1). ЭтоЭто аффинноеаффинное коническоническоеое 4-мерное4-мерное
пупуассоновоассоново многообразие.многообразие. ПоскПосколькуольку централизаторцентрализатор элементэлемента e в Sp(2(2r) сосодер-дер-
житжит поподгруппудгруппу SL(2)(2), срезсрез S (2(2r − 2, 1, 1)1) снабснабженен гамильамильтоновымтоновым действиемдействием
группыгруппы SL(2)(2).
Теоремаеорема 2.1.2.1. СуществуетСуществует SL(2)(2)-эквивариантный-эквивариантный пуассоновпуассонов изоизоморморфизмфизм

Φ: MC(r, 2, 1)1)
∼−→ S (2(2r − 2, 1, 1)1).

ДокДоказательствоазательство бубудетдет данодано в разд.разд. 2.42.4 послепосле необнеобходимойдимой поподготовки.дготовки.
2.2.2.2. УравненияУравнения кукулоновсклоновскойой ветви.ветви. МыМы бубудемдем пользоватьспользоваться обознаобозначе-че-

нияминиями изиз [2[2, дополнениедополнение A],A], особенноособенно [2,[2, A(iii),A(iii), (A.7)].(A.7)]. Такимаким образом,образом, нана
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MC(r, 2, 1)1) имеютсимеются рациональныерациональные этэтальныеальные коороординатыдинаты u1 , u2 , w1 , w2 и регу-регу-
лярныелярные функциифункции

E1[1][1] = (w1 − w2)
r−1(u1 − (−1)1)ru2),

E1[w] = (w1 − w2)
r−1(w1u1 − (−1)1)rw2u2), E2[1][1] = u1u2,

F1[1][1] = (w1 − w2)
r−1(w1u

−1
1 − (−1)1)rw2u

−1
2 ),

F1[w] = (w1 − w2)
r−1(w2

1u
−1
1 − (−1)1)rw2

2u
−1
2 ), F2[1][1] = w1w2u

−1
1 u−1

2 .

ЭтиЭти функции,функции, нарнарядуяду с регурегулярнымилярными функциямифункциями w1 + w2 , w1w2 , поропорождаютждают
кольцоольцо функцийфункций нана кукулоновсклоновскойой ветви,ветви, см.см. [7[7, предлопредложениеение 3.1].3.1]. НаНа самомсамом деледеле
этиэти 8 образующихобразующих избыточны,избыточны, такак какак

w1w2 = E2[1][1]F2[1][1], E1[w] = (w1 + w2)E1[1][1]− (−1)1)rE2[1][1]F1[1][1],

F1[w] = (w1 + w2)F1[1][1]− (−1)1)rF2[1][1]E1[1][1].

ИтИтак,ак, у наснас остостаетсается 5 образующихобразующих

x1 :=:= E1[1][1], x2 :=:= (−1)1)rE2[1][1], y1 :=:= F1[1][1], y2 :=:= (−1)1)rF2[1][1], w :=:= w1 + w2.

СледующаяСледующая леммалемма восвосходитдит к [4[4, 7.2].7.2].
ЛеммаЛемма 2.2.2.2. ИмееИмеем

C[MC(r, 2, 1)]1)] = C[x1, x2, y1, y2, w]/((((w
2 − 4x2y2)

r − (x2
1y2+x2y

2
1 +wx1y1)))). (2.1)(2.1)

ДокДоказательство.азательство. ПроверкПроверка соотношениясоотношения (2.1)(2.1) провопроводитсдится непосредственно.непосредственно.
ОстОстаетсается проверить,проверить, чточто полученныйполученный сюръективныйсюръективный гомоморфизмгомоморфизм изиз левойлевой ча-ча-
стисти в правуюправую инъективен.инъективен. ЕслиЕсли быбы былибыли дополнительныедополнительные соотношения,соотношения, тото изиз
этогоэтого следовалоследовало бы,бы, чточто dimdimMC(r, 2, 1)1) � 3, а этоэто невозмоневозможно.жно.
ЭтоЭто завершаетзавершает докдоказательство,азательство, ноно полезнополезно такжакже сравнитьсравнить рядыяды Гильбер-Гильбер-

та левойлевой и правойправой частичасти относительноотносительно естественнойестественной градуировки,градуировки, в которойоторой
degdeg x1 = degdeg y1 = 2r − 1, degdeg x2 = degdeg y2 = degdegw = 2. РядРяд ГильбертГильберта правойправой
части,части, очевидно,очевидно, равенравен

H(t) =
1− t4r

(1(1− t2)3(1(1− t2r−1)2
.

ЧтобыЧтобы вычислитьвычислить рядяд ГильбертГильберта левойлевой части,части, мымы воспользувоспользуемсемся монопольноймонопольной
формуформулойлой [1,[1, 2(iii)].2(iii)]. ДоминантныеДоминантные ковесаовеса группыгруппы GLGL(2)(2) — этоэто парыпары целыхцелых чиселчисел
λ = (n1, n2), n1 � n2 . В обознаобозначенияхчениях изиз [1,[1, 2(iii)]2(iii)] имеемимеем PG(t;λ) = (1(1 − t2)−2 ,
еслиесли n1 > n2 , и PG(t;λ) = (1(1 − t2)−1(1(1 − t4)−1 , еслиесли n :=:= n1 = n2 . МуМульльтимно-тимно-
жествоество весоввесов χ предстпредставленияавления N = glgl(2)(2)⊕r ⊕ V — этоэто

{(1(1, 0)0)} ∪ {(0(0, 1)1)} ∪ r · {(1(1,−1)1), (−1, 1)1)} ∪ 2r · {(0(0, 0)0)},
и длядля χ = (k1, k2), λ = (n1 � n2) имеемимеем 〈χ,χ, λ〉 = n1k1 + n2k2 . ПоэтомуПоэтому рядяд
ГильбертГильберта левойлевой частичасти равенравен

(1(1 − t2)−2
∑

n1>n>n2∈Z

t(2(2r−2)(2)(n1−n2)+)+|n1|+|n2| + (1(1− t2)−1(1(1− t4)−1
∑
n∈Z

t2|n|.

ВтораяВторая суммасумма распадаетсраспадается в двадва слагслагаемых,аемых, согсогласноласно дихдихотомииотомии n � 0 либолибо
n < 0, равныхравных соответственносоответственно 1

(1(1−t2)2(1(1−t4) либолибо t2

(1(1−t2)2(1(1−t4) . ПерваяПервая суммасумма
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распадаетсраспадается в тритри слагслагаемых,аемых, согсогласноласно трихтрихотомииотомии n1 > n2 � 0, 0 � n1 > n2

либолибо n1 > 0 > n2 , равныхравных соответственносоответственно t2r−1

(1(1−t2)3(1(1−t2r−1) ,
t2r−1

(1(1−t2)3(1(1−t2r−1) либолибо
t2(22(2r−1)1)

(1(1−t2)2(1(1−t2r−1)2 . МыМы получаемполучаем

1

(1(1 − t2)2(1(1 − t4)
+

t2

(1(1− t2)2(1(1− t4)

+
2t2r−1

(1(1− t2)3(1(1− t2r−1)
+

t2(22(2r−1)1)

(1(1− t2)2(1(1− t2r−1)2

=
1− t4r

(1(1− t2)3(1(1− t2r−1)2
= H(t). �

ЗамечаниеЗамечание 2.3.2.3. ГрадуировкГрадуировка,а, использованнаяиспользованная в докдоказательствеазательстве леммылеммы 2.2,2.2,
задаетзадает следующееследующее стстягивающееягивающее действиедействие группыгруппы C× нана MC(r, 2, 1)1):

c · (x1, x2, y1, y2, w) = (c2r−1x1, c2x2, c2r−1y1, c2y2, c2w).

ЗамечаниеЗамечание 2.4.2.4. ПуПустьсть

Ω =

(
0 −1
1 0

)
, N =

(−x2 w/2
w/2 −y2

)
, A =

(
x1

y1

)
.

Тогогдада уравнениеуравнение (2.1)(2.1) эквивалентноэквивалентно уравнениюуравнению

tr((tr((NΩ)Ω)2r) = ATΩNΩA.A. (2.2)(2.2)

с точностьюточностью додо перенормировкиперенормировки x1 � 4rx1/
√
2, y1 � 4ry1/

√
2. ЭтоЭто уравнениеуравнение

длядля срезасреза СлоСлодовогодового S (2(2r − 2, 1, 1)1) ⊂ Nspsp(2(2r) припри r = 2, 3, см.см. [3].[3].
МыМы определяемопределяем действиедействие группыгруппы SL(2)(2) нана MC(r, 2, 1)1) следующимследующим образом:образом:

длядля S ∈ SL(2)(2) мымы полагполагаемаем

S(A) = SA (такак чточто AT �→�→ ATST ), S(N) = SNST .

Очевидно,Очевидно, этоэто действиедействие сосохраняетхраняет уравнениеуравнение (2.2).(2.2).

2.3.2.3. УравненияУравнения срезасреза СлоСлодового.дового. ВсеВсе матрицыматрицы нижниже имеютимеют размерразмер 2r ×
2r, и всевсе пупустыестые местместа в матрицахматрицах обознаобозначаютчают нунули.ли.
МатрицаМатрица

e =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0

0

2r − 3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



КуКулоновсклоновскаяая ветвьветвь многопетмногопетлевоголевого колчанаолчана 7

(непосредственно(непосредственно наднад главнойлавной диагональюдиагональю стостоятят числачисла (1(1, 2, . . . , 2r − 4, 2r −
3, 0, 0)0)) имеетимеет жорордановданов типтип (2(2r − 2, 1, 1)1). ОпределяяОпределяя

f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

2r − 3

0

0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2r − 3 0 0 0 0

0

1

−1

0

0 0 3− 2r 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(непосредственно(непосредственно попод главнойлавной диагональюдиагональю матрицыматрицы f стостоятят числачисла (2(2r− 3, 2r−
4, . . . , 2, 1, 0, 0)0), а нана главнойлавной диагоналидиагонали матрицыматрицы h стостоятят числачисла (2(2r − 3, 2r −
5, . . . , 5 − 2r, 3 − 2r, 0, 0)0)),), мымы убеждаемсубеждаемся,я, чточто {e,e, f, h} образуютобразуют slsl2 -тройку-тройку в
spsp(2(2r), гдеде spsp(2(2r) являетсявляется симплектическсимплектическойой алгебройалгеброй Ли,Ли, состосостоящейящей изиз всехвсех
матриц,матриц, сосохраняющиххраняющих кососимметричнуюососимметричную билинейнуюбилинейную формуформу

Ω =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −(
2r−3
0

)−1
0 0(

2r−3
1

)−1
0

±(
2r−3
r−2

)−1

∓(
2r−3
r−1

)−1

0 −(
2r−3
2r−2

)−1

(
2r−3
2r−3

)−1
0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(г(гдеде коэффициентыоэффициенты передперед

(
2r−3
r−2

)−1
и
(
2r−3
r−1

)−1
равныравны (−1)1)r−1 и соответственносоответственно

(−1)1)r ).).
ЦентрализаторЦентрализатор Zspsp(2(2r)f равенравен пространствупространству матрицматриц A′ в spsp(2(2r), таких,аких, чточто{

ΩA′ +A′TΩ = 0,

fA′ −A′f = 0.

ПоэтомуПоэтому

S(2(2r − 2, 1, 1)1) :=:= e+ Zspsp(2(2r)f = {A(x1, y1, x2, y2, w, b1, . . . , br−1)} ∼= A
r+4+4,
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гдеде

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0(
2r−3

1

)
b1 2

0
(
2r−4
1

)
b1(

2r−3
3

)
b2 (

2r−4
3

)
b2

0

2r − 3 0 0(
2r−3
2r−3

)
br−1

(
3
3

)
b2 0

(
1
1

)
b1 0 cycy1 cxcx1

−cxcx1 0 0 w −2x2

cycy1 0 0 2y2 −w

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.3)(2.3)

и c = 1/
√
2 · (2(2r − 3)!3)!. ЧтобыЧтобы получитьполучить уравненияуравнения нана срезсрез СлоСлодовогодового S (2(2r −

2, 1, 1)1), намнам надонадо пересечьпересечь S(2(2r − 2, 1, 1)1) с нильпотентнымнильпотентным конуонусомсом Nspsp(2(2r) ,
т. е.е. налоналожитьжить условия,словия, чточто следыследы всехвсех степенейстепеней A ∈ S(2(2r − 2, 1, 1)1) обнуобнуляют-ляют-
ся.я. ВычисляяВычисляя trtrA2, trtrA4, . . . , trtrA2r−2 , мымы получаемполучаем рекурсивнорекурсивно bi = αi(w

2 −
4x2y2)

i , i = 1, . . . , r − 1, длядля некнекоторыхоторых ненуненулевыхлевых констонстантант αi . ЗнаЗначитчит, у
наснас естьесть 5 образующихобразующих (x1, y1, x2, y2, w), и чтобычтобы получитьполучить единственноеединственное со-со-
отношение,отношение, надонадо вычислитьвычислить определительопределитель матрицыматрицы A. КакКак известно,известно, detdetA =∑

σ(−1)1)σa1,σ,σ(1)(1) · · · a2r,σ,σ(2(2r) (г(гдеде ai,ji,j — матричныематричные элементыэлементы матрицыматрицы A).). Заме-Заме-
тим,тим, чточто перестперестановкановка σ, нене сосохраняющаяхраняющая {2r − 1, 2r}, даетдает ненуненулевойлевой вкладвклад в
этуэту суммусумму, тольктолько еслиесли σ(i) = i+ 1 припри 1 � i � 2r − 3. ОтсюОтсюдада следуследуетет, чточто

detdetA = (x2
1y2 + x2y

2
1 + wx1y1)− (w2 − 4x2y2) detdetB, (2.4)(2.4)

гдеде

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0(
2r−3
1

)
b1 2

0
(
2r−4

1

)
b1(

2r−3
3

)
b2 (

2r−4
3

)
b2

0

2r − 3(
2r−3
2r−3

)
br−1

(
3
3

)
b2 0

(
1
1

)
b1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.5)(2.5)

являетсявляется матрицей,матрицей, образованнойобразованной первымипервыми 2r − 2 строкстрокамиами и первымипервыми 2r − 2
столбцамистолбцами матрицыматрицы A.
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ЧтобыЧтобы вычислитьвычислить определительопределитель B , обознаобозначимчим w2−4x2y2 черезчерез D и заметим,заметим,
чточто B имеетимеет видвид⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

β2,1D 2

0 β3,2D

β4,1D
2

β5,2D
2

0

2r − 3

β2r−2,1D
r−1 β2r−2,2r−5D

2 0 β2r−2,2r−3D 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
длядля ненуненулевыхлевых βi,ji,j , однознаднозначночно определенныхопределенных констонстантантамиами αi . Теперьеперь легклегко
проверитьпроверить (например,(например, разлагразлагаяая попо строкстроке разраз заза разом),разом), чточто

detdetB = Dr−1 = (w2 − 4x2y2)
r−1. (2.6)(2.6)

ИтИтак,ак, мымы получилиполучили

detdetA = (x2
1y2 + x2y

2
1 + wx1y1)− (w2 − 4x2y2)

r = 0.

СравниваяСравнивая этуэту формуформулулу с (2.1),(2.1), мымы убеждаемсубеждаемся,я, чточто построилипостроили искискомыйомый изо-изо-
морфизмморфизм Φ теоремытеоремы 2.1.2.1. ОстОстаетсается проверить,проверить, чточто Φ согсогласованласован с естественнымиестественными
пупуассоновымиассоновыми структурами.структурами.
2.4.2.4. ПуПуассоновыассоновы структуры.структуры. СимплектическСимплектическаяая формаформа в общейобщей точкточке вет-вет-

виви MC(r, 2, 1)1) в рациональныхрациональных этэтальныхальных коороординатдинатахах u1, u2, w1, w2 изиз разд.разд. 2.22.2
задаетсзадается формуформулойлой dudu1

u1
∧ dwdw1 + dudu2

u2
∧ dwdw2 . В новыхновых переменныхпеременных v1 :=:= w1u

−1
1 ,

v2 :=:= w2u
−1
2 онаона записываетсзаписывается формуформулойлой dudu1∧dvdv1+dudu2∧dvdv2 . СоответствующаяСоответствующая

скскобкобка ПуПуассонаассона равнаравна

{f, g} =

(
∂f

∂u1

∂g

∂v1
− ∂f

∂v1

∂g

∂u1

)
+

(
∂f

∂u2

∂g

∂v2
− ∂f

∂v2

∂g

∂u2

)
.

Напомним,Напомним, чточто
x2 = (−1)1)ru1u2, y2 = (−1)1)rv1v2, w = u1v1 + u2v2,

x1 = (u1v1 − u2v2)
r−1(u1 − (−1)1)ru2), y1 = (u1v1 − u2v2)

r−1(v1 − (−1)1)rv2).

Такимаким образом,образом,
{x2, y2} = w, {w, x2} = −2x2, {w, y2} = 2y2, {y2, x1} = y1,

{y2, y1} = 0 = {x2, x1}, {x2, y1} = −x1, {w, x1} = −x1, {w, y1} = y1,
(2.7)(2.7)

a {x1, y1} однознаднозначночно определяетсопределяется тотождествомждеством ЯкЯкоби.оби.
В частности,частности, e = (−1)1)r

√−1x2 , f = (−1)1)r
√−1y2 , h = −w образуютобразуют стстандарт-андарт-

ныйный slsl2 -базис-базис векторноговекторного пространствапространства Cx2 ⊕ Cy2 ⊕ Cw образующихобразующих кольцаольца
функцийфункций C[MC(r, 2, 1)]1)] степенистепени 2.2. ВекторноеВекторное пространствопространство Cx1 ⊕ Cy1 образу-образу-
ющихющих кольцаольца функцийфункций C[MC(r, 2, 1)]1)] степенистепени 2r − 1 образуобразуетет непривонеприводимоедимое
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2-мерное2-мерное предстпредставлениеавление алгебрыалгебры ЛиЛи slsl2 . Такимаким образом,образом, пупуассоновоассоново действиедействие
алгебрыалгебры ЛиЛи slsl2 интегрируинтегрируетсется додо гамильамильтоноватонова действиядействия SL(2)(2).
ПрПрямолинейнаяямолинейная проверкпроверка покпоказываетазывает, чточто формуформулылы (2.7)(2.7) остостаютсаются вернымиверными

длядля пупуассоновойассоновой структурыструктуры нана срезесрезе СлоСлодовогодового S (2(2r − 2, 1, 1)1), такак чточто изо-изо-
морфизмморфизм Φ согсогласованласован с пупуассоновымиассоновыми структурами.структурами. И укуказанноеазанное вышевыше га-а-
мильмильтоновотоново действиедействие группыгруппы SL(2)(2) — этоэто нене чточто иное,иное, какак действиедействие поподгруппыдгруппы
SL(2)(2) ⊂ ZSp(2(2r)(e). Теоремаеорема 2.12.1 докдоказана.азана.

§3.3. ЗаключительныеЗаключительные замечаниязамечания

3.1.3.1. Флэйвор-симметрия.Флэйвор-симметрия. Теперьеперь мымы ввовводимдим в рассмотрениерассмотрение флэйвор-флэйвор-
симметриюсимметрию TF = (C×)r , действующуюдействующую нана N = glgl(V )⊕r ⊕ V попо формуформулеле

(c1, . . . , cr) · (ξ1, . . . , ξr, v) = (c1ξ1, . . . , crξr, v).

МыМы обознаобозначаемчаем образующиеобразующие кольцаольца H•
TF

(pt(pt) черезчерез z1, . . . , zr , такак чточто HTF (pt(pt) =
C[z1, . . . , zr]. ОбознаОбозначимчим SpSpececH•

TF
(pt)(pt) = LieLieTF черезчерез h = Cz1⊕ . . .⊕Czr . МыМы бу-бу-

демдем обознаобозначатьчать черезчерез MC(r, 2, 1)1) соответствующуюсоответствующуюфлэйвор-деформациюфлэйвор-деформацию ветвиветви
MC(r, 2, 1)1) наднад h.
МыМы отоотождествляемждествляем диагональнуюдиагональную картартановскуюановскую поподалгебрудалгебру ЛиЛи в spsp(2(2r) с h

следующимследующим образом:образом:

(z1, . . . , zr) �→�→ diag(diag(z1, . . . , zr−1,−zr−1, . . . ,−z1, zr,−zr).

ГруппаГруппа ВейляВейля W ∼= Sr � {±{±1} алгебрыалгебры ЛиЛи spsp(2(2r) ⊃ h естественноестественно действудействуетет нана
h, и h//W ∼= spsp(2(2r)//AdAdSp(2(2r) . Напомним,Напомним, чточто полныйполный срезсрез СлоСлодовогодового задаетсзадается
формуформулойлой S(2(2r − 2, 1, 1)1) = e + Zspsp(2(2r)f ⊂ spsp(2(2r), см.см. (2.3).(2.3). ОнОн проецирупроецируетсется нана
spsp(2(2r)//AdAdSp(2(2r) , и мымы полагполагаемаем S(2(2r − 2, 1, 1)1) :=:= h×h/W S(2(2r − 2, 1, 1)1).

ПредлоПредложениеение 3.1.3.1. ИзоИзоморморфизмфизм Φ: MC(r, 2, 1)1)
∼−→ S (2(2r − 2, 1, 1)1) теоре-теоре-

мымы 2.12.1 продопродолжаетсялжается додо изоизоморморфизмафизма дедефорформациймаций наднад h :

Φ: MC(r, 2, 1)1)
∼−→ S(2(2r − 2, 1, 1)1).

ДокДоказательство.азательство. КакКак и в разд.разд. 2.2,2.2, пользупользуясьясь обознаобозначениямичениями изиз [2[2, (A.7)],(A.7)],
имеемимеем следующиеследующие регурегулярныелярные функциифункции нана MC(r, 2, 1)1), выражвыражающиесающиеся в тер-тер-
минахминах рациональныхрациональных этэтальныхальных коороординатдинат u1, u2, w1, w2 :

x1 = u1(w1 − w2)
−1

r∏
i=1=1

(w1 − w2 − zi) + u2(w2 − w1)
−1

r∏
i=1=1

(w2 − w1 − zi),

y1 = u−1
1 w1(w1 − w2)

−1
r∏

i=1=1

(w1 − w2 + zi) + u−1
2 w2(w2 − w1)

−1
r∏

i=1=1

(w2 − w1 + zi),

x2 = (−1)1)ru1u2, y2 = (−1)1)rw1w2u
−1
1 u−1

2 , w = w1 + w2.

ПоскПосколькуольку C[MC(r, 2, 1)]1)] = C[MC(r, 2, 1)]1)]/(z1, . . . , zr) поропорожденождено функциямифункциями
x1 , x2 , y1 , y2 , w, согсогласноласно градуированнойградуированной леммелемме НакНакаямы,аямы, мымы заключаем,заключаем,
чточто C[MC(r, 2, 1)]1)] поропорожденождено функциямифункциями x1 , x2 , y1 , y2 , w, z1, . . . , zr . МеждуМежду
ниминими должнодолжно бытьбыть ровноровно однодно соотношение,соотношение, и моможножно убедитьсубедиться,я, чточто
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C[MC(r, 2, 1)]1)] = C[x1, x2, y1, y2,w, z1, . . . , zr]/

(
x21y2 + x2y

2
1 + wxwx1y1

−
∑

m,nm,n∈N

m+n четночетно

(−1)1)mnmnσmσn(w
2 − 4x2y2)

r−(m+n)/2

)
, (3.1)(3.1)

гдеде σn — этоэто n-й-й элементэлементарныйарный симметрическийсимметрический многочленмногочлен отот z1, . . . , zr (в(в част-част-
ности,ности, σ0 = 1 и σk = 0 длядля k > r).). Заметим,Заметим, чточто длядля произвольногопроизвольного k всевсе сте-сте-
пенипени переменныхпеременных zi , вхвходящиедящие в

∑
m+n=2=2k(−1)1)mnmnσmσn , обобязательноязательно являютсявляются

четными.четными.
ВспомнимВспомним матрицуматрицу B изиз (2.5)(2.5) и формуформулулу (2.4).(2.4). МыМы бубудемдем считсчитать,ать, чточто спектрспектр

матрицыматрицы A изиз (2.3)(2.3) равенравен {±{±z1, . . . ,±zr}, т. е.е. еслиесли A полупростполупроста,а, тото онаона сопрсопря-я-
женаена с diag(diag(z1, . . . , zr−1,−zr−1, . . . ,−z1, zr,−zr). ПоэтомуПоэтому формуформулала (2.4)(2.4) эквива-эквива-
лентналентна

(−1)1)rz21 · · · z2r = x21y2 + x2y
2
1 + wxwx1y1 − (w2 − 4x2y2) detdetB. (3.2)(3.2)

АналогичноАналогично формуформулеле (2.6)(2.6) моможножно проверить,проверить, чточто

detdetB =
∑

m,nm,n∈N

2r>m>m+n четночетно

(−1)1)mnmnσmσn(w
2 − 4x2y2)

r−1−(m+n)/2. (3.3)(3.3)

СравниваяСравнивая формуформулылы (3.2)(3.2) и (3.3)(3.3) с (3.1),(3.1), вывовыводимдим искискомыйомый резурезульльтатат.

3.2.3.2. ПовышениеПовышение dimdimV . Теперьеперь заменимзаменим V = C2 нана V ′ = C3 и рассмотримрассмотрим
соответствующуюсоответствующую кукулоновскуюлоновскую ветвьветвь MC(r, 3, 1)1), 6-мерное6-мерное аффинноеаффинное кониче-ониче-
скскоеое пупуассоновоассоново многообразие.многообразие. ВвидуВвиду теоремытеоремы 2.12.1 и глядялядя нана трансверсальныетрансверсальные
особенности,особенности, хотелосьотелось быбы надеятьснадеяться,я, чточто MC(r, 3, 1)1) изоморфнаизоморфна срезусрезу СлоСлодовогодового
S (2(2r − 4, 2, 2)2) ⊂ Nspsp(2(2r) припри r � 3. К сосожалению,алению, этэта надежданадежда нене оправдыва-оправдыва-
етсется,я, какак бубудетдет покпоказаноазано сравнениемсравнением рядовядов ГильбертГильберта ветвиветви MC(r, 3, 1)1) и срезасреза
СлоСлодовогодового S (2(2r − 4, 2, 2)2) ужуже в случаеслучае r = 3.
РядРяд ГильбертГильберта MC(r, 3, 1)1) вычисляетсвычисляется попо монопольноймонопольной формуформуле,ле, какак в до-до-

казательствеазательстве леммылеммы 2.2.2.2. ДоминантныеДоминантные весавеса группыгруппы GLGL(3)(3) — этоэто тройкитройки целыхцелых
чиселчисел λ = (n1, n2, n3), n1 � n2 � n3 . ИмеемИмеем PG(t;λ) = (1(1 − t2)−3 , еслиесли n1 >
n2 > n3 ; PG(t;λ) = (1(1 − t2)−2(1(1 − t4)−1 , еслиесли n1 = n2 > n3 илиили n1 > n2 = n3 , и
PG(t;λ) = (1(1−t2)−1(1(1−t4)−1(1(1−t6)−1 , еслиесли n :=:= n1 = n2 = n3 . МуМульльтимнотимножествоество
весоввесов χ предстпредставленияавления N = glgl(3)(3)⊕r⊕V ′ — этоэто {(1(1, 0, 0)0)}∪{(0(0, 1, 0)0)}∪{(0(0, 0, 1)1)}∪
r·{(1(1,−1, 0)0), (−1, 1, 0)0), (1(1, 0,−1)1), (−1, 0, 1)1), (0(0, 1,−1), (0(0,−1, 1)1)}∪3r·{(0(0, 0, 0)0)}. ДляДля
χ = (k1, k2, k3) и λ = (n1, n2, n3), n1 � n2 � n3 , имеемимеем 〈χ,χ, λ〉 = n1k1+n2k2+n3k3 .
ПоэтомуПоэтому

H ′(t) = (1(1− t2)−3
∑

n1>n>n2>n>n3∈Z

t(4(4r−4)(4)(n1−n3)+)+|n1|+|n2|+|n3|

+ (1(1− t2)−2(1(1− t4)−1

( ∑
n1>n>n3∈Z

t(4(4r−4)(4)(n1−n3)+2)+2|n1|+|n3|

+
∑

n1>n>n3∈Z

t(4(4r−4)(4)(n1−n3)+)+|n1|+2+2|n3|
)

+ (1(1− t2)−1(1(1− t4)−1(1(1 − t6)−1
∑
n∈Z

t3|n|.
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СуммаСумма
∑

n∈Z
t3|n| распадаетсраспадается в двадва слагслагаемых,аемых, согсогласноласно дихдихотомииотомии n � 0 илиили

n < 0, равныхравных соответственносоответственно 1
1−t3 илиили

t3

1−t3 . Далее,Далее, суммасумма∑
n1>n>n3∈Z

t(4(4r−4)(4)(n1−n3)+)+|n1|+2+2|n3|

распадаетсраспадается в тритри слагслагаемых,аемых, согсогласноласно трихтрихотомииотомии n1 > n3 � 0, 0 � n1 > n3

илиили n1 > 0 > n3 , равныхравных соответственносоответственно t4r−3

(1(1−t3)(1)(1−t4r−3) ,
t4r−2

(1(1−t3)(1)(1−t4r−2) илиили
t4r−3t4r−2

(1(1−t4r−3)(1)(1−t4r−2) . КромеКроме того,того,
∑

n1>n>n3∈Z
t(4(4r−4)(4)(n1−n3)+2)+2|n1|+|n3| распадаетсраспадается в

тритри слагслагаемых,аемых, согсогласноласно трихтрихотомииотомии n1 > n3 � 0, 0 � n1 > n3 илиили n1 > 0 > n3 ,
равныхравных соответственносоответственно t4r−2

(1(1−t3)(1)(1−t4r−2) ,
t4r−3

(1(1−t3)(1)(1−t4r−3) илиили
t4r−3t4r−2

(1(1−t4r−3)(1)(1−t4r−2) . На-На-
конец,онец,

∑
n1>n>n2>n>n3∈Z

t(4(4r−4)(4)(n1−n3)+)+|n1|+|n2|+|n3| распадаетсраспадается в 5 слагслагаемых,аемых, со-со-
гласноласно альальтернативетернативе n1 > n2 > n3 � 0, 0 � n1 > n2 > n3 , n1 > n2 >
0 > n3 , n1 > 0 > n2 > n3 илиили n1 > (n2 = 0)0) > n3 , равныхравных соответственносоответственно

t4r−3t4r−2

(1(1−t3)(1)(1−t4r−3)(1)(1−t4r−2) ,
t4r−3t4r−2

(1(1−t3)(1)(1−t4r−3)(1)(1−t4r−2) ,
t2(42(4r−3)3)t4r−2

(1(1−t4r−3)2(1(1−t4r−2) ,
t2(42(4r−3)3)t4r−2

(1(1−t4r−3)2(1(1−t4r−2)

илиили t2(42(4r−3)3)

(1(1−t4r−3)2 .
СкладываяСкладывая этоэто все,все, получаемполучаем

H ′(t) =
(1(1− t4r)(1)(1 + t4r−2 + 2t4r−1 + t4r + t8r−2)

(1(1− t2)(1)(1 − t3)2(1(1− t4)(1)(1 − t4r−3)2(1(1− t4r−2)
.

ОтсюОтсюдада следуследуетет, чточто MC(r, 3, 1)1) нене являетсявляется полнымполным пересечением.пересечением. ЭтоЭто хорошоорошо
известноизвестно ужуже длядля жорордановаданова колчанаолчана с r = 1, когогдада MC(1(1, 3, 1)1) � SymSym3(A2)
(см.,(см., например,например, [2[2, предлопредложениеение 3.24]).3.24]).
С другойдругой стороны,стороны, рядыяды ГильбертГильберта срезовсрезов СлоСлодовогодового S (2(2r−4, 2, 2)2) былибыли вы-вы-

численычислены в [3,[3, таблицыаблицы 18,19]18,19] длядля r = 3, 4. Тамам полученыполучены ответыответы соответственносоответственно

(1(1 − t8)(1)(1− t1212)

(1(1− t2)3(1(1− t4)5
,

(1(1− t1212)(1)(1− t1616)

(1(1 − t2)(1)(1− t4)5(1(1 − t6)2
.

АналогичноАналогично моможножно проверитьпроверить и чточто кукулоновсклоновскаяая ветвьветвьMC(r, 2,m) длядля m > 1
нене являетсявляется полнымполным пересечением.пересечением.
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