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1. Ââåäåíèå, ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à î ñèñòåìàòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè òîïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-
âûõ, ðàñïàäàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîñîáûõ êðèâûõ, âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà
Ä.À. Ãóäêîâûì â 1969 ãîäó â ïðåäèñëîâèè ê êíèãå [19] äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïàäàþùèõñÿ êðè-
âûõ ñòåïåíè 6 � ïåðâîãî (ò. å. íèçøåé ñòåïåíè) íåòðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ. Ýòà çàäà÷à, íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçàííàÿ ñ âîïðîñîì î òîïîëîãèè íåîñîáûõ êðèâûõ ñòåïåíè 6, âêëþ÷¼ííîì
Ä. Ãèëüáåðòîì â åãî 16-þ ïðîáëåìó, áûëà ðåøåíà (ïðè åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ ìàêñèìàëü-
íîñòè è îáùåãî ïîëîæåíèÿ êðèâûõ-ñîìíîæèòåëåé) âòîðûì èç àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè â
[2],[11]. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû áûëî ïðåäïðèíÿòî èññëåäîâàíèå àíàëîãè÷íîãî âîïðîñà äëÿ
êðèâûõ ñòåïåíè 7. Ýòîò âîïðîñ îêàçàëñÿ áîëåå òðóäíûì, äëÿ åãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ïîñëå
äëèííîé ñåðèè ðàáîò [1], [3] � [9], [12] � [17], [20], [22] � [32] íåñêîëüêèõ àâòîðîâ ñåé÷àñ
áëèçêî ê çàâåðøåíèþ, ïîòðåáîâàëîñü ïðèìåíåíèå íîâûõ ìåòîäîâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íà-
÷èíàåò àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå ðàñïàäàþùèõñÿ êðèâûõ ñòåïåíè 8. Èìåííî, ìû áóäåì
çàíèìàòüñÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé êðèâûõ ñòåïåíè 8, ðàñïàäàþùèõñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå íåîñîáîé êðèâîé ñòåïåíè 2 (êîíèêè) è íåîñîáîé êðèâîé ñòåïåíè 6 (ñåêñòèêè) ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.
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Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïëîñêèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïëîñêîé âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé Cm ñòå-

ïåíè m íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí Cm(x0, x1, x2) ñòåïåíè m ñ âåùåñòâåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè îò òð¼õ ïåðåìåííûõ x0, x1, x2, ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíó-

ëåâîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî RCm (CCm) òî÷åê (x0 : x1 : x2) ((z0 : z1 : z2)) âåùå-
ñòâåííîé (êîìïëåêñíîé) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 (CP 2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíå-

íèþ Cm(x0, x1, x2) = 0, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ (ñîîòâåòñòâåííî, êîì-
ïëåêñíûõ) òî÷åê êðèâîé Cm.

Îïðåäåëåíèå 3. Êðèâàÿ Cm íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ìíîãî÷ëåíà Cm(x0, x1, x2) ïî ïåðåìåííûì x0, x1, x2 íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü

(â CP 2).

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà RCm âåùåñòâåííûõ òî÷åê íåîñîáîé êðèâîé Cm
(êîðîòêî � âåùåñòâåííàÿ âåòâü êðèâîé) ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè. Åñëè ñòåïåíü êðèâîé
÷¼òíà, òî êàæäàÿ òàêàÿ îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îâàëîì; êàæäûé îâàë äåëèò RP 2 íà äâå
îáëàñòè: ãîìåîìîðôíóþ äèñêó è ãîìåîìîðôíóþ ëèñòó Ì¼áèóñà. Äëÿ äàííîãî îâàëà îá-
ëàñòü ïåðâîãî òèïà ñ÷èòàåòñÿ âíóòðåííåé, à âòîðîãî � âíåøíåé. Åñëè ñòåïåíü êðèâîé Cm
íå÷¼òíà, òî ñðåäè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà RCm èìååòñÿ ðîâíî îäíà, âëîæåííàÿ
â RP 2 îäíîñòîðîííå, îíà íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé âåòâüþ.
Îöåíêó íà âîçìîæíîå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ âåòâåé íåîñîáîé êðèâîé äà¼ò êëàññè÷åñêàÿ

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà Õàðíàêà (1876)). Ïóñòü N � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíî-

æåñòâà âåùåñòâåííûõ òî÷åê ïëîñêîé âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ñòåïåíè m.
Òîãäà N 6 (m− 1)(m− 2)/2 + 1, ïðè÷¼ì ýòà îöåíêà òî÷íà äëÿ ëþáîãî m.

Ìíîæåñòâî RCm, ðàññìàòðèâàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè â RP 2, íàçûâàåòñÿ âåùå-

ñòâåííîé ñõåìîé êðèâîé Cm. Íàçîâ¼ì íàáîð èç s ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèõ îêðóæíîñòåé â RP 2, ãäå 0 6 s 6 (m−1)(m−2)/2+1, ôîðìàëüíîé ñõåìîé ñòåïåíè m.
Âåùåñòâåííóþ ñõåìó íåîñîáîé êðèâîé (è àíàëîãè÷íî � ôîðìàëüíóþ ñõåìó) ìîæíî îïè-

ñàòü ãðàôîì, âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò îâàëû êðèâîé1, è äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû
ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå îâàëû ðàñïîëîæåíû îäèí âíóòðè
äðóãîãî è íå ðàçäåëåíû íèêàêèì òðåòüèì îâàëîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ñõåìà
íåîñîáîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì òèïà �ëåñ�, â êîòîðîì êàæäîìó âíåøíåìó îâàëó (ò. å.
îâàëó, íå ëåæàùåìó âî âíóòðåííåé îáëàñòè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî îâàëà) îòâå÷àåò ñâî¼ äå-
ðåâî.
Êðèâûå ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ïî òåîðåìå Õàðíàêà ÷èñëîì âåòâåé íàçûâàþòñÿ M -

êðèâûìè. Ñõåìû ñ òàêèì ÷èñëîì îâàëîâ (êàê ñõåìû M -êðèâûõ, òàê è ôîðìàëüíûå) áóäåì
íàçûâàòü M -ñõåìàìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ñõåìà íåîñîáîé êîíèêè ëèáî
ïóñòà, ëèáî ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû. Èç òåîðåìû Õàðíàêà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âåðøèí
M -ñõåì ñòåïåíåé 6 è 8 ðàâíî 11 è 22 ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷ó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåîñîáûõ ïëîñêèõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ êðèâûõ, ïîñòàâëåííóþ Ä. Ãèëüáåðòîì â ïåðâîé ÷àñòè åãî 16-é ïðîáëåìû, ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m íàéòè ñïè-

ñîê ôîðìàëüíûõ ñõåì ñòåïåíè m, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê âåùåñòâåííûå

ñõåìû íåêîòîðûõ êðèâûõ ñòåïåíè m.
1Íå÷¼òíàÿ âåòâü íå îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü â RP 2, ïîýòîìó âêëþ÷àòü å¼ â îïèñàíèå íå íàäî � íóæíî

ëèøü ïîìíèòü, ÷òî â ñëó÷àå íå÷¼òíîé ñòåïåíè èìååòñÿ åù¼ ðîâíî îäíà òàêàÿ âåòâü.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëíûé îòâåò íà ýòó çàäà÷ó èçâåñòåí äëÿ m 6 7. Â ïåðâîì íåòðèâè-
àëüíîì ñëó÷àå m = 6, îñîáî îòìå÷åííîì Ãèëüáåðòîì, îòâåò áûë ïîëó÷åí Ä.À. Ãóäêîâûì
â [19]. Ôðàãìåíò êëàññèôèêàöèè Ãóäêîâà, êàñàþùèéñÿ ñëó÷àÿ M -êðèâûõ, ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàí òàê:

Òåîðåìà 1.2 (Òåîðåìà Ãóäêîâà (1969)). Íåîñîáûìè êðèâûìè ñòåïåíè 6 ðåàëèçóþòñÿ

M-ñõåìû 1
1
9, 5

1
5, 9

1
1 è òîëüêî ýòè M-ñõåìû.

Çäåñü, ñëåäóÿ Ãóäêîâó, äëÿ êîäèðîâêè ñõåì ìû ïðèìåíÿåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: çà-
ïèñü âèäà α

1
β îçíà÷àåò ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç β + 1 îâàëîâ âíå äðóã äðóãà, âíóòðè îäíîãî

èç êîòîðûõ ëåæàò åù¼ α îâàëîâ âíå äðóã äðóãà1.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ òî÷åê êàæäîé M -êðèâîé ñòåïåíè 6 ñîäåðæèò

ðîâíî îäèí íåïóñòîé îâàë (ò. å. îâàë, âî âíóòðåííåé îáëàñòè êîòîðîãî èìååòñÿ äðóãîé îâàë),
îí îáîçíà÷åí åäèíèöåé ¾â çíàìåíàòåëå¿ êîäà; â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü íåïóñòîé îâàë
êðèâîé ñòåïåíè 6 ãëàâíûì, îâàëû, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè ãëàâíîãî îâàëà � âíóòðåííèìè,
à îâàëû, ðàñïîëîæåííûå âíå ãëàâíîãî îâàëà � âíåøíèìè.
Ãîâîðÿò, ÷òî îâàë, ñîäåðæàùèé â ñâîåé âíóòðåííåé îáëàñòè s îâàëîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî

îêðóæàþùèõ äðóã äðóãà, èìååò âåñ s+1, à ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç âíåøíåãî (ò. å. íå ëåæàùåãî
âíóòðè äðóãèõ îâàëîâ) îâàëà âåñà s+1 è âñåõ îâàëîâ, ëåæàùèõ âíóòðè íåãî, áóäåì íàçûâàòü
ãíåçäîì âåñà s + 1. Òàêèì îáðàçîì, âíåøíèé ïóñòîé îâàë ñ÷èòàåòñÿ ãíåçäîì âåñà îäèí, è
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî M -êðèâàÿ ñòåïåíè 6 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îäíîãî ãíåçäà âåñà äâà è
ãí¼çä âåñà îäèí.
Íà îñíîâàíèè ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ Ä.À. Ãóäêîâûì áûëà âûñêàçàíà â âèäå ãèïîòåçû

Òåîðåìà 1.3 (Ñðàâíåíèå Ãóäêîâà (1969)). Äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(B+) îðè-
åíòèðóåìîé ÷àñòè B+ äîïîëíåíèÿ â RP 2 ê ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ òî÷åê M-êðèâîé

ñòåïåíè 2k âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå χ(B+) ≡ k2(mod 8).

Ïîçæå òàêîå ñðàâíåíèå ïî mod 4 áûëî äîêàçàíî Â.È. Àðíîëüäîì, à çàòåì Â.À. Ðîõëèí
äîêàçàë òåîðåìó 1.3 ïîëíîñòüþ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M -êðèâàÿ çàäà¼òñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì. Ïåðåéä¼ì ê ðàñ-

ñìîòðåíèþ ðàñïàäàþùèõñÿ êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 4. Êðèâàÿ Cm íàçûâàåòñÿ M-ðàñïàäàþùåéñÿ êðèâîé ñòåïåíè m, åñëè:
(i) Cm(x0, x1, x2) = Ck(x0, x1, x2) · Cm−k(x0, x1, x2), ãäå k ∈ {1, 2, . . . , [m2 ]};
(ii) Ck è Cm−k ÿâëÿþòñÿ Ì-êðèâûìè;

(iii) ìíîæåñòâî RCk
⋂

RCm−k ñîñòîèò èç k · (m− k) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê;

(iv) âñå òî÷êè ìíîæåñòâà RCk
⋂

RCm−k ëåæàò íà îäíîé âåòâè êðèâîé Ck è íà îäíîé

âåòâè êðèâîé Cm−k;
(v) ïðè íåêîòîðîì âûáîðå íàïðàâëåíèé îáõîäà ïåðåñåêàþùèõñÿ âåòâåé òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ (ò. å. òî÷êè ìíîæåñòâà RCk
⋂
RCm−k) ëåæàò íà íèõ â îäíîì ïîðÿäêå.

Îâàëû êðèâûõ Cm−k è Ck, íå èìåþùèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûìè
îâàëàìè.
Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðàñïàäàþùèõñÿ êðèâûõ ñòåïåíè m ñòàâèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ òðîåê (RP 2,RCm,RCk), ãäå
Cm(x0, x1, x2) = Ck(x0, x1, x2) · Cm−k(x0, x1, x2). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ m = 8, k = 2 ïðè óñëîâèè, ÷òî êðèâàÿ C8 M -ðàñïàäàþùàÿñÿ, ò. å.
âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ (i) � (v) îïðåäåëåíèÿ 4.
Îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ êàêîãî-ëèáî êëàñ-

ñà ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿþò äîïóñòèìûå (ò. å. íå çàïðåùàåìûå èçâåñòíûìè íà äàííûé ìîìåíò
1 Ýòà êîäèðîâêà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ëåñà ñ áîëåå âûñîêèìè äåðåâüÿìè � ñì., íàïðèìåð, [4].
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îãðàíè÷åíèÿìè) òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè êðèâûõ ýòîãî êëàññà. Çàòåì êàæäóþ äîïóñòèìóþ
ìîäåëü ïûòàþòñÿ ðåàëèçîâàòü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà (�ïîñòðî-
èòü�) èëè äîêàçàòü, ÷òî ñäåëàòü ýòî íåâîçìîæíî (�çàïðåòèòü�). Äàëåå äëÿ ñôîðìóëèðîâàí-
íîé âûøå çàäà÷è áóäóò èçëîæåíû ïåðå÷èñëåíèå äîïóñòèìûõ ìîäåëåé è çàïðåòû, êîòîðûå
óäàëîñü íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Îðåâêîâà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè òåîðèè êîñ è
çàöåïëåíèé.

2. Ïåðå÷èñëåíèå äîïóñòèìûõ ìîäåëåé

Íà÷í¼ì ñ ôîðìóëèðîâêè ïðèìåíÿåìîé íèæå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè
âîçìóùåíèé îñîáûõ òî÷åê ïðîñòîé êðèâîé.

Òåîðåìà 2.1 (Òåîðåìà Áðþçîòòè (1921)). Ïóñòü êðèâàÿ Cm íå èìååò êðàòíûõ êîì-

ïîíåíò è âñå å¼ îñîáûå òî÷êè ïðîñòûå äâîéíûå. Òîãäà ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ êðèâîé Cm ìîæíî ïîëó÷èòü âåùåñòâåííóþ êðèâóþ ñòåïåíè

m, êîòîðàÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîé îñîáîé òî÷êè òèïà �êðåñò� (òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå-
÷åíèå âåòâåé) áóäåò èìåòü îäèí èç çàðàíåå âûáðàííûõ âèäîâ A, B, C, è â îêðåñòíîñòè

êàæäîé óåäèí¼ííîé îñîáîé òî÷êè � îäèí èç çàðàíåå âûáðàííûõ âèäîâ A′,B′,C ′ (ñì. ðèñ.1).

Ðèñ. 1.

Íàïîìíèì òåïåðü èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ î M -ñõåìàõ êðèâûõ ñòåïåíè 8.
1) Â ñèëó òåîðåìû Õàðíàêà M -êðèâàÿ ñòåïåíè 8 ñîñòîèò èç 22 îâàëîâ.
2) Â ñèëó òîïîëîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé òåîðåìû Áåçó, ïðèìåí¼ííîé ê ïåðåñå÷åíèþ êðèâîé

ñòåïåíè 8 ñ ïðÿìîé èëè ñ êîíèêîé, M -êðèâàÿ ñòåïåíè 8 ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíó èç
ñëåäóþùèõ âåùåñòâåííûõ ñõåì:
à) îáúåäèíåíèå ãí¼çä âåñà îäèí è íå áîëåå òð¼õ ãí¼çä âåñà äâà;
á) îáúåäèíåíèå ãí¼çä âåñà îäèí è îäíîãî ãíåçäà âåñà òðè.
3) M -êðèâàÿ ñòåïåíè 8 óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ Ãóäêîâà ñ k = 4; â ÷àñòíîñòè, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî 22 îâàëà M -êðèâîé ñòåïåíè 8 íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ âñå âíå äðóã äðóãà.
Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ äîïóñêàþò 89 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ôîðìàëüíûõ M -ñõåì ñòåïå-

íè 8, èç êîòîðûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè 83 ðåàëèçîâàíû M -êðèâûìè ñòåïåíè 8, à âîïðîñ
î òàêîé ðåàëèçóåìîñòè îñòàëüíûõ øåñòè ñõåì îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Ñïèñîê âñåõ 89 ñõåì
ìîæíî íàéòè â [22].
Ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â 12 òî÷êàõ, ëåæàùèõ

íà ýòèõ êðèâûõ â îäèíàêîâîì ïîðÿäêå, ìîæåò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó èç äâóõ òîïîëîãè÷å-
ñêè íåýêâèâàëåíòíûõ òèïîâ I è II, ïîêàçàííûõ íà ðèñ.2. Íà ýòîì ðèñóíêå áîëåå æèðíîé
ëèíèåé ïîêàçàíà êîíèêà, òîíêîé ëèíèåé � íåñâîáîäíûé îâàë ñõåìû ñòåïåíè 6, à ãðå÷åñêè-
ìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû îáëàñòè, â êîòîðûõ a priori ìîãóò ëåæàòü ñâîáîäíûå îâàëû ñõåìû
ñòåïåíè 6.
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Òåïåðü äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ I, II íàì íóæíî ïåðå÷èñëèòü äîïóñòèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ
10 ñâîáîäíûõ îâàëîâ â îáîçíà÷åííûõ ãðå÷åñêèìè áóêâàìè îáëàñòÿõ äëÿ êàæäîé èç M -
ñõåì 1

1
9, 5

1
5, 9

1
1 ñòåïåíè 6, ñ÷èòàÿ íåñâîáîäíûé îâàë ëèáî âíåøíèì, ëèáî ãëàâíûì, ëèáî

âíóòðåííèì. Èäåÿ ýòîãî ïåðå÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òèï I Òèï II

Ðèñ. 2. Òèïû ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ îâàëîâ è îáîçíà÷åíèÿ îáëàñòåé.

Äîáàâèì ê ðàñïîëîæåíèþ òèïà I èëè II, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 2, êàêèì-òî îïðåäåë¼í-
íûì îáðàçîì ðàñïðåäåë¼ííûå ïî îáëàñòÿì 10 ñâîáîäíûõ îâàëîâ ñõåìû ñòåïåíè 6. Çàòåì,
èìåÿ â âèäó òåîðåìó Áðþçîòòè, óñòðàíèì âñå äâîéíûå òî÷êè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðàñïî-
ëîæåíèè òàê, ÷òîáû îáðàçîâàëàñü ñõåìà ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì îâàëîâ (ò. å.
ïðåâðàòèì êàæäûé äâóóãîëüíèê â îâàë; â ñëó÷àå I èç ïåðåñåêàþùèõñÿ îâàëîâ ïîëó÷èòñÿ
ñõåìà 11

1
, à â ñëó÷àå II � 12 îâàëîâ âíå äðóã äðóãà). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì M -ñõåìó

ñòåïåíè 8. Åñëè ýòà ñõåìà íå âõîäèò â óïîìÿíóòûé âûøå ñïèñîê èç 89 M -ñõåì ñòåïåíè 8,
òî ðàññìàòðèâàåìîå ðàñïîëîæåíèå ñâîáîäíûõ îâàëîâ íåðåàëèçóåìî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè èñõîäíîé ñõåìû ðàñïàäàþùåéñÿ êðèâîé ïîäëåæèò äàëüíåéøåìó
èññëåäîâàíèþ.
A. Ðàñïîëîæåíèå òèïà I.
A1. Íåñâîáîäíûé îâàë � âíåøíèé.
Îáëàñòè α è âñå αi íå ñîäåðæàò îâàëîâ, ïîñêîëüêó íåñâîáîäíûé îâàë âíåøíèé. Îáëà-

ñòè βi òîæå íå ìîãóò ñîäåðæàòü îâàëîâ � èíà÷å ïîëó÷èòñÿ ñõåìà, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ
îãðàíè÷åíèþ 2) íà òèïû M -ñõåì ñòåïåíè 8.
Ðàññìîòðèì ñõåìó ñòåïåíè 6 âèäà 1

1
9. Òîãäà îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè: â îäíîé

èç îáëàñòåé β, γ ñâîáîäíûå îâàëû îáðàçóþò ñõåìó 1
1
t, à â äðóãîé � ñõåìó �8− t îâàëîâ âíå

äðóã äðóãà�, ãäå 0 6 t 6 8. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðàâíåíèå Ãóäêîâà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî
ïðè t ∈ {3, 7}, êîãäà ãíåçäî 1

1
â îáëàñòè β, è ïðè t ∈ {1, 5}, åñëè ãíåçäî 1

1
â îáëàñòè γ.

Èòîãè ïåðå÷èñëåíèÿ çàíåñåíû â ñòðîêè 1 � 4 òàáëèöû 1; ñìûñë ñèìâîëà ? è ïîñëåäíèõ
ñòîëáöîâ â ýòîé è ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ áóäåò ðàçúÿñí¼í íèæå â ï. 4.
Ñõåìû ñòåïåíè 6 âèäà 5

1
5 è 9

1
1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Ïåðâîé èç íèõ

îòâå÷àþò ñòðîêè 5, 6 òàáëèöû 1, à äëÿ âòîðîé äîïóñòèìûõ âîçìîæíîñòåé íåò.
A2. Íåñâîáîäíûé îâàë � ãëàâíûé.
Â ýòîì ñëó÷àå âíóòðåííèå îâàëû ñõåìû ñòåïåíè 6 íàäî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó îáëàñòÿìè

α, α1 � α6, ïðè÷¼ì îáëàñòè αi è α7−i, i ∈ {1, 2, 3}, ðàâíîïðàâíû ââèäó ñèììåòðèè, è, â
ñèëó îãðàíè÷åíèÿ 2) íà òèïû M -ñõåì ñòåïåíè 8, íåïóñòîé ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà èç
îáëàñòåé αi.
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Òàáëèöà 1. Òèï I, âíåøíèé íåñâîáîäíûé îâàë.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
β γ Ì-Ò Ô-Ì

1 1
1
9 1

1
3 5

Ïîñòðîåíèå
Ãèëüáåðòà

2 - - � - - ?1
1

7 1 X ×
3 - - � - - 7 1

1
1 íåò M -ïó÷êà

4 - - � - - 3 1
1
5 íåò M -ïó÷êà

5 5
1
5 ?5

1
3 1 X X

6 - - � - - 3 5
1
1 íåò M -ïó÷êà

Òàáëèöà 2. Òèï I, ãëàâíûé íåñâîáîäíûé îâàë.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
α α1 Y α2 Y α3 β1 Y β2 Y β3 β γ Ì-Ò Ô-Ì

1 1
1
9 1 ? 5 3 1 × �

2 - - � - - 1 ? 4 3 2 × �
3 - - � - - 1 ? 3 3 3 × �
4 - - � - - 1 ? 2 3 4 × �
5 - - � - - 1 ? 1 3 5 × �
6 - - � - - 1 ? 1 7 1 × �
7 - - � - - 1 7 2 íåò M -ïó÷êà
8 - - � - - 1 3 6 íåò M -ïó÷êà
9 - - � - - ? 1 8 1 × �
10 - - � - - ? 1 4 5 X X
11 - - � - - ? 1 9 × �
12 5

1
5 5 ? 1 3 1 × �

13 - - � - - 5 3 2 íåò M -ïó÷êà
14 - - � - - 4 ? 1 4 1 × �
15 - - � - - 4 ? 1 5 × �
16 - - � - - 3 ? 2 1 4 × �
17 - - � - - 2 ? 3 2 3 X ×
18 - - � - - 1 ? 4 3 2 × �
19 - - � - - ? 5 4 1 × �
20 - - � - - ? 5 5 × �
21 9

1
1 8 ? 1 1 X ×

22 - - � - - 4 ? 5 1 × �
23 - - � - - 0 ? 9 1 × �

A3. Íåñâîáîäíûé îâàë � âíóòðåííèé.
Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûé îâàë îõâàòûâàåò âñþ êîíôèãóðàöèþ èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ

îâàëîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2 ñëåâà (�Òèï I�). Îáëàñòè β1 � β5 íå ìîãóò ñîäåðæàòü îâàëîâ
â ñèëó óñëîâèÿ 2) � èíà÷å îáðàçóåòñÿ ãíåçäî âåñà 4.
Äëÿ ñõåìû 1

1
9 åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � 9 ñâîáîäíûõ îâàëîâ âíå äðóã äðóãà ëåæàò â

îáëàñòè γ � ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åíèþ 3) äëÿ M -ñõåì ñòåïåíè 8.
Äëÿ ñëó÷àåâ äâóõ äðóãèõ ñõåì � 5

1
5 è 9

1
1 � îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1 ÷àñòü îáëàñòè γ, ðàñïî-

ëîæåííóþ âíóòðè ãëàâíîãî îâàëà (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2), à
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÷åðåç γ2 � ÷àñòü îáëàñòè γ, ðàñïîëîæåííóþ âíå ãëàâíîãî îâàëà. Òàê æå, êàê âûøå, ïîëó-
÷àåì ðåçóëüòàòû, ïîêàçàííûå â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Òèï I, âíóòðåííèé íåñâîáîäíûé îâàë.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
β γ1 γ2 Ì-Ò Ô-Ì

1 5
1
5 ? 2 2 5 X X

2 9
1
1 ? 2 6 1 × �

3 9
1
1 6 2 1

Ïîñòðîåíèå
Ãèëüáåðòà

B. Ðàñïîëîæåíèå òèïà II.
B1. Íåñâîáîäíûé îâàë � âíåøíèé.
Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íåñâîáîäíûé îâàë ïóñòîé, òî ñâîáîäíûå îâàëû ìîãóò ëåæàòü

òîëüêî â îáëàñòÿõ βi, 1 6 i 6 6 è β. Ïðè ýòîì, â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ 2), åñëè ãëàâíûé
îâàë ëåæèò â îäíîé èç íèõ, òî îñòàëüíûå èç ýòèõ îáëàñòåé äîëæíû áûòü ïóñòûìè, à åñëè
ãëàâíûé îâàë ëåæèò â îáëàñòè β, òî íåïóñòûìè ìîãóò áûòü íå áîëåå äâóõ èç îáëàñòåé βi.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå îáëàñòè βi ðàâíîïðàâíû, à â ñëó÷àå, êîãäà íåïóñòû äâå èç îáëàñòåé βi,
èìåþòñÿ òðè ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå âîçìîæíîñòè (â ïîðÿäêå îáõîäà ïî îâàëó êîíèêè

Òàáëèöà 4. Òèï II, âíåøíèé íåñâîáîäíûé îâàë.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
β β1 βj, j = 2 Y 3 Y 4 Ì-Ò Ô-Ì

1 1
1
9 1

1
6 2 0 íåò M -ïó÷êà

2 - - � - - - - � - - 1 1 - - � - -
3 - - � - - 1

1
2 6 0 - - � - -

4 - - � - - - - � - - 5 1 - - � - -
5 - - � - - - - � - - 3 3 - - � - -

6 - - � - - 6 1
1
2

Ïîñòðîåíèå
Ãèëüáåðòà

7 - - � - - 2 ?1
1

6 X X
8 5

1
5 5

1
2 2 0 íåò M -ïó÷êà

9 - - � - - - - � - - 1 1 - - � - -
10 - - � - - 2 ?5

1
2 X X

íåïóñòûå îáëàñòè ëèáî ñîñåäíèå, ëèáî ðàçäåëåíû îäíîé ïóñòîé, ëèáî ðàçäåëåíû äâóìÿ
ïóñòûìè), ïîëó÷àåì ñïèñîê äîïóñòèìûõ ðàñïîëîæåíèé, ïðèâåä¼ííûõ â òàáëèöå 4.
B2. Íåñâîáîäíûé îâàë � ãëàâíûé.
Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îáëàñòè αi ðàâíîïðàâíû äðóã äðóãó, è îáëàñòè βi

ðàâíîïðàâíû äðóã äðóãó. Â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ 2) îäíîâðåìåííî ìîãóò ñîäåðæàòü îâàëû
íå áîëåå òð¼õ èç ýòèõ 12 îáëàñòåé. Åñëè íåïóñòû (ò. å. ñîäåðæàò ñâîáîäíûå îâàëû) ðîâíî
äâå èç íèõ, òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî (âäîëü îâàëà
êîíèêè) ïîðÿäêà îáëàñòåé èìåþòñÿ ïî òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ äëÿ íîìåðîâ i è j
ýòèõ îáëàñòåé: (i, j) ∈ M1 = {(1, 2), (1, 3), (1, 4)}. Åñëè íåïóñòû òðè îáëàñòè îäíîãî ñîðòà
(ò. å. âñå òðè îáëàñòè èç íàáîðà αi èëè âñå òðè � èç βi), òî èìåþòñÿ òîæå ïî òðè âîçìîæ-
íîñòè: (i, j, k) ∈ M2 = {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 5)}. Åñëè íåïóñòû äâå îáëàñòè îäíîãî ñîðòà
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è îäíà îáëàñòü äðóãîãî ñîðòà � íàïðèìåð, αi, αj è βk, � òî èìåþòñÿ 9 ïîïàðíî íåýêâèâà-
ëåíòíûõ âîçìîæíîñòåé:
(i, j, k) ∈M3 = {(1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 3, 2), (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 4, 2), (1, 4, 3)}.

Òàáëèöà 5. Òèï II, ãëàâíûé íåñâîáîäíûé îâàë, ñõåìû 1
1
9 è 5

1
5.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
α α1 α2 α3 β β1 β2 β3 Ì-Ò Ô-Ì

1 1
1
9 1 6 3

Ïîñòðîåíèå
Ãèëüáåðòà

2 - - � - - ? 1 6 2 1 X ×
3 - - � - - ? 1 6 1 1 1 X ×
4 - - � - - ? 1 2 7 × �
5 - - � - - ? 1 2 6 1 × ×
6 - - � - - ? 1 2 5 2 × ×
7 - - � - - ? 1 2 5 1 1 × �
8 - - � - - ? 1 2 4 3 × ×
9 - - � - - ? 1 2 3 3 1 × �
10 - - � - - 1 7 2 íåò M -ïó÷êà
11 - - � - - 1 7 1 1 íåò M -ïó÷êà
12 - - � - - 1 3 6 íåò M -ïó÷êà
13 - - � - - 1 3 5 1 íåò M -ïó÷êà
14 - - � - - 1 3 3 3 íåò M -ïó÷êà
15 5

1
5 ? 5 2 3 × ×

16 - - � - - ? 5 2 2 1 × ×
17 - - � - - ? 5 2 1 1 1 × ×
18 - - � - - ? 4 1 3 2 × �
19 - - � - - ? 4 1 3 1 1 X ×
20 - - � - - ? 3 2 4 1 X X
21 - - � - - ? 3 2 5 X ×
22 - - � - - ? 3 1 1 4 1 X ×
23 - - � - - ? 3 1 1 5 × ×
24 - - � - - ? 2 3 5 X ×
25 - - � - - ? 2 3 1 4 X ×
24 - - � - - ? 2 3 1 3 1 X ×
25 - - � - - ? 2 2 1 5 X ×
26 - - � - - ? 2 1 1 1 5 X ×
27 - - � - - ? 1 4 2 3 X ×
28 - - � - - ? 1 3 1 2 3 X ×
29 - - � - - 5 3 2 íåò M -ïó÷êà
30 - - � - - 5 3 1 1 íåò M -ïó÷êà

Äîïóñòèìûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöàõ 5 è 6,
ïðè÷¼ì â çàãîëîâêå òàáëèöû óêàçàíî òîëüêî ïî îäíîìó ýëåìåíòó (ò. å. íàáîðó çíà÷åíèé
èíäåêñîâ) èç êàæäîãî èç óêàçàííûõ âûøå ìíîæåñòâ M1,M2,M3, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ â
ï. 4 è èõ ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò âûáîðà ýòèõ ýëåìåíòîâ.
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Òàáëèöà 6. Òèï II, ãëàâíûé íåñâîáîäíûé îâàë, ñõåìà 9
1
1.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
α α1 α2 α3 β β1 β2 β3 Ì-Ò Ô-Ì

31 9
1
1 ? 7 2 1 X ×

32 - - � - - ? 7 1 1 1 × �

33 - - � - - 6 3 1
Ïîñòðîåíèå
Ãèëüáåðòà

34 - - � - - ? 6 2 1 1 X X
35 - - � - - ? 6 1 1 1 1 X ×
36 - - � - - ? 3 6 1 X ×
37 - - � - - ? 3 5 1 1 X ×
38 - - � - - ? 3 3 3 1 X ×
39 - - � - - ? 2 7 1 X ×
40 - - � - - ? 2 6 1 1 × �
41 - - � - - ? 2 5 2 1 X ×
42 - - � - - ? 2 5 1 1 1 X ×
43 - - � - - ? 2 4 3 1 × �
44 - - � - - ? 2 3 3 1 1 X ×

Òàáëèöà 7. Òèï II, âíóòðåííèé íåñâîáîäíûé îâàë.

�ïï
Ñõåìà

ñòåïåíè 6
β1 β′ β′′ Ì-Ò Ô-Ì

1 5
1
5 ? 1 3 5 X X

2 9
1
1 ? 1 7 1 X ×

3 9
1
1 5 3 1

Ïîñòðîåíèå
Ãèëüáåðòà

Çàìåòèì1, ÷òî â ñëó÷àå íàáîðà èíäåêñîâ èç ìíîæåñòâàM2 åñëè ÷èñëà îâàëîâ â êàæäîé èç
òð¼õ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì èíäåêñàì íåïóñòûõ îáëàñòåé îäèíàêîâû, òî ñîîòâåòñòâóþùèì
ñòðîêàì òàáëèöû (íàïðèìåð, ñòðîêå 3 òàáëèöû 5) îòâå÷àþò ïî òðè ïîïàðíî íåèçîòîïíûõ
ðàñïîëîæåíèÿ. Åñëè æå ñîâïàäàþò òîëüêî äâà èç ýòèõ òð¼õ ÷èñåë (êàê, ñêàæåì, â ñòðîêå 7
òàáëèöû 5), òî (ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà îáëàñòåé âäîëü îâàëà êîíèêè) ïîëó-
÷àþòñÿ ïî 5 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé2. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ ìíîæåñòâà M3:
åñëè ÷èñëà îâàëîâ â äâóõ íåïóñòûõ îáëàñòÿõ îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâû, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ñòðîêàì òàáëèöû (íàïðèìåð, ñòðîêàì 11 è 14 òàáëèöû 5) îòâå÷àþò ïî äåâÿòü ïîïàðíî
íåèçîòîïíûõ ðàñïîëîæåíèé, à åñëè ýòè ÷èñëà íå ñîâïàäàþò (êàê, ñêàæåì, â ñòðîêå 13 òàá-
ëèöû 5), òî ïîëó÷àþòñÿ ïî 15 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé.
B3. Íåñâîáîäíûé îâàë � âíóòðåííèé.
Êàê è â ñëó÷àå âíóòðåííåãî íåñâîáîäíîãî îâàëà äëÿ êîíôèãóðàöèè òèïà I (ñëó÷àé À3

âûøå), ãëàâíûé îâàë îõâàòûâàåò âñþ êîíôèãóðàöèþ èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îâàëîâ, è
ñîäåðæàòü ñâîáîäíûå îâàëû ìîãóò òîëüêî îäíà èç ðàâíîïðàâíûõ îáëàñòåé βi, 1 6 i 6 6, è
÷àñòè β′ (âíóòðè ãëàâíîãî îâàëà) è β′′ (âíå ãëàâíîãî îâàëà) îáëàñòè β. Ñïèñîê äîïóñòèìûõ
âîçìîæíîñòåé ïðèâåä¼í â òàáëèöå 7.

1Ýòî çàìå÷àíèå ó÷èòûâàåòñÿ â ïðèâåä¼ííîé â êîíöå ñòàòüè ñòàòèñòèêå ðåçóëüòàòîâ.
2Â îáîèõ ñëó÷àÿõ M2 è M3 ñèòóàöèÿ, êîãäà ýòè òðè ÷èñëà âñå ðàçëè÷íû, â òàáëèöàõ íå âñòðå÷àåòñÿ.
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3. Ìåòîä Îðåâêîâà

Ïðèìåíÿåìûé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìåòîä Îðåâêîâà äëÿ çàïðåòîâ èçîòîïè÷åñêèõ
òèïîâ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîñ è çàöåïëåíèé íåîäíîêðàòíî èçëàãàëñÿ
â ëèòåðàòóðå (êðîìå îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòû [26], ñì., íàïðèìåð, [16], [22], [27]), ïîýòîìó
çäåñü äàäèì ëèøü åãî êðàòêîå èçëîæåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî.
Ïóñòü Cm � êðèâàÿ, âñå îñîáåííîñòè êîòîðîé � íåâûðîæäåííûå äâîéíûå òî÷êè. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà p ∈ RP 2 rRCm òàêàÿ, ÷òî ïó÷îê Lp ïðÿìûõ ñ öåíòðîì â
ýòîé òî÷êå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) â Lp íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ l0, ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ RCm â m ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ (ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïðÿìàÿ);
b) ëþáàÿ ïðÿìàÿ l ∈ Lp ïåðåñåêàåò êðèâóþ RCm íå ìåíåå, ÷åì âm−2 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ;
c) êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïó÷êà èìååò íå áîëåå îäíîé òî÷êè äâóêðàòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ RCm,

ò. å. êàæäàÿ èç òàêèõ êðèòè÷åñêèõ ïðÿìûõ ëèáî êàñàåòñÿ RCm, ëèáî ïåðåñåêàåò RCm â å¼
äâîéíîé òî÷êå áåç êàñàíèÿ.
Ïó÷îê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì a) � c), áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì. Çàìåòèì,

÷òî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ c) âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ìàëûì øåâåëåíèåì öåíòðà ïó÷êà.
Âûáåðåì àôôèííûå êîîðäèíàòû (x, y) òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ l0 (à ñëåäîâàòåëüíî, è òî÷êà p)

îêàçàëàñü â áåñêîíå÷íîñòè è ïó÷îê Lp ïðåâðàòèëñÿ â ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ {lt} (ñì.
ðèñ. 3, ñëåâà), ãäå lt � ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x = t .

Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4. Ñèìâîëû ×-êîäà è ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû êîñ.

Ïóñòü {lt1 , . . . , lts} � íàáîð âñåõ êðèòè÷åñêèõ ïðÿìûõ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ti.
Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé RCm îòíîñèòåëüíî ïó÷êà Lp êîäèðóåòñÿ ñëîâîì u1 . . . us, ãäå
áóêâà ui õàðàêòåðèçóåò ðàñïîëîæåíèå êðèâîé RCm â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé lti è ïðèíèìàåò
îäíî èç çíà÷åíèé ⊃ k, ⊂ k, ×k (k ∈ {1, . . . ,m − 1}) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 41; ïàðó ðàñïîëî-
æåííûõ ïîäðÿä ñèìâîëîâ ⊂ k,⊃ k áóäåì çàìåíÿòü îäíèì ñèìâîëîì ok (�ñâîáîäíûé îâàë â
(k − 1)�é ïîëîñå, ñ÷èòàÿ ñíèçó�), à êîäèðóþùåå ñëîâî íàçûâàòü ×-êîäîì.
Ðàññìîòðèì â êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP 2 ìíîæåñòâîM = CCm

⋂
CLp, ãäå

CLp � ïó÷îê êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ Cl. Ìíîæåñòâî M ãîìåîìîðôíî íàáîðó îêðóæíîñòåé,

1Ðèñóíîê 4 âçÿò íàìè èç [16].
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íåêîòîðûå èç êîòîðûå ïîïàðíî ñêëååíû â äâîéíûõ òî÷êàõ êðèâîé RCm è â òî÷êàõ êàñàíèÿ
ïðÿìûõ ïó÷êà Lp c ýòîé êðèâîé (ñì. ðèñ. 3, ñïðàâà2).

Ðèñ. 5.

Óñòðàíèâ âñå òî÷êè ñêëåéêè íåêîòîðûì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 5; ïîäðîáíîñòè
ñì. â [26],[16]), ïîëó÷èì çàöåïëåíèå K(Cm, p). Ïóñòü b(Cm, p) � êîñà èç m íèòåé, çàìûêàíèå
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ K(Cm, p). Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàê-
ñèìàëüíîñòè ïó÷êà, êîñà b(Cm, p) îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæ¼ííîñòè â ãðóïïå Bm

êîñ èç m íèòåé) îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì â RP 2 êðèâîé RCm è ïó÷êà Lp.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Bm èìååò êîïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå σk:

〈σ1, . . . , σm−1 | σiσj = σjσi ïðè |i− j| > 1, σiσjσi = σjσiσj ïðè |i− j| = 1〉.

Èç [21] èçâåñòíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì êîñà b(Cm, p) äîëæíà áûòü

êâàçèïîëîæèòåëüíîé, ò. å. äîïóñêàòü çàïèñü â âèäå
∏k

j=1 ωjσijω
−1
j , ãäå ωj, j ∈ {1, 2, . . . , k},

� íåêîòîðûå ñëîâà â àëôàâèòå {σ1, . . . , σm−1, σ−11 , . . . , σ−1m−1}. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ãèïîòåòè÷åñêîé êðèâîé RCm ïðè êàæäîì âîçìîæíîì âçàèìíîì ðàñ-
ïîëîæåíèè ïó÷êà Lp è ýòîé ìîäåëè êîñà b(Cm, p) íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîé, òî ýòà
ìîäåëü íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè m.
Â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè Ñ.Þ. Îðåâêîâ â [26] ïðåäëî-

æèë èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà, à çàòåì â [17], [22] � óñëîâèå Ôîêñà-
Ìèëíîðà.
Íåðàâåíñòâî Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà. Åñëè b =

∏
σkii � êâàçèïîëîæèòåëüíàÿ êîñà

èç m íèòåé, òî äëÿ å¼ çàìûêàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|σ(b)|+m− e(b)− n(b) 6 0,

ãäå σ(b) è n(b) � ñèãíàòóðà è äåôåêò çàìûêàíèÿ êîñû b, e(b) =
∑
kj � àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñòåïåíü êîñû b.
Óñëîâèå Ôîêñà-Ìèëíîðà. Ïóñòü b � êâàçèïîëîæèòåëüíàÿ êîñà èç m íèòåé. Åñëè

e(b) = m − 1, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ìíîãî÷ëåí f(t) ∈ Z[t] òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëåí

Àëåêñàíäåðà ∆L(t) çàìûêàíèÿ L êîñû b ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ∆L(t)
.
= f(t) · f(t−1),

ãäå
.
= îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ñ òî÷íîñòü äî óìíîæåíèÿ íà åäèíèöû êîëüöà Z[t, t−1];

åñëè e(b) < m− 1, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∆L(t) = 0 (ïîäðîáíåå ñì. [20]).

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ

Ôîêñà-Ìèëíîðà, åãî çíà÷åíèå ïðè t = −1 äîëæíî áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà Àëåêñàíäåðà íà íåïðèâîäèìûå ìíî-

æèòåëè åñòü ñèììåòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí â íå÷¼òíîé ñòåïåíè, òî ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå, óêàçàííîì â óñëîâèè Ôîêñà-Ìèëíîðà.

2Ýòîò ðèñóíîê óñëîâíûé � �ìíèìàÿ îñü� V äâóìåðíà.
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4. Çàïðåòû âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé êîíèêè è ñåêñòèêè ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Îðåâêîâà

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Îðåâêîâà â íàøåé çàäà÷å ïðèìåðàìè è îïèøåì
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå êîíèêè è ñåêñòèêè, óêàçàííîå â

ñòðîêå 1 òàáëèöû 2 � ñì. ðèñ. 6, íà êîòîðîì âíåøíÿÿ îêðóæíîñòü � ãðàíèöà ìîäåëè ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè, ò. å. äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ýòîé îêðóæíîñòè ñ÷èòàþòñÿ
îòîæäåñòâë¼ííûìè.

Ðèñ. 6. p � öåíòð ìàêñèìàëüíîãî ïó÷êà, a � ìàêñèìàëüíàÿ ïðÿìàÿ l0.

Âûáåðåì öåíòð p ìàêñèìàëüíîãî ïó÷êà âíóòðè îäíîãî èç îâàëîâ, ëåæàùèõ â îáëàñòè β1,
è ïðÿìóþ a, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó p è òî÷êó âíóòðè îäíîãî èç îâàëîâ, ëåæàùèõ â
îáëàñòè β, â êà÷åñòâå ïðÿìîé l0 (ñì. ðèñ. 6).
Çàìå÷àíèå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè íàëè÷èè ìàêñèìàëüíîãî ïó÷êà êîñà

b(Cm, p) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �âåùåñòâåííîé êàðòèíêîé� (ò. å. âçàèìíûì ðàñïîëîæå-
íèåì êðèâîé RCm è ïó÷êà Lp â RP 2.). Äëÿ íåìàêñèìàëüíîãî ïó÷êà íå âèäíî, êàê ïåðåïëå-
òàþòñÿ íèòè â ìíèìîé îáëàñòè. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê ïðÿìûõ íå
óäàâàëîñü, ðàññìîòðåíèÿ íå ïðîâîäèëèñü, òàêèå ñëó÷àè îòìå÷åíû â òàáëèöàõ. Õîòÿ â ïðèí-
öèïå ìåòîä Îðåâêîâà ïðèìåíèì è â ýòèõ ñëó÷àÿõ (ñì. [22], [26]), ðàññìîòðåíèå èìåþùèõñÿ
âîçìîæíîñòåé çäåñü äîâîëüíî ñëîæíî è òðåáóþòñÿ ñëèøêîì îáú¼ìíûå âû÷èñëåíèÿ.
Âûáèðàÿ òåïåðü àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, êàê îïèñàíî â ï. 3 âûøå, ïîëó÷èì

�ðàçâ¼ðòêó� êðèâîé ðèñ. 6, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 7, ãäå ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè
îáîçíà÷åíû îáëàñòè, â êîòîðûõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ñâîáîäíûå îâàëû, à â ïîäïèñè ê ðè-
ñóíêó çàïèñü âèäà |U | îáîçíà÷àåò ÷èñëî îâàëîâ â îáëàñòè U è çàïèñàíû óñëîâèÿ íà ýòè
÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèìåðó; ×-êîä äëÿ ðèñ. 7, íå ó÷èòûâàþùèé
íåíàðèñîâàííûå ñâîáîäíûå îâàëû, èìååò âèä ⊃5 o5o5 ⊂5 ×6×4 ⊃5⊂4 ×10

3 ⊃2⊂3, ãäå ×10
3

îçíà÷àåò ïîâòîðåííûé äåñÿòü ðàç ïîäðÿä ñèìâîë ×3.
Òåïåðü íóæíî îñóùåñòâèòü ïåðåáîð ëîãè÷åñêè âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñâîáîäíûõ

îâàëîâ ïî îáëàñòÿì, îáîçíà÷åííûì áóêâàìè, è âñòàâèòü â ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñòà âûïèñàí-
íîãî ×-êîäà íóæíûå ñèìâîëû oi. Äàëåå äëÿ êàæäîãî ×-êîäà èç ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå
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Ðèñ. 7. |A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 ∪ B1 ∪ B2| = 1, |C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 ∪ C5| = 1,
|D1∪D2∪D3∪D4∪D5| = 4; â ñèëó òåîðåìû Áåçó îâàëû íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ
â âåðòèêàëüíûõ ïîëîñàõ, íå ñîäåðæàùèõ îáëàñòåé, îáîçíà÷åííûõ áóêâàìè.

ñïèñêà ×-êîäîâ ïðîâåðÿåì âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâà Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî çàöåïëåíèÿ. Åñëè äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî
äàííîå ðàñïîëîæåíèå íå ðåàëèçóåòñÿ íèêàêîé êðèâîé ñòåïåíè 8. Èìåííî òàêîé ðåçóëüòàò
è äàþò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà. Òîò ôàêò, ÷òî ðàñïîëîæåíèå çàïðåùàåò-
ñÿ òàêèì ñïîñîáîì, îòìå÷åí çíàêîì × â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàõ êîëîíîê �Ì-Ò� òàáëèö
ï. 2. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ôîêñà-Ìèëíîðà, êàê ïðàâèëî, íå
ïðîèçâîäèëàñü, ÷òî îòìå÷åíî ïðî÷åðêîì â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàõ êîëîíêè �Ô-Ì�.
Åñëè ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà íå äàëî çàïðåòà (ñì. ïðèìåð 2 íè-

æå), ò. å. õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îâàëîâ ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êëåòêàõ êîëîíêè �Ì-Ò� ïîñòàâëåí çíà÷îê X. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëÿëñÿ
ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà è ïðîâåðÿëîñü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ôîêñà-Ìèëíîðà; ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëåíèé òàêèì æå îáðàçîì îòìå÷åíû â ñòîëáöàõ �Ô-Ì�.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå êîíèêè è ñåêñòèêè, óêàçàííîå â

ñòðîêå 2 òàáëèöû 7 � ñì. ðèñ. 8. Ðàçâ¼ðòêà äëÿ ðèñ. 8 ïîêàçàíà íà ðèñ. 9.
Çäåñü èìåþòñÿ 120 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñåìè îâàëîâ â îáëàñòÿõ

A1, A2, B1, B2. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñîîòâåòñòâóþùåå çàöåï-
ëåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà. Òîãäà ïðèìåíÿåì óñëîâèå Ôîêñà-
Ìèëíîðà, ò. å. âû÷èñëÿåì äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ çàöåïëåíèé ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà. Â
68 ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Àëåêñàíäåðà â òî÷êå −1 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî
÷èñëà, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. Óòâåðæäåíèå 1 â ï. 3), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïîëîæåíèÿ íå ðåà-
ëèçóþòñÿ êðèâûìè ñòåïåíè 8. Â êàæäîì èç îñòàëüíûõ 52 ñëó÷àåâ âû÷èñëåíèÿ äàþò, ÷òî â
ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà Àëåêñàíäåðà íà ìíîæèòåëè èìååòñÿ ñèììåòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí â
íå÷¼òíîé ñòåïåíè, ïîýòîìó óñëîâèå Ôîêñà-Ìèëíîðà íå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ
2 èç ï. 3. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïîëîæåíèå èç ñòðîêè 2 òàáëèöû 7 çàïðåùåíî, ÷òî óêàçàíî
çíà÷êîì × â êîëîíêå �Ô-Ì�.
Âûáîð öåíòðà ïó÷êà è ïîñòðîåíèå ïîñëîéíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äëÿ çàïèñè èñõîäíîãî ×-

êîäà ïðîèçâîäÿòñÿ âðó÷íóþ. Ñèìâîë ? â òàáëèöàõ âîçëå âîçëå ÷èñëà, óêàçûâàþùåãî êîëè-
÷åñòâî îâàëîâ â äàííîé îáëàñòè, îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ïó÷êà âûáèðàëñÿ âíóòðè ýòîãî èëè
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Ðèñ. 8. p � öåíòð ìàêñèìàëüíîãî ïó÷êà, a � ìàêñèìàëüíàÿ ïðÿìàÿ l0, âíåø-
íÿÿ îêðóæíîñòü � ãðàíèöà ìîäåëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 9. |A1 ∪ A2 ∪B1 ∪B2| = 7.

îäíîãî èç ýòèõ îâàëîâ; ïðè ýòîì â êàêîì èìåííî èç îâàëîâ, åñëè ÷èñëî áîëüøå åäèíèöû, è â
êàêîé îáëàñòè, åñëè â çàãîëîâêå òàáëèöû îáëàñòü íå óêàçàíà îäíîçíà÷íî, äëÿ âû÷èñëåíèé
çíà÷åíèÿ íå èìååò.
Âñå îñòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Èìåííî, ïåðå÷èñëå-

íèå äîïóñòèìûõ ðàñïîëîæåíèé ñâîáîäíûõ îâàëîâ äëÿ êàæäîãî ïîñëîéíîãî ðàñïîëîæåíèÿ,
âû÷èñëåíèå ïî ×-êîäàì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîñ, âû÷èñëåíèå âñåõ èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé,
âõîäÿùèõ â íåðàâåíñòâî Ìóðàñóãè-Òðèñòðàìà, âûïîëíÿëèñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, íà-
ïèñàííîé Ì.À. Ãóùèíûì1, íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿâøåéñÿ ðàíüøå (íàïðèìåð, â [9], [27])
ïðè êëàññèôèêàöèè äðóãèõ êëàññîâ ðàñïàäàþùèõñÿ êðèâûõ.
Âû÷èñëåíèå ïîëèíîìà Àëåêñàíäåðà çàöåïëåíèÿ è ïðîâåðêà åãî ñâîéñòâ èç óòâåðæäå-

íèé 1 è 2 ïðîèçâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, íàïèñàííîé äëÿ ýòîé ðàáîòû ïåðâûì èç
àâòîðîâ.

5. Ñòàòèñòèêà ðåçóëüòàòîâ

Âñåãî èìååòñÿ 323 ïîïàðíî íåèçîòîïíûõ ñõåì êðèâûõ ðàññìàòðèâàåìîãî â ðàáîòå âèäà.
Øåñòü èç íèõ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êðèâûìè ñòåïåíè 8 â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ íåîñî-

áûõ êðèâûõ ÷¼òíîé ñòåïåíè ìåòîäîì Ãèëüáåðòà. Ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîì Ãèëü-
áåðòà íåîäíîêðàòíî îïèñàíû â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [4],[10],[18]), îãðàíè÷èìñÿ óêà-
çàíèåì â òàáëèöàõ �Ïîñòðîåíèå Ãèëüáåðòà�.

1Â òî âðåìÿ � ñòóäåíòîì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
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Ñðåäè îñòàâøèõñÿ 317 ñõåì ìàêñèìàëüíûé ïó÷îê åñòü äëÿ 245 ñõåì. Èç íèõ 231 çà-
ïðåùåíû â ýòîé ðàáîòå, è äëÿ 14 ñõåì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 10, âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè
îòêðûò.

Ðèñ. 10.
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