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Выводится связь производных на сильном разрыве для общего случая системы квазилиней
ных уравнений гиперболического типа с двумя независимыми переменными. Отдельно иссле
дуются случаи неособой и особой матриц системы. Для случая неособой матрицы системы, 
гиперболической в узком смысле, дается решение задачи взаимодействия сильного и слабого 
разрывов. В качестве примера использования полученных результатов рассматриваются си
стемы, описывающие движение с ускорением нестационарной ударной волны по одномерно
му вихревому неизобарическому потоку совершенного невязкого газа. Библ. 16. 

ВВЕДЕНИЕ 
Необходимость получения соотношений. Связывающих такие характеристики сильных раз

рывов, как кривизна скачка уплотнения, ускорение ударной волны, с производными газодинами
ческих переменных по обе стороны от сильного разрыва, была обусловлена в основном двумя 
задачами: изучением течений за искривленными ударными волнами и расчетом взаимодействия 
сильного и слабого разрывов. Первые результаты в этой области, полученные в [1] и [2] еще в 
конце 40-х годов, касались частного случая плоского или осесимметричного стационарного ис
кривленного скачка уплотнения. Несколько позднее эти результаты были обобщены Лайтхил-
лом [3] и В.В. Русановым [4] на случай задач с большей размерностью. Наиболее удобные для 
практики соотношения для случая плоского или осесимметричного искривленного скачка уп
лотнения были получены в работах В.Н. Ускова (см., например, монографию [5]). Однако боль
шинство соотношений, связывающих производные по обе стороны от сильного разрыва, имело 
довольно громоздкий вид. Как следствие задачи интерференции сильных разрывов со слабыми 
в газовой динамике либо решались методами малых возмущений (см., например, классическую 
работу [6], а также серию работ [7]~[11]), либо получались как частный случай задач интерфе
ренции сильных разрывов (см. работы [5], [12], [13]). 

Одновременно с решением конкретных газодинамических задач в 50-60 годах появился це
лый ряд работ, обобщающих полученные результаты на случай произвольных систем квазили
нейных уравнений. В 1968 году вышла монография [14], в которой достаточно полно освещался 
ряд вопросов, связанных с классическими и обобщенными решениями уравнений газовой дина
мики и более общих квазилинейных систем. Однако проблема связи производных по обе сторо
ны от сильного разрыва с геометрическими или динамическими характеристиками сильного 
разрыва, а также тесно связанная с ней проблема взаимодействия сильного и слабого разрывов 
ни в [14], ни в более поздних работах, посвященных изучению произвольных систем квазилиней
ных уравнений, остались незатронутыми. 

В представленной работе выводится связь производных на сильном разрыве для общего слу
чая системы квазилинейных уравнений гиперболического типа с двумя независимыми перемен
ными, приводящейся к нормальной форме [14]. Отдельно исследуются случаи неособой и особой 
матриц системы. Для случая неособой матрицы проводится подробный анализ задачи взаимо
действия сильного и слабого разрывов. В качестве примера использования полученных резуль
татов рассматриваются системы, описывающие движение с ускорением нестационарной удар
ной волны по одномерному вихревому неизобарическому потоку совершенного невязкого газа. 

1. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 
Рассматривается система квазилинейных уравнений с двумя независимыми переменными, ги

перболическая в некоторой односвязной области Q переменных (х, t, и) и приводящаяся к нор
мальной форме: 

du/dt + Ади/дх = Ь. (1Л) 
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Здесь и = и[Щ - вектор неизвестных функций, N- индексное множество размера \N\ = п,А= A[N, 
N] и Ъ = b[N] - известные матрицы и вектор, зависящие от вектора и и двух независимых пере
менных xvit. Домножая (1.1) слева на левый собственный вектор Ък) матрицы А, получаем экви
валентную (1.1) систему в характеристической форме: 

L{k)du/dt + XkL(k)du/dx = L{k)b9 к = 1, 2, п.% (1.2) 

Здесь Хк - соответствующее L(k) собственное значение матрицы А. Далее будем считать, что в 
каждой точке области О собственные значения Хи Хп матрицы А вещественны и различны, 
т.е. ограничимся рассмотрением систем, гиперболических в узком смысле [14]. 

Как известно, при определенных граничных условиях непрерывные решения и(х, t) системы 
(1.1) отсутствуют. Следуя [14], введем в рассмотрение класс К функций и(х, i), удовлетворяющих 
следующим требованиям: 

1) в любой конечной части полуплоскости t > О имеется конечное число линий x(t) разрыва 
вектор-функции и(х,1); вне этих линий функция и(х9 i) непрерывна и обладает непрерывными ча
стными производными; 

2) на линиях разрыва x(t) существуют левые и(х - 0, i) =: щ и правые и(х + 0, t) =: и2 предельные 
значения. 

Вектор-функцию и(х, t) е К будем называть обобщенным решением системы (1.1), если для 
произвольного кусочно-гладкого контура и ограниченной им области удовлетворяются некото
рые соответствующие (1.1) интегральные законы сохранения [14]. Как показано в [14], из зако
нов сохранения на линии x{t) разрыва следуют так называемые условия Гюгонио 

D[u] - [\\f(u, х, Oh [и] = и 2 - и и D = x\t), (1.3) 

связывающие левые и правые предельные значения решения на линии разрыва. 
Для обеспечения единственности и непрерывной зависимости решения от начальных данных 

будем считать, что на линии x(t) разрыва решения и(х91) е К системы (1.1) выполнены условия 
устойчивости, т.е. удовлетворены неравенства (см. [15]) 

1 ^ ( 0 , x(t\ t)>D> Xk(u2(t), x{t)9 0, ( V I(KI(0, 40 , t)<D< l k + x{u2{t\ x(t), t).] (1.4) 

Номер к, для которого выполнены условия (1.4), называют индексом разрыва. Далее для опре
деленности будем считать, что индекс разрыва к = 1. Условия (1.4) означают, что в любую точку 
разрыва индекса 1 приходит п + 1 приходящая характеристика (по одной характеристике, отве
чающей Xk(u{(t)9 x(t), t),к = 1, 2 , . . . , п, и одна характеристика, отвечающая X{(u2(t), x(t), t)), а выхо
дит п - 1 исходящая характеристика (по одной характеристике, отвечающей Xk(u2(t), x(t)91), к - 2, 
3, ri). 

Пусть х = x(t) - уравнение линии сильного разрыва функции и(х91) е К. Введем векторы V = 
= du/dt и U = ди/дх. На сильном разрыве помимо самих функций рвутся и производные U, V. Ос
новная цель первой части работы - получить из соотношений (1.1) и (1.3) связь частных произ
водных функций и2 и ил на линии разрыва w(x). 

Рассмотрим теперь линию х = x(t), на которой решение и(х, t) непрерывно, а производные U, 
V терпят разрыв. Такая линия носит название линии слабого разрыва. Как показано, например, 
в [14], эта линия обязательно совпадает с одной из характеристик системы (1.2), т.е. существует 
такое к е. {1, 2, п), что dx/dt = Хк. По аналогии с сильным разрывом будем назвать ее линией 
слабого разрыва индекса к. 

Вторая часть работы посвящена анализу взаимодействия сильного и слабого разрывов в точ
ке их пересечения. Как было показано выше, в качестве приходящего разрыва может выступать 
слабый разрыв, совпадающий с характеристикой, отвечающей Xk(u{(t)9 x(t)9 t), к = 1, 2, п 
(встречный слабый разрыв индекса /с), либо слабый разрыв, совпадающий с характеристикой, 
отвечающей Xl(u2(f), x(t), t) (догоняющий слабый разрыв индекса 1). В результате пересечения 
сильного разрыва индекса 1 с приходящим слабым разрывом индекса к возникает п - 1 исходя
щий разрыв индекса к, к = 2, 3, /?, совпадающий с характеристикой, отвечающей Xk(u2(t)9 x(f), 
О Д = 2, 3 , п (отраженный слабый разрыв индекса к). Кроме того, скачкообразно изменяется 
кривизна сильного разрыва. Задача расчета взаимодействия сильного и слабого разрывов за
ключается в следующем: по заданным соотношениям (1.3) на сильном разрыве и известных ве
личинах разрыва производных U и V на приходящем слабом разрыве определить величину скач
ка кривизны сильного разрыва, а также величины разрыва производных U и V на исходящих из 
точки взаимодействия слабых разрывах. 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 8 2002 
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Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда соотношения (2.6) можно перепи
сать следующим образом: 

ди21дх = Фь + Фхди11дх + Ф^Оии, du2ldt = Л^ + Ч> xduxldt + ̂ ^D/dt. (2.7) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 8 2002 

2. С В Я З Ь П Р О И З В О Д Н Ы Х Н А С И Л Ь Н О М Р А З Р Ы В Е 
В СЛУЧАЕ Н Е О С О Б О Й М А Т Р И Ц Ы А 

Рассмотрим вначале систему (1 Л) с матрицей А, все собственные значения которой отличны 
от нуля. Как следствие, строки этой матрицы линейно независимы и существует обратная к ней 
матрица А - 1 . 

Пусть х = x{i) - линия сильного разрыва, задаваемая уравнением x\t) = D(x, t), ы2 и щ - значения 
функции и(х, 0 по обе стороны сильного разрыва. Введем в рассмотрение производные функций 
^ и ^ п о ( в направлении кривойx(t): 

du2/dt = du2ldt + Ddu2/dx, duxldt = dujdt + Одих/дх. (2.1) 

Лемма 1. Производные функции u2(x, t) за сильным разрывом линейно выражаются через 
производную du2/dt функции и2по t в направлении кривой x(t). 

Доказательство. Подставляя в (1.1) вместо и функцию и2 и используя первое из равенств (2.1), 
получаем систему 2п линейных относительно производных функции и2(х, i) за сильным разры
вом уравнений, решение которой 

ди2/дх = Z(du2/dt-b2), du2/dt = Z(Db2-A2du2/dt), Z = DE-A2, (2.2) 

существует, если матрица DE - А2 невырожденна. 
Матрица DE - А является вырожденной тогда и только тогда, когда О совпадает с одним из 

собственных чисел матрицы А. Однако это невозможно в силу условий (1.4). Лемма доказана. 

Рассмотрим частный случай соотношений (1.3) на разрыве 

[и] = ф(и 1 ? [u],D)9 (2.3) 

встречающийся в газодинамических задачах. 
Теорема 1. Пусть выполняются условия леммы 1, соотношения (1.3) на сильном разрыве 

имеют вид (2.3) и у матрицы Е - Эф/[и] существует обратная. Тогда производные функции 
и2(х, t) за сильным разрывом линейно выражаются через производные функции щ(х, i) до него, 
а также через производную dD/dt, характеризующую ускорение сильного разрыва. 

Доказательство. Производные функций и2 жщъ направлении сильного разрыва связаны друг 
с другом очевидным соотношением 

du2ldt = duxldt + d[u]/dt. (2.4) 

Используя (2.3), производную d[u]/dt можно представить в виде линейной комбинации векторов 
dujdt, d[u]/dt и величины dD/dt: 

d[u] _ Эф<^1 [ Эф d[u] } dqdD 
dt ~~ дщ dt д[и] dt dD dt' 

Объединяя последние два выражения и пользуясь существованием матрицы G := (Е - Эф/[и]) - 1, 
получаем 

p = FQ + G*SMt F = E + G p ^ . (2.5) 
dt dt dD dt дих 

Подставляя полученное выражение в (2.2) и используя второе из равенств (2.1), получаем систе
му соотношений, доказывающих теорему: 

Эх V dt дх dD dt 
(2.6) 

~(п, Л ГЪщ ды1 _ Э ф ^ 
— = Z Db2 - A2F^— - DAnF-^z Л о С ^ т - — 
dt V dt ~ дх " dD dt 



О СВЯЗИ ПРОИЗВОДНЫХ НА СИЛЬНОМ РАЗРЫВЕ 1249 

3. С В Я З Ь П Р О И З В О Д Н Ы Х Н А С И Л Ь Н О М РАЗРЫВЕ 
В СЛУЧАЕ О С О Б О Й М А Т Р И Ц Ы А 

В ряде важных частных случаев специальным выбором системы координат можно добиться 
понижения ранга матрицы А. Так, переход от декартовой к естественной системе координат в 
случае сверхзвукового двумерного установившегося течения газа [16] или переход от эйлеровых 
к лагранжевым координатам в случае неустановившегося одномерного течения газа [14] позво
ляет понизить ранг этой матрицы до значения г = 2. Последнее позволяет несколько упростить 
полученные в предыдущем разделе соотношения. 

Будем считать, что в результате перехода от старой системы координат (х\ f) к новой (х, i) 
функция и(х, t) по-прежнему удовлетворяет системе вида (1.1), а линия сильного разрыва, зада
вавшаяся в старой системе координат уравнением dx'/df = Z), перешла в кривую W(T), задаваемую 
уравнениями 

dtldx - dxldx -

В случае натуральной параметризации кривой w(x), когда параметр т есть длина дуги этой кри
вой, существуют такие а, (3, что £ = a/Ja2 + (З 2, = $/Ja2 + (З 2. В случае, когда x = t, функция £ = 1. 
В общем случае ^ = ^(х, t, и, D) и £ = ^(х, t, и, D) и потому ^ и £ могут быть различны по обе сто
роны разрыва. Как следствие, производные функций и2 и их по параметру х в направлении кри
вой W(T) задаются формулами 

du2 fdu2\ _ ди2 ди2 dux fdux\ дих дих 

d^ = U^)w

 = ^ + ^ 2 Э 7 ' d^ = Va4jw

 = ^ " э Т ^ а Т " ( з л ) 

В случае систем, гиперболических в узком смысле слова, понижение ранга матрицы А воз
можно только на единицу. В данном разделе рассмотрим более общий случай, когда г = rank(A|Z?) = 
= rank(A) < /2, п = \N\. При этом по-прежнему будем считать, что условия единственности и непре
рывной зависимости решения от начальных данных выполнены. 

Неравенство г < п означает, что среди п компонент вектора du/dt имеются только г линейно 
независимых, а оставшиеся п - г компонент однозначно через них выражаются: 

£ № 1 = С № , * , , § ! [ * , ] - X ОД, П^Я N - п - , (3.2) 

JEN, 
Следовательно, не имеет смысла искать вектор (du/dt)[N2] с помощью общих соотношений - до
статочно с их помощью найти вектор (du/dt)[Nx], \NX | = г. 

Ю ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 8 2002 

Доказательство. Действительно, использованием системы (1 Л), записанной для и = иь совме
стно со вторым из равенств (2Л) позволяет вектор dujdt заменить одним из следующих соотно
шений: 

duxldt = (DE-Ax)dux/dx + bu duxldt = (Е - DA'x)duxldt + DA'xbx. (2.8) 

Подставляя в (2.5) вместо dujdt указанные выражения и вводя матрицы 

Фь = Z(Fbx-b2), Фх = ZF(DE-AX), Фв = Z G ^ , 

Vb = DZ{b2-A2FAx

lbx), Wt = -ZA2F(E-DAx

l), 4*D = -ZA2G^ 

получаем требуемый результат. 
Замечание 1. Аналогично рассматриваются и более сложные случаи соотношений (1.3) на сильном раз

рыве. Так в случае, когда вместо (2.3) на сильном разрыве выполняются соотношения вида 

[и] = (р(и15 и2, £>), 

существует матрица G =(Е — д<р/ди2)~1 и справедливы условия леммы 1, производные функции и2(х, t) за 
сильным разрывом по-прежнему оказываются связанными с производными функции их(х, t) до разрыва 

формулами (2.6), в которых вместо матриц GnF следует использовать матрицы G и F - G (Е + д(р/дих). 
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дщ 
-^[Nl] + A2[Nl,Nl]^[N2] + A2[NuN2\^[N2] = Ь2[Мг] 

ди- ди ди0 

iw dt дх 

du2 „ Эй, „ дщ 

Решая ее, получаем равенства вида 

= Z[NbNx] 
OX 

H2[NU Ny^iNJ + ^A2[NU N2]^[N2] -

^ - 2 [ A M = Z[NbNy] (3.3) 

дщ 1 йщ 

Z[NU N,} := ($2H2[Nlt NJ-^2A2[Nb Ny})'1, 

которые и доказывают лемму. 
Теорема 2. Пусть выполняются условия леммы 2, соотношения (1.3) на сильном разрыве 

имеют вид (2.3) и у матрицы Е — Эф/Э[м] существует обратная матрица G. Тогда производные 
функции и2(х9 t) за сильным разрывом линейно выражаются через производные {duJdt^N{], 
(du{/dx)[N2] функции щ перед разрывом, а также через производную dD/dw, характеризующую 
ускорение сильного разрыва. 

Доказательство. Компоненты производных функций ы2 и щ в направлении сильного разрыва 
связаны друг с другом очевидными соотношениями 

duo du. d[u] _ f [ M ] = ~[М] + 
dw dw dw 

[Af], M = Nb Nb N. 

В общем случае любая компонента [u][i] вектора [и] зависит как от [u][i] и щЩ, так и от всех ос
тальных компонент векторов [и] и щ. Следовательно, компоненты производной функции [и] с 
учетом (2.3) можно представить следующим образом: 

D-^[M] = G[M,NA[N,N&N] + G[M,N]^[N]^. 

dw ди{ dw 3D dw 
Используя индексную технику, можно записать 

Эф du Эф du 
[N9N]~[N] = ^[N9M]^[M] + P^[N9N\M]—+[N\M] 

Эф. dux 

dw ди dw ди. dw 
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Лемма 2. Если матрица Ъ>1Н1[ИЪ Nx] - ^2A2[A^i, Л^], где 

S2 

является невырожденной, то производные (du2/dt)[Nl] и (du2/dx)[Ni\ за сильным разрывом ли
нейно выражаются через компоненты производной функции и2 по параметру т в направлении 
кривой W(T). 

Доказательство. Система (L1), записанная для и = и2, вместе с первым из равенств (ЗЛ) пред
ставляет собой линейную систему уравнений относительно частных производных функций и2. 
С учетом условия (3.2) эта система может быть переписана в следующем виде: 
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Объединяя последние три выражения и вводя матрицы 

R[N, N] = G[N, N]p-[N, N], FD[N] := G[N, N]^[N]9 

F[N, N] := E[N, N] + R[N, N], 

получаем 

^p[M] = F[M, M]^[M] + R[M, N\M]^[N\M] + FD[M]^. (3.4) 
aw aw aw aw 

Так как матрица AX[NB N{] неособая, то из соотношения 

с учетом второго из равенств (3.1) можно получить для {duJdw)[Ni\ следующее выражение: 

= Tt[N1,Nl]^[Nl] + Tx[Ni,N2]^[N2] + Tb[Nl], 

T,[Nlt N,} = (^E[NU Nx] - ^A\l[Nx, NJ), (3.5) 

UN,, N2] = ^XWy, NJAdNu N2], TANJ = ^A\l[Nu tfJMWJ-

Производная (dul/dw)[N2] с использованием соотношений (3.1) и (3.2) выражается через 
(дщ&ШД и (dUl/dx)[N2]: 

d£[N2] = ^CdN2,N^[Nl] + ^[N2]. (3.6) 

Для завершения доказательства достаточно подставить (3.5) и (3.6) в (3.4), а затем воспользо
ваться равенствами (3.3). 

В практических задачах, как правило, имеется определенная свобода в выборе компонент 
вектора и, пользуясь которой, можно в ряде случаев существенно упростить соотношения, свя
зывающие производные на сильном разрыве. Рассмотрим, некоторые возможности такого рода 
упрощений. 

Теорема 3. Предположим, что выполнены условия теоремы 2 и подматрица A[NX, N2] мат
рицы А системы (1.1) тождественно равна нулю. Тогда производные функции и2(х, i) за силь
ным разрывом можно представить следующим образом: 

= Z[Nlt Ny^-bbANJ + QbiNy] + FDVNX]^£ + Q,[NX, N^[NX] + <dx[Nx, W 2 ] ^ [ W 2 ] ) , 

^ - 2 [ t f , ] = Z[Nl,Nl]x 

x \2b2[Nx\-Ai[Nv, NjU^N,] + FoiN^ + et[Nb N^WJ + Qx[Nlt N2]^[N2] 

| ^ 2 [ W 2 ] = - *frC2[N2, N ^ I N J + r„[N2] + FD[N2]^ + TT[N2, NL]^[N]] + TX[N2, N2]^[N2], 

Qx[Nlt N2] = ^R[NB N2], eH[N{] := F[NB N^T^N,], 

Q.Wx.Ny] = F[NX, N^T^N,, N^ + ^RIN,, N2]CR[N2, NX], 

TX[N2, N2) = ^F[N2, N2], T„[N2] := ±-R[N2, N^T^N,], 
S2 S2 
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Г Д Л ^ Л М = lR[N2,Nx]Tt[NX9Nx] + ^F[N29N2]Cx[N29Nx]. 
S2 S2 

Доказательство, Действительно, в этом случае матрица H2[Ni9 Nx] = E[Ni9 Nx] и потому форму
лы (3.3) примут вид 

дщ du2 [Nx]-^2b2[Nx] 

[N,] = Z[NX,NX] 

dw 

^2b2[Nx]-A2[Nx, NX]^[NX] 

dx 
[N2] = 

1 du2 

^2dw 
dun [N2]-^C2[N2, N^IN,]. 

Выражая в этих формулах с помощью соотношений (3.4), (3.5) и (3.6) производные (du2/dw)[N{] 
и (du2/dw)[N2] через (дщ/д^М^ и (dux/dx)[N2]9 получаем требуемое представление (3.7). 

Теорема 4. Предположим, что в условиях теоремы 3 от вектора и можно перейти к векто
ру и такому, что й [Nx] = u[Nx]9 а оставшиеся п-r компонент удовлетворяют условиям 

_ [ ^ V 2 ] = О, C[N2,N2]-^[N2] = —[N2]-C[N2,Nl]-^[N1], 

C[N2,N2]^[N2] = ^[N2]-C[N29NX]^[NX]. 

Тогда связь между производными (du2/dx)[Nx]9 (du2/dt)[N{] и (дйх /dt)[Nx]9 (дйх /dx)[N2] будет осу
ществляться по формулам (3.7), в которых коэффициенты при производных имеют вид 

ex[Nl9N2] = ^R[Nl9N2]C[N29N2]9 eb[Nx] = F[Nl9 Nx]Th[Nx]9 

et[Nl9Nx] = F[Nl9 Nx]Tt[Nl9 Nx]9 

где 

F[Nl9 Nx] := F2[Nl9 N2]C2[N29 Nx] + Fx[Nl9 Nx], 

Доказательство. Действительно, так как подматрица A(Nl9 N2] = 0[Nb N2]9 то 

ди. ди. 
~^[NX] = А]'[ЫХ,МХ]ЬХ[ЫХ]-АХ[ЫХ,ЫХ]^[ЫХ], 

и потому можно записать следующую цепочку равенств: 

d-^W2] = CdN2, N2]^[N2} + C{[N2, N^lNy] = Ci[N2, N2]^g[N2] + 

+ CX[N2, Nx]A]l[Nx, Nx]bx[Nx] - CX[N2, NX]A\X[NX, NX]^[NX]. 

Для завершения доказательства достаточно подставить в (3.7) вместо (dul/dx)[N2] полученное 
выражение и учесть, что (dux/dt)[Nx] = (дйх /dt)[Nx]. 

4. СВЯЗЬ П Р О И З В О Д Н Ы Х Н А О Д Н О М Е Р Н О Й 
Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н О Й У Д А Р Н О Й ВОЛНЕ 

В качестве простейшего примера использования полученных выше результатов рассмотрим 
движение с ускорением нестационарной ударной волны по одномерному вихревому неизобари
ческому потоку совершенного невязкого газа. Система уравнений, описывающих рассматрива-
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емое течение, в переменных Лагранжа имеет следующий вид [14] 

2 5 

' Е: 
2 

дЫр | у2рх ЭУ _ 
Эт а

2 dq 
8yv 

X 

d v I р х ь д Ы р = О ЗЛпр _ _2^Э1п^ = 0 

dx dq ' Эт у - 1 Эт 
(4Л) 

Здесь рта- давление и скорость звука в потоке, v- скорость потока, у - показатель адиаба
ты, д, т - лагранжевы координаты, 5 = 0 ,1 ,2 для плоского, осесимметричного и сферически-сим
метричного потоков. Эйлерова координата х = x(q, t) рассматривается как решение дифферен
циального уравнения дх/dt = v(q, t). Вводя вектор u = [In/?, v, lna] и переходя к матричной форме 
записи, получаем систему вида (1.1), в которой матрица А имеет ранг, равный двум. 

Пусть D = dx/dt- скорость ударной волны в неподвижной системе координат,^ - произволь
ная компонента вектора uhi=l, 2. Несложно показать, что производная этой функции по х в на
правлении траектории w ударной волны связана с D следующим соотношением: 

Эх dq 
(4.2) 

Следовательно, коэффициенты при производных в (3.1) для рассматриваемого случая равны 

Условия Гюгонио на нестационарной одномерной ударной волне имеют вид 

lnp2 - Inpi In ( 1 + е ) 
D-Vy 

v2~vx = (D-Vi) 
( 1 - е ) ( У - 1 ) 

(У + е) ' 

£ = 
Y - l 
у + Г 

J = PA 
Pi 

(4.3) 

ln(a 2 - lna^ 1, У ( 1 + е У ) 
2 (У + е) ' 

Несложно проверить, что для системы (4.1), а также для соотношений (4.2) и (4.3) на ударной 
волне выполнены все условия теоремы 3. Следовательно, связь производных на ударной волне 
осуществляется с помощью соотношений (3.7). Входящие в эти соотношения матрицы имеют 
вид 

G = 
1 0 0 

h2 1 0 
Эф 8г Эф 

1 0 0 
h2 1 0 ' dD ~ > 5 — -ом, 
А3 0 1 0 

> 5 — -ом, о 
о 

Здесь 

R 
-g2(D-Vl) 

ft, = 

2(У + е) 
8 2 " J[D-VlY 

J(l-E2), 

# 3 

(У + е) 

Переход от скорости звука к энтропии по формуле 

Э1па _ £ д\пр | 1 dS 
дх 1 + £ дх 2срдх 

gi 
) , FD = h2§2 + gi 

)J hig2 

( 1 - е ) ( У - 1) 
У + £ 

£[(1 + £ У ) + У(У + е)] 
2 ( У + е)(1 + еУ) 
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позволяет с помощью теоремы 4 получить наиболее простую связь производных dlnp2/dt и dv2/dt 
с производными 3ln/?iA, dvjdt и dSx/dx, характеризующими основные неравномерности потока 
до ударной волны, а также с величиной dD/dw, характеризующей ускорение ударной волны. 

5. В З А И М О Д Е Й С Т В И Е СИЛЬНОГО Р А З Р Ы В А СО С Л А Б Ы М В С Л У Ч А Е 
Н Е О С О Б О Й М А Т Р И Ц Ы А 

Рассмотрим вначале случай взаимодействия с сильным разрывом встречного разрыва индек
са /. Введем векторы V ( + ) , U ( + ) и V ( _ ) , U ( _ ) производных за сильным разрывом в областях до и за 
точкой взаимодействия, а также векторы [V] w = V ( + ) - V ( - ) и [U] w = U ( + ) - U ( _ ) разрыва производных 
за сильным разрывом. 

Теорема 5 . В случае когда сильный разрыв индекса 1 взаимодействует со встречным сла
бым разрывом, векторы [Y]w и [U] w разрыва производных за сильным разрывом ортогональны 
левому собственному вектору L ( 1 ) : 

L ( 1 ) [ V ] W = О, L ( 1 ) [ U ] W = 0. (5.1) 

Доказательство. Пусть [V]^ = V ( A + 1 } - V ( A ) и [U]A. = U(A" U ( A ) - разрывы производных V и U на 
исходящем из точки взаимодействия слабом разрыве индекса к, к = 2 , 3 , . . . , п. Разность производ
ных V ( + ) , U ( + ) и V ( _ ) , U ( _ ) в областях до и за точкой взаимодействия связана с величинами [V]^ и [U]^ 
разрыва производных на исходящих слабых разрывах следующим очевидным соотношением: 

[V]„ = V ( + ) - V H = £ V

( t + 1 ) - V w = £ [ V ] 4 , 

k = 2 t = 2 ( 5 _ 2 ) 

[U] № = u ( + ) -u H = £u ( t + 1 ) -u ( t )
 = £ [ U ] t . 

k=2 k=2 

В работе [14] доказывается, что при переходе через слабый разрыв индекса к линейные комби
нации вида L ("°V ( A ) и L ( m ) U ( A ) , т Ф к, не рвутся: 

L(m)[Y]k = 0, L ( W ) [ U ] * = 0, т±к. (5.3) 

Умножая равенства (5.2) слева на L ( 1 ) и учитывая (5.3), получаем требуемый результат. 

Следствие 2. Разрыв [dD/dw] кривизны сильного разрыва линейно зависит от векторов [V]/ 

и [U]/ разрыва производных на встречном разрыве индекса /. 

Доказательство. Действительно, рассмотрим, к примеру, производные U ( + ) и U ( - ) . Они отно
сятся к областям, расположенным непосредственно за сильным разрывом, и поэтому их можно 

выразить через производные U ( + ) и U ( } до него с помощью соотношения (2.7): 

U ( + ) = Фь + Ф х й ( + ) + mD{dDldtf\ и ( _ ) = Фь + Ф , и ( _ ) + 0D(dD/dt){-\ 

Следовательно, 

[ U ] w = и ( + ) - и ( _ ) = Ф . л и ^ - и ^ ^ Ф о С С ^ / ^ О ^ - ^ о / ^ О ^ ] -

Подставляя указанную разность в (5.1), получаем искомую связь между разрывом [dD/dt] произ
водной на сильном разрыве и разрывом [U ] вектора U на встречном слабом разрыве: 

о = L(l){Ox[fj] + 0D[dD/dt]}. (5.4) 

Следствие 3 (обобщенная формула Честера-Уизема). Произведение левого собственного 
вектора L ( 1 ) на производную du2/dt вектор-функции и2 по t в направлении сильного разрыва не 
меняется в процессе взаимодействия сильного разрыва со встречным слабым разрывом и равно 

dt dt dw v 7 
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Доказательство. Рассмотрим линию x(t) разрыва вектор-функции U(JC, /)., задаваемую уравне
нием dx/dt = D. Домножим второе равенство в (5Л) на D и сложим эти два уравнения. Учитывая, 
что сумма ди/dt + Ddu/dx равна производной du/dt вектор-функции u по t в направлении сильного 
разрыва, получаем, что 

Ld)du{+)

 L(i)du( ) _ 0 * 
dt dt 

Последнее равенство означает, что производная и в направлении сильного разрыва, умноженная 
слева на L ( 1 ) , не меняется при взаимодействии сильного разрыва с произвольным встречным сла
бым разрывом: 

т (i)du{+)

 т (\)du{ } . п (г ал 
L f = L — г — = const = С. (5.6) 

dt dt 

Осталось найти стоящую в правой части константу. Для этого рассмотрим приходящую в точку 
взаимодействия характеристику первого семейства, задаваемую уравнением dx/dt = Хх. Так как 
она лежит в области, отвечающей и = и ( _ ) , то условия на этой характеристике имеют вид 

L ^ ^ + ^ L ' 1 ^ = L

( 1 ) b . (5.7) 
at дх 

Вычитая из (5.6) соотношение (5.7), получаем в левой части 

L < i ) * £ _ L ( i ) * £ = ( D - J ^ L ^ U ^ - L ^ U ^ ) = 0. 
dt dt 

Следовательно, С = L ( 1 ) b, что и требовалось доказать. 
Замечание 2. По-видимому, впервые частный случай формулы (5.5) был получен в работах [10], [11] на 

основе анализа результатов работ [7] и [8], [9]. В этих работах рассматривалась задача распространения 
ударной волны по покоящемуся газу в канале с малым скачком сечения. В [7] на основе линеаризации со
отношений на скачке сечения [14] была получена следующая связь между малым изменением относитель
ной скорости М = D/a движения ударной волны и изменением площади А сечения трубы: 

Л 1 л dM2 

din A = -
( М 2 - 1 Ж М ) ' 

(5.8) 
/ 1 _ oL\f 1 \ - 1 . M z о- 9 

к(М) = 2 

2 

1 + ( 1 _ £ ) k x Y 2 £ + i + J _ 
§ А м 2 

( Y - l ) M 2 + 2 
g(M) = A I — T

I —. 
2уМ - ( у - 1 ) 

Уизем заметил, что этот же результат можно получить, записывая условие на характеристике второго се
мейства в смутном потоке за ударной волной: 

d\np2 + -Ldu2 + dlnA = 0, 

и подставляя вместо ръ и2, а2 их выражения через М из условий на ударной волне, которые для случая рас
пространения ударной волны по покоящемуся газу с параметрами ръиъа{ могут быть записаны так: 

р21рх = ( 1 + £ ) М 2 - 8 , и21ах = ( 1 - £ ) ( М - 1 / М ) , а21ах = J[ (1 + г) - г/М2] [ (1 - е) + е М 2 ] . 

Указанный прием назван в [11] правилом характеристик. Полученные в настоящей работе результаты по
казывают, что указанное правило непосредственно вытекает из решения задачи взаимодействия сильного 
разрыва со слабым встречным разрывом. 

Теорема 6, Условием отсутствия слабого разрыва индекса к, исходящего из точки взаимо
действия сильного разрыва индекса 1 со слабым встречным разрывом, является ортогональ
ность векторов [V]w и [U] w разрыва производных за сильным разрывом левому собственному 
вектору L ( A ): 

L W [ V L = 0, L W [ U ] W = 0. (5.9) 
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Доказательство. Действительно, как следует из (5.3), произведение к-то собственного вектора 
L(k) на вектор разрыва [V] m для любого m Ф к равно нулю. Проводя рассуждения, аналогичные 
проведенным при доказательстве формулы (5.1), несложно показать, что 

\}к)[\\ = L(k)[V]w. (5.10) 

Пусть равенство L ( / : ) [V] W = 0 выполняется не только при m Ф к, но и при т = к. Это означает, что 
вектор [V] w ортогонален всем п собственным векторам матрицы А. В силу линейной независи
мости последних, это возможно только в случае [V] m = 0, т.е. в случае отсутствия разрыва про
изводных на m-й характеристике. Указанные рассуждения с учетом (5.10) доказывают первое из 
равенств (5.9). Аналогично показывается справедливость второго равенства (5.9). 

Следствие 4. Критерием отсутствия исходящего слабого разрыва индекса к при взаимодейст
вии сильного разрыва индекса 1 со встречным слабым разрывом является равенство нулю опре
делителя матрицы вида 

Ь ( 1 ) Ф Х А ( ° Ь ( 1 ) Ф Л (5.11) 

Доказательство. Как следует из теорем 5 и 6, случаю отсутствия разрыва индекса к при взаи
модействии сильного разрыва индекса 1 со встречным слабым разрывом соответствует ортого
нальность векторов [V] w и [JJ]W разрыва производных за сильным разрывом как вектору L ( A ) , так 
и вектору L ( 1 ) . Условия ортогональности вектора [U]^ с учетом (2.7) можно переписать так: 

Ь ( 1 ) Ф х [ й ] / + L(1)<i>D[dD/dt] = 0, Ъ{к)Фх[Щ + L{k)0D[dD/dt] = 0. (5.12) 

Здесь [U]/ - разрыв вектора производных на взаимодействующем с сильным разрывом слабым 
разрыве индекса /, a [dD/dt] - разрыв касательной к траектории сильного разрыва; знак тильда 
означает, что производные вычисляются по значениям и до сильного разрыва. На разрыве ин
декса / для всех к Ф I справедливы равенства L ( A ) [U] / = 0. Последнее соотношение с учетом ли
нейной независимости векторов h(k) позволяет выразить разрыв вектора производных через раз
рыв любой из компонент этого вектора: 

[U]/ = A ( / ) [£/ [ i ] ] / . (5.13) 

Подставляя (5.13) в (5.12), получаем систему линейных уравнений относительно неизвестных 
[£/[/]]/ и [dD/dt]. Она имеет нетривиальное решение в случае, когда определитель матрицы 
(5.11) равен нулю, что и требовалось доказать. 

Рассмотрим теперь случай взаимодействия с сильным разрывом слабого догоняющего раз
рыва индекса 1. 

Теорема 7. В случае когда сильный разрыв индекса 1 взаимодействует с догоняющим сла
бым разрывом индекса 1, собственный вектор L ( / c ) ортогонален разности векторов [V] w , [U] v y 

разрыва производных за сильным разрывом и векторов \У\, [U]^ разрыва производных на сла
бом разрыве индекса к: 

L ( i ) ( [ V ] w - [ V ] t ) = 0, L ( t ) ( [ U ] w - [ U ] t ) = 0, к =1,2,..., п. (5.14) 

Доказательство. В случае взаимодействия сильного разрыва с догоняющим слабым разры
вом индекса 1 разность производных V ( + ) , U ( + ) и V ( _ ) , U ( _ ) в областях до и за точкой взаимодействия 
связана с величинами [V]A. и [U]k разрыва производных на приходящем разрыве индекса 1 и исхо
дящих слабых разрывах индекса к, к = 2, 3, л, следующим соотношением: 

[ V ] w = v^-v" = \г v

(* + 1 ) -v w = £ т * , 
k=l k=l 

[U]w = U ( + ) - U ( - > = £и(*+1)-и(*> = £ [ U ] , . 
к = i к = 1 
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Домножая эти равенства слева на вектор Ик) и используя (5.3), получаем требуемое. 
Следствие 5 . Критерием отсутствия исходящего слабого разрыва индекса к при взаимодейст

вии сильного разрыва с догоняющим его слабым разрывом является ортогональность векторов 
L<*> и Ф0: 

Ь(к)Фв = О, к = 2 , 3 , ...,п. % (5.15) 

Доказательство. Выразим производные U ( + ) и U ( _ ) с помощью (2.7) через производные U ( + ) и 

U до него: 

U ( + ) = Фь + Ф х й ( + ) + 0D(dD/dt)(+\ U ( _ ) = Фь + Ф х й ( _ ) + Ф0( dDldtt\ 

Так как в рассматриваемом случае взаимодействия имеем U ( + ) = U ( } , то разрыв [U] w производ
ных за сильным разрывом равен 

[ U ] w = U ( + ) - U ( _ ) = <bD[dD/dt]. 

Подставляя это равенство в (5.14), получаем 

L(k)[\]k = L(k)0D[dD/dt]9 к = 1, 2, п. 

Из этого соотношения видно, что критерием отсутствия отраженного разрыва индекса к, к = 2, 
3 , п , является равенство нулю стоящего при [dD/dw] коэффициента, т.е. условие (5.15). 
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