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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ òî÷å÷íîãî òèïà. Ñëåäóÿ ðàáîòå [1], â òåðìèíàõ ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî íåëèíåéíî-
ãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òî÷å÷íîãî òèïà ñôîðìóëèðîâàíû ëåãêî
ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è îïèñàí
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîé ëèíåàðèçàöèè,
ðàññìîòðåííîé â ñòàòüå [1], çäåñü èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ ìàòðè÷íàÿ ëèíåàðèçàöèÿ,
ïîçâîëÿþùàÿ ðàñøèðèòü êëàññ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà óäàåòñÿ
óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

1 Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñðåäè îñíîâíûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà
[2], ñ. 328, [3], ñ. 66, òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä, ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé [4], ñ. 72 [5], ñ. 172,
âàðèàöèîííûå ìåòîäû è ò.ä. Ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ïî ñâîåé ñóòè íàèáîëåå áëèçîê
ê ìåòîäó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé äåòàëüíî èçëîæåí â ìîíîãðàôèè Å. Í. Ðîçåí-
âàññåðà [6], ñ. 146, à òàêæå â ìîíîãðàôèè [7], ñ. 26, è â ðÿäå ïðèìûêàþùèõ ê íåé ðàáîò äëÿ
èçó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ â ýòèõ ðàáîòàõ
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíîé ôóíêöèè Ãðèíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé è ñòðîèò-
ñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñàìà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíîé ôóíêöèè Ãðèíà, à òàêæå
ïðîâåðêà óñëîâèé, êîòîðûì îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü, ÿâëÿþòñÿ òðóäîåìêèìè. Ðåøåíèå êàæ-
äîé êîíêðåòíîé çàäà÷è òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ íåòðèâèàëüíîé áîëüøîé ïðåäâàðèòåëüíîé ðàáîòû.
Îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ òðåáóåò âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ðåøåíèå êëàññè÷åñêèì?

Ïîäõîä, ðåàëèçóåìûé â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò îáîéòè ýòè ñëîæíîñòè. Óñëîâèÿ,
îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè è ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòèê ïðàâîé ÷àñòè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (êîíñòàíòà Ëèïùèöà äëÿ îñòàòî÷íîãî íåëèíåéíîãî âîçìóùå-
íèÿ, âåëè÷èíà îòêëîíåíèé â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òî÷å÷íîãî
òèïà, êîýôôèöèåíòû ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ). Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî
çäåñü ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ëèíåàðèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì âûäåëåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè ñ÷èòàåòñÿ òåéëîðîâñêàÿ ëèíåàðè-
çàöèÿ. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî òåéëîðîâñêàÿ ëèíåàðèçàöèÿ íå âñåãäà
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, õîòÿ ïðè èíûõ ëèíåàðèçàöèÿõ
ýòî óäàåòñÿ. Âîçìîæíîñòè âàðèàöèè ëèíåéíîé ÷àñòè ïîçâîëÿþò äëÿ âûáðàííîé ëèíåàðèçàöèè
ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íåðåçîíàíñíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü îïå-
ðàòîð ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè êîíñòàíòû Ëèïùèöà äëÿ
îñòàòî÷íîãî íåëèíåéíîãî âîçìóùåíèÿ ïðè âûïîëíåííîì óñëîâèè íåðåçîíàíñíîñòè. Ïåðâîå èç
óñëîâèé, óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè, ÿâëÿåòñÿ "òèïè÷íûì"è ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òîëüêî ëèøü ñêàëÿðíîé ëèíåàðèçàöèè, ïðè êîòîðîé ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ïðîùå,
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íî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êîíñòàíòû Ëèïùèöà äëÿ îñòàòî÷íîãî íåëèíåéíîãî âîçìóùå-
íèÿ â êëàññå ñêàëÿðíûõ ëèíåàðèçàöèé õóæå. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ
ìàòðè÷íîé ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òî÷å÷íîãî òèïà

ẋ(t) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (1)

ãäå ôóíêöèÿ g(·) ∈ C(r)(R × Rn×s,Rn), r ∈ {0, 1, ...} ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè.
Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(·), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C(r)(R×
Rn×s,Rn), r ∈ {0, 1, ...}, òî âñÿêîå ðåøåíèå x(·) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó C(r+1)(R,Rn).
Óðàâíåíèå ëþáîãî ïåðèîäà ω > 0 ìîæåò áûòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ ïåðè-
îäà 2π. Áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ x(·) óðàâíåíèÿ (1), îïèñàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå
óêàçàíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîöåññà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, òî, íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îòêëîíåíèÿ τ1, ..., τs ïðèíàäëåæàò [0, 2π). Äåéñòâèòåëüíî.
Åñëè îòêëîíåíèÿ òàêîâû, ÷òî τj ∈ [2πp, 2π(p+ 1)), j ∈ {1, ..., s}, p ∈ Z, òî âìåñòî íèõ ìîæíî
ïîëîæèòü îòêëîíåíèÿ ðàâíûå τ j = τj−2πp. Î÷åâèäíî, ÷òî íîâîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü òå æå
2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ÷òî è èñõîäíîå.

Êðîìå ýòîãî áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îòêëîíåíèÿ τ1, ..., τs óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîèçìåðèìî-
ñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ τi, τj , i, j,∈ {1, ..., s} äîëæíû ñóùåñòâîâàòü n1, n2 ∈ N∪{0}
òàêèå, ÷òî n1 + n2 6= 0 è n1τi = n2τj .

Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ẋ(t) =

s∑
j=1

Ajx(t+ τj) + f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (2)

ãäå Aj - (n×n) ìàòðèöà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ïðèíàäëåæèò R è τj ∈ [0, 2π), j ∈ {1, ..., s},

f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs))−
s∑
j=1

Ajx(t+ τj).

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà Aj , τj , j ∈ {1, ..., s} è
f(·), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Äàííîå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì ðàáîòû [1]. Ãëàâíîå îòëè÷èå îò
[1] ñîñòîèò â òîì, ÷òî áóäåò ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé ñëó÷àé âûäåëåíèÿ ìàòðè÷íîé ëèíåéíîé
÷àñòè, êîãäà â óðàâíåíèè (2) â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåàðèçîâàííîé ÷àñòè âûñòóïàþò ìàò-
ðèöû Aj , òîãäà êàê â ðàáîòå [1] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé âûäåëåíèÿ ñêàëÿðíîé ëèíåéíîé ÷àñòè,
êîãäà óðàâíåíèå (2) èìåëî ñëåäóþùèé âèä

ẋ(t) =

s∑
j=1

ajx(t+ τj) + f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R,

ãäå aj ∈ R. Òàêèì îáðàçîì âñå ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ðàñøèðÿþò âîçìîæ-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà.

Òàêîé òèï ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ àâòîðà
(ñì. ìîíîãðàôèþ [8]). Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

ẋ(t) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (3)

x(t̄) = x, t̄ ∈ R, x ∈ Rn. (4)

2



1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

â ñïåöèàëüíîì êëàññå ôóíêöèé.
Óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ g(·) ñëåäóþùèå
(I) g(·) ∈ C(r)(R× Rn×s,Rn), r ∈ {0, 1, ...};
(II) äëÿ âñåõ t, xj è xj , j = 1, s

‖g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤M0(t) +M1

s∑
j=1

‖xj‖Rn , M0(·) ∈ C(0)(R,R),

‖g(t, x1, ..., xs)− g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤ Lg
s∑
j=1

‖xj − xj‖Rn .

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì Ëèïøèöà;
(III) ñóùåñòâóåò µ∗ ∈ R òàêîå, ÷òî âûðàæåíèå

sup
i∈Z

M0(t+ i)(µ∗)|i|

äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå è êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t íåïðåðûâíà;
(IV) ñóùåñòâóåò µ∗ ∈ R òàêîå, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé

g̃i,z1,...,zs(t) = g(t+ i, z1, ..., zs)(µ
∗)|i|, i ∈ Z, (z1, ..., zs) ∈ Rn×s

íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ óñëîâèÿõ (I)-(IV) è âñþäó äàëåå â äàííîé ñòàòüå ïîä

íîðìîé ‖ · ‖Rn ïîäðàçóìåâàåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè g(·), êàê ïðàâîé ÷àñòè (1), óñëîâèÿ (III)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ∗ = 1.
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

LnµC(r)(R) = {x(·)| x(·) ∈ C(l)(R;Rn), max
0≤l≤r

sup
t∈R
‖x(l)(t)e−δ|t|‖Rn < +∞, }

ãäå r ∈ {0, 1, ...} è µ = e−δ.
Òåîðåìà 1.([8], ñ. 45) Åñëè ôóíêöèÿ g(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (I)-(IV) è äëÿ íåêîòî-

ðîãî µ ∈ (0, µ∗) ∩ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Lg

s∑
j=1

µ−|τj | < lnµ−1, (5)

òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(·) ∈ LnµC(k)(R) çàäà÷è Êîøè (3)- (4). Òàêîå

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è, áîëåå òîãî, ïðèíàäëåæèò êëàññó LnµC(r+1)(R) .

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ g(·) ∈ C(r)(R × Rn×s,Rn), r ∈ {0, 1, ...} â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ω-ïåðèîäè÷åñêîé, ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü äàííóþ òåîðåìó â âèäå
ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(·) ∈ C(r)(R × Rn×s,Rn), k ∈ {0, 1, ...} â óðàâíåíèè (3)
ÿâëÿåòñÿ ω-ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè. Åñëè ôóíêöèÿ g(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (II) è (IV)
è äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn ñóùåñòâóåò

ðåøåíèå x(·) ∈ LnµC(r)(R) çàäà÷è Êîøè (3)-(4). Òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è,

áîëåå òîãî, ïðèíàäëåæèò êëàññó LnµC(r+1)(R).
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

Vµ∗(R× Rns,Rn) =
{
f(·) : f(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (I)-(III)

}
.
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Äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç Vµ∗(R × Rns,Rn) ïàðàìåòð µ∗ ∈ R+ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîí-
ñòàíòîé èç óñëîâèÿ (III). Â ïðîñòðàíñòâå Vµ∗(R× Rns,Rn) ìîæíî ââåñòè Ëèïùèöåâó íîðìó

‖g(·)‖Lip = sup
t∈R
‖f(t, 0, . . . , 0)e−δ

∗|t|‖Rn+

+ sup
t,z1,...,zs,z̄1,...,z̄s∈R×Rns×Rns

‖g(t, z1, . . . , zs)− g(t, z̄1, . . . , z̄s)‖Rn∑s
j=1 ‖zj − z̄j‖Rn

, µ∗ = e−δ
∗
.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè g(·) ∈ Vµ∗(R×Rns,Rn) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîíñòàíòû Lg èç óñëî-
âèÿ Ëèïøèöà (óñëîâèå (II) äàííîãî ïàðàãðàôà), ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì âòîðîãî ñëàãàåìîãî
â îïðåäåëåíèè íîðìû ‖g(·)‖Lip . Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá óñëîâèè Ëèïøèöà, ïîä êîíñòàíòîé
Lg áóäåì ïîíèìàòü èìåííî òàêîå å�å íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðàâóþ ÷àñòü ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òî÷å÷íîãî òèïà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò áàíàõî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà Vµ∗(R× Rns,Rn).

×òîáû óêàçàòü íà çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3)-(4) îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x̄,
à òàêæå îò ñàìîé ïðàâîé ÷àñòè g(·) ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì x(t; t̄, x̄, g). Ïîä íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ x(·) ìû áóäåì
ïîíèìàòü åãî íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ïî ïåðåìåííûì t̄, x̄, g ∈ R1 × Rn × Vµ∗(R× Rns,Rn).

Òåîðåìà 2. (òåîðåìà î "ãðóáîñòè") ([8], ñ. 47) Â òåîðåìå 1 è ñëåäñòâèè 1 ðåøåíèå
îñíîâíîé çàäà÷è Êîøè (3)-(4) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ t̄, x̄, g.

Â òåîðåìå 2 î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x̄ è ïðàâîé ÷àñòè g(.) äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü áîëüøåå.

Çàìå÷àíèå 1. ([8], ñ. 47) Â òåîðåìå 2 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3)-(4), êàê ýëåìåíò ïðî-

ñòðàíñòâà LnµC(0)(R) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x̄ è g(·).
Òàê êàê â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî èñêëþ÷èòåëüíî ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-

ìè, êîãäà ýòî áóäåò âîçìîæíî âìåñòî ïðîñòðàíñòâ LnµC(r)(R) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûå

ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(r)(R,Rn), r ∈ {0, 1, ...}.

2 Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
òî÷å÷íîãî òèïà, êîòîðûå áóäóò íåîáõîäèìû â äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òî÷å÷íîãî òèïà

ẋ(t) =

s∑
j=1

Ajx(t+ τj), t ∈ R, (6)

ãäå Aj ÿâëÿåòñÿ (n×n) ìàòðèöåé, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ïðèíàäëåæèò R è τj ∈ [0, 2π), j ∈
{1, ..., s}.

Îïèøåì ìíîæåñòâî (A1, ..., As) ìàòðèö è îòêëîíåíèé (τ1, · · · , τs) ∈ [0, 2π)× ...× [0, 2π), ïðè
êîòîðûõ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6) èìååò òîëüêî íóëåâîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (óñëîâèå
íåðåçîíàíñíîñòè). Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè (2n× 2n), êîòîðàÿ
áóäåò ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ áëîêîâ ðàçìåðíîñòè (n× n).

Ak =

(
−
∑s

j=1Aj cos kτj kI −
∑s

j=1Aj sin kτj
−kI +

∑s
j=1Aj sin kτj −

∑s
j=1Aj cos kτj

)
, k ∈ N, (7)

ãäå I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n× n).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Āk = −
s∑
j=1

Aj cos kτj , Ak = kI −
s∑
j=1

Aj sin kτj .
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2 ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Òîãäà ìàòðèöà Ak â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìåò âèä

Ak =

(
Āk Ak
−Ak Āk

)
, k ∈ N.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N ìàòðèöà Ak ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Î÷åâèäíî äëÿ

ìàòðèöû Āk ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C̃1 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà

‖Āk‖Rn < C̃1. Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèöû
∑s

j=1Aj sin kτj ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà C̃2 > 0

òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N òàêæå ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖
∑s

j=1Aj sin kτj‖Rn < C̃2. Òàêæå ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ïðè k →∞ íîðìà ‖Ak‖Rn áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñî ñêîðîñòüþ O(k).
Îöåíèì ïîâåäåíèå íîðìû ìàòðèöû ‖A−1

k ‖R2n ïðè k →∞. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

‖A−1
k ‖R2n = ( min

e∈R2n,‖e‖R2n=1
‖Ake‖R2n)−1.

Ñëåäîâàòåëüíî íàì ñëåäóåò îöåíèòü âåëè÷èíó

min
e∈R2n,‖e‖R2n=1

‖Ake‖R2n . (8)

Ïóñòü e1, e2 ∈ Rn. Îáðàçóåì âåêòîð e = (e′1, e
′
2)′ ïðîñòðàíñòâà R2n (′-òðàíñïîíèðîâàíèå). Òîãäà

Ake =

(
Āk Ak
−Ak Āk

)(
e1

e2

)
=

(
Āke1 + Ake2

−Ake1 + Āke2

)
è

‖Ake‖2R2n = ‖Āke1 +Ake2‖2Rn + ‖ −Ake1 + Āke2‖2Rn , ‖e‖2R2n = ‖e1‖2Rn + ‖e2‖2Rn .

Òàê êàê ïðè k →∞ íîðìû ìàòðèö Āk îãðàíè÷åííû, à íîðìà ìàòðèöû Ak ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè, òî íîðìà ìàòðèöû Ak áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå, íîðìà ìàò-
ðèöû A−1

k áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íóëþ. Îöåíèì ñêîðîñòü òàêîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè âåëè÷èíû (8). Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íîðì ‖Āk‖, k = 0, 1, ...,
óêàçàííàÿ âåëè÷èíà (8) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè k →∞ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî
è âûðàæåíèå

min
e∈R2n,‖e‖R2n=1

∥∥∥( Ak 0
0 Ak

)(
e1

e2

)∥∥∥
R2n

=
[

min
e∈R2n,‖e‖R2n=1

(‖Ake1‖2Rn + ‖Ake1‖2Rn)
] 1
2 . (9)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ẽ ∈ Rn, ‖ẽ‖Rn = 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

‖1

k
Ak‖Rn = lim

k→∞
‖(I − 1

k

s∑
j=1

Aj sin kτj)ẽ‖Rn = 1

Èç ýòîãî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè k → ∞ âåëè÷èíà (8) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñî
ñêîðîñòüþ O(k). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k → ∞ íîðìà ‖A−1

k ‖R2n áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñî
ñêîðîñòüþ O(1/k). Â äàëüíåéøåì ýòîò ôàêò äëÿ íàñ áóäåò âàæåí.

Ëåììà 1. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

det

s∑
j=1

Aj 6= 0, detAk 6= 0, äëÿ âñåõ k ∈ N. (10)

Òàêîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå (6) áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6), â ÷àñòíîñòè, ïðèíàä-

ëåæàò ïðîñòðàíñòâó C(1)(R,Rn), ïðîèçâîëüíîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå [0, 2π]
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå

x(t) = α0 +
∞∑
k=1

α2k−1 cos kt+ α2k sin kt.

Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèå (6) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ. Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, ... äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

1 : −
( s∑
j=1

Aj

)
α0 = 0

cos kt : −
( s∑
j=1

Aj cos kτj

)
α2k−1 +

(
kI −

s∑
j=1

Aj sin kτj

)
α2k = 0

sin kt :
(
− kI +

s∑
j=1

Aj sin kτj

)
α2k−1 −

( s∑
j=1

Aj cos kτj

)
α2k = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëà ìåñòî íåñòðîãàÿ àëüòåðíàòèâà: èëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
det
∑s

j=1Aj = 0, èëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî detAk = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.�

3 Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáùèå, õîðîøî èçâåñòíûå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîòîðûå áóäóò íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæ-
äåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 1, òîãäà ðåøåíèå x(·) óðàâíåíèÿ
(1) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
x(0) = x(2π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî âûòåêàåò èç 2π-ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèè g(·) ïî t è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (3)-(4) (Ñëåäñòâèå 1). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.�

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ(t) =
s∑
j=1

Ajx(t+ τj) + ξ(t), t ∈ R, (11)

ãäå Aj - (n × n) ìàòðèöà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ïðèíàäëåæèòó R è τj ∈ [0, 2π), j ∈
{1, ..., s}, ξ(·) ∈ C(1)(R,Rn) - 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Íàðÿäó ñ íèì áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òàêæå è ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) =

s∑
j=1

Ajx(t+ τj), t ∈ R. (12)

Óñëîâèÿ (I)-(IV) äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (11) è (12), î÷åâèäíî, áóäóò âûïîëíåíû.
Îïðåäåëèì êîíñòàíòó

M = max
1≤j≤s

‖Aj‖Rn .
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3 ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5), ïðèíèìàþùåå âèä

M

s∑
j=1

µ−|τj | < lnµ−1. (13)

Òîãäà, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(11) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åäèíñòâåííûì 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (12) áûëà ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðè-
öó ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé φ(t). Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

φ̇(t) =
s∑
j=1

Ajφ(t+ τj), t ∈ R,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
φ(0) = I.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1. Â ñèëó
òîãî æå ñëåäñòâèÿ 1, ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12) ïðåäñòàâèìî â âèäå x(t) =
φ(t)x(0), à ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11) èìååò ïðåäñòàâëåíèå x(t) =
φ(t)x(0) + ψ(t), ãäå ψ(t) -÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ψ(0) = 0.
Èñïîëüçóÿ ýòî, ïðèñòóïèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì 2π-ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12). Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è èç òîãî, ÷òî äëÿ ðåøå-
íèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå x(2π) = φ(2π)x(0) ïîëó÷àåì,
÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x = φ(2π)x äîëæíî áûòü x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî
det (I− φ(2π) ) 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(11) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x(2π) = φ(2π)x(0) + ψ(2π). Òàê êàê äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
âûïîëíåíî óñëîâèå x(0) = x(2π), çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (I − φ(2π))x = ψ(2π). Òàê êàê det (I − φ(2π) ) 6= 0,
òî ïîëó÷èì åäèíñòâåííîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå 2π-ïå-
ðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12) ïîìèìî íóëåâîãî ñóùåñòâóåò, êàê ìèíèìóì, åùå îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî det (I− φ(2π) ) = 0. Â òàêîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (I− φ(2π) )x =
ψ(2π) ëèáî íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé, ëèáî áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11). Òåîðåìà
äîêàçàíà.�

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðè ñóùåñòâîâàíèè íåíóëåâîãî ïåðèîäè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (12) ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (11)
ìîæåò èìåòü, ëèáî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ëèáî íå èìåòü èõ âîâñå. Äëÿ èë-
ëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîñòåéøåãî îäíîìåðíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ẋ(t) = ξ(t). Äëÿ íåãî Aj ≡ 0, j = 1, s è ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå ïðèìåò âèä ẋ = 0. Òî åñòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x(t) = C, C ∈ R. Òîãäà â êà÷åñòâå ξ(t) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ξ(t) ≡ 1.
Â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä x(t) = t + C, C ∈ R, ò. å. ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íå áóäåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîëîæèòü ξ(t) = cos t, òî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä x(t) = sin t+ C, C ∈ R, ò. å. âñå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Òåïåðü, íà îñíîâå òåîðåìû 3 è ëåììû 1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå, óòî÷íÿþùåå
òåîðåìó 3.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (13). Íåîäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå (11) èìååò åäèíñòâåííîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ (n × n) ìàòðèö Aj, j ∈ {1, ..., s} è îòêëîíåíèé (τ1, · · · , τs) ∈ [0, 2π) × ... × [0, 2π)
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (10).
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4 Îïåðàòîð ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11), â êîòîðîì îòêëîíåíèÿ

τj ∈ [0, 2π), j ∈ {1, ..., s} ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìûìè, à ξ(·) ∈ C(r)(R,Rn), r ∈ {0, 1, ...} ÿâëÿ-
åòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå è ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (11), äëÿ ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.

Êàæäîå òàêîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò îïåðàòîð P ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2, ïðè êàæäîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ξ(·) ∈
C(r)(R,Rn), l ∈ {0, 1, ...} ñëåäóåò ïîëîæèòü Pξ(·) = x(·), ãäå x(·) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì 2π-
ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11) ( áîëåå

òîãî, x(·) ∈ C(r+1)(R,Rn) ).
Ïðè êàæäîì r = 0, 1, ... îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà

C(r)
2π (R,Rn) ) =

{
x(.) ∈ C(r)(R,Rn)

∣∣∣ x(j)(t) = x(j)(t+ 2π), j = 0, ..., r, t ∈ R
}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì r = 0, 1, ... îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð

P : C(r)
2π (R,Rn)→ C(r+1)

2π (R,Rn), Pξ(·) = x(·). (14)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà P ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïðè îïåðàòîðå P ìû íå áóäåì
ñòàâèòü èíäåêñ r, òàê êàê ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð P äëÿ
r ∈ {1, 2, ...} ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì àíàëîãè÷íîãî îïåðàòîðà ïðè èíäåêñå (r − 1).

Ïðè êàæäîì r = 0, 1, ... îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà

C(r),n
2π =

{
x(·) ∈ C(r)([0, 2π],Rn)

∣∣∣, x(j)(0) = x(j)(2π), j = 0, ..., r
}
.

Íîðìó â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ââåäåì òàêóþ æå êàê â C(r)([0, 2π],Rn). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1,
ïðèìåíåííîãî ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (11), îïåðàòîð ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé P íàõîäèòñÿ
âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà èíòåðâàë [0, 2π], êîòîðûé ïðè
êàæäîì k = 0, 1, ... èìååò âèä

P̂ : C(r),n
2π → C(r+1),n

2π , P̂ξ̂(·) = x̂(·) (15)

è òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.
Ïóñòü J : C(r+1),n

2π → C(r),n
2π , r = 0, 1, ... îïåðàòîð åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì,

ïîä îïåðàòîðîì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð

J P̂ : C(r),n
2π → C(r),n

2π , r = 0, 1, ... . Î÷åâèäíî, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà J P̂ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (13) è ïðè
âñåõ k ∈ N îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (10). Òîãäà îïåðàòîð

J P̂ : C(0),n
2π → C(0),n

2π , P̂ξ̂(·) = x̂(·). (16)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è çàìå÷àíèÿ 1. Ïðåäëîæåíèå

äîêàçàíî. �
Îäíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà J P̂ íåäîñòàòî÷íî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå è òî÷íàÿ îöåíêà

íîðìû òàêîãî îïåðàòîðà. Îäíàêî, îöåíêà íîðìû òàêîãî îïåðàòîðà çàòðóäíèòåëüíà. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè íàì áóäåò äîñòàòî÷íî èìåòü îöåíêè, ïîëó÷åííûå äëÿ ñóæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

îïåðàòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññà C(1),n
2π . Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì

âåëè÷èíû

A =
∥∥∥( s∑

j=1

Aj

)−1∥∥∥
Rn
, D =

( ∞∑
k=1

‖A−1
k ‖

2
R2n

)1/2
. (17)
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4 ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2. Òîãäà

sup
ξ̂(·)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(·)‖
C(0),n2π

=1

‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

≤
√
A2 + 2D2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà J P̂ â ÿâíîì âèäå íà ôóíêöèÿõ ξ̂(·) ∈ C(1),n
2π .

Èñïîëüçóÿ ðÿäû Ôóðüå, ïîñòðîèì îïåðàòîð (J P̂)−1. Ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå x̂(·) óðàâíåíèÿ (11) è ôóíêöèþ ξ̂(·) èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ

x̂(t) = α0 +

∞∑
k=1

(α2k−1 cos kt+ α2k sin kt)

ξ̂(t) = β0 +

∞∑
k=1

(β2k−1 cos kt+ β2k sin kt).

Òàê êàê

ξ̂(t) = ˙̂x(t)−
s∑
j=1

Aj x̂( (t+ τj)(mod 2π) ),

òî, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå è ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ, ïîëó÷àåì

β0 = −
( s∑
j=1

Aj

)
α0

β2k−1 = −
( s∑
j=1

Aj cos kτj

)
α2k−1 +

(
kI −

s∑
j=1

Aj sin kτj

)
α2k

β2k =
(
− kI +

s∑
j=1

Aj sin kτj

)
α2k−1 −

( s∑
j=1

Aj cos kτj

)
α2k, k ∈ N.

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N êîýôôèöèåíòû β2k−1 è β2k óäîâëåòâîðÿþò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ(
β2k−1

β2k

)
= Ak

(
α2k−1

α2k

)
,

ãäå (2n× 2n) ìàòðèöà Ak îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7).
Èç óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî òàêèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè è ïî-

ýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α0 = −
( s∑
j=1

Aj

)−1
β0

(
α2k−1

α2k

)
= A−1

k

(
β2k−1

β2k

)
, k ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð J P̂ â ÿâíîì âèäå ïðèíèìàåò âèä

(J P̂ξ̂(·))(t) = α0 +
∞∑
k=1

(α2k−1 cos kt+ α2k sin kt) =

9



= −
( s∑
j=1

Aj

)−1
β0 +

∞∑
k=1

{(
(Ā2

k +A2
k)
−1Akβ2k−1 − (Ā2

k +A2
k)
−1Akβ2k

)
cos kt+

+
(

(Ā2
k +A2

k)
−1Akβ2k−1 + (Ā2

k +A2
k)
−1Ākβ2k

)
sin kt

}
.

2.Ìàæîðèðîâàíèå íîðìû ‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

, ξ̂(·) ∈ C(1),n
2π , ‖ξ̂(·)‖C(0),n

2π

≤ 1.

Äëÿ âûâîäà îöåíîê, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïðåäëîæåíèè 3, íàì ñëåäóåò ðåøèòü ñëåäóþùóþ
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

→ sup
ξ̂(·)

(18)

ïðè óñëîâèè

ξ̂(·) ∈ C(1),n
2π , ‖ξ̂(·)‖C(0),n

2π

≤ 1. (19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòû i ∈ {1, ..., n} ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà

αi,2k−1 cos kt+ αi,2k sin kt =
√
α2
i,2k−1 + α2

i,2k

( αi,2k−1√
α2
i,2k−1 + α2

i,2k

cos kt+

+
αi,2k√

α2
i,2k−1 + α2

i,2k

sin kt
)

=
√
α2
i,2k−1 + α2

i,2k (cos θik cos tk + sin θik sin tk) =

=
√
α2
i,2k−1 + α2

i,2k cos(θik − kt) ≤
√
α2
i,2k−1 + α2

i,2k,

ãäå

cos θik =
αi,2k−1√

α2
i,2k−1 + α2

i,2k

, sin θik =
αi,2k√

α2
i,2k−1 + α2

i,2k

.

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

‖α2k−1 cos kt+ α2k sin kt‖Rn ≤
√
‖α2k−1‖2Rn + ‖α2k‖2Rn

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ëåãêî âèäåòü, ÷òî

‖α2k−1‖2Rn+‖α2k‖2Rn =
∥∥∥( α2k−1

α2k

)∥∥∥2

R2n
=
∥∥∥A−1

k

(
β2k−1

β2k

)∥∥∥2

R2n
≤ ‖A−1

k ‖
2
R2n

∥∥∥( β2k−1

β2k

)∥∥∥2

R2n
=

= ‖A−1
k ‖

2
R2n(‖β2k−1‖2Rn + ‖β2k‖2Rn)

Ó÷èòûâàÿ âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖α2k−1 cos kt+ α2k sin kt‖Rn ≤
√
‖A−1

k ‖2R2n(‖β2k−1‖2Rn + ‖β2k‖2Rn).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîé ôóíêöèé ξ̂(·) ∈ C(1),n
2π , ‖ξ̂(·)‖C(0),n

2π

= 1 íîðìà ‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

ìàæîðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

≤
∥∥∥( s∑

j=1

Aj

)−1
β0

∥∥∥
Rn

+

∞∑
k=1

(
‖A−1

k ‖R2n

√
‖β2k−1‖2Rn + ‖β2k‖2Rn

)
. (20)

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ.
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3.Âñïîìîãàòåëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ çàâåðøåíèÿ îöåíêè íîðìû ‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

.

Îöåíêà ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà çàòðóäíèòåëüíà. Òàêóþ çàäà÷ó ìû ìîæåì çà-
ìåíèòü íà áîëåå ïðîñòóþ. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà áóäåì
ìàêñèìèçèðîâàòü íà áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé ‖ξ̂(·)‖L2([0,2π],Rn) ≤

√
2π. Òàêàÿ ýêñ-

òðåìàëüíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥∥∥( s∑
j=1

Aj

)−1
β0

∥∥∥
Rn

+
∞∑
k=1

(
‖A−1

k ‖R2n

√
‖β2k−1‖2Rn + ‖β2k‖2Rn

)
→ sup

βk,k∈N∪{0}
(21)

ïðè óñëîâèè

‖ξ̂(·)‖L2([0,2π],Rn) ≤
√

2π. (22)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì, âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (21)-(22) áîëüøå
÷åì âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (18)-(19). Ïî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ îòíîñè-
òåëüíî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà {1, cos kt, sin kt}k∈N ïðîñòðàíñòâà L2([0, 2π],Rn)

‖ξ̂(·)‖2L2([0,2π],Rn) =

∫ 2π

0
‖ξ̂(t)‖2Rndt = 2π‖β0‖2Rn + π

∞∑
k=1

‖βk‖2Rn .

Â òàêîì ñëó÷àå, ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (21)-(22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíò-
íîé ôîðìå:

∥∥∥( s∑
j=1

Aj

)−1
β0

∥∥∥
Rn

+
∞∑
k=1

(
‖A−1

k ‖R2n

√
‖β2k−1‖2Rn + ‖β2k‖2Rn

)
→ sup

βk,k∈N∪{0}
(23)

ïðè óñëîâèè

‖β0‖2Rn +
1

2

∞∑
k=1

‖βk‖2Rn ≤ 1. (24)

4.Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2. Ðàññìîòðèì ýëå-
ìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà r1 è r2, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

r1 =
{ 1√

2

∥∥∥( s∑
j=1

Aj

)−1∥∥∥
Rn
, ‖A−1

1 ‖R2n , ‖A−1
2 ‖R2n , ...

}
,

r2 =
{√

2‖β0‖Rn ,
√
‖β1‖2Rn + ‖β2‖2Rn ,

√
‖β3‖2Rn + ‖β4‖2Rn , ...

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî r1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó l2, ò.ê., êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååò ìåñòî ‖Λ−1

k ‖
2
R2n = O(1/k2) îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî

‖r1‖l2 < +∞. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (23)-(24) â íîâûõ òåðìèíàõ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

(r1, r2)l2 → sup
r2∈l2

ïðè óñëîâèè
‖r2‖2l2 ≤ 2.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì îöåíêó

(r1, r2)l2 ≤ ‖r1‖l2‖r2‖l2 ≤
√

2‖r1‖l2 .

11



Íîðìà r1 èìååò âèä

‖r1‖2l2 =
1

2

∥∥∥( s∑
j=1

Aj

)−1∥∥∥2

Rn
+
∞∑
k=1

‖A−1
k ‖

2
R2n .

Èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå êîëëèíåàð-
íîñòè âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîäîáðàòü òàêèå β̄k, k ∈ N ∪ {0}, ïðè êîòîðûõ âåêòîð
r2 áóäåò êîëëèíåàðåí âåêòîðó r1 è áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ‖r2‖l2 =

√
2, èñõîäíàÿ çàäà÷à

ìàêñèìèçàöèè áóäåò ðåøåíà. Î÷åâèäíî, òàêèå β̄k, k ∈ N ∪ {0} ñóùåñòâóþò. Â òàêîì ñëó÷àå,
öåëåâîé ôóíêöèîíàë (23) â òî÷êå ìàêñèìóìà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

∥∥∥( s∑
j=1

Aj

)−1
β̄0

∥∥∥
Rn

+
∞∑
k=1

(
‖A−1

k ‖R2n

√
‖β̄2k−1‖2Rn + ‖β̄2k‖2Rn

)
=

=
(∥∥∥( s∑

j=1

Aj

)−1∥∥∥2

Rn
+ 2

∞∑
k=1

‖A−1
k ‖

2
R2n

)1/2
=
√
A2 + 2D2

îòêóäà è ñëåäóåò îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà

sup
ξ̂(·)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(·)‖2
C(0),n2π

≤1

‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π

≤
√
A2 + 2D2.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòå [1] äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîé ëèíåàðèçàöèè áûëè ïîëó÷åíû àíà-

ëîãè÷íûå îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé J P̂. Îäíàêî åñëè â äàííîì ñëó-
÷àå êîìïîíåíòà D â ôîðìóëå (17) âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç íîðìû ìàòðèö A−1

k , k = 1, 2, ... , òî
â ðàáîòå [1] àíàëîãè÷íàÿ êîìïîíåíòà ñ÷èòàåòñÿ ÷åðåç 1/ detAk (ñì. ôîðìóëó (16) â ðàáî-
òå [1]). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
‖A−1

k ‖R2 = 1/
√

detAk (ìàòðèöà Ak â ðàáîòå [1] ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìàòðèöû Ak). Ïîýòîìó
ñôîðìóëèðîâàííûé â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åí-
íîãî â ðàáîòå [1] äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîé ëèíåàðèçàöèè. Îòìåòèì, ÷òî â íå ñêàëÿðíîì ñëó÷àå
ìåæäó âåëè÷èíàìè äåòåðìèíàíòà detAk è íîðìîé ‖Ak‖R2n íåò íèêàêîé âçàèìîñâÿçè.

5 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Â äàííîì çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå áóäóò ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ òî÷å÷íîãî òèïà (1), â êîòîðîì g(·) ∈ C(1)(R×Rn×s,Rn) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü è óðàâíåíèå (2), ïîëó÷åííîå èç óðàâ-
íåíèÿ (1) ïóòåì ïðîöåäóðû ëèíåàðèçàöèè. Åñëè ôóíêöèÿ g(.) èç óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïùèöà ñ êîíñòàíòîé Lg

‖g(t, x1, ..., xs)− g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤ Lg
s∑
j=1

‖xj − xj‖Rn , (25)

òî â óðàâíåíèè (2) ôóíêöèÿ f

f(.) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs))−
s∑
j=1

Ajx(t+ τj) (26)
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5 ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ 2π-ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß.

òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ëèïùèöà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Lf . Ñ êàæäîé ëèíåàðè-
çàöèåé óðàâíåíèÿ (1) ñâÿçàíà ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

ẋ(t) =
s∑
j=1

Ajx(t+ τj) + ξ(t), t ∈ R. (27)

Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè äëÿ ìàòðèö Aj , j ∈ {1, ..., s} è îòêëîíåíèé (τ1, · · · , τs) ∈ [0, 2π)×...×[0, 2π)

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2, òî êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð J P̂. Îïðåäåëèì îïåðàòîð

F : C(r)
2π (R,Rn) → C(r)

2π (R,Rn) , r = 0, 1,

F[x(·)](t) = f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R.

Îãðàíè÷åíèå ýòîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèè îïðåäåëåííûå íà îòðåçîê [0, 2π] áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

÷åðåç F̂
F̂ : C(r),n

2π → C(r),n
2π , r = 0, 1,

F̂[x̂(·)](t) = f(t, x̂( (t+ τ1)(mod 2π) ), · · · , x̂( (t+ τs)(mod 2π) ) ), t ∈ [0, 2π].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü:
a) â íåëèíåéíîì óðàâíåíèè (1) ôóíêöèÿ g(·) ∈ C(1)(R× Rn×s,Rn) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïùèöà (25), à Lf , ñîîòâåòñòâåííî, êîíñòàíòà Ëèï-
ùèöà ôóíêöèè f(.);
b) äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

M
s∑
j=1

µ−|τj | < ln µ−1, M = max
1≤j≤s

‖Aj‖Rn ;

c) ïðè âñåõ k ∈ N îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâû óñëîâèå (10).
Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sLf
√

A2 + 2D2 < 1, (28)

ãäå A è D îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (17), òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò 2π-ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå. Òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è îíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
C(2)(R,Rn).

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè x̂0(·) ∈ C(2),n
2π ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̂m(·) =

(JP̂F̂)m[x̂0(·)], m ∈ N ñòðåìèòñÿ ê åäèíñòâåííîé ôóíêöèè x̂(·) ∈ C(2),n
2π , è ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà ñõîäèìîñòè:

‖(J P̂F̂)m[x̂0(·)](.)− x̂(·)‖C(0),n
2π

≤
(
sLf

√
A2 + 2D2

)m
‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n

2π

. (29)

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ C(2)(R,Rn) èíäóöèðóåòñÿ ôóíêöèåé x̂(·) ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ
åå ïî ïåðèîäè÷íîñòè 2π íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîñòðàíñòâå C(0),n
2π îïðåäåëèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

(J P̂F̂[x̂(·)])(·) = x̂(·). (30)

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2, ïðîäîëæåíèå ïî ïåðèîäè÷íîñòè 2π íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü âñÿêîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (30) çàäàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) (ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ

(1) ) è íàîáîðîò. Òàê êàê g(·) ∈ C(1)(R × Rn×s,Rn), òî êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30) áóäåò

ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó C(2),n
2π .
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Èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè f(·) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π

≤ sLf‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n
2π

.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3, äëÿ ëþáûõ ŷ(·), ẑ(·) ∈ C(1),n
2π ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðà-

âåíñòâ

‖J P̂F̂[ŷ(·)]− J P̂F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π

= ‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π

‖J P̂
( F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]
‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖C(0),n

2π

)
‖C(0),n

2π

≤

≤
√
A2 + 2D2 ‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖C(0),n

2π

≤ sLf
√
A2 + 2D2 ‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n

2π

. (31)

Èç íåðàâåíñòâà (31) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x̂m(·) = (J P̂F̂)m[x̂0(·)](·), m ∈ N äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x̂0(·) ∈ C(1),n
2π . Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 îïåðà-

òîð J P̂ íåïðåðûâåí è, ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâåí îïåðàòîð J P̂F̂. Ïîýòîìó âñÿêàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (J P̂F̂)m[x̂0(·)](·) ñõîäèòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå óðàâíåíèÿ (30).
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (30) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åäèíñòâåííàÿ. Ìû óæå îòìå-

÷àëè, ÷òî êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (30) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C(2),n
2π . Åñëè

ŷ(·), ẑ(·) ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (30), òî, â ñèëó íåðàâåíñòâà (31), äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n
2π

= ‖J P̂F̂[ŷ(·)]− J P̂F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π

< ‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n
2π

(32)

÷åãî íå ìîæåò áûòü. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Â òåîðåìå 4 ïðè âûáîðå ëèíåàðèçàöèè â ëèíåéíîé ÷àñòè áåðóòñÿ òîëüêî òå îòêëîíåíèÿ,

êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (1). È ýòî ïî ñóùåñòâó. Åñëè ïðè âûáîðå ëèíåàðèçàöèè îêàæåòñÿ, ÷òî â ôóíêöèè f(.) åñòü
õîòÿ áû îäíî îòêëîíåíèå τ̄ , íå ñîâïàäàþùåå íè ñ îäíèì èç îòêëîíåíèé τ1, ..., τs, òîãäà íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî sLf

√
A2 + 2D2 < 1, êàê ïðàâèëî, íàðóøàåòñÿ.

Ïðèìåð.

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîãäà ñêàëÿðíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå [1], íå ñïîñîáíà
âûÿâèòü ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ìàòðè÷íàÿ
ëèíåàðèçàöèÿ òàêîå ðåøåíèå âûÿâëÿåò. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

d

dt

(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
−1 0
0 1

)(
x1(t)
x2(t)

)
+ εf(t, x1(t+ τ), x2(t+ τ)).

Ôóíêöèÿ f(·) - 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà Lf , îòêëîíåíèå τ ïîä-
áèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíîñòè (10). Âåëè÷èíà
ε > 0 - íåêîòîðûé, äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ïàðàìåòð. Î÷åâèäíî, â òàêîé çàäà÷å äëÿ ìàòðè÷íîé
ëèíåàðèçàöèè ïðîùå âñåãî âûáðàòü ìàòðèöó A ñëåäóþùåãî âèäà

A =

(
−1 0
0 1

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ε > 0, òî âñåãäà ìîæ-
íî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà 2εLf

√
A2 + 2D2 < 1, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ãàðàíòèðóåò

ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Òåïåðü ïðîâåðèì, ìîæíî ëè îïðåäåëèòü íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ ñêàëÿðíîé ëèíåéíîé ÷àñòè. Â òàêîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

d

dt

(
x1(t)
x2(t)

)
= a

(
x1(t)
x2(t)

)
+

(
−1 0
0 1

)(
x1(t)
x2(t)

)
− a

(
x1(t)
x2(t)

)
+ εf(t, x1(t+ τ), x2(t+ τ)).
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6 ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÀß ÇÀÄÀ×À, ÑÂßÇÀÍÍÀß Ñ ÂÎÏÐÎÑÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß
2π-ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß.

Õîòåëîñü áû ïðîâåðèòü ñóùåñòâóåò ëè òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a ∈ R, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿ-
ëîñü áû íåðàâåíñòâî 2Lf̃

√
A2 + 2D2 < 1, ãäå A = 1/|a|, D =

∑∞
k=1 1/ detAk (ñì. ôîðìóëó (16)

è òåîðåìó 4 â ðàáîòå [1]), Lf̃ êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè

f̃(t, x(t), x(t+ τ)) =

(
[−1− a] 0

0 [1− a]

)(
x1(t)
x2(t)

)
+ εf(t, x1(t+ τ), x2(t+ τ)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∥∥∥( −1− a 0
0 1− a

)∥∥∥
R2

= 1 + |a|

è èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà Lf̃ ≥ 1 + |a|,
√
A2 + 2D2 > A = 1/|a|, èç êîòîðûõ ñëåäóåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü îöåíîê

2Lf̃

√
A2 + 2D2 > 2(1 + |a|) 1

|a|
> 2.

Â òàêîì ñëó÷àå, ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè ñêàëÿðíîé ëèíåàðè-
çàöèè, èìåþùåãî âèä íåðàâåíñòâà 2Lf̃

√
A2 + 2D2 < 1, íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ

ε è a ∈ R, õîòÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

6 Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ âîïðîñîì ñóùåñòâîâàíèÿ

2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1) óñòàíàâëèâàëîñü íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ëèíåàðèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ,
ïðèâåäåííîå â (2). Ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñôîð-
ìóëèðîâàí â âèäå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà (28). Ïîýòîìó åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà ñëåäóþùåé âà-
ðèàöèîííîé çàäà÷è.

Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à. Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(A1, ..., As) = sLf
√

A2 + 2D2 → inf
A1,...,As∈Mn(R)

,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

M
s∑
j=1

µ−|τj | < ln µ−1, M = max
1≤j≤s

‖Aj‖Rn ;

s∑
j=1

Aj ∈ GLn(R), Ak ∈ GLn(R), äëÿ âñåõ k ∈ N.

Çäåñü Mn(R) êîëüöî âñåõ ìàòðèö ñòåïåíè n, à GLn(R) ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö ñòå-
ïåíè n. Âåëè÷èíû A,D îïðåäåëÿþòñÿ â (17), à ìàòðèöû Ak, k = 1, 2, ... îïðåäåëÿþòñÿ â (7).
Â òàêîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
A1(r), ..., As(r), r = 1, 2, ..., íà êîòîðîé ïðåäåë çíà÷åíèé J(A1(r), ..., As(r)) ñòðåìèòñÿ ê íèæíåé
ãðàíè J∗ ôóíêöèîíàëà. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â íåëèíåéíîì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (1) ôóíê-

öèÿ g(·) ∈ C(1)(R×Rn×s,Rn) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïùèöà (25). Åñëè â âàðèàöèîííîé çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

J∗ < 1,

òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííûì è îíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C(2)(R,Rn). Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé
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ôóíêöèè x̂0(·) ∈ C(2),n
2π ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̂m(·) = (JP̂F̂)m[x̂0(·)], m ∈ N ñòðåìèòñÿ ê åäèí-

ñòâåííîé ôóíêöèè x̂(·) ∈ C(2),n
2π è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñõîäèìîñòè

‖(J P̂F̂)m[x̂0(·)](.)− x̂(·)‖C(0),n
2π

≤ Jm∗ ‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n
2π

.

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ C(2)(R,Rn) èíäóöèðóåòñÿ ôóíêöèåé x̂(·) ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ
åå ïî ïåðèîäè÷íîñòè 2π íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N äëÿ ëèíåàðèçàöèé ïðà-
âîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ìàòðèöàìè A1(r), ..., As(r), r ≥ N èç ìèíèìèçèðóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Ïîýòîìó, äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ñóùå-
ñòâóåò, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå, 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïðè r ≥ N ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

‖(J P̂F̂)m[x̂0(·)](.)− x̂(·)‖C(0),n
2π

≤
(
sLf

√
A(r)2 + 2D(r)2

)m
‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n

2π

.

Åñëè âçÿòü ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, òî îíî ïåðåéäåò â ñîîòâåòñòâóþùåå
íåðàâåíñòâî èç òåîðåìû 5. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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