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Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ãîëîñîâàíèÿ, â êîòîðîé èíäèâèäóàëü-

íûå ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëåé çàäàþòñÿ ðàíæèðîâàííûìè ñïèñ-

êàìè êàíäèäàòîâ. Äëÿ ïðàâèë ãðóïïîâîãî âûáîðà ôîðìóëèðó-

þòñÿ ïðèíöèïû ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (WPD, PD), òåñ-

íî ñâÿçàííûå ñ áàëëüíûìè ïðàâèëàìè, à òàêæå ñëàáûé ïðèí-

öèï ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (WMM), ïðîìåæóòî÷íûé ìåæ-

äó ïðèíöèïàìè áîëüøèíñòâà è ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (MM).

Ïðåäëàãàþòñÿ äâå ìîäèôèêàöèè ïîçèöèîííîãî ìåäèàííîãî ïðà-

âèëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîð-

ñå. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îäíîé ìîäèôèêàöèè âûïîëíÿþòñÿ

ïðèíöèïû WPD è WMM, à äëÿ äðóãîé âûïîëíÿþòñÿ ïðèí-

öèïû PD è MM. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðàâèëà,

óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîèì ïðèíöèïàì WPD è MM. Äëÿ ïîñòðî-

åííûõ ïðàâèë ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå 34 ïðèíöèïîâ.
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Êîíäîðñå, ñëàáûé ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà, ïîçèöèîííîå

äîìèíèðîâàíèå, ïðàâèëî ãðóïïîâîãî âûáîðà, ìåäèàííîå ïðàâèëî.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ãîëîñîâàíèÿ, â êîòîðîé èíäè-

âèäóàëüíûå ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëåé çàäàþòñÿ ðàíæèðîâàííûìè

ñïèñêàìè êàíäèäàòîâ. Ñàìûì åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì âûáðàòü îäíî-

ãî èç äâóõ êàíäèäàòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà [6],

ïî êîòîðîìó íàáðàâøèé áîëüøå ïîëîâèíû ãîëîñîâ êàíäèäàò îáúÿâ-

ëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì. Îäíàêî, åùå â 1785 ãîäó Ìàðêèç Êîíäîðñå ïî-

êàçàë [7], ÷òî ïàðíîå îòíîøåíèå ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ

òðàíçèòèâíûì â ñëó÷àå òðåõ è áîëåå êàíäèäàòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-

æåñòâî êàíäèäàòîâ ìîæåò íå ñîäåðæàòü ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ñîäåðæàíèå ñòàòüè îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ðàçäåëå 2

ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ãîëîñîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 3 îïðåäåëÿþòñÿ äåìîêðàòè÷åñêèå ïðèíöèïû äëÿ ïðà-

âèë ãðóïïîâîãî âûáîðà. Êëþ÷åâóþ ðîëü äëÿ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ

èãðàþò íåñêîëüêî íîâûõ ïðèíöèïîâ: ñëàáûé ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî

áîëüøèíñòâà, çàíèìàþùèé ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó èçâåñò-

íûìè ïðèíöèïàìè áîëüøèíñòâà è ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà, à òàêæå

òðè ïðèíöèïà ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îáùèì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ïîçèöèé êàíäèäàòîâ â ïðîôèëå ïðåäïî÷òåíèé è ñ ïîçè-

öèîííûìè áàëëüíûìè ïðàâèëàìè.

Â ðàçäåëå 4 ïîêàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ,

à òàêæå ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ðàáîòå ïðèíöèïîâ.

Â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîçèöèîííûå ìåòîäû ãîëîñîâàíèÿ,

â êîòîðûõ áàëëû êàíäèäàòîâ âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî íà îñíîâå îáùåãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçèöèé â èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ èçáèðàòå-

ëåé. Ïðàâèëî Áîðäà, êîòîðîå ïðåäëîæèë â 1770 ãîäó Æàí Øàðëü

Áîðäà [7], çàíèìàåò îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â äàííîé ðàáîòå. Ìåäè-

àííîå ïðàâèëî ìîäèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ ôóíêöèè Õå-

âèñàéäà îò áàëëîâ Áîðäà ïåðåä ïåðâîé êîìïîíåíòîé ìåäèàíû-âåêòîðà.

Â ðàçäåëå 6 îïðåäåëÿåòñÿ ìåäèàíà íà îñíîâå áàëëîâ Áîðäà è ïðèíöè-

ïà ñëàáîãî ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå 7 ñðàâíèâàþòñÿ

ïîçèöèîííûå ïðàâèëà.
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2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ãîëîñîâàíèÿ, â êîòîðîé n ≥ 1 èçáèðàòåëåé

äîëæíû âûáðàòü îäíîãî ïîáåäèòåëÿ èç m ≥ 1 êàíäèäàòîâ (àëüòåðíà-

òèâ). Îáîçíà÷èì A = {a1, . . . , am} ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ, {1, . . . , n}
ìíîæåñòâî èçáèðàòåëåé, R(A) ìíîæåñòâî âñåõ íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ

ïîðÿäêîâ, òî åñòü ïîëíûõ, òðàíçèòèâíûõ è ðåôëåêñèâíûõ áèíàðíûõ

îòíîøåíèé, è L(A) ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, òî åñòü ïîë-

íûõ, òðàíçèòèâíûõ è àñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå A.

Ëè÷íîå ïðåäïî÷òåíèå (èíäèâèäóàëüíîå ïðåäïî÷òåíèå, personal or

individual preference) êàæäîãî èçáèðàòåëÿ i, i ∈ {1, . . . , n}, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì ≻i∈ L(A). Ïðåäïî÷òåíèþ ≻i âçàèìíî îä-

íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò áèåêöèÿ σi : A → {1, . . . ,m}, ãäå σi(a) ðàâíî

îòíîñèòåëüíîìó ìåñòó, íà êîòîðîå èçáèðàòåëü i ñòàâèò êàíäèäàòà a,

σi(a) = |{b ∈ A : b ≻i a}|+ 1, a ∈ A, i ∈ {1, . . . , n}.

Ïðîôèëåì ïðåäïî÷òåíèé (preference pro�le) íàçûâàþòñÿ ñãðóïïè-

ðîâàííûå ëè÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ âñåõ èçáèðàòåëåé, ≻ = (≻1, . . . ,≻n)

∈ L(A)n èëè (σ1, . . . , σn). Ñóùåñòâóåòm! ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ïîðÿä-

êîâ è (m!)n ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé.

Ïðèìåð 2.1. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåí ïðèìåð ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé

n = 121 èçáèðàòåëåé îòíîñèòåëüíî m = 5 êàíäèäàòîâ. Â ýòîì ïðèìå-

ðå èçáèðàòåëè ñ÷èòàþòñÿ àíîíèìíûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáèðàòåëåé ñ

îäèíàêîâûìè èíäèâèäóàëüíûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè îáúåäèíèòü â ãðóï-

ïû. Êàæäîìó ñòîëáöó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ãðóïïà èçáèðàòåëåé,

ïðè÷åì ââåðõó óêàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî èçáèðàòåëåé, à êàíäèäàòû

ðàñïîëàãàþòñÿ ñâåðõó âíèç, íà÷èíàÿ ñ íàèáîëåå ïðåäïî÷èòàåìîãî.

Òàáëèöà 1. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé

10 10 10 17 14 10 10 20 15 5

a b c d d a a b c c

e e e e e b c c a b

b a a a b c b a b a

c c b b c d d d d d

d d d c a e e e e e

Ïî ïðîôèëþ ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèé âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè h(a, b) êàê êîëè÷åñòâî èçáèðàòåëåé, äëÿ êîòîðûõ àëüòåðíàòèâà a
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ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì àëüòåðíàòèâà b,

h(a, b) = |{i : a ≻i b, 1 ≤ i ≤ n}|, a, b ∈ A, a ̸= b.

Ìàòðèöà h ñî çíà÷åíèÿìè h(a, b) íàçûâàåòñÿ òóðíèðíîé ìàòðè-

öåé. Çàìåòèì, ÷òî h(a, b) = n− h(b, a) äëÿ ëþáûõ a ̸= b.

Òóðíèðíàÿ ìàòðèöà äëÿ ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé èç òàáëèöû 1

ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Òóðíèðíàÿ ìàòðèöà

a b c d e

a 72 57 90 70

b 49 81 90 70

c 64 40 90 70

d 31 31 31 91

e 51 51 51 30

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êàíäèäàò a äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b, èëè

ïîáåæäàåò ïðè ïàðíîì ñðàâíåíèè, åñëè h(a, b) > n/2. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ àëüòåðíàòèâ, ìû ãîâîðèì,

÷òî A1 äîìèíèðóåò A2, åñëè a äîìèíèðóåò b äëÿ ëþáûõ a ∈ A1, b ∈ A2.

Äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ A, àëüòåðíàòèâà íàçûâàåòñÿ

ïîáåäèòåëåì ïî Êîíäîðñå, è îáîçíà÷àåòñÿ CW (B), åñëè îíà äîìèíè-

ðóåò ëþáóþ äðóãóþ àëüòåðíàòèâó â ýòîì ïîäìíîæåñòâå,

CW (B) = {b ∈ B : h(b, a) > n/2 for all a ∈ B \ b}, B ⊆ A.

Ïðîèãðàâøèì ïî Êîíäîðñå â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå B ⊆ A íà-

çûâàåòñÿ êàíäèäàò, êîòîðûé ïðîèãðûâàåò ïðè ïàðíîì ñðàâíåíèè ëþ-

áîìó äðóãîìó êàíäèäàòó ýòîãî ïîäìíîæåñòâà,

CL(B) = {b ∈ B : h(b, a) < n/2 for all a ∈ B \ b}, B ⊆ A.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé (ïðîèãðàâøèõ) ïî

Êîíäîðñå ëèáî ïóñòîå, ëèáî ñîñòîèò èç îäíîãî êàíäèäàòà.

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïîáåäèòåëÿ ïî Êîíäîðñå ÿâëÿåòñÿ òîï-öèêë

[5,10]. Òîï-öèêëîì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíî-

æåñòâî TC ⊆ A, òàêîå ÷òî TC äîìèíèðóåò A \ TC, òî åñòü h(a, b) >
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n/2 äëÿ âñåõ a ∈ TC, b ∈ A\TC. Êàíäèäàòîâ ìíîæåñòâà A\TC áóäåì

íàçûâàòü ïðîèãðàâøèìè ïî Ñìèòó [11].

Ïîçèöèîííûì âåêòîðîì áóäåì íàçûâàòü âåêòîð n(a) = (n1(a), . . .,

nm(a)), ãäå ni(a) ðàâíî ÷èñëó èçáèðàòåëåé, äëÿ êîòîðûõ êàíäèäàò a

ðàñïîëîæåí íà i-ì ìåñòå â èíäèâèäóàëüíîì ïðåäïî÷òåíèè,

ni(a) = |{j : σj(a) = i, 1 ≤ j ≤ n}|, a ∈ A, i ∈ {1, . . . ,m},

ãäå èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ni(a) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî i,
∑m

i=1 ni(a) = n.

Êàíäèäàò a íàçûâàåòñÿ ïîáåäèòåëåì ïî áîëüøèíñòâó, åñëè n1(a) >

n/2, è ïðîèãðàâøèì ïî áîëüøèíñòâó, åñëè nm(a) > n/2.

Ïîçèöèîííîé ìàòðèöåé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó n(≻) = (n(a1),

. . ., n(am)), ñîñòîÿùóþ èç ïîçèöèîííûõ âåêòîðîâ âñåõ êàíäèäàòîâ.

Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíûõ ìåñò êàíäè-

äàòîâ äëÿ ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé èç òàáëèöû 1.

Òàáëèöà 3. Ïîçèöèîííàÿ ìàòðèöà

Ìåñòî a b c d e

1 30 30 30 31 0

2 15 15 30 0 61

3 62 49 10 0 0

4 0 27 34 60 0

5 14 0 17 30 60

Ïðàâèëîì ãðóïïîâîãî âûáîðà (social choice function) C(B,≻) íà-

çûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó íåïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó

B ⊆ A è êàæäîìó ïðîôèëþ ïðåäïî÷òåíèé èçáèðàòåëåé ñîïîñòàâëÿåò

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé (choice set),

C : 2A \ ∅ × L(A)n → 2A,

ïðè÷åì C(B,≻) ⊆ B äëÿ ëþáîãî B; C(B,≻) = B, åñëè |B| = 1;

C(B,≻) = C(B,≻′), åñëè ïðîôèëè ≻,≻′ ñîâïàäàþò íà B.

Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà C è ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ A′ ⊆ A ñóæåíèåì

C ′ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, òàêîå ÷òî C ′(B,≻′) = C(B,≻) äëÿ âñåõ B ⊆
A′, ≻′∈ L(A′)n, ≻∈ L(A)n, ãäå ïðîôèëè ≻,≻′ ñîâïàäàþò íà B.

Ïðàâèëî C íàçûâàåòñÿ ïîçèöèîííûì [8], åñëè äëÿ ëþáûõ ïðîôè-

ëåé ≻ è ≻′, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïîçèöèîííûå ìàòðèöû íà íåêîòî-

ðîì ïîäìíîæåñòâå B ⊆ A, ñîâïàäàþò òàêæå ìíîæåñòâà ïîáåäèòåëåé,
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C(B,≻) = C(B,≻′). Ïðàâèëî, â êîòîðîì íåêîòîðîå ïîçèöèîííîå ïðà-

âèëî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ êî ìíîæåñòâó àëüòåðíàòèâ, ïîêà

îíî óìåíüøàåòñÿ, áóäåì íàçûâàòü èòåðàöèîííûì ïîçèöèîííûì.

Âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò ïîçèöèîííûå áàëëüíûå ïðàâèëà, â êîòî-

ðûõ êàæäîìó èç m êàíäèäàòîâ íà÷èñëÿåòñÿ s1, . . . , sm áàëëîâ çà ñî-

îòâåòñòâóþùåå ìåñòî â ëè÷íîì ïðåäïî÷òåíèè, à çàòåì áàëëû ñóì-

ìèðóþòñÿ ïî âñåì èçáèðàòåëÿì. Åñëè s1 > sm, s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sm,

òî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì áàëëüíûì ïðàâèëîì (MSR). Åñ-

ëè s1 > s2 > . . . > sm, òî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííûì

áàëëüíûì ïðàâèëîì (SMSR). Åñëè ðàçíèöà â íà÷èñëÿåìûõ áàëëàõ

ïîëîæèòåëüíàÿ è íå óáûâàåò îò m-ãî ìåñòà äî 1-ãî, 0 < sm−1 − sm ≤
sm−2 − sm−1 ≤ . . . ≤ s1 − s2, òî òàêîå ïðàâèëî áóäåì íàçûâàòü áàëëü-

íûì ïðàâèëîì ñ íåóáûâàþùèìè ðàçíîñòÿìè (MDSR). Çàìåòèì, ÷òî

áàëëû íóæíî çàäàòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî B ⊆ A.

Îáîáùåííîå áàëëüíîå ïðàâèëî (GSR) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî óïî-

ðÿäî÷åííîãî íàáîðà áàëëüíûõ ïðàâèë [11,15], ãäå â ñëó÷àå íè÷üåé ïî

ïåðâîìó ïðàâèëó ñðàâíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âòîðîìó, è òàê äàëåå.

Åñëè ïðè ëþáîì (MSR, MDSR) SMSR áàëëüíîì ïðàâèëå êàíäè-

äàò a íàáèðàåò áîëüøå áàëëîâ, ÷åì êàíäèäàò b, òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî êàíäèäàò a (ñèëüíî, ñëàáî) ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b.

Â ðàáîòå [3] ïîçèöèîííîå äîìèíèðîâàíèå íàçûâàëîñü äîìèíèðîâàíè-

åì ïî Áîðäà è îïðåäåëÿëîñü òîëüêî îòíîñèòåëüíî SMSR ïðàâèë.

Â ñëåäóþùèõ ëåììàõ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â Ïðè-

ëîæåíèè, ïðèâîäèòñÿ ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå äëÿ (ñèëüíîãî, ñëà-

áîãî) ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ.

Ëåììà 2.1. Êàíäèäàò a ñèëüíî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäèäà-

òà b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñòðîãèå

íåðàâåíñòâà

M1(a) = n1(a) > n1(b) = M1(b),

. . .

Mk(a) = n1(a) + . . .+ nk(a) > n1(b) + . . .+ nk(b) = Mk(b),

. . .

Mm−1(a) = n1(a) + . . .+ nm−1(a) > n1(b) + . . .+ nm−1(b) = Mm−1(b).
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Ëåììà 2.2. Êàíäèäàò a ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

M1(a) = n1(a) ≥ n1(b) = M1(b),

. . .

Mk(a) = n1(a) + . . .+ nk(a) ≥ n1(b) + . . .+ nk(b) = Mk(b),

. . .

Mm−1(a) = n1(a) + . . .+ nm−1(a) ≥ n1(b) + . . .+ nm−1(b) = Mm−1(b),

ãäå õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå.

Ëåììà 2.3. Êàíäèäàò a ñëàáî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

B1(a) = n1(a) ≥ n1(b) = B1(b),

B2(a) = 2n1(a) + n2(a) ≥ 2n1(b) + n2(b) = B2(b),

. . .

Bk(a) = k · n1(a) + . . .+ nk(a) ≥ k · n1(b) + . . .+ nk(b) = Bk(b),

. . .

Bo(a) = Bm−1(a) = (m− 1)n1(a) + . . .+ nm−1(a) >

> (m− 1)n1(b) + . . .+ nm−1(b) = Bm−1(b) = Bo(b).

3. Ïðèíöèïû äëÿ ïðàâèë ãðóïïîâîãî âûáîðà

3.1. Áàçîâûå ïðèíöèïû

Êàæäûé ïðèíöèï ôîðìóëèðóåòñÿ è ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñóæåíèé

ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ. Ñëåäóþùèå ïðèíöèïû (ñâîéñòâà, àêñèîìû,

êðèòåðèè) íàçîâåì áàçîâûìè äëÿ âûáîðà ïîáåäèòåëÿ. Â ýòîé ðàáîòå

ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðàâèëà, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì áàçîâûì

ïðèíöèïàì.

Óíèâåðñàëüíîñòü âûáîðà (U, universality, unrestricted domain) [13,16].

C(B,≻) ̸= ∅ äëÿ ëþáûõ ïðîôèëÿ ≻∈ L(A)n è íåïóñòîãî B ⊆ A.

Ïîëíîòà âûáîðà (NI, non imposition, citizen sovereignty) [16]. Äëÿ

ëþáûõ ìíîæåñòâà B ⊆ A è êàíäèäàòà b ∈ B ñóùåñòâóåò ïðîôèëü

≻∈ L(A)n, òàêîé ÷òî C(B,≻) = {b}.
Àíîíèìíîñòü (A) [4,12-16]. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâà B ⊆ A, ïðî-

ôèëÿ≻∈ L(A)n è ïåðåñòàíîâêè èçáèðàòåëåé π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}
âûïîëíÿåòñÿ C(B,≻1, . . . ,≻n) = C(B,≻π(1), . . . ,≻π(n)) .
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Íåéòðàëüíîñòü (N) [4,11-16]. Äëÿ ëþáûõ B ⊆ A, ïåðåñòàíîâêè

êàíäèäàòîâ π : A → A è ïðîôèëÿ (σ1, . . . , σn) âûïîëíÿåòñÿ

C(π−1(B), σ1 ◦ π, . . . , σn ◦ π) = π−1(C(B, σ1, . . . , σn)).

Åäèíîãëàñèå âûáîðà, Ïàðåòî ïðèíöèï (P) [11,13,16]. Äëÿ ëþáûõ

ìíîæåñòâà B ⊆ A, êàíäèäàòîâ a, b ∈ B è ïðîôèëÿ ≻∈ L(A)n, â

êîòîðîì a ≻i b äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ b /∈ C(B,≻).

Äëÿ àíîíèìíûõ ïðàâèë, îïðåäåëåííûõ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà èçáèðà-

òåëåé, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà.

Ïðèíöèï åäèíñòâåííîãî ïîáåäèòåëÿ (SW). Ïðè n → ∞ âåðîÿò-

íîñòü âûáðàòü ðîâíî îäíîãî ïîáåäèòåëÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå,

1

(m!)n
∑

≻∈L(A)n

I{|C(B,≻)| = 1} → 1, B ̸= ∅, B ⊆ A.

Îäíîðîäíîñòü (H, homogeneity) [11-16]. Êîëëåêòèâíûé âûáîð íå

ìåíÿåòñÿ, åñëè êàæäîãî èçáèðàòåëÿ çàìåíèòü íà k > 1 èçáèðàòåëåé ñ

òàêèì æå ëè÷íûì ïðåäïî÷òåíèåì.

Êàæäîìó àíîíèìíîìó ïðîôèëþ ≻∈ L(A)n ñîïîñòàâèì òî÷êó öå-

ëî÷èñëåííîãî m!-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà [15], P (≻) ∈ (N ∪{0})m!. Äëÿ

ýòîãî çàôèêñèðóåì íîìåð îò 1 äî m! äëÿ êàæäîãî ñòðîãîãî ïîðÿäêà,

íà÷èíàÿ ñ a1 > . . . > am, è çàêàí÷èâàÿ am > . . . > a1. Â ÷àñòíîñòè,

ïðîôèëü ïðèìåðà 2.1 çàäàåòñÿ âåêòîðîì äëèíû 5!=120, ñîñòîÿùåì èç

÷èñåë 10, . . . , 5, è îñòàëüíûõ íóëåé.

Ïðîñòðàíñòâî ïðîôèëåé ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðèòü

[15], ðàññìàòðèâàÿ êàæäûé ïðîôèëü êàê òî÷êó âåùåñòâåííîãî m!-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, P ∈ Rm!
+ , ãäå R+ = [0,+∞) ýòî âñå íåîòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òóðíèðíàÿ ìàòðèöà h äëÿ íåöåëî÷èñ-

ëåííîãî ïðîôèëÿ ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ öåëî÷èñëåííîãî, òî åñòü

çíà÷åíèå h(a, b) ðàâíî ñóììå ãîëîñîâ çà ïîðÿäêè, â êîòîðûõ êàíäè-

äàò a ïðåäïî÷òèòåëüíåå êàíäèäàòà b. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîçèöèîííîãî

âåêòîðà çíà÷åíèÿ ni(a) ðàâíû ñóììå ãîëîñîâ çà ïîðÿäêè, â êîòîðûõ

êàíäèäàò a ðàñïîëîæåí íà i-ì ìåñòå.
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3.2. Æåëàòåëüíûå ñâîéñòâà

Ìîíîòîííîñòü âûáîðà (Mon) [9,11-13]. Äëÿ ëþáûõ ≻∈ L(A)n,

B ⊆ A è a ∈ C(B,≻), åñëè îäèí èç èçáèðàòåëåé â ëè÷íîì ïðåäïî-

÷òåíèè ïîäíèìåò a íà îäíó ïîçèöèþ, íå ìåíÿÿ ïîëîæåíèÿ äðóãèõ

êàíäèäàòîâ, òîãäà äëÿ íîâîãî ïðîôèëÿ ≻′ âûïîëíÿåòñÿ a ∈ C(B,≻′).

Ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü (SM) [9,11]. Äëÿ ëþáûõ ≻∈ L(A)n, B ⊆
A è a ∈ C(B,≻), åñëè îäèí èç èçáèðàòåëåé â ëè÷íîì ïðåäïî÷òåíèè

ïîäíèìåò a íà îäíó ïîçèöèþ, íå ìåíÿÿ ïîëîæåíèÿ äðóãèõ êàíäèäà-

òîâ, òî äëÿ íîâîãî ïðîôèëÿ ≻′ âûïîëíÿåòñÿ a ∈ C(B,≻′) ⊆ C(B,≻).

Ïîçèòèâíàÿ îòêëèêàåìîñòü (PR, positive responsiveness) [6,13].

Äëÿ ëþáûõ ≻∈ L(A)n, B ⊆ A è a ∈ C(B,≻), åñëè îäèí èç èçáèðà-

òåëåé â ëè÷íîì ïðåäïî÷òåíèè ïîäíèìåò a íà îäíó ïîçèöèþ îòíîñè-

òåëüíî êàíäèäàòîâ ìíîæåñòâà B, íå ìåíÿÿ ïîëîæåíèÿ äðóãèõ êàíäè-

äàòîâ, òîãäà äëÿ íîâîãî ïðîôèëÿ ≻′ âûïîëíÿåòñÿ C(B,≻′) = {a}.
Êàíäèäàòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà B íàçûâàþòñÿ êëîíàìè [12,13],

åñëè â êàæäîì èíäèâèäóàëüíîì ïðåäïî÷òåíèè ëþáîé äðóãîé êàíäè-

äàò a ∈ A\B ðàñïîëàãàåòñÿ ëèáî íèæå, ëèáî âûøå ñðàçó âñåõ êëîíîâ

ìíîæåñòâà B. Ôîðìàëüíî, äëÿ êàæäîãî èçáèðàòåëÿ i ∈ {1, . . . , n} è

ëþáîãî êàíäèäàòà a ∈ A \B âûïîëíÿåòñÿ ëèáî a ≻i b äëÿ âñåõ b ∈ B,

ëèáî b ≻i a äëÿ âñåõ b ∈ B. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî h(b1, a) = h(b2, a)

äëÿ ëþáûõ êëîíîâ b1, b2 ∈ B è ëþáîãî äðóãîãî êàíäèäàòà a ∈ A \ B.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êëîíîâ ïîáåæäàåò, åñëè

ïîáåæäàåò õîòÿ áû îäèí êàíäèäàò èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Áóäåì íàçûâàòü êàíäèäàòà aul åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèì äëÿ íåêî-

òîðîãî êàíäèäàòà a, åñëè â êàæäîì èíäèâèäóàëüíîì ïðåäïî÷òåíèè

êàíäèäàò a ñòîèò âûøå, ÷åì êàíäèäàò aul, òî åñòü a ≻i aul äëÿ âñåõ

i ∈ {1, . . . , n}. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî h(a, aul) = n, h(a, b) ≥ h(aul, b) äëÿ

ëþáîãî äðóãîãî êàíäèäàòà b ̸= a, aul.

Íåçàâèñèìîñòü îò êëîíîâ (IC) [12,13].Äëÿ ëþáûõ ïðîôèëÿ, A′ ⊂
A, B ⊆ A′ è a ∈ A \ A′, òàêèõ ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êëîíîâ â

ñóæåíèè A′, B ïîáåæäàåò â A′, è B ∪ a ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êëîíîâ

â ñóæåíèè A′ ∪ a ⊆ A, âûïîëíÿåòñÿ B ∪ a ïîáåæäàåò â A′ ∪ a.

Êðîìå òîãî äëÿ ëþáûõ ïðîôèëÿ, A′ ⊂ A, B ⊂ A′, A1 ⊂ A′, è

a ∈ A\A′, òàêèõ ÷òî B,A1 ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè êëîíîâ â ñóæåíèè

A′, B ∩ A1 = ∅, B ïîáåæäàåò â A′, è A1 ∪ a ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

êëîíîâ â ñóæåíèè A′ ∪ a ⊆ A, âûïîëíÿåòñÿ B ïîáåæäàåò â A′ ∪ a.
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Íåçàâèñèìîñòü îò åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèõ (IPDA).Ìíîæåñòâî

ïîáåäèòåëåé íå èçìåíèòñÿ ïðè óäàëåíèè åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøåãî

êàíäèäàòà.

Íåçàâèñèìîñòü îò åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèõ êëîíîâ (IPDC, in-

dependence of Pareto dominated clones). Ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé íå

èçìåíèòñÿ ïðè óäàëåíèè åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøåãî êëîíà.

Ïðèíöèï Êîíäîðñå (C) [4,11-14,16]. Åñëè êàíäèäàò ÿâëÿåòñÿ ïîáå-

äèòåëåì ïî Êîíäîðñå, òîãäà ýòîò êàíäèäàò âûáèðàåòñÿ åäèíîëè÷íî.

Ïðèíöèï ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå (CL). Ïðîèãðàâøèé ïî Êîí-

äîðñå êàíäèäàò íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ïîáåäèòåëåé.

Íåçàâèñèìîñòü îò ïðîèãðàâøèõ ïî Êîíäîðñå (ICLA). Óäàëåíèå

ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå íå ìåíÿåò ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé.

Ïðèíöèï áîëüøèíñòâà (Maj) [13]. Åñëè áîëåå ïîëîâèíû èçáèðà-

òåëåé ñòàâÿò íåêîòîðîãî êàíäèäàòà íà ïåðâîå ìåñòî â ëè÷íûõ ïðåä-

ïî÷òåíèÿõ, òî ýòîò êàíäèäàò ïîáåæäàåò åäèíîëè÷íî.

Ïðèíöèï ïðîèãðàâøåãî ïî áîëüøèíñòâó (ML). Åñëè áîëåå ïîëî-

âèíû èçáèðàòåëåé ñòàâÿò íåêîòîðîãî êàíäèäàòà íà ïîñëåäíåå ìåñòî

â ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ, òî ýòîò êàíäèäàò íå ïðèíàäëåæèò êîëëåê-

òèâíîìó ìíîæåñòâó ïîáåäèòåëåé.

Íåçàâèñèìîñòü îò ïðîèãðàâøèõ ïî áîëüøèíñòâó (IMLA). Óäàëå-

íèå ïðîèãðàâøåãî ïî áîëüøèíñòâó íå ìåíÿåò ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé.

Èäåìïîòåíöèÿ (Ide). Äëÿ ëþáûõ ïðîôèëÿ ≻∈ L(A)n è B ⊆ A

âûïîëíÿåòñÿ C(C(B,≻),≻) = C(B,≻).

Ïåðåâåðíóòàÿ ñèììåòðèÿ (RS, reversal symmetry). Åñëè êàíäè-

äàò ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîáåäèòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî ïðîôèëÿ,

òî äëÿ ïðîôèëÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èíäèâèäóàëüíûìè ïðåäïî÷òå-

íèÿìè ýòîò êàíäèäàò íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ïîáåäèòåëåé.

Ïðèíöèï ñèëüíîãî ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (SPD). Äëÿ ëþ-

áîãî ïðîôèëÿ ≻∈ L(A)n, â êîòîðîì êàíäèäàò a ñèëüíî ïîçèöèîííî

äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b, âûïîëíÿåòñÿ b /∈ C(A,≻). Áîëåå òîãî, åñëè

êàíäèäàò a ñèëüíî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò ëþáîãî äðóãîãî êàíäèäà-

òà, òî C(A,≻) = {a}.
Ïðèíöèï ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (PD). Äëÿ ëþáîãî ïðîôè-

ëÿ ≻∈ L(A)n, â êîòîðîì êàíäèäàò a ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäè-

äàòà b, âûïîëíÿåòñÿ b /∈ C(A,≻). Áîëåå òîãî, åñëè êàíäèäàò a ïîçè-

öèîííî äîìèíèðóåò ëþáîãî äðóãîãî êàíäèäàòà, òî C(A,≻) = {a}.
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Ïðèíöèï ñëàáîãî ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (WPD). Äëÿ ëþ-

áîãî ïðîôèëÿ ≻∈ L(A)n, â êîòîðîì êàíäèäàò a ñëàáî ïîçèöèîííî

äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b, âûïîëíÿåòñÿ b /∈ C(A,≻). Áîëåå òîãî, åñëè

êàíäèäàò a ñëàáî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò ëþáîãî äðóãîãî êàíäèäàòà,

òî C(A,≻) = {a}.
Ñëåäóþùèå 4 ïðèíöèïà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ ïðàâèë,

óäîâëåòâîðÿþùèõ áàçîâîìó ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè.

Ñëàáûé ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (WMM, weak mutu-

al majority). Åñëè áîëüøå k/(k + 1) îò îáùåãî ÷èñëà èçáèðàòåëåé

ñòàâÿò êàíäèäàòîâ ìíîæåñòâà B = {b1, . . . , bk}, 1 ≤ k ≤ m, íà ïåðâûå

k ìåñò (â ëþáîì ïîðÿäêå) â ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ, òî ìíîæåñòâî

ïîáåäèòåëåé ñîäåðæèòñÿ â B.

Ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (MM, mutual majority) [13].

Åñëè áîëüøå ïîëîâèíû èçáèðàòåëåé ñòàâÿò êàíäèäàòîâ ìíîæåñòâà B

= {b1, . . . , bk}, 1 ≤ k ≤ m, íà ïåðâûå k ìåñò (â ëþáîì ïîðÿäêå) â

ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ, òî ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé ñîäåðæèòñÿ â B.

Ïðèíöèï Ñìèòà (S) [11,13]. Ïîáåäèòåëè ïðèíàäëåæàò òîï-öèêëó.

Íåçàâèñèìîñòü îò ïðîèãðàâøèõ ïî Ñìèòó (ISDA).Óäàëåíèå ïðî-

èãðàâøåãî ïî Ñìèòó êàíäèäàòà íå ìåíÿåò ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé.

Äëÿ íåéòðàëüíûõ è àíîíèìíûõ ïðàâèë, îïðåäåëåííûõ äëÿ ëþáîãî

÷èñëà êàíäèäàòîâ è èçáèðàòåëåé, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (PT). Ñóùåñòâóþò íå çàâèñÿùèå îò m è n

ïîñòîÿííûå C, k ≥ 0, òàêèå ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå

m àëüòåðíàòèâ,

lim
n→∞

1

(m!)n
∑

≻∈L(A)n

I{time(≻) ≤ Cmkn} = 1,

ãäå time(≻) ýòî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ïîáåäèòåëåé.

Â ñòàòüå [14] ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñâîéñòâà (later-no-help, later-

no-harm), ñâÿçàííûõ ñ íåñòðîãèì ëèíåéíûì ðàíæèðîâàíèåì àëüòåð-

íàòèâ. Òàê êàê â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðîãèé ëèíåéíûé

ïîðÿäîê êàíäèäàòîâ â êàæäîì ëè÷íîì ïðåäïî÷òåíèè, òî ìû îáúåäè-

íèì ýòè äâà ñâîéñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðèíöèï ïåðåñòàíîâîê ñëàáûõ àëüòåðíàòèâ (later-no-change, LNC).

Åñëè â íåêîòîðîì ëè÷íîì ïðåäïî÷òåíèè ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè êàíäè-

äàòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íèæå âñåõ êàíäèäàòîâ ìíîæåñòâà ïîáåäèòå-

ëåé, òî â íîâîì ïðîôèëå ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé íå èçìåíèòñÿ.
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Äëÿ êàæäîãî èíäèâèäóàëüíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ≻i∈ L(A) îïðåäå-

ëèì åãî ðàñøèðåíèå γ(≻i) íà ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà

êàíäèäàòîâ B1, B2 ⊆ A, B1 ̸= B2, ñëåäóþùèì îáðàçîì [4]. Ïî îïðå-

äåëåíèþ, B1γ(≻i)B2, åñëè a ≻i b äëÿ ëþáûõ a ∈ B1 \ B2, b ∈ B2, à

òàêæå a ≻i b äëÿ ëþáûõ a ∈ B1, b ∈ B2 \ B1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñòðîãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïóñòîãî.

Îáîçíà÷èì ≻rev(i) ïðîôèëü, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ≻ ïåðåâîðà-

÷èâàíèåì èíäèâèäóàëüíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëÿ i. Ïàðàäîêñîì

ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ [9,16], êîãäà

C(A,≻rev(i)) γ(≻i) C(A,≻) äëÿ íåêîòîðîãî èçáèðàòåëÿ. Ýòîò ïàðà-

äîêñ âîçíèêàåò, êîãäà íåêîòîðîìó èçáèðàòåëþ âûãîäíåå ïðåäñòàâèòü

ïðîòèâîïîëîæíîå ïðåäïî÷òåíèå (ïðè óñëîâèè ÷åñòíîãî ðàñêðûòèÿ

ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèé îñòàëüíûìè èçáèðàòåëÿìè).

Ïðèíöèï ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ (HWM, half-way mo-

notonicity) [9,16]. Ïàðàäîêñ ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ îòñóò-

ñòâóåò äëÿ êàæäîãî ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé.

Ñëåäóþùèå òðè ïðèíöèïà ñôîðìóëèðóåì äëÿ àíîíèìíûõ ïðàâèë,

îïðåäåëÿþùèõ ãðóïïîâîé âûáîð äëÿ ëþáîãî ÷èñëà èçáèðàòåëåé.

Ïðèíöèï ïîïîëíåíèÿ (Consistency) [11,15,16]. Äëÿ ëþáûõ ïðîôè-

ëåé P1, P2 ∈ (N ∪{0})m!, òàêèõ ÷òî C(A,P1)∩C(A,P2) ̸= ∅, âûïîëíÿ-
åòñÿ C(A,P1 + P2) = C(A,P1) ∩ C(A,P2).

Ïðèíöèï òîï-ïîïîëíåíèÿ (TCons, modi�ed mono-add-top) [14]. Åñ-

ëè íåêîòîðûé êàíäèäàò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ïîáåäèòåëåé, è ìû

äîáàâèì ëè÷íîå ïðåäïî÷òåíèå, â êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ íà ïåðâîì ìå-

ñòå, òî â íîâîì ïðîôèëå ýòîò êàíäèäàò áóäåò ïîáåæäàòü åäèíîëè÷íî.

Ïðèíöèï Àðõèìåäà (Archimedean) [11,15]. Äëÿ ëþáûõ ïðîôèëåé

P1, P2 ∈ (N ∪ {0})m! ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå k, òàêîå ÷òî

C(A, k′ · P1 + P2) ⊆ C(A,P1) äëÿ âñåõ k′ ≥ k.

4. Âçàèìîñâÿçü è ñîâìåñòíîñòü ïðèíöèïîâ

Äëÿ íåêîòîðûõ ïàð ïðèíöèïîâ èç âûïîëíåíèÿ îäíîãî ïðèíöèïà

ñëåäóåò âûïîëíåíèå äðóãîãî ïðèíöèïà (ðèñ. 1). Â ýòîì ñëó÷àå ìû

ãîâîðèì, ÷òî îäèí ïðèíöèï ñòðîæå (ñèëüíåå), à äðóãîé ñëàáåå.

Ïåðå÷èñëèì öåïî÷êè ñëåäñòâèé, ñðàçó âûòåêàþùèå èç îïðåäåëå-

íèé: 1) ISDA ⇒ S, ICLA; 2) ICLA ⇒ IMLA, CL; 3) IMLA ⇒ ML;

4) S ⇒ C, MM, CL; 5) C ⇒ Maj; 6) MM ⇒ WMM, ML; 7) CL ⇒ ML;
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8) WMM ⇒ Maj; 9) WPD principle ⇒ PD principle ⇒ SPD principle;

10) PR ⇒ SM ⇒ Mon; 11) IPDA ⇒ P, IPDC; 12) U, P, Cons ⇒ TCons.

ISDA

CLMMC

WMM

MLMaj

S

Ðèñóíîê 1. Ñâÿçü íåêîòîðûõ ïðèíöèïîâ

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ïðàâèë ãðóïïîâîãî âû-

áîðà ïðèíöèïû ICLA è IMLA âûïîëíÿþòñÿ èëè íå âûïîëíÿþòñÿ îä-

íîâðåìåííî ñ áîëåå ñòðîãèì ïðèíöèïîì ISDA, â òî âðåìÿ êàê ïðèí-

öèï IPDC âûïîëíÿåòñÿ èëè íå âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ áîëåå

ñòðîãèì ïðèíöèïîì IPDA.

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ èññëåäîâàíà ñîâìåñòíîñòü ðàçëè÷íûõ ïðèí-

öèïîâ. Ïóíêò 7 òåîðåìû 4.2 îáîáùàåò èäåþ ðàáîòû [3], ãäå ïðèâåäåí

ïðèìåð ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé, â êîòîðîì ïî êàæäîìó ñòðîãî ìîíî-

òîííîìó áàëëüíîìó ïðàâèëó ïîáåäèòåëü ïî Êîíäîðñå ïðîèãðûâàåò â

ãîëîñîâàíèè. Ïóíêòû 14 è 15 ñëåäóþò èç òåîðåìû 4.1. Äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 4.2 íàõîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè.

Òåîðåìà 4.1. (Ñìèò [11], ßíã [15]). Ïðàâèëî ãðóïïîâîãî âûáîðà óäî-

âëåòâîðÿåò ïðèíöèïàì óíèâåðñàëüíîñòè (U), àíîíèìíîñòè (A), íåé-

òðàëüíîñòè (N) è ïîïîëíåíèÿ (Cons) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì áàëëüíûì ïðàâèëîì.

Òåîðåìà 4.2. Ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå m,n ∈ N, ÷òî äëÿ
ïðàâèë ãðóïïîâîãî âûáîðà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) U, A, N, PR, IMLA íåñîâìåñòíû;

2) U, A, N, PR, IPDC íåñîâìåñòíû;

3) U, A, N, PR, IC íåñîâìåñòíû;

4) A, N, PD, IPDC íåñîâìåñòíû;

5) U, A, N, IC, SPD íåñîâìåñòíû;
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6) MM, WPD íåñîâìåñòíû;

7) C, SPD íåñîâìåñòíû;

8) SPD, IMLA íåñîâìåñòíû;

9) Êàæäîå ïîçèöèîííîå ïðàâèëî íå óäîâëåòâîðÿåò C è IMLA;

10) Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçèöèé n(a) = n(b), òîãäà ïî ëþáîìó íåé-

òðàëüíîìó ïîçèöèîííîìó ìåòîäó êàíäèäàòû a, b ïîáåæäàþò èëè

íå ïîáåæäàþò îäíîâðåìåííî;

11) U, N, SPD, Ide íåñîâìåñòíû äëÿ ïîçèöèîííûõ ïðàâèë;

12) U, ML, IPDA, SPD íåñîâìåñòíû;

13) U, RS, IPDA, SPD íåñîâìåñòíû;

14) U, A, N, Cons, Maj, ML íåñîâìåñòíû;

15) U, A, N, Cons, Maj, RS íåñîâìåñòíû;

16) PD, LNC íåñîâìåñòíû;

17) Arc, Maj, PD íåñîâìåñòíû;

18) Arc, Maj, PR íåñîâìåñòíû;

19) Arc, SPD, Ide íåñîâìåñòíû.

5. Ïîçèöèîííûå ïðàâèëà ãðóïïîâîãî âûáîðà

5.1. Ïðàâèëî Áîðäà

Ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ áàëëüíûì ïðàâèëîì ñ íåóáûâàþùèìè ðàç-

íîñòÿìè, ãäå çà ïåðâîå ìåñòî â èíäèâèäóàëüíîì ïðåäïî÷òåíèè êàíäè-

äàòó ïðèñâàèâàåòñÿ m−1, çà âòîðîå m−2, . . . , çà ïîñëåäíåå 0 áàëëîâ.

Ïî âåêòîðó ïîçèöèé n(a) áàëëû Áîðäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Bo(a) =
m∑
i=1

ni(a)(m− i), a ∈ A. (5.1)

Ïîáåæäàåò êàíäèäàò, íàáðàâøèé áîëüøå âñåõ áàëëîâ. Ëåãêî ïî-

êàçàòü, ÷òî ïîñ÷èòàòü áàëëû ìîæíî ïî òóðíèðíîé ìàòðèöå ñîãëàñíî

Bo(a) =
∑

b∈A\{a}

h(a, b), a ∈ A. (5.2)

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðîèãðàâøèé ïî Êîíäîðñå êàíäèäàò âñåãäà

íàáèðàåò ìåíüøå ñðåäíåãî áàëëà ñðåäè âñåõ êàíäèäàòîâ, Bo(CL(A))

< (m− 1)n/2. Àíàëîãè÷íî, ïîáåäèòåëü ïî Êîíäîðñå âñåãäà íàáèðàåò

áîëüøå ñðåäíåãî áàëëà, Bo(CW (A)) > (m− 1)n/2.



Ïîçèöèîííûå Ìåòîäû Ãîëîñîâàíèÿ 17

5.2. Ïîçèöèîííûé ìåòîä Áëýêà

Ñîãëàñíî ïðàâèëó Áëýêà [2], åñëè ñóùåñòâóåò ïîáåäèòåëü ïî áîëü-

øèíñòâó, òî îí îáúÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì. Èíà÷å, ïîáåæäàåò êàíäè-

äàò, íàáðàâøèé íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ Áîðäà (5.1).

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé n = 100 èçáèðàòåëåé îò-

íîñèòåëüíî m = 9 êàíäèäàòîâ çàäàåòñÿ òàáëèöåé 4. Ïîáåäèòåëÿ ïî

áîëüøèíñòâó çäåñü íå ñóùåñòâóåò. Áîëåå 3/4 îáùåãî ÷èñëà èçáèðàòå-

ëåé ñòàâÿò òðåõ êàíäèäàòîâ {a1, a2, a3} íà ïåðâûå òðè ìåñòà â ñâîèõ

ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ. Áàëëû Áîðäà Bo(a1) = 557 < 572 = Bo(b1),

è ïî ìåòîäó Áëýêà ïîáåäèò êàíäèäàò b1. Ñëåäîâàòåëüíî, íå âûïîëíÿ-

åòñÿ ñëàáûé ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà.

Òàáëèöà 4. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé

26 25 25 8 8 8

a1 a3 a2 b1 b1 b1
a2 a1 a3 b2 b2 b2
a3 a2 a1 b3 b3 b3
b1 b1 b1 b4 b4 b4
b2 b2 b2 b5 b5 b5
b3 b3 b3 b6 b6 b6
b4 b4 b4 a1 a3 a2
b5 b5 b5 a2 a1 a3
b6 b6 b6 a3 a2 a1

5.3. Ìåòîäû îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà

Ïðàâèëà îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ãîëî-

ñîâàíèÿ åùå äî íàøåé ýðû [7]. Ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ

ýòîãî ìåòîäà ãîëîñîâàíèÿ.

Ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà (Pl, plurality). Ýòî ïðàâè-

ëî ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì áàëëüíûì ïðàâèëîì ñ íà÷èñëåíèåì 1 áàë-

ëà çà ïåðâîå ìåñòî â èíäèâèäóàëüíîì ïðåäïî÷òåíèè è 0 áàëëîâ çà

îñòàëüíûå ìåñòà. Ïîáåæäàþò êàíäèäàòû ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ïåð-

âûõ ïîçèöèé n1(a),

Pl(A,≻) = {a ∈ A : n1(a) ≥ n1(b) for all b ∈ A \ a}.
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Ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà ñ ðàçðåøåíèåì íè÷üèõ

(RT Pl). Ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûìè áàëëüíûì ïðàâèëîì.

Ïîáåæäàåò êàíäèäàò ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ïåðâûõ ïîçèöèé. Â ñëó-

÷àå íè÷üåé ìåæäó êàíäèäàòàìè ïî ïåðâûì ïîçèöèÿì äàëåå ñðàâíèâà-

þòñÿ êîëè÷åñòâî âòîðûõ, òðåòüèõ, . . . , ïîñëåäíèõ ïîçèöèé â ïðîôèëå.

5.4. Ìåäèàííîå ïðàâèëî

Ìåäèàíà. Äëÿ êàæäîãî êàíäèäàòà a è ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé (≻1

, . . . ,≻n) îïðåäåëèì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

ri(a) = |{b ∈ A : a ≻i b}| = m− σi(a), a ∈ A, i ∈ {1, . . . , n}.

Îáîçíà÷èì âåêòîð r(a) = (r(1)(a), . . . , r(n)(a)), ñîñòîÿùèé èç óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïî óáûâàíèþ çíà÷åíèé r1(a), . . . , rn(a). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

âåêòîðû n(a), r(a) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.

Ïîñòðîèì ìåäèàíó-âåêòîð med(a) äëÿ íå÷åòíîãî n ïî ôîðìóëå

med(a) =

(
r(

n+1
2

)(a),
r(

n−1
2

)(a) + r(
n+3
2

)(a)

2
, . . . ,

r(1)(a) + r(n)(a)

2

)
,

à äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà èçáèðàòåëåé ñîãëàñíî

med(a) =

(
r(

n
2
)(a) + r(

n+2
2

)(a)

2
, . . . ,

r(1)(a) + r(n)(a)

2

)
.

Ïîáåæäàåò êàíäèäàò, ìåäèàíà êîòîðîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íå õó-

æå ìåäèàí îñòàëüíûõ êàíäèäàòîâ. Êëàññè÷åñêàÿ ìåäèàíà íå óäîâëå-

òâîðÿåò ïðèíöèïàì ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå è èäåìïîòåíöèè.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ìåäèàíû äëÿ êàíäèäà-

òà a âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ Mk(a) ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

med0(a) = m−
min{k : Mk(a) ≥ n

2
}+min{k : Mk(a) >

n
2
}

2
. (5.3)

CL ìåäèàíà. Äîáàâèì ê ìåäèàíå-âåêòîðó äîïîëíèòåëüíóþ êîìïî-

íåíòó, CLmed(a) = (I(a),med(a)), çàâèñÿùóþ îò áàëëîâ Áîðäà (5.1)

ñëåäóþùèì îáðàçîì

I(a) =


1, if Bo(a) > n(m− 1)/2,

1/2, if Bo(a) = n(m− 1)/2,

0, if Bo(a) < n(m− 1)/2,

a ∈ A. (5.4)
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Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé íàõîäèòñÿ â Ïðè-

ëîæåíèè, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè.

Òåîðåìà 5.1. CL ìåäèàíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì áàçîâûì ñâîéñòâàì,

à òàêæå ïðèíöèïàì ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (MM, WMM, Maj),

ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå (CL, ML), ïîçèòèâíîãî îòêëèêà (PR, SM,

Mon), ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè (PT), ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ

(PD, SPD), ïåðåâåðíóòîé ñèììåòðèè (RS). Äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðà-

âèëà âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ïðèíöèï èäåìïîòåíöèè (Ide).

Ëþáîå ïðàâèëî ãðóïïîâîãî âûáîðà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ïå-

ðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà, íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïàì IPDC, IPDA,

IC, C, S, IMLA, ICLA, ISDA, Cons, WPD, LNC, Arc.

Êðîìå òîãî äëÿ CL ìåäèàíû íå âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû òîï-

ïîïîëíåíèÿ (TCons) è ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ (HWM).

Ïðèìåð 5.2. Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé n = 11 èçáèðàòåëåé

îòíîñèòåëüíî m = 4 êàíäèäàòîâ, çàäàâàåìûé òàáëèöåé 5.

Òàáëèöà 5. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé

5 2 2 2

b d d c

a c a a

c b b b

d a c d

Ñðåäíèé áàëë Áîðäà ðàâåí n(m − 1)/2 = 16.5. Ïðîñòûå âû÷èñ-

ëåíèÿ äëÿ êàíäèäàòà a ïðèâîäÿò ê r(a) = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 0),

n(a) = (0, 9, 0, 2), Bo(a) = 18 > 16.5. Ñëåäîâàòåëüíî, CLmed(a) =

(1, 2, 2, 2, 2, 1, 1). Àíàëîãè÷íî, CL ìåäèàíà ðàâíà (1, 1, 2, 2, 2, 2, 2) äëÿ

êàíäèäàòà b, (0, 1, 1, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5) äëÿ c, (0, 0, 0, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5) äëÿ d.

Çäåñü ïî CL ìåäèàíå è êëàññè÷åñêîé ìåäèàíå ïîëó÷àåòñÿ êîë-

ëåêòèâíîå ðàíæèðîâàíèå a > b > c > d, è åäèíîëè÷íî ïîáåæäàåò

êàíäèäàò a. Ðàññìîòðèì èçáèðàòåëÿ ñ ëè÷íûì ïðåäïî÷òåíèåì d >

c > b > a. Åñëè ýòîò èçáèðàòåëü íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü â ãîëîñîâàíèè

èëè óêàæåò â áþëëåòåíå ïðîòèâîïîëîæíûé ïîðÿäîê a > b > c > d, òî

êîëëåêòèâíîå ðàíæèðîâàíèå èçìåíèòñÿ íà b > a > c > d, è åäèíîëè÷-

íî ïîáåäèò êàíäèäàò b. Òàêèì îáðàçîì, íå âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû

ó÷àñòèÿ [9] è ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.
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Ïðèìåð 5.3. Ïóñòü ïðåäïî÷òåíèÿ n = 26 èçáèðàòåëåé îòíîñèòåëü-

íî m = 5 êàíäèäàòîâ çàäàþòñÿ òàáëèöåé 6. Â ýòîì ïðîôèëå ïî CL

ìåäèàíå è êëàññè÷åñêîé ìåäèàíå åäèíîëè÷íî ïîáåæäàåò êàíäèäàò e.

Ðàññìîòðèì èçáèðàòåëÿ ñ ëè÷íûì ïðåäïî÷òåíèåì a > e > b > c > d.

Åñëè ýòîò èçáèðàòåëü íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü â ãîëîñîâàíèè, òî åäèíî-

ëè÷íî ïîáåäèò êàíäèäàò a. Ñëåäîâàòåëüíî, íå âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöè-

ïû ó÷àñòèÿ [9] è òîï-ïîïîëíåíèÿ.

Òàáëèöà 6. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé

4 3 3 3 3 3 3 3 1

a d c b e e e e a

b a d c a d c b e

c b a d b a d c b

e e e a c b a d c

d c b e d c b a d

6. Ìåäèàííîå ïðàâèëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó ñëàáîãî

ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ

Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå ñóììû Áîðäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ïîçèöèé

n(a) è âåùåñòâåííîãî t ∈ (0,+∞) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bt(a)=t·n1(a)+(t−1)n2(a)+ . . .+(t−⌊t⌋)n⌊t⌋+1(a), t ∈ (0,+∞), (6.1)

ãäå ôîðìàëüíî ïîëîæèì ni(a) = 0, i > m. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî Bm−1(a) = Bo(a). Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, ñâÿ-

çûâàþùåå âåùåñòâåííûé t ∈ [1,m− 1] è öåëî÷èñëåííûå àðãóìåíòû,

Bt(a)=(k+1−t)Bk(a)+(t−k)Bk+1(a), k∈{1,. . .,m−2}, t∈[k,k+1]. (6.2)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Bt(a)/t êàê ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî àðãó-

ìåíòà t ∈ (0,+∞). Ýòî íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê

Bt(a)

t
= n1(a)+

(
1− 1

t

)
n2(a)+ . . .+

(
1− ⌊t⌋

t

)
n⌊t⌋+1(a), t ∈ (0,+∞).

(6.3)

Ïðè t ∈ (0, 1] áóäåò Bt(a)/t = n1(a), òî åñòü ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïîñòîÿííîé. Ïðè t ∈ [m− 1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ

Bt(a)

t
= n1(a) +

(
1− 1

t

)
n2(a) + . . .+

(
1− m− 1

t

)
nm(a),
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ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè t ∈ [m − 1,+∞), çà

èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà n1(a) = n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè t ∈
[m− 1,+∞) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Bt(a)

t
=

t · n1(a) + (t− 1)n2(a) + . . .+ (t−m+ 1)nm(a)

t
=

=
Bo(a) + (t−m+ 1)n

t
, t ∈ [m− 1,+∞). (6.4)

Èç ôîðìóëû (6.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n1(a) < n/2 ìíîæåñòâî {t :

Bt(a)/t = n/2} ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, à ïðè n1(a) = n/2 ìîæåò ñî-

ñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè èëè îòðåçêà. Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé ìåäèàíîé,

åñëè n1(a) ≤ n/2, òî îïðåäåëèì ôóíêöèþ m(a) ñëåäóþùèì îáðàçîì

m(a) = t ∈ (1, 2(m− 1)] :
Bt(a)

t
=

n

2
, if n1(a) <

n

2
, (6.5)

m(a) = max

{
t ∈ [1, 2(m− 1)] :

Bt(a)

t
=

n

2

}
, if n1(a) =

n

2
,

ãäå â îïðåäåëåíèè áåðåòñÿ îòðåçîê [1, 2(m − 1)], òàê êàê B1(a) =

n1(a) ≤ n/2, à ïî ôîðìóëå (6.4) B2(m−1)(a)/2(m− 1) ≥ n/2.

Åñëè æå n1(a) > n/2, òî îïðåäåëèì m(a) ëèíåéíûì îáðàçîì, ÷òî-

áû limn1(a)→n/2m(a) = 1, à ïðè n1(a) = n âûïîëíÿëîñü m(a) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

m(a) = 2

(
1− n1(a)

n

)
, if n1(a) >

n

2
. (6.6)

Ñèëüíåéøèé êàíäèäàò a ∈ A áóäåò èìåòü ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå m(a). Ïîýòîìó, äëÿ óäîáñòâà, îïðåäåëèì áàëëû

êàíäèäàòà a ïî ôîðìóëå WPDmed(a) = m− 1−m(a)/2, òî åñòü

WPDmed(a)=

{
m− 1− 1

2
max

{
t ∈ [1,2(m−1)] : Bt(a)

t
= n

2

}
, n1(a) ≤ n

2
,

m− 2 + n1(a)
n

, n1(a) >
n
2
,

(6.7)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìóì (à íå ìèíèìóì èëè ñðåäíÿÿ òî÷êà îòðåç-

êà), ÷òîáû âûïîëíÿëñÿ ïðèíöèï ïåðåâåðíóòîé ñèììåòðèè.

Ó÷èòûâàÿ (6.1), (6.4), (6.7), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 6.1. Äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ ïðåäïî÷òåíèé n èçáèðàòåëåé ñðå-

äè m êàíäèäàòîâ áàëëû ëþáîãî êàíäèäàòà a ∈ A ïî ìåòîäó WPD

ìåäèàíû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì:

1) Åñëè áàëëû Áîðäà êàíäèäàòà a íå áîëüøå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, Bo(a) ≤
(m− 1)n/2, òî WPDmed(a) = Bo(a)/n.

2) WPDmed(a) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Bo(a) = 0.

3)WPDmed(a) = (m−1)/2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Bo(a) = (m−1)n/2.

4) WPDmed(a) = m− 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî n1(a) = n.

5)WPDmed(a) > (m−1)/2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Bo(a) > (m−1)n/2.

6)WPDmed(a) < (m−1)/2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Bo(a) < (m−1)n/2.

7) WPDmed(a) > m− 3/2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî n1(a) > n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû íàõîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè.

Òåîðåìà 6.1. WPD ìåäèàíà ñ äâóìÿ ïîêàçàòåëÿìè WPDmed(a) è

Bo(a), îïðåäåëåííûìè ïî ôîðìóëàì (5.1), (6.1), (6.7), óäîâëåòâî-

ðÿåò ïðèíöèïàì óíèâåðñàëüíîñòè (U), ïîëíîòû (NI), àíîíèìíî-

ñòè (A), íåéòðàëüíîñòè (N), îäíîðîäíîñòè (H), åäèíîãëàñèÿ (P),

åäèíñòâåííîãî ïîáåäèòåëÿ (SW), ïðîèãðàâøåãî ïî áîëüøèíñòâó (ML),

áîëüøèíñòâà (Maj), ñëàáîãî ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (WMM), ïðî-

èãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå (CL), ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè (PT), ìîíî-

òîííîñòè (Mon), ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè (SM), ïîçèòèâíîãî îò-

êëèêà (PR), ïåðåâåðíóòîé ñèììåòðèè (RS) è ïðèíöèïó ñëàáîãî ïî-

çèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (WPD, PD, SPD). Äëÿ èòåðàöèîííîãî

ïðàâèëà âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ïðèíöèï èäåìïîòåíöèè (Ide).

Ëþáîå ïðàâèëî ãðóïïîâîãî âûáîðà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ

ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà, íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïàì MM, IPDC,

IPDA, IC, C, S, IMLA, ICLA, ISDA, Cons, LNC, Arc.

Êðîìå òîãî äëÿ WPD ìåäèàíû íå âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû òîï-

ïîïîëíåíèÿ (TCons) è ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ (HWM).

Ïðèìåð 6.1. Èìååòñÿ n = 245 èçáèðàòåëåé è m = 4 êàíäèäàòà. Ïðåä-

ïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëåé çàäàþòñÿ òàáëèöåé 7.

Â ýòîì ïðîôèëå ïîáåæäàåò êàíäèäàò c,WPDmed(c) = 1.6 > 1.598

= WPDmed(a). Ðàññìîòðèì íåêîòîðîãî èçáèðàòåëÿ i, êîòîðûé ãîëî-

ñóåò çà ïîðÿäîê a > c > b > d. Åñëè èçáèðàòåëü i íå ó÷àñòâóåò â

ãîëîñîâàíèè, òî ïîáåæäàåò êàíäèäàò a, WPDmed(a) = 1.587 > 1.5 =

WPDmed(c). Åñëè èçáèðàòåëü i óêàæåò â áþëëåòåíå ïðîòèâîïîëîæ-
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íûé ïîðÿäîê d > b > c > a, òî ïîáåæäàåò êàíäèäàò a,WPDmed(a) =

1.576 > 1.4 = WPDmed(c). Òàêèì îáðàçîì, íå âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöè-

ïû ó÷àñòèÿ [9], òîï-ïîïîëíåíèÿ è ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.

Òàáëèöà 7. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé

60 60 59 59 7

a b c c a

b a d d c

d d a b b

c c b a d

7. Ñðàâíåíèå ïîçèöèîííûõ ìåòîäîâ ãîëîñîâàíèÿ

Ïðèìåíèì ïîçèöèîííûå ïðàâèëà ê ïðîôèëþ ïðèìåðà 2.1 (òàáëè-

öû 1,2,3). Â ýòîì ïðîôèëå êàæäûé êàíäèäàò ïîáåæäàåò õîòÿ áû ïî-

îäíîìó èç ïðàâèë (òàáëèöà 8). Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìåäèàíà

âûáèðàåò ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå êàíäèäàòà e.

Òàáëèöà 8. Áàëëû êàíäèäàòîâ â ïðèìåðå 2.1

ïðàâèëî a b c d e ïîá.

îòí. áîëüøèí. 30 30 30 31 0 d

Áîðäà, Áëýêà 289 290 264 184 183 b

WPD ìåäèàíà 247
93

2 48
121

222
87

1 63
121

1 62
121

a

CL ìåäèàíà 1,2,2 1,2,2 1,2,2.5 0,1,1 0,3,1.5 c

ìåäèàíà 2 2 2 1 3 e

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó ðàññìîòðåííûìè ïðàâèëàìè ïî-

êàæåì êàê ìåíÿþòñÿ áàëëû êàíäèäàòîâ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè âåêòî-

ðà ïîçèöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð (. . . , ni−1(a), ni(a), ni+1(a), . . .)

èçìåíèëñÿ íà (. . . , ni−1(a) + 1, ni(a) − 2, ni+1(a) + 1, . . .), òî åñòü äâà

îäèíàêîâûõ ìåñòà i áûëè çàìåíåíû íà ñîñåäíèå ìåñòà i − 1 è i + 1.

Áàëëû êàíäèäàòà èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïî ïðàâèëó Áîðäà îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèé,

2) ïî ìåòîäàì îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà Pl è Ite Pl, à òàêæå WPD

ìåäèàíû è ëþáîìó MDSR áàëëüíîìó ïðàâèëó íå óõóäøàòñÿ,

3) ïî ìåòîäó îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà RT Pl ñòðîãî óëó÷øàòñÿ,

4) ïî ïðîèçâîëüíûì MSR è SMSR ïðàâèëàì, ïî CL è êëàññè÷åñêîé

ìåäèàíàì áàëëû êàíäèäàòà ìîãóò èçìåíèòüñÿ â ëþáîì íàïðàâëåíèè.
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Òàáëèöà 9. Ñâîéñòâà ïîçèöèîííûõ ìåòîäîâ âûáîðà ïîáåäèòåëÿ

Ite Ite Ite

CL WPD Ite RT Ite RT

med med Bla Bor Pl Pl Pl Pl

ML y y y y n n n n

Maj y y y n y y y y

WMM y y n n y y y y

MM y n n n n n n n

CL y y y y n n n n

PT y y y y y y y y

IPDA n n n n y n y n

IC,C n n n n n n n n

Mon,SM y y y y y y y y

PR y y y y n y n y

SPD y y y y y y y y

PD y y y y n y n y

WPD n y y y n y n y

TCons n n y y y y y y

HWM n n y y y y n y

Cons n n n y y y n n

Arc n n n y y n n n

LNC n n n n y n y n

Ide y y y n n n y y

RS y y y y n n n n

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êëàññè÷åñêîé ìåäèàíû ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî-

ìó ìíîæåñòâó {0, 1/2, . . .,m−1}, â òî âðåìÿ êàê WPD ìåäèàíà ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ èç âåùåñòâåííîãî îòðåçêà [0,m − 1]. Îïðåäåëåíèå

WPD ìåäèàíû ãîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âåñà èçáèðàòåëåé ÿâëÿþò-

ñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ïðîôèëü ïðåäïî÷òå-

íèé ïðåäñòàâëåí òî÷êîé m!-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rm!
+ , à ïîçèöèîí-

íûé âåêòîð n(a) òî÷êîé Rm
+ .

Êàê ïðàâèëî, ìàëîå èçìåíåíèå ïîçèöèîííîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê

ìàëûì èçìåíåíèÿì WPD ìåäèàíû, âû÷èñëåííîé ïî ôîðìóëå (6.7). Â

îáëàñòè, ãäå n1(a) > n/2 èëè n1(a) < n/2ôóíêöèèm(a) èWPDmed(a),

îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (6.5), (6.6), (6.7) áóäóò íåïðåðûâíûìè.
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Îäíàêî, èíîãäà íåïðåðûâíîñòü íàðóøàåòñÿ ïðè n1(a) = n/2. Íàïðè-

ìåð, ðàññìîòðèì ïîçèöèîííûå âåêòîðû (1, 0, 1), (1+ε, 0, 1−ε), ãäå ε ∈
(0, 1). Ïî ëåììå 6.2 äëÿ ïåðâîãî âåêòîðà WPD ìåäèàíà ðàâíà 1, à ïî

ôîðìóëå (6.7) äëÿ âòîðîãî âåêòîðà WPD ìåäèàíà ðàâíÿåòñÿ (3+ε)/2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ WPDmed(a) ìîæåò íàðóøàòüñÿ ôóíêöèîíàëü-

íàÿ íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ n(a) ∈ Rm
+ : n1(a) =

∑m
i=2 ni(a) = n/2.

Â òàáëèöå 9 ïðåäñòàâëåíû ñâîéñòâà ðàññìîòðåííûõ ïîçèöèîííûõ

ïðàâèë. Çàìåòèì, ÷òî ïîçèöèîííûé ìåòîä Áëýêà, CL ìåäèàíà è WPD

ìåäèàíà óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñâîéñòâàì, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå

èòåðàöèîííûå ïðàâèëà, çà èñêëþ÷åíèåì ñâîéñòâà èäåìïîòåíöèè (Ide).

Ñëàáûé ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (WMM) èìååò âàæíîå

çíà÷åíèå äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñâîéñòâ WPD ìåäèàíû.

Íàïðèìåð, ìåòîä Áëýêà íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ïðèíöèïó.

Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëà, ñîâìåùàþ-

ùåãî ïîëîæèòåëüíûå ñâîéñòâà ìåòîäà Áëýêà è WPD ìåäèàíû.

SPD

�
 Ite plurality

PD

�
 Ite CL median

WPD

�
 Ite WPD med

�
 WPD median

�
median �

 RT plurality

�
 

CL median

�
 Borda

MSR

MGSR

Positional�
plurality

Ðèñóíîê 2. Äèàãðàììà Âåííà äëÿ ïðàâèë ãðóïïîâîãî âûáîðà.
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8. Çàêëþ÷åíèå

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû 6 êëàññîâ ïðàâèë ãðóïïîâîãî âûáîðà: ïî-

çèöèîííûå è (îáîáùåííûå) ìîíîòîííûå áàëëüíûå ïðàâèëà, à òàêæå

ïðàâèëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïàì ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ

(SPD, PD, WPD). Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 4.2 ýòè êëàññû íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ ñ êëàññîì ìåòîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïó Êîíäîðñå.

Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ èíòåðåñíî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà CL

ìåäèàíû è WPD ìåäèàíû êàê ïðàâèë ãðóïïîâîãî ðàíæèðîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî WPD ìåäèàíó ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ âûáîðà êîìèòåòà

èç k ïîáåäèòåëåé, k ≤ m. Äëÿ ýòîãî â îïðåäåëåíèè ïðàâèëà â ôîð-

ìóëå (6.7) âìåñòî êâîòû n/2 íóæíî ïîñòàâèòü n/(k + 1).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêàì Èíñòèòóòà Ïðè-

êëàäíûõ Ìàòåìàòè÷åñêèõ Èññëåäîâàíèé ÊàðÍÖ ÐÀÍ À.Ñ. Ðóìÿí-

öåâó, Â.Â. Ìàçàëîâó, À.Í. Êèðèëëîâó, à òàêæå ìåæäóíàðîäíîé ëà-

áîðàòîðèè òåîðèè èãð è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÍÈÓ ÂØÝ â Ñàíêò-

Ïåòåðáóðãå çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü äàííóþ

ðàáîòó.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.

Äëÿ ëþáîãî (MSR) ìîíîòîííîãî áàëëüíîãî ïðàâèëà s(·), íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, áàëëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê sm = 0, sm−1 =

p1, sm−2 = p1 + p2, . . . , s1 = p1 + . . .+ pm−1, ãäå pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m− 1,

è pj > 0 äëÿ íåêîòîðîãî j. Ïðåäñòàâèâ ñóììó áàëëîâ äëÿ êàíäèäàòà a

â âèäå s(a) = n1(a) · s1+ . . .+nm−1(a) · sm−1 = n1(a)(p1+ . . .+ pm−1)+

n2(a)(p1 + . . .+ pm−2) + . . .+ nm−1(a)p1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

s(a) = p1 ·Mm−1(a) + p2 ·Mm−2(a) + . . .+ pm−1 ·M1(a), a ∈ A,

èç êîòîðîãî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò äîñòàòî÷íîñòü (⇐).

Íåîáõîäèìîñòü (⇒) äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî s(a) >

s(b) äëÿ ëþáîãî MSR ïðàâèëà s(·), è Mk(a) ≤ Mk(b) äëÿ íåêîòîðîãî

k ∈ {1, . . . ,m− 1}. Ïîëîæèì pm−k = 1, è pi = 0 äëÿ i ̸= m− k. Òîãäà

s(a) = Mk(a) ≤ Mk(b) = s(b).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.

Äëÿ ëþáîãî ñòðîãî ìîíîòîííîãî áàëëüíîãî ïðàâèëà s(·), íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, áàëëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê sm = 0, sm−1 =

p1, sm−2 = p1 + p2, . . . , s1 = p1 + . . .+ pm−1, ãäå pi > 0, i = 1, . . . ,m− 1.

Ïðåäñòàâèâ ñóììó áàëëîâ äëÿ êàíäèäàòà a â âèäå s(a) = n1(a) · s1 +
. . .+ nm−1(a) · sm−1 = n1(a)(p1 + . . .+ pm−1) + n2(a)(p1 + . . .+ pm−2) +

. . .+ nm−1(a)p1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

s(a) = p1 ·Mm−1(a) + p2 ·Mm−2(a) + . . .+ pm−1 ·M1(a), a ∈ A,

èç êîòîðîãî äîñòàòî÷íîñòü (⇐) ñëåäóåò î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Íåîáõîäèìîñòü (⇒) äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî âñå

íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû â óñëîâèÿõ ëåììû ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè.

Òîãäà n(a) = n(b), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó s(a) > s(b).

Äîïóñòèì, ÷òî Mk(a) < Mk(b) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, . . . ,m− 1}.
Ïîëîæèì pi = 1 äëÿ i ̸= m − k. Òîãäà s(a) − s(b) = pm−k(Mk(a) −
Mk(b)) +

∑
i̸=m−k (Mm−i(a)−Mm−i(b)) > 0 äëÿ ëþáîãî pm−k > 0, ÷òî

íåâîçìîæíî ïðè Mk(a) < Mk(b).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.

Äëÿ ëþáîãî MDSR áàëëüíîãî ïðàâèëà s(·), íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, áàëëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê sm = 0, sm−1 = p1, sm−2 =

2p1+p2, . . . , s1 = (m−1)p1+(m−2)p2+. . .+2pm−2+pm−1, ãäå p1 > 0, pi ≥
0, i = 2, . . . ,m− 1. Ïðåäñòàâèâ ñóììó áàëëîâ äëÿ êàíäèäàòà a â âèäå

s(a) = n1(a)·s1+. . .+nm−1(a)·sm−1 = n1(a)((m−1)p1+(m−2)p2+. . .+

2pm−2+pm−1)+n2(a)((m−2)p1+(m−3)p2+. . .+pm−2)+. . .+nm−1(a)p1,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

s(a) = p1 ·Bm−1(a) + p2 ·Bm−2(a) + . . .+ pm−1 ·B1(a), a ∈ A,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò äîñòàòî÷íîñòü (⇐).

Íåîáõîäèìîñòü (⇒) äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî s(a) >

s(b) äëÿ ëþáîãî MDSR ïðàâèëà s(·), è Bk(a) < Bk(b) äëÿ íåêîòî-

ðîãî k ∈ {1, . . . ,m − 2}. Ìåòîä Áîðäà ÿâëÿåòñÿ MDSR ïðàâèëîì,

ïîýòîìó, Bo(a) > Bo(b). Ïîëîæèì pi = 0 äëÿ i ̸= 1,m − k, à òàêæå

p1 = 1, pm−k = (Bo(a)−Bo(b))/(Bk(b)−Bk(a)) > 0. Òîãäà s(a)−s(b) =

Bo(a)− Bo(b) + pm−k(Bk(a)− Bk(b)) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî MDSR ïðà-

âèëà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.

1) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé èç òàáëèöû 10, â êîòîðîì

êàíäèäàò c ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðàâøèì ïî áîëüøèíñòâó.

Òàáëèöà 10. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé è òóðíèðíàÿ ìàòðèöà

2 1 1

a b b

b a c

c c a

a b c

a 2 3

b 2 4

c 1 0

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû U, A, N, IMLA. Òîãäà ìíîæåñòâî

ïîáåäèòåëåé áóäåò {a, b}. Åñëè ïîäíÿòü êàíäèäàòà a íà îäíó ïîçè-

öèþ, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðîôèëü, â êîòîðîì ïî 2 ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿ

a > b > c è b > a > c, çíà÷èò, òàêæå ïîáåæäàþò îáà êàíäèäàòà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî ïîçèòèâíîãî îòêëèêà (PR) íå âûïîëíÿåòñÿ.

2, 3, 4) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé n = 2 èçáèðàòåëåé ñ

ëè÷íûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè a > b > c è b > c > a. Êàíäèäàò c çäåñü

ÿâëÿåòñÿ åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèì êëîíîì êàíäèäàòà b.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû U, A, N, IC, PR. Òîãäà ìíîæåñòâî

ïîáåäèòåëåé ñîäåðæèò êàíäèäàòà a. Çíà÷èò, åñëè ïîäíÿòü êàíäèäà-

òà a íà îäíó ïîçèöèþ, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîôèëü ñ ëè÷íûìè ïðåäïî÷òå-

íèÿìè a > b > c è b > a > c, â êîòîðîì óæå åäèíîëè÷íî ïîáåæäàåò

êàíäèäàò a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå íåéòðàëüíîñòè. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü U, A, N, PR, IPDC.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (PD).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ëþáîå (SMSR) ñòðîãî ìîíîòîííîå áàëëü-

íîå ïðàâèëî íà÷èñëÿåò 0 áàëëîâ çà ïîñëåäíåå ìåñòî, 1 áàëë çà ïðåä-

ïîñëåäíåå ìåñòî, 1 + p áàëëîâ çà ïåðâîå ìåñòî â áþëëåòåíå, ïðè÷åì

p > 0. Òîãäà s(b) = 2 + p > s(a) = 1 + p > s(c) = 1, è åäèíîëè÷íî

ïîáåæäàåò êàíäèäàò b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðèíöèïàì A, N, IPDC

ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé ëèáî ïóñòîå, ëèáî {a, b}.
5) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü (òàáëèöà 11), â êîòîðîì êàíäèäàò a1 ÿâëÿ-

åòñÿ êëîíîì äëÿ êàíäèäàòà a, êàíäèäàò b1 - êëîíîì äëÿ êàíäèäàòà b.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû U, A, N, SPD. Ïî ëåììå 4.1 êàí-

äèäàò a ñèëüíî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò b è b1. Ñëåäîâàòåëüíî, êàí-

äèäàòû b, b1 ïðîèãðûâàþò, è ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé ñîäåðæèòñÿ â

{a, c, a1}. Åñëè óäàëèòü èç ïðîôèëÿ êàíäèäàòîâ a1 è b1, òî â íîâîì
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ïðîôèëå â ñèëó ñèììåòðèè ïîáåæäàþò âñå òðè êàíäèäàòà {a, b, c}.
Çíà÷èò, ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè îò êëîíîâ (IC) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàáëèöà 11. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé è ðàñïðåäåëåíèå ïîçèöèé

1 1 1 1 1 1

a a c c b1 b

a1 a1 a a b b1

b1 b a1 a1 c c

b b1 b1 b a a

c c b b1 a1 a1

Ìåñòî a b c a1 b1

1 2 1 2 0 1

1-2 4 2 2 2 2

1-3 4 3 4 4 3

1-4 6 5 4 4 5

1-5 6 6 6 6 6

6) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé èç òàáëèöû 12, â êîòîðîì

êàíäèäàòû {a, b} èìåþò ñîâìåñòíîå áîëüøèíñòâî.

Òàáëèöà 12. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé

26 26 24 24

a b c c

b a d d

c c a b

d d b a

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñëàáîãî ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâà-

íèÿ (WPD). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ëþáîå MDSR áàëëüíîå ïðà-

âèëî íà÷èñëÿåò 0 áàëëîâ çà ïîñëåäíþþ ïîçèöèþ, 1 çà ïðåäïîñëåä-

íþþ, 2 + p çà âòîðóþ, 3 + 2p + q çà ïåðâóþ, ïðè÷åì p, q > 0. Òîãäà

s(c) = 196 + 96p + 48q > 154 + 78p + 26q = s(a) = s(b), è åäèíî-

ëè÷íî ïîáåæäàåò êàíäèäàò c. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî

áîëüøèíñòâà (MM) íå âûïîëíÿåòñÿ.

7,8) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü (òàáëèöà 13), ãäå êàíäèäàò b ÿâëÿåòñÿ

ïîáåäèòåëåì ïî Êîíäîðñå, è êàíäèäàò c ïðîèãðûâàåò ïî áîëüøèíñòâó.

Òàáëèöà 13. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé, òóðíèðíàÿ ìàòðèöà è

ïîçèöèîííàÿ ìàòðèöà

2 3 4 2

a a b c

b c a b

c b c a

a b c

a 5 9

b 6 6

c 2 5

Ìåñòî a b c

1 5 4 2

2 4 4 3

3 2 3 6



30 À.Þ. Êîíäðàòüåâ

Ïî ïðèíöèïó Êîíäîðñå (C) åäèíîëè÷íî ïîáåæäàåò êàíäèäàò b.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.1, ïî ïðèíöèïó ñèëüíîãî ïîçèöèîííîãî äîìèíèðî-

âàíèÿ (SPD) åäèíîëè÷íî ïîáåäèò êàíäèäàò a. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèí-

öèïû SPD è C íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Àíàëîãè÷íî äî-

êàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü ïðèíöèïîâ SPD è IMLA.

9) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü èç òàáëèöû 14, ãäå êàíäèäàò a ÿâëÿåòñÿ

ïîáåäèòåëåì ïî Êîíäîðñå, è êàíäèäàò c ïðîèãðûâàåò ïî áîëüøèíñòâó.

Òàáëèöà 14. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé, òóðíèðíàÿ ìàòðèöà è

ïîçèöèîííàÿ ìàòðèöà

4 1 2 2 2

a a b b c

b c a c a

c b c a b

a b c

a 7 7

b 4 8

c 4 3

Ìåñòî a b c

1 5 4 2

2 4 4 3

3 2 3 6

Ïî ïðèíöèïó Êîíäîðñå äëÿ ïðîôèëÿ èç òàáëèöû 14 äîëæåí åäè-

íîëè÷íî ïîáåäèòü êàíäèäàò a, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðîôèëÿ èç òàá-

ëèöû 13 äîëæåí åäèíîëè÷íî ïîáåäèòü êàíäèäàò b. Äâóì ðàçëè÷íûì

ïðîôèëÿì èç òàáëèö 13, 14 ñîîòâåòñòâóåò îäèíàêîâàÿ ïîçèöèîííàÿ

ìàòðèöà, ïîýòîìó ëþáîé ïîçèöèîííûé ìåòîä äîëæåí äàâàòü îäèíà-

êîâûé ðåçóëüòàò è íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ïðèíöèïó Êîíäîðñå. Àíà-

ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ïîçèöèîííîå ïðàâèëî íå óäîâëåòâî-

ðÿåò íåçàâèñèìîñòè îò ïðîèãðàâøèõ ïî áîëüøèíñòâó (IMLA).

10) Ïóñòü n(a) = n(b) â íåêîòîðîì ïðîôèëå ≻. Ïîñòðîèì ïðîôèëü

≻′, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ≻ ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè êàíäèäàòîâ

a, b â êàæäîì áþëëåòåíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàíäèäàò a ïîáåæäàåò

â ≻. Òîãäà, â ñèëó íåéòðàëüíîñòè, êàíäèäàò b ïîáåæäàåò â ïðîôèëå

≻′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîçèöèîííûå ìàòðèöû â

ïðîôèëÿõ ≻,≻′ ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò òàêæå ìíîæå-

ñòâà ïîáåäèòåëåé. Çíà÷èò, êàíäèäàò b òîæå ïîáåæäàåò â ïðîôèëå ≻.
11) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé èç òàáëèöû 15.

Òàáëèöà 15. Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé è ïîçèöèîííàÿ ìàòðèöà

2 1 1 1

a b b c

b a c a

c c a b

Ìåñòî a b c

1 2 2 1

2 2 2 1

3 1 1 3
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Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû U, N, SPD, è ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïî-

çèöèîííûì. Êàíäèäàò c íå ìîæåò ïîáåäèòü ïî ïðèíöèïó ñèëüíîãî

ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (SPD). Òàê êàê n(a) = n(b), òî ñîãëàñ-

íî óíèâåðñàëüíîñòè (U) è ïóíêòó 10 ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé ðàâíî

{a, b}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðàâèëà êî ìíîæåñòâó

{a, b} ïî ïðèíöèïó SPD îáåñïå÷èâàåò êàíäèäàòó a åäèíîëè÷íóþ ïî-

áåäó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó èäåìïîòåíöèè (Ide).

12) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ≻ (òàáëèöà 16), â êîòîðîì êàíäèäàò a

ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðàâøèì ïî áîëüøèíñòâó.

Òàáëèöà 16. Ïðîôèëè ≻, ≻′ è ðàñïðåäåëåíèå ïîçèöèé â ≻′

4 1 4 3 1

a a b c d

c c c d a

d b d b b

b d a a c

4 1 4 3 1

a a b c d

c c c e a

e e d d b

d b a b c

b d e a e

Ìåñòî a b c d e

1 5 4 3 1 0

1-2 6 4 12 1 3

1-3 6 5 12 8 8

1-4 10 9 13 12 8

1-5 13 13 13 13 13

Ïðîôèëü ≻′ ïîëó÷àåòñÿ èç ≻ äîáàâëåíèåì åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâ-

øåãî êàíäèäàòà e. Ïðîôèëü ≻′′ (òàáëèöà 17) ïîëó÷àåòñÿ èç ≻ äîáàâ-

ëåíèåì åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèõ êàíäèäàòîâ a1, a2, a3, a4, b1, b2.

Òàáëèöà 17. Ïðîôèëü ≻′′ è ðàñïðåäåëåíèå ïîçèöèé

4 1 4 3 1

a a b c d

a1 a1 b1 d a

a2 a2 b2 b a1
a3 a3 c a a2
a4 a4 d a1 a3
c c a a2 a4
d b a1 a3 b

b b1 a2 a4 b1

b1 b2 a3 b1 b2

b2 d a4 b2 c

Ìåñòî a b c d

1 5 4 3 1

1-2 6 4 3 4

1-3 6 7 3 4

1-4 9 7 7 4

1-5 9 7 7 8

1-6 13 7 12 8

1-7 13 9 12 12

1-8 13 13 12 12

1-9 13 13 12 12

1-10 13 13 13 13

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ U, IPDA, SPD. Ïî íåçàâèñèìîñòè îò åäèíî-

ãëàñíî ïðîèãðàâøèõ C(≻) = C(≻′) = C(≻′′). Ïî ëåììå 4.1 â ïðîôèëå
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≻′ êàíäèäàò a ñèëüíî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäèäàòà b, â òî âðåìÿ

êàê, êàíäèäàò c ñèëüíî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò d è e. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïî ïðèíöèïó SPD C(≻′) ⊆ {a, c}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðîôèëå

≻′′ êàíäèäàò a ñèëüíî ïîçèöèîííî äîìèíèðóåò êàíäèäàòà c, ïîýòîìó

c /∈ C(≻′′). Îòêóäà ïî óíèâåðñàëüíîñòè (U) ñëåäóåò, ÷òî C(≻) = {a},
è ïðèíöèï ïðîèãðàâøåãî ïî áîëüøèíñòâó (ML) íå âûïîëíÿåòñÿ.

13) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ≻rev (òàáëèöà 18), ïåðåâåðíóòûé îòíî-

ñèòåëüíî ïðîôèëÿ ≻ èç òàáëèöû 16, è ïðîôèëü ≻′′′, ïîëó÷àþùèéñÿ

äîáàâëåíèåì åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèõ êàíäèäàòîâ a1, a2, a3 â ≻rev.

Òàáëèöà 18. Ïðîôèëè ïðåäïî÷òåíèé ≻rev è ≻′′′

4 1 4 3 1

b d a a c

d b d b b

c c c d a

a a b c d

2 2 1 4 3 1

b b d a a c

d d b a1 a3 b

c c c a2 a1 a

a a a a3 a2 a1
a1 a3 a2 d b a2
a2 a1 a3 c d a3
a3 a2 a1 b c d

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû U, IPDA è SPD. Â ïóíêòå 12 äîêà-

çàíî, ÷òî C(≻) = {a}. Ïî íåçàâèñèìîñòè îò åäèíîãëàñíî ïðîèãðàâøèõ
C(≻rev) = C(≻′′′), è ïî ïðèíöèïó ñèëüíîãî ïîçèöèîííîãî äîìèíèðî-

âàíèÿ C(≻′′′) = {a}. Ñëåäîâàòåëüíî, C(≻rev) = C(≻) = {a}, òî åñòü
ñâîéñòâî ïåðåâåðíóòîé ñèììåòðèè (RS) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàáëèöà 19. Ðàñïðåäåëåíèå ïîçèöèé â ïðîôèëå ≻′′′

Ìåñòî a b c d a1 a2 a3
1 7 4 1 1 0 0 0

1-2 7 6 1 5 4 0 3

1-3 8 6 6 5 7 4 3

1-4 13 6 6 5 8 7 7

1-5 13 9 6 9 10 9 9

1-6 13 9 10 12 12 11 11

1-7 13 13 13 13 13 13 13

14,15) Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ U, A, N, Cons è Maj. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

m ∈ N ïî òåîðåìå 4.1 òàêîå ïðàâèëî ãðóïïîâîãî âûáîðà ðàâíîñèëüíî
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íåêîòîðîìó îáîáùåííîìó áàëëüíîìó ïðàâèëó. Îáîçíà÷èì s1, . . . , sm
áàëëû çà çàíÿòîå ìåñòî â ëè÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ. Â ïðîôèëå, ñîñòîÿ-

ùåì èç ïðåäïî÷òåíèÿ îäíîãî èçáèðàòåëÿ, ïî ïðèíöèïó áîëüøèíñòâà

ïîáåæäàåò íàèáîëåå ïðåäïî÷èòàåìûé êàíäèäàò. Çíà÷èò, s1 > si äëÿ

i = 2, . . . ,m. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ m = 1 è m = 2 ñâîéñòâî ïðîèã-

ðàâøåãî ïî áîëüøèíñòâó (ML) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü m ≥ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî si > sj äëÿ íåêîòîðîé ïàðû

i, j ∈ {2, . . . ,m}. Ðàññìîòðèì ëþáîé ïðîôèëü n = 2k+1 èçáèðàòåëåé,

â êîòîðîì k > (s1−si)/(si−sj), è k+1 èçáèðàòåëåé ñòàâÿò íà ïåðâîå

ìåñòî êàíäèäàòà a1 è íà i-å ìåñòî - a2, â òî âðåìÿ êàê, k èçáèðàòå-

ëåé ñòàâÿò íà ïåðâîå ìåñòî a2 è íà j-å ìåñòî - a1. Â òàêîì ïðîôèëå

êàíäèäàò a1 ÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì ïî áîëüøèíñòâó, îäíàêî, s(a1) =

(k + 1)s1 + ksj < (k + 1)si + ks1 = s(a2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó

áîëüøèíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, áàëëû èìåþò âèä s1 > s2 = . . . = sm,

÷òî ðàâíîñèëüíî îáîáùåííîìó ïðàâèëó îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà.

Ðàññìîòðèì ëþáîé ïðîôèëü n = 7 èçáèðàòåëåé, â êîòîðîì 3 èç-

áèðàòåëÿ ñòàâÿò íà ïåðâîå ìåñòî a1, 2 èçáèðàòåëÿ ñòàâÿò íà ïåðâîå

ìåñòî a2 è íà ïîñëåäíåå ìåñòî - a1, 2 èçáèðàòåëÿ ñòàâÿò íà ïåðâîå

ìåñòî a3 è íà ïîñëåäíåå ìåñòî - a1. Ïðîèãðàâøèé ïî áîëüøèíñòâó

êàíäèäàò a1 íàáèðàåò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ â èñõîäíîì è

ïåðåâåðíóòîì ïðîôèëÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèïû ML è RS íå âû-

ïîëíÿþòñÿ äëÿ m ≥ 3.

16) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé n = 2 èçáèðàòåëåé, â êî-

òîðîì ïåðâûé èçáèðàòåëü ïðåäïî÷èòàåò a > d > c > b, â òî âðåìÿ êàê

âòîðîé èçáèðàòåëü ïðåäïî÷èòàåò b > c > a > d. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ

ïðèíöèï ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ (PD). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

â ðàññìîòðåííîì ïðîôèëå åäèíîëè÷íî ïîáåæäàåò êàíäèäàò a.

Èçìåíèì ëè÷íîå ïðåäïî÷òåíèå ïåðâîãî èçáèðàòåëÿ íà a > b >

d > c, ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè êàíäèäàòîâ, êîòîðûå íèæå åäèíîëè÷íî ïî-

áåäèâøåãî êàíäèäàòà a. Â ïîëó÷èâøåìñÿ ïðîôèëå ïî ïðèíöèïó PD

åäèíîëè÷íî ïîáåæäàåò êàíäèäàò b. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ïåðåñòà-

íîâîê ñëàáûõ àëüòåðíàòèâ (LNC) íå âûïîëíÿåòñÿ.

17,18) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü P1 äâóõ èçáèðàòåëåé ñ ïðåäïî÷òåíè-

ÿìè a > c > b, b > a > c, ïðîôèëü P ′
1 äâóõ èçáèðàòåëåé ñ ïðåäïî-

÷òåíèÿìè a > b > c, b > a > c, ïðîôèëü P2 îäíîãî èçáèðàòåëÿ ñ

ïðåäïî÷òåíèåì a > c > b, à òàêæå ïðîôèëü P3 îäíîãî èçáèðàòåëÿ ñ
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ïðåäïî÷òåíèåì b > c > a.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû Arc, Maj. Ïî ïðèíöèïó áîëüøèí-

ñòâà C(A, k ·P1 +P2) = {a}, C(A, k ·P1 +P3) = {b} äëÿ ëþáîãî k ≥ 1.

Ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà a, b ∈ C(A,P1). Àíàëîãè÷íî, a, b ∈ C(A,P ′
1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîôèëÿ P1 ïðèíöèïû ïîçèöèîííîãî äî-

ìèíèðîâàíèÿ (PD) è ïîçèòèâíîãî îòêëèêà (PR) íå âûïîëíÿþòñÿ.

19) Ðàññìîòðèì ïðîôèëü P1 èç ïóíêòà 11 (òàáëèöà 15), ïðîôèëü

P2 îäíîãî èçáèðàòåëÿ ñ ïðåäïî÷òåíèåì a > c > b, à òàêæå ïðîôèëü

P3 îäíîãî èçáèðàòåëÿ ñ ïðåäïî÷òåíèåì b > c > a.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðèíöèïû Arc, SPD. Ïî ïðèíöèïó ñèëüíîãî

ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ C(A,P1) ⊆ {a, b}, C(A, k · P1 + P2) =

{a}, C(A, k · P1 + P3) = {b} äëÿ ëþáîãî k ≥ 1. Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó

Àðõèìåäà C(A,P1) = {a, b}. Ñâîéñòâî èäåìïîòåíöèè (Ide) íå âûïîë-
íÿåòñÿ, òàê êàê C({a, b}, P1) = {a}.

Âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîêàçàíû ïîëíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.

Åñëè 1 ≤ k ≤ m − 1, è êàíäèäàòû ìíîæåñòâà B = {b1, . . . , bk}
èìåþò ñîâìåñòíîå áîëüøèíñòâî, òî ïî ôîðìóëå (5.3) med0(bi) ≥ m−
k > med0(a) äëÿ ëþáûõ a ∈ A \ B, i = 1, . . . , k. Êðîìå òîãî, èç

ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà ñëåäóåò, ÷òî h(bi, a) > n/2 äëÿ âñåõ a ∈
A\B, i = 1, . . . , k. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (5.2) áàëëû Bo(bj) > n(m−1)/2,

I(bj) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , k}. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï

ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (MM) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèíöèï ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå (CL) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê

I(CL(A)) = 0. Äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðàâèëà ñâîéñòâî èäåìïîòåíöèè

(Ide) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 5.1, â ñëó÷àå ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ êàí-

äèäàòà a íàä êàíäèäàòîì b äëÿ ïîçèöèîííûõ âåêòîðîâ áàëëîâ âû-

ïîëíÿåòñÿ r(i)(a) ≥ r(i)(b) äëÿ i = 1, . . . , n, è r(j)(a) > r(j)(b) äëÿ

íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , n}. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï PD.
Åñëè ïîäíÿòü êàíäèäàòà a íà îäíó ïîçèöèþ ââåðõ â íåêîòîðîì

ëè÷íîì ïðåäïî÷òåíèè, îïóñòèâ ïðè ýòîì íà îäíó ïîçèöèþ êàíäèäà-

òà b, íå ìåíÿÿ ïîëîæåíèÿ äðóãèõ êàíäèäàòîâ, òî ïîçèöèîííûé âåêòîð

áàëëîâ r(a) è med(a) ñòðîãî óâåëè÷àòñÿ, med(b) ñòðîãî óìåíüøèòñÿ,

â òî âðåìÿ êàê CL ìåäèàíà äëÿ îñòàëüíûõ êàíäèäàòîâ íå èçìåíèòñÿ.

Çíà÷èò, ñâîéñòâî ïîçèòèâíîãî îòêëèêà (PR) âûïîëíÿåòñÿ.
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Äëÿ ëþáîãî èñõîäíîãî ïðîôèëÿ ≻ è ïåðåâåðíóòîãî ïðîôèëÿ ≻rev

ñïðàâåäëèâî, ÷òî â ≻rev áàëëû Borev(a) = n(m−1) - Bo(a). Ïðè ïåðå-

âîðà÷èâàíèè ïðîôèëÿ çíà÷åíèå I(a) ìåíÿåòñÿ ñ 1 íà 0, è ñ 0 íà 1, â òî

âðåìÿ êàê äëÿ i = 1, . . . , n, çíà÷åíèÿ (r(i)(a)+r(n−i+1)(a))/2 ìåíÿþòñÿ

íàm−1−(r(i)(a)+r(n−i+1)(a))/2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â èñõîäíîì ïðî-

ôèëå äëÿ íåêîòîðîé ïàðû êàíäèäàòîâ áûëî CLmed(a) > CLmed(b),

òî â ïåðåâåðíóòîì ïðîôèëå áóäåò, íàîáîðîò, CLmed(a) < CLmed(b).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî ïåðåâåðíóòîé ñèììåòðèè (RS) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèíöèïû òîï-ïîïîëíåíèÿ (TCons) è ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïî-

÷òåíèÿ (HWM) íå âûïîëíÿþòñÿ â ïðèìåðàõ 5.2, 5.3.

Äëÿ ìåòîäà âûïîëíÿþòñÿ âñå áàçîâûå ñâîéñòâà, à òàêæå ïðèíöè-

ïû ñîâìåñòíîãî áîëüøèíñòâà (MM) è ïîçèöèîííîãî äîìèíèðîâàíèÿ

(PD), íåñîâìåñòíûå ñî ñëåäóþùèìè ïðèíöèïàìè ïî òåîðåìå 4.2 ïóíê-

òàì 4) IPDC, IPDA; 5) IC; 6) WPD; 7) C, S, ISDA; 8) IMLA, ICLA;

14) Cons; 16) LNC; 17-19) Arc, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñëîæíîñòü (PT) è áàçîâûå ïðèíöèïû (U, NI, A,

N, P, SW, H) âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

CL, ML) Ïðîèãðàâøèé ïî Êîíäîðñå êàíäèäàò íàáèðàåò Bo(CL) <

(m−1)n/2, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 6.2 îí íå ìîæåò ïîáåäèòü. Èç âû-

ïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ïðîèãðàâøåãî ïî Êîíäîðñå ñëåäóåò âûïîëíåíèå

ïðèíöèïà ïðîèãðàâøåãî ïî áîëüøèíñòâó.

Mon) Ìîíîòîííîñòü ïðîöåäóðû âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê åñëè ïîä-

íÿòü (îïóñòèòü) êàíäèäàòà a íà îäíó ïîçèöèþ â íåêîòîðîì áþëëå-

òåíå, òî Bt(a) è n1(a) íå óìåíüøàòñÿ (íå óâåëè÷àòñÿ) äëÿ âñåõ t > 0.

PR, SM) Íè÷üÿ ìåæäó êàíäèäàòàìè a è b âîçìîæíà, òîëüêî åñëè

WPDmed(a) =WPDmed(b) è Bo(a) = Bo(b). Åñëè ïîäíÿòü êàíäèäà-

òà a íà îäíó ïîçèöèþ â áþëëåòåíå, òîBo(a) ñòàíåò ñòðîãî áîëüøå, ÷åì

Bo(b), ïðè ýòîì WPDmed(a) îñòàíåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì WPDmed(b).

WMM, Maj) Åñëè êàíäèäàò a ÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì ïî áîëüøèí-

ñòâó, òî åñòü n1(a) > n/2, òîãäà ïî ôîðìóëå (6.7) ñïðàâåäëèâî, ÷òî

WPDmed(a) > m−3/2 > WPDmed(b) äëÿ âñåõ êàíäèäàòîâ b ∈ A\a.
Ïóñòü k ∈ {2, . . . ,m−1}, è êàíäèäàòû {a1, . . . , ak} èìåþò ïîäàâëÿ-

þùåå ñîâìåñòíîå áîëüøèíñòâî, òî åñòü áîëåå nk/(k + 1) èçáèðàòåëåé

ñòàâÿò ýòèõ k êàíäèäàòîâ íà ïåðâûå k ìåñò â áþëëåòåíÿõ. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî êàíäèäàòà b /∈ {a1, . . . , ak} ñîãëàñíî ôîðìóëå (6.3) âûïîëíÿåò-
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ñÿ Bk(b)/k = n1(b)+. . .+nk(b)/k ≤ n1(b)+. . .+nk(b) < n/(k+1) < n/2,

ñëåäîâàòåëüíî, WPDmed(b) < m− 1− k/2.

Îöåíèâàÿ ñóììó k ñëàãàåìûõ Bk(ai)/k, i = 1, . . ., k, ïîëó÷àåì, ÷òî

k∑
i=1

Bk(ai)

k
=

k∑
i=1

(
n1(ai) +

k − 1

k
n2(ai) + . . .+

1

k
nk(ai)

)
=

=
k∑

i=1

n1(ai) +
k − 1

k

k∑
i=1

n2(ai) + . . .+
1

k

k∑
i=1

nk(ai) >

>
n · k
k + 1

(
1 +

k − 1

k
+ . . .+

1

k

)
=

n · k
2

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , k} âûïîëíÿåòñÿBk(ai)/k

> n/2. Çíà÷èò, WPDmed(ai) > m− 1− k/2. Òàê êàê WPDmed(b) <

m − 1 − k/2 äëÿ âñåõ b /∈ {a1, . . . , ak}, òî ìíîæåñòâî ïîáåäèòåëåé ñî-

äåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå {a1, . . . , ak}.
SPD, PD, WPD) Ïóñòü êàíäèäàòû a, b èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-

çèöèé n(a), n(b), è s(a) > s(b) äëÿ ëþáîãî MDSR ïðàâèëà s(·). Òî-
ãäà ïî ëåììå 6.1 ñïðàâåäëèâî, ÷òî Bk(a) ≥ Bk(b) äëÿ âñåõ k =

1, . . . ,m − 1, è Bo(a) > Bo(b). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (6.2) âû-

ïîëíÿåòñÿ Bt(a) ≥ Bt(b), t ∈ [1,m − 1], à òàêæå ïî ôîðìóëå (6.4)

äëÿ t ∈ [m − 1, 2(m − 1)] âûïîëíåíî Bt(a) > Bt(b). Òàêèì îáðàçîì,

ñîãëàñíî (6.7) áóäåòWPDmed(a) ≥ WPDmed(b), ÷òî â ñîâîêóïíîñòè

ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì äëÿ âòîðîãî ïîêàçàòåëÿ Bo(a) > Bo(b) íå

ïîçâîëÿåò êàíäèäàòó b ïîáåäèòü.

RS) Åñëè âñå êàíäèäàòû íàáèðàþò ðàâíûå áàëëû ïî Áîðäà,Bo(·) =
(m− 1)n/2, òîãäà ïî ëåììå 6.2 â èñõîäíîì è â ïåðåâåðíóòîì ïðîôè-

ëÿõ ïîáåäÿò âñå êàíäèäàòû. Åñëè ïîáåäèòåëü a íàáèðàåò Bo(a) >

(m− 1)n/2, òîãäà â ïåðåâåðíóòîì ïðîôèëå a ïîëó÷èò ñòðîãî ìåíüøå

(m−1)n/2 áàëëîâ ïî Áîðäà, ñëåäîâàòåëüíî, óæå íå ñìîæåò ïîáåäèòü.

Íåâûïîëíåíèå ïðèíöèïîâ òîï-ïîïîëíåíèÿ (TCons) è ïðîòèâîïî-

ëîæíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ (HWM) ïîêàçàíî â ïðèìåðå 6.1.

Äëÿ ìåòîäà âûïîëíÿþòñÿ âñå áàçîâûå ñâîéñòâà è ïðèíöèïû ML,

Maj, WPD, êîòîðûå íåñîâìåñòíû ñî ñëåäóþùèìè ïðèíöèïàìè ïî

òåîðåìå 4.2 ïóíêòàì 4) IPDC, IPDA; 5) IC; 6) MM; 7) C, S, ISDA;

8) IMLA, ICLA; 14) Cons; 16) LNC; 17-19) Arc, ÷òî çàâåðøàåò äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû.
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POSITIONAL VOTING METHODS SATISFYING THE

WEAK MUTUAL MAJORITY AND CONDORCET

LOSER PRINCIPLES

Aleksei Yu. Kondratev, Institute of Applied Mathematical Research

Karelian Research Center of RAS, PhD (kondratev@krc.karelia.ru).

Abstract : We consider a voting problem, where the personal preferences

of electors are de�ned by the ranked lists of the candidates. For the social

choice functions we propose positional domination principles (WPD,

PD), which is closely related to the scoring rules. Also we formulate

a weak mutual majority principle (WMM), which is stronger than the

majority principle, but weaker than the mutual majority principle (MM).

We construct two modi�cations for the positional median rule, which

satisfy the Condorcet loser principle. The WPD and WMM principles

are shown to be ful�lled for the �rst modi�cation, and the PD and MM

principles for the second modi�cation. We prove that there is no rule to

satisfy both WPD and MM principles.

Keywords : positional voting method, social choice function, weak mutual

majority, Condorcet loser principle, median rule, positional domination.


