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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-ìåðíûõ ïñåâäîðè-
ìàíîâûõ îðáèôîëäîâ ïðè n ≥ 3. Ìåòîä Àëåêñååâñêîãî èññëåäîâàíèÿ ãðóïï êîíôîðì-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàñïðîñòðàíåí íàìè íà ïñåâäîðèìàíîâû
îðáèôîëäû. Ïîêàçàíî, ÷òî íà êàæäîé ñòðàòå ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè òàêîãî îð-
áèôîëäà èíäóöèðóåòñÿ êîíôîðìíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñòðóêòóðà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïðè
k ∈ {0, 1} ∪ {3, ..., n − 1} ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ðàçìåðíîñòè ïîëíûõ ñóùåñòâåííûõ
ãðóïï êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-ìåðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ, èìåþ-
ùèõ k-ìåðíûå ñòðàòû, íà êîòîðûõ èíäóöèðóþòñÿ ñóùåñòâåííûå ãðóïïû êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè ïîëó÷åíèè óêàçàííûõ îöåíîê êëþ÷åâûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îðáèôîëäà ñîõðàíÿåò êàæäóþ ñâÿçíóþ êîìïî-
íåíòó ëþáîé åãî ñòðàòû.
Â ðàáîòå òàêæå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñòðàòèôèêàöèè n-ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà îð-

áèôîëäà íà ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ ýòîãî îðáèôîëäà ïðè n ≥ 2.
Òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê ðàçìåðíîñòè ïîëíûõ ñóùåñòâåííûõ ãðóïï êîíôîðìíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé è ãðóïï ïîäîáèé n-ìåðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ äîêàçàíà ñ
ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ ëîêàëüíî ïëîñêèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ
îðáèôîëäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðáèôîëä, êîíôîðìíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, êîíôîðìíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ãðóïïà Ëè.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ñóùåñòâåííîé ãðóïïîé êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ñîâðå-
ìåííîé ãëîáàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò ðàáîòû Àëåê-
ñååâñêîãî [1], Ïîäîêñåíîâà [2], Ôðàíñà [3]-[4], Çåãõèáà è Ôðàíñà [5], Ìåëüíèê è Ôðàíñà [6]
è äðóãèõ àâòîðîâ, à òàêæå îáçîðû â ìîíîãðàôèè [7].
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðèìàíîâîé ìåòðèêè, ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ñóùåñòâóåò

íå íà êàæäîì n-ìåðíîì îðáèôîëäå N . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå êîíôîðìíîé ïñåâ-
äîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íà N íàêëàäûâàåò óñëîâèÿ íà òîïîëîãèþ îðáèôîëäà.

N.I. Zhukova, The influence of stratification on the groups of conformal transformations

of pseudo-Riemannian orbifolds.
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Ñîâðåìåííàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà èñïîëüçóåò ãåîìåòðèþ íà ñèíãóëÿðíûõ, ñòðàòèôè-
öèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ è îðáèôîëäû. Îíè èñïîëüçóþòñÿ ôè-
çèêàìè êàê ïðîñòðàíñòâà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòðóí. Îðáèôîëäû îêàçàëèñü ïîëåçíûìè è â
êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Îáçîð ïðèëîæåíèé îðáèôîëäîâ ìîæíî íàéòè â [8].
Îðáèôîëäû âîçíèêàþò â òåîðèè ñëîåíèé êàê ¾õîðîøèå¿ ïðîñòðàíñòâà ñëîåâ [9]. Èçâåñò-

íûå ðåçóëüòàòû Òåðñòîíà î êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé èñïîëü-
çóþò êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ îðáèôîëäîâ [10].
Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îðáèôîëäàõ èññëåäîâàëèñü â

[11]-[13]. Â [14] ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ ëîðåíöåâûõ îðáèôîë-
äîâ ñ íåêîìïàêòíûìè ãðóïïàìè èçîìåòðèé.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îá îðáèôîëäàõ îïèñàíû â ðàçäåëå 2, áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ

îá îðáèôîëäàõ ìîæíî íàéòè â [8].
Ìû ðàññìàòðèâàåì ãëàäêèå îðáèôîëäû N ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n, äîïóñêàþùèå

ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó g ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû (p, q), ãäå p + q = n. Ïàðà (N , g)
íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì îðáèôîëäîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (N1, g1) è (N2, g2) � äâà ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäà. Ãëàä-
êîå îòîáðàæåíèå îðáèôîëäîâ f : N1 → N2 íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì, åñëè f ∗g2 = λg1,
ãäå f ∗ � êîäèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f , à λ � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà
N1. Åñëè λ êîíñòàíòà, òî îòîáðàæåíèå f : N1 → N2 íàçûâàåòñÿ ïîäîáèåì ïñåâäîðèìà-
íîâûõ îðáèôîëäîâ (N1, g1) è (N2, g2).
Êîíôîðìíûé äèôôåîìîðôèçì ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà (N , g) íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ

êîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Äèôôåîìîðôèçì (N , g) íà ñåáÿ, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäîáèåì,
íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâå ïñåâäîðèìàíîâû ìåòðèêè g1 è g2 íà îðáèôîëäå N íàçûâàþòñÿ
êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûìè (èëè ïîäîáíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, êîíñòàíòà) λ íà N , ÷òî g2 = λg1.
Êëàññ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíîé ïñåâäîðèìàíîâîé

ãåîìåòðèåé (èëè êîíôîðìíîé ïñåâäîðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé) íà N è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç [g], åñëè ìåòðèêà g ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó. Êëàññ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìåòðèê,
ïîäîáíûõ ìåòðèêå g, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [|g|].
Ãðóïïà âñåõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà (N , g) íàçûâàåòñÿ

ïîëíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C(N , g). Ãðóïïà âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ ïñåâ-
äîðèìàíîâà îðáèôîëäà (N , g) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ãðóïïîé ïîäîáèé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Sim(N , g).

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g) ïñåâäîðèìàíîâà îðáè-
ôîëäà íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé ïñåâäîðè-
ìàíîâà îðáèôîëäà (N , h), ãäå h ∈ [g]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà C(N , g) íàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííîé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà ïîäîáèé ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ñòðàòèôèêàöèè ïñåâäîðèìàíîâûõ

n-ìåðíûõ îðáèôîëäîâ íà ïîëíóþ ãðóïïó èõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïðè n ≥ 3) è
íà ïîëíóþ ãðóïïó ïîäîáèé (ïðè n ≥ 2).
Cëó÷àé n = 2 ìû íå ðàññìàòðèâàåì, òàê êàê îí ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êîíôîðìíîé

ãåîìåòðèè ïðè n ≥ 3. Íàïðèìåð ïðè n = 2 êîíôîðìíàÿ ãðóïïà CO(2) èçîìîðôíà ãðóïïå
GL(1,C) îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ, è êàæäûé êîíôîðìíûé
ðèìàíîâ 2-ìåðíûé îðáèôîëä èìååò íóëåâóþ êîíôîðìíóþ êðèâèçíó.
Ñóùåñòâóåò äðóãîé ýêâèâàëåíòíûé ïîäõîä ê êîíôîðìíîé ïñåâäîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè �

ñ òî÷êè çðåíèÿ G-ñòðóêòóð. Ïîñêîëüêó êîíôîðìíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ
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G-ñòðóêòóðîé âòîðîãî ïîðÿäêà â òåðìèíîëîãèè [17], òî ê íåé ïðèìåíèìà Òåîðåìà 2 èç [11].
Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ òåîðåìó è Òåîðåìó VI èç [15], ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïîëíàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g) n-ìåðíîãî ïñåâäî-
ðèìàíîâà îðáèôîëäà (N , g) ïðè ëþáîì n ≥ 3 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè, ïðè÷åì ñòðóêòóðà ãðóïïû Ëè â C(N , g) åäèíñòâåí-
íàÿ, à ðàçìåðíîñòü óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

dimC(N , g) 6
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Åñëè ýòà ãðóïïà íåñóùåñòâåííàÿ, òî

dimC(N , g) 6
n(n+ 1)

2
.

Â îáîèõ íåðàâåíñòâàõ ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îðáèôîëä ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, íà êîòîðîì ãðóïïà C(N , g) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.

Ïóñòü (Sk, gSk) � ñòàíäàðòíàÿ k-ìåðíàÿ ñôåðà ñ èíäóöèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Ek+1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ ñôåð Sp × Sq, ãäå
1 6 p 6 q, ñíàáæåííîå ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé −gSp ⊕ gSq . Ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðà-
çèå (Sp × Sq,−gSp ⊕ gSq) íàçûâàåòñÿ âñåëåííîé Ýéíøòåéíà è îáîçíà÷àåòñÿ Einp,q. Êàê èç-
âåñòíî, ïîëíàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Einp,q ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, ðàâíîé
O(p+ 1, q+ 1) è èìååò ðàçìåðíîñòü (n+1)(n+2)

2
, ãäå n = p+ q. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñìåíå çíàêà

ó ìåòðèêè Einp,q ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàìåíÿåòñÿ èçîìîðôíîé ãðóïïîé
Ëè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Einp,q ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî ïëîñêèì.
Â [4] ïðè n ≥ 4 êîíñòðóêòèâíûì ìåòîäîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
êîíôîðìíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìåòðèê ðàçëè÷íûõ ñèãíàòóð íà S1×Sn−1 ñ ñóùåñòâåííûìè
ãðóïïàìè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíî ïëîñêèìè.
Ìû ðàñïðîñòðàíèëè ìåòîä Àëåêñååâñêîãî [16], ïðèìåíåííûé èì ïðè èññëåäîâàíèè ãðóïï

êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, íà ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ. Ýòî ïîçâîëèëî íàì ïîëó÷èòü îöåíêè ðàçìåðíîñòè
ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà, èìåþùåãî
k-ìåðíóþ ñòðàòó, íà êîòîðîé èíäóöèðóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, óêàçàííûå â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (N , g) � n-ìåðíûé, n ≥ 3, ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä ñ ñóùåñòâåííîé
ïîëíîé ãðóïïîé êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g). Òîãäà:

(i) Íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ∆c
k k-ìåðíîé ñòðàòû îðáèôîëäà N ïðè k ≥ 1

èíäóöèðóåòñÿ êîíôîðìíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñòðóêòóðà [g|∆c
k
].

(ii) Åñëè îðáèôîëä N èìååò íóëüìåðíóþ ñòðàòó, òî

dimC(N , g) 6
n2 − n+ 2

2
.

(iii) Åñëè îðáèôîëä N èìååò îäíîìåðíóþ ñòðàòó, òî

dimC(N , g) 6
n2 − 3n+ 6

2
.

(iv) Åñëè íà k-ìåðíîé ñòðàòå ∆k ïðè 3 6 k 6 (n−1) èíäóöèðóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà
êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî

dimC(N , g) 6
n(n− 1)

2
+ (k + 1)2 − nk.

Ñóùåñòâóþò îðáèôîëäû, äëÿ êîòîðûõ â îöåíêàõ (ii)�(iv) äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðè n ≥ 4 n-ìåðíûé ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä (N , g) èìååò
(n − 1)-ìåðíóþ ñòðàòó, íà êîòîðîé èíäóöèðóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, òî

dimC(N , g) 6
n(n+ 1)

2
.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè 2m-ìåðíûé ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä (N , g) èìååò m-ìåðíóþ
ñòðàòó, m ≥ 3, íà êîòîðîé èíäóöèðóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, òî

dimC(N , g) 6 m2 +m+ 1.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè (2m−1)-ìåðíûé, ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä (N , g) èìååò m-ìåðíóþ
ñòðàòó, m ≥ 3, íà êîòîðîé èíäóöèðóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, òî

dimC(N , g) 6 m2 + 2.

Çàìå÷àíèå 1. Îöåíêè, ïîëó÷åííûå â Òåîðåìå 2 âåðíû è äëÿ ãðóïï êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ. Îíè óñèëèâàþò îöåíêè, ïîëó÷åííûå â Òåîðåìå 5.1
ðàáîòû [11].

Äàëåå ìû èññëåäóåì âëèÿíèå ñòðàòèôèêàöèè n-ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà
(N , g) íà ãðóïïó ïîäîáèé Sim(N , g) ïðè n ≥ 2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé
Ëè ãðóïïû Ëè åãî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (N , g) � n-ìåðíûé, n ≥ 2, ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä ñ ñóùåñòâåííîé
ïîëíîé ãðóïïîé ïîäîáèé Sim(N , g). Òîãäà:

(i) ãðóïïà Sim(N , g) äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè ðàçìåðíîñòè

dimSim(N , g) 6
n2 + n+ 2

2
;

(ii) Íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ∆c
k k-ìåðíîé ñòðàòû îðáèôîëäà N ïðè k ≥ 1

èíäóöèðóåòñÿ êëàññ ïîäîáíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìåòðèê [|g|∆c
k
|].

(iii) Åñëè îðáèôîëä N èìååò íóëüìåðíóþ ñòðàòó, òî

dimSim(N , g) 6
n2 − n+ 2

2
.

(iv) Åñëè íà k-ìåðíîé ñòðàòå ∆k ïðè 2 6 k 6 (n−1) èíäóöèðóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ãðóïïà
êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî

dimSim(N , g) 6
n(n− 1)

2
+ k2 + k + 1− nk.

Ñóùåñòâóþò îðáèôîëäû, äëÿ êîòîðûõ â îöåíêàõ (iii) è (iv) äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.

Â Ðàçäåëå 7 ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-
íîñòè n, n ≥ 3, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà â îöåíêàõ, óêàçàííûõ â ïóíêòàõ (ii)-(iv)
Òåîðåìû 2, à òàêæå â ïóíêòàõ (iii) è (iv) Òåîðåìû 3. Ðàâåíñòâî â îöåíêå (i) Òåîðåìû 3
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ.

2. Êàòåãîðèÿ îðáèôîëäîâ

Çàäàíèå îðáèôîëäà àòëàñîì. Ïóñòü N � ñâÿçíîå ïàðàêîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ΓU � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèç-
ìîâ îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà Ũ ïðîñòðàíñòâà Rn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà ΓU
ýôôåêòèâíî äåéñòâóåò íà Ũ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pU : Ũ → N êîìïîçèöèþ qU ◦ rU ôàêòîð-
îòîáðàæåíèÿ rU : Ũ → Ũ/ΓU è ãîìåîìîðôèçìà qU : Ũ/ΓU → U íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî

user
Sticky Note
Группа (написать с заглавной буквы)

user
Sticky Note
Заменить очку с запятой точкой
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U òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N . Òðîéêà (Ũ ,ΓU , pU) íàçûâàåòñÿ îðáèôîëäíîé êàðòîé
íà N ñ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ U .
Ðàññìîòðèì äâå îðáèôîëäíûå êàðòû (Ũ ,ΓU , pU) è (Ṽ ,ΓV , pV ) ñ îêðåñòíîñòÿìè U è V ,

ãäå U ⊂ V. Ãëàäêîå âëîæåíèå φV U : Ũ → Ṽ òàêîå, ÷òî pU = pV ◦φV U , íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì
êàðòû (Ũ ,ΓU , pU) â êàðòó (Ṽ ,ΓV , pV ).

Ãîâîðÿò, ÷òî äâå êàðòû (Ũ ,ΓU , pU) è (Ṽ ,ΓV , pV ) ñ êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè U è V
óäîâëåòâîðÿþò êîãåðåíòíîìó óñëîâèþ, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U ∩V ñóùåñòâóåò êàðòà

(W̃ ,ΓW , pW ) ñ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ W òàêàÿ, ÷òî x ∈ W ⊂ U ∩ V , äëÿ êîòîðîé

ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ φUW : W̃ → Ũ è φVW : W̃ → Ṽ .

Îïðåäåëåíèå 4. Ñåìåéñòâî êàðò A = {(Ũ ,ΓU , pU)} íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì àòëàñîì íà
N , åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
1) êîîðäèíàòíûå îêðåñòíîñòè êàðò èç A îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå N ;
2) ëþáûå äâå êàðòû èç A óäîâëåòâîðÿþò êîãåðåíòíîìó óñëîâèþ.
Ñâÿçíîå ïàðàêîìïàêòîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî N , íàäåëåííîå ìàê-

ñèìàëüíûì (ïî âêëþ÷åíèþ) ãëàäêèì àòëàñîì A, íàçûâàåòñÿ (ýôôåêòèâíûì) n-ìåðíûì
îðáèôîëäîì è ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç N .

Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ îðáèôîëäîâ. Ïóñòü N è N ′ � ãëàäêèå îðáèôîëäû ñ àòëàñà-
ìè A è A′, ñîîòâåòñòâåííî. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : N → N ′ íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ N íàéäóòñÿ òàêèå êàðòû (Ũ ,ΓU , pU) ∈ A è (Ũ ′,ΓU ′ , pU ′) ∈ A′,
÷òî x ∈ U = pU(Ũ), f(U) ⊂ U ′ = pU ′(Ũ ′), è ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå fU ′U : Ũ → Ũ ′,
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó pU ′ ◦ fU ′U = f |U ◦ pU . Îòîáðàæåíèå fU ′U íàçûâàåòñÿ ïðåäñòà-

âèòåëåì f â êàðòàõ (Ũ ,ΓU , pU) è (Ũ ′,ΓU ′ , pU ′), ïðè÷åì fU ′U îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî
êîìïîçèöèè ñ ýëåìåíòàìè èç ãðóïï ΓU è ΓU ′ , ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Orb êàòåãîðèþ îðáèôîëäîâ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå

îðáèôîëäû, à ìîðôèçìàìè � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ îðáèôîëäîâ. Çàìåòèì, ÷òî êàòåãîðèÿ
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé â Orb.

Ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà îðáèôîëäå. Çàäàíèå ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè g íà
îðáèôîëäå N îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé êàðòû (Ũ ,ΓU , pU) íà Ũ çàäàíà ΓU -èíâàðèàíòíàÿ

ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà gŨ , ïðè÷åì äëÿ ëþáîé èíúåêöèè φV U : Ũ → Ṽ êàðòû (Ũ ,ΓU , pU) â

êàðòó (Ṽ ,ΓV , pV ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñâî φ∗V UgṼ = gŨ . Ñèãíàòóðà ìåòðèêè gŨ íå çàâèñèò îò
âûáîðà êàðòû èç îòáèôîëäíîãî àòëàñà è íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè
g íà N .
Ñòðàòèôèêàöèÿ îðáèôîëäîâ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò êàð-

òà (Ũ ,ΓU , pU), êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü U êîòîðîé ñîäåðæèò x. Âîçüìåì y ∈ p−1
U (x) è

îáîçíà÷èì ÷åðåç (ΓU)y ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû ΓU â òî÷êå y. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

äëÿ äàííîé òî÷êè x àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà (ΓU)y íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû (Ũ ,ΓU , pU)
è y ∈ p−1

U (x). Àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà (ΓU)y íàçûâàåòñÿ îðáèôîëäíîé ãðóïïîé òî÷êè x [11].
Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå îðáèôîëäíàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà.
Ïóñòü (N ,A) � n-ìåðíûé ãëàäêèé îðáèôîëä. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êè x è y èç N èìåþò

îäèí è òîò æå îðáèôîëäíûé òèï, åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê, èçîìîðôíûå
â êàòåãîðèè îðáèôîëäîâ Orb. Ïîäìíîæåñòâî òî÷åê îäíîãî è òîãî æå îðáèôîëäíîãî òè-
ïà ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâÿçíî. Ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìîãóò èìåòü
îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k îáúåäèíåíèå óêàçàííûõ ìíîãîîáðàçèé
ðàçìåðíîñòè k. Âîçìîæíî ∆k = ∅ äëÿ k ∈ {0, . . . , n− 1}. Ñåìåéñòâî

∆(N ) = {∆k | k ∈ {0, . . . , n}}
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íàçûâàåòñÿ ñòðàòèôèêàöèåé îðáèôîëäà N , à ∆k íàçûâàåòñÿ åãî ñòðàòîé.
Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [13]), èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòðàòèôèêàöèè

∆(N ) = {∆k | k ∈ {0, . . . , n}} n-ìåðíîãî îðáèôîëäà N .
• Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∆c

k ñòðàòû ∆k îáðàçîâàíà òî÷êàìè îäíîãî îðáèôîëä-
íîãî òèïà.
• Íà çàìûêàíèè ∆c

k ñòðàòû ∆c
k èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà k-ìåðíîãî îðáèôîëäà, îòíîñè-

òåëüíî êîòîðîé ∆c
k ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê.

• Ñòðàòà ∆n, îáðàçîâàííàÿ ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíîå, îòêðû-
òîå, âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â N . Áîëåå òîãî, ∆n ñ èíäóöèðîâàííîé ãëàäêîé
ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff(N ) ãðóïïó âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà N . Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ñòðàòèôèêàöèÿ îðáèôîëäà N èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Diff(N ).
Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíîãî îðáèôîëäà N ïðè n ≥ 3, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûì ([12], Ïðèìåð 1).

3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Âûáðàâ ïîäõîäÿùèé áàçèñ ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Enq , âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìåëî âèä

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xpyp − xp+1yp+1 − ...− xnyn,
ãäå x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Enq , q + p = n. Ïàðà ÷èñåë (p, q) íå çàâèñèò îò âûáîðà
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà è íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Enq .
Ïóñòü O(p, q) � ïñåâäî-îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

x2
1 + ... + x2

p − x2
p+1 − ... − x2

p+q ñèãíàòóðû (p, q). Ãðóïïà Ëè CO(p, q) = R+O(p, q), ãäå
R+ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíîé ãðóï-
ïîé, ñîîòâåòñòâóþùåé O(p, q).
Ïîëîæèì H := CO(p, q) n Rn, ãäå n = p + q, � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíôîðì-

íîé ãðóïïû CO(p, q) = R+O(p, q) è íîðìàëüíîé âåêòîðíîé ïîäãðóïïû Rn. Ãðóïïó Ëè H
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëíóþ ãðóïïó êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïñåâäîåâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Enq . Ýëåìåíòû ãðóïïû H áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç < tA, a >, ãäå t ∈ R+,
A ∈ O(p, q), a ∈ Rn. Ïðè ýòîì ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â H îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

< t1A1, a1 >< t2A2, a2 >=< t1t2A1A2, t1A1a2 + a1 >

äëÿ ëþáûõ < t1A1, a1 >,< t2A2, a2 >∈ H.
Ïóñòü (N , [g]) � ãëàäêèé êîíôîðìíûé ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä ðàçìåðíîñòè n, ãäå

n ≥ 3 è ìåòðèêà h ∈ [g] èìååò ñèãíàòóðó (p, q).
Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïñåâäîðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè

ñèãíàòóðû (p, q) íà îðáèôîëäå N è O(p, q)-ñòðóêòóðàìè íà N , òî åñòü, çàäàíèå êîíôîðì-
íîé ãåîìåòðèè [g] íà îðáèôîëäå N ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ CO(p, q)-ñòðóêòóðû íà N . Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî ïðè óêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì C(N , g) → A ïîë-
íîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g) è ïîëíîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ A ñî-
îòâåòñòâóþùåé CO(p, q)-ñòðóêòóðû íà N (îïðåäåëåíèå ýòîãî èçîìîðôèçìà äàíî â [11]).
Êàê èçâåñòíî [17], àëãåáðà g = co(p, q) ãðóïïû Ëè CO(p, q) èìååò ïîðÿäîê 2 è åå ïåð-

âîå ïðîäîëæåíèå g1 åñòåñòâåííî èçîìîðôíî äóàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó Rn∗ âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, CO(p, q)-ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ G-ñòðóêòóðîé âòîðîãî ïîðÿäêà
è ê íåé ïðèìåíèìà îñíîâíàÿ òåîðåìà èç [11]. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå ïîëíàÿ ãðóïïà àâòî-
ìîðôèçìîâ A ∼= C(N , g) � ãðóïïà Ëè, ïðè÷åì dimC(N , g) = dimA ≤ n+ dim(g+ g1). Òàê

êàê dimCO(p, q) = dim co(p, q) = n(n−1)
2

+ 1, à dim g1 = dim(Rn∗) = n, òî

dimC(N , g) = dimA ≤ n+
n(n− 1)

2
+ 1 + n =

(n+ 1)(n+ 2)

2
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïðîñòðàíñòâî G-ñòðóêòóðû íà N , G = CO(p, q). Ïóñòü
R1 � ïðîñòðàíñòâî G1-ñòðóêòóðû íà R, ãäå G1 � ïåðâîå ïðîäîëæåíèå ãðóïïû G.
Ïóñòü π0 : R → N � CO(p, q) ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êîíôîðìíîé G-ñòðóêòóðå
íà (N , g), à π1 : R1 → R � ïðîåêöèÿ ïåðâîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòîé G-ñòðóêòóðû. Òîãäà
π = π0 ◦ π1 : R1 → N � ãëàâíîå H-ðàññëîåíèå íàä N , ãäå H := CO(p, q) n Rn. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè R1 îïðåäåëåíî ëîêàëüíî ñâîáîäíîå ãëàäêîå ïðàâîå äåéñòâèå
ãðóïïû H òàêîå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò R1/H åñòü îðáèôîëä N , ïðè÷åì π ÿâëÿåòñÿ
ñóáìåðñèåé îðáèôîëäîâ.
Ïóñòü ω åñòü so(p+1, q+1)-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà R1, çàäàþùàÿ e-ñòðóêòóðó, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ïåðâîìó ïðîäîëæåíèþ êîíôîðìíîé G-ñòðóêòóðû íà (N , g). Òàê êàê ïñåâäîðèìàíîà
êîíôîðìíàÿ ñòðóêòóðà íà N ÿâëÿåòñÿ G-ñòðóêòóðîé âòîðîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà Ëè åå
àâòîìîðôèçìîâ A ðàâíà

A = {f ∈ Diff(R1) | f ∗ω = ω, Ra ◦ f = f ◦Ra, a ∈ H}.

Ñëåäîâàòåëüíî, A� ãðóïïà Ëè ïðåîáðàçîâàíèé êàê çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ ïàðàëëåëèçóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ R1. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî Òåîðåìå VI èç [15], ãðóïïà
A íàäåëåíà êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé è äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû
Ëè. Èñïîëüçóÿ ýòî, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1 èç [12] ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ãðóïïå C(N , g)
ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ è åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà, îòíîñèòåëüíî êî-
òîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè, ïðè÷åì ýòà òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé.
Åñëè ãðóïïà C(N , g) íåñóùåñòâåííàÿ, òî îíà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé Iso(N , h)

íåêîòîðîé ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè h ∈ [g]. Ïîñêîëüêó ïñåâäîðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ G-ñòðóêòóðîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî èç [11, Òåîðåìà 2] ñëåäóåò îöåíêà

dimC(N , g) 6 n+ dimCO(p, q) =
n(n+ 1)

2
.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 1 âûòåêàåò èç [13, Òåîðåìà 3.1].

4. Ïðåäñòàâëåíèå èçîòðîïèè

ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∆c
k k-ìåðíîé ñòðàòû ëþáîãî îðáèôîëäà îáðàçîâàíà òî÷-

êàìè îäíîãî îðáèôîëäíîãî òèïà, ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå z ∈ ∆c
k ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàðòà

(Ũ ,ΓU , pU), ÷òî âñå òî÷êè èç U ∩∆c
k èìåþò îäíó è òó æå ãðóïïó îðáèôîëäíîñòè ΓU . Èñ-

ïîëüçóÿ ýòî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü ∆c
k � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè k-ìåðíîé ñòðàòû ïñåâäîðèìàíîâà îð-

áèôîëäà (N , g). Òîãäà â ëþáîé òî÷êå z ∈ ∆c
k ñóùåñòâóåò îðáèôîëäíàÿ êàðòà (Ũ ,ΓU , pU),

îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) Ũ = Rn ∼= Rk × Rn−k, ïðè÷åì z = pU(v), ãäå
v := 0n � íîëü â Rn; 2) ãðóïïà ΓU ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû O(p) × O(q) ⊂ O(p, q);
3) Rk × {0n−k} = FixΓU � ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ãðóïïû ΓU .

Òàêàÿ êàðòà (Ũ ,ΓU , pU) íàçûâåòñÿ ëèíåàðèçèðîâàííîé êàðòîé â òî÷êå z.

Âåçäå äàëåå ìû èñïîëüçóåì ëèíåàðèçèðîâàííóþ êàðòó (Ũ ,ΓU , pU) â òî÷êå z ∈ Ũ . Â êàñà-

òåëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå TvŨ , ãäå pU(v) = z, ðàññìàòðèâàåì îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ èç íåèçîòðîïíûõ âåêòîðîâ.
Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó z ∈ N è êàðòó (Ũ ,ΓU , pU) â òî÷êå z ∈ U = pU(Ũ). Ïóñòü ϕ �

ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû Cz(N , g), z ∈ N , ïîëíîé ãðóïïû êîí-
ôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà (N , g). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

ïðåäñòàâèòåëü ϕ̄ ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ â êàðòå (Ũ ,ΓU , pU). Åñëè v ∈ Ũ , pU(v) = z, òî ϕ̄(v) = v,

òî åñòü ϕ̄ ∈ Cv(Ũ , gŨ).
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Òàê êàê ϕ̄ � êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëü-
íàÿ ΓU -èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ λ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó ϕ̄∗gŨ = eλgŨ . Ïóñòü
ϕ̄∗v = τA ∈ CO(p, q) è ξ = dλ|v. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ξ êàê n-ìåðíûé âåêòîð. Òîãäà
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

j : Cv(Ũ , gŨ)→ H : ϕ 7→< τA, ξ >

Àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 7 ñòàòüè [16] ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Îòîáðàæåíèå j : Cv(Ũ , gŨ) → H ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïû

Cv(Ũ , gŨ) íà çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû H, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ϕ̄ èç Cv(Ũ , gŨ)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî j(ϕ̄) · j(ΓU) = j(ΓU) · j(ϕ̄).

Îòîáðàæåíèå j, îïðåäåëåííîå â Òåîðåìå 4 áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåíèåì èçîòðîïèè
ãðóïïû Cv(Ũ , gŨ).
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ek, k ∈ N, k-ìåðíóþ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ

Òåîðåìû 4, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü z ∈ ∆c
k è (Ũ ,ΓU , pU) � êàðòà â òî÷êå z. Òîãäà ðàçìåðíîñòü

ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû Cz(N , g) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

dimCz(N , g) 6 dim(N(ΓU)/ΓU) 6
n2 − n+ 2

2
+ k,

ãäå N(ΓU) � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû ΓU â ãðóïïå Ëè H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ΓU � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî â ëèíåàðèçîâàííîé êàðòå îíà ðåà-
ëèçóåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû O(p, q). Îòîæäåñòâèì ΓU ñ j(ΓU) ïîñðåäñòâîì èçîìîð-
ôèçìà j. Íàéäåì íîðìàëèçàòîð N(ΓU) â H. Çàìåòèì, ÷òî < τA, a >∈ N(ΓU) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïðèíàäëåæèò íîðìàëèçàòîðó N0(ΓU) ãðóïïû ΓU â CO(p, q) è
Ba = a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà < B, 0 >∈ ΓU . Ñîãëàñíî Ëåììå 1 a ∈ Rk. Ñëåäîâàòåëüíî,
dim(N(ΓU)/ΓU) 6 dimN(ΓU) 6 dimCO(p, q) + k 6 n2−n+2

2
+ k, ïîñêîëüêó p+ q = n.

Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ̄ � ïðåäñòàâèòåëü ϕ ∈ Cz(N , g) â êàðòå (Ũ ,ΓU , pU). Åñëè

j(ϕ̄) = < A, η >, òî ñóùåñòâóåò ΓU -èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà h ∈ [g] íà Ũ , îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ̄ â òîé æå êàðòå èìååò âèä < A, ξ >, ãäå Aξ = ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
j(ϕ̄) =< A, θ > äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ ϕ̄ ýëåìåíòà ϕ ∈ Cz(N , g) â ΓU -èíâàðèàíòíîé ïñåâäî-

ðèìàíîâîé ìåòðèêå g íà Ũ , ãäå ϕ̄∗g = eλg, ϕ̄∗v = A, dλv = θ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî λ �
ΓU -èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ. Êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 1 â [16], ïðè ïåðå-

õîäå ê äðóãîé êîíôîðìíîé ìåòðèêå h = eµg íà Ũ , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ϕ̄∗h = eβh, ãäå
dβv = Aη − η + θ, η = dµv. Îáîçíà÷àÿ ξ = Aη − η + θ, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñåãäà
ñóùåñòâåò ΓU -èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ µ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñ η = dµv ðàâåíñòâî Aξ = ξ.
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî < A, ξ >=< E,−η >< A, θ >< E, η >. Â ñèëó ΓU -
èíâàðèàíòíîñòè ìåòðèêè g è ôóíêöèè µ íîâàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà h = eµg ÿâëÿåòñÿ
ΓU -èíâàðèàíòíîé.

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2

(i). Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ∆c
k k-ìåðíîé ñòðàòû ∆k ïñåâäîðèìàíîâà

îðáèôîëäà (N , g) èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà g|∆c
k
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííóþ êàðòó (Ũ ,ΓU , pU) â ïðîèçâîëüíîé òî÷-
êå z ∈ ∆c

k, ïóñòü z = pU(v), ãäå v = 0n. Îáîçíà÷èì V := pU(Rk × {0n−k}). Ïîñêîëüêó
ñóæåíèå pU |Rk×{0n−k} : Rk × {0n−k} → V ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, îïðåäåëåí îáðàòíûé

ãîìåîìîðôèçì ψ : V → Rk × {0n−k}. Ïàðà (V, ψ) � êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ ∆c
k. Ïîëîæèì ïî

îïðåäåëåíèþ gV := ψ∗gŨ . Ïîêàæåì, ÷òî gV � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà V . Ñèììåòðè÷-
íîñòü gV âûòåêàåò èõ ñèììåòðè÷íîñòè gŨ . Ïðîâåðèì íåâûðîæäåííîñòü gV . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð Z ∈ Tz∆c

k òàêîé, ÷òî gV (X,Z) = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà X ∈ Tz∆c
k.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Z = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Γ| ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ΓU . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

Y ∈ TvRn âåêòîð Ŷ := 1
|Γ|

∑
γ∈ΓU

γ(Y ) íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ýëåìåíòà γ̃ ∈ ΓU

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò FixΓU = Rk × {0n−k}, ïîýòîìó pU∗vŶ ∈ Tz∆
c
k. Äåéñòâè-

òåëüíî,

γ̃(Ŷ ) = γ̃(
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

γ(Y )) =
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

γ̃ ◦ γ(Y ) =
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

γ(Y ) = Ŷ .

Ðàññìîòðèì âåêòîðû Z̃ := ψ∗zZ è ïðîèçâîëüíûé âåêòîð Y ∈ TvRn, ãäå y = ψ(z). Ïðèìå-

íÿÿ ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé γ ∈ Γ, ΓU -èíâàðèàíòíîñòü gŨ , íåïîäâèæíîñòü âåêòîðîâ Ŷ

è Z̃ îòíîñèòåëüíî ΓU , à òàêæå áèëèíåéíîñòü ìåòðèêè, ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

gŨ(Y, Z̃) =
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

γ∗gŨ(Y, Z̃) =
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

gŨ(γ(Y ), γ(Z̃)) =
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

gŨ(γ(Y ), Z̃) =

= gŨ(
1

|Γ|
∑
γ∈ΓU

γ(Y ), Z̃) = gŨ(Ŷ , Z̃) = gV (pU∗z(Ŷ ), Z) = 0.

Îòñþäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè gŨ , âûòåêàåò Z̃ = 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, Z = 0 è gV � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà.
Ñîãëàñîâàííîñòü ïñåâäîðèìàíîâûõ ìåòðèê gV â ðàçëè÷íûõ êàðòàõ (V, ϕ) íà ∆c

k ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ñîãëàñîâàííîñòè ìåòðèê gŨ â ðàçëè÷íûõ êàðòàõ îðáèôîëäà N .

Ñîãëàñíî Ëåììå 3, åñëè ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä (N , g) äîïóñêàåò k-ìåðíóþ ñòðàòó
∆k, òî íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ýòîé ñòðàòû ∆c

k èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâà
ìåòðèêà g|∆c

k
, ïðåâðàùàþùàÿ åå â ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç (∆c
k, g). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê [g] íà N îïðåäå-

ëÿåò êëàññ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê [g|∆c
k
] íà ∆c

k. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé
ñòðàòå îðáèôîëäà èíäóöèðóåòñÿ êîíôîðìíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñòðóêòóðà. Íå èñêëþ÷àåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà ýòà ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé. Íàïðèìåð, íà ëþáîé îäíîìåðíîé ñòðàòå,
åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò, èíäóöèðóåòñÿ êîíôîðìíàÿ ðèìàíîâà ñòðóêòóðà.

(ii). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðáèôîëä N èìååò íóëüìåðíóþ ñòðàòó ∆0 è z = ∆c
0. Òàê êàê

äèôôåîìîðôèçìû îðáèôîëäîâ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè â êàòåãîðèèOrb, òî ëþáàÿ ñâÿç-
íàÿ ãðóïïà Ëè äèôôåîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà ñîõðàíÿåò êîìïîíåíòû ñòðàò. Ïîñêîëüêó
êîìïîíåíòà åäèíèöû C0(N , [g]) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ãðóïïîé Ëè è îñòàâëÿåò òî÷êó z íà ìå-

ñòå, òî èç Ñëåäñòâèÿ 4 ïðè k = 0 âûòåêàåò, ÷òî dimC0(N , g) 6 n2−n+2
2

. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå (ii) äîêàçàíî.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä (N , g) ñ ïîëíîé ãðóïïîé êîíôîðìíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé C(N , g).
Ïóñòü ϕ ∈ Cz(N , g) � êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëü ϕ̄ êîòî-

ðîãî â êàðòå (Ũ ,ΓU , pU) èìååò èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëåíèå < A, ξ >. Ñîãëàñíî Ëåììå 1
íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Aξ = ξ â ìåòðèêå gŨ èç óêàçàííîãî êëàññà

êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê íà Ũ , èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ΓU . Ïóñòü
(Ũ ,ΓU , pU) � ëèíåàðèçîâàííàÿ êàðòà â òî÷êå z ∈ N .
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Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ìåòðèêó gŨ ÷åðåç g. Âûáåðåì ãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäè-

íàò îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (Ũ , g). Ïîñêîëüêó
ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåàðèçîâàííóþ êàðòó â òî÷êå z, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü
÷òî ãåîäåçè÷åñêèå êîîðäèíàòû çàäàíû â Ũ , ãäå Ũ � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ
â Rn, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ΓU . Íàïîìíèì, ÷òî ΓU � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà
ïñåâäî-îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(p, q).
Ðàçëîæèì ôóíêöèè ϕ̄i è gij â ðÿä Òåéëîðà â ãåîäåçè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x

i â îêðåñòíîñòè
òî÷êè v = 0n:

ϕ̄i(x) = Aijx
j +

1

2
Aijkx

jxk + ... = Ax+
1

2
Axx+ ..., (1)

gij(x) = δij +
1

2
gij,klx

kxl + ... . (2)

Â ñèëó êîíôîðìíîñòè ϕ̄ íåîáõîäèìî ϕ̄∗g = eλ(x)g, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

gij(ϕ̄
k(x))

∂ϕ̄i(x)

∂xm
∂ϕ̄j(x)

∂xn
= eλ(x)gmn(x). (3)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (1) è (2) â (3) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-
ïåíÿõ xi. Çàòåì, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç §2 ñòàòüè Àëåêñååâñêîãî [16], ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

ϕ̄(x) = Ax+ g(x, ξ)Ax− 1

2
g(x, x)ξ + o(g(x, x)). (4)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Ïóñòü ϕ̄ � ïðåäñòàâèòåëü êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ èç ãðóïïû
Cz(N , g), êîòîðûé èìååò èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëåíèå < A, ξ >, ãäå Aξ = ξ Òîãäà â ãåî-
äåçè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðåîáðàçîâàíèå ϕ̄ ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå (4).

Ïóñòü (N , g) � ïñåâäîðèìàíîâ îðáèôîëä ðàçìåðíîñòè n ≥ 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0(N , g)
êîìïîíåíòó åäèíèöû ãðóïïû Ëè C(N , g). Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ãðóïïû C0(N , g) ðàâíà
ðàçìåðíîñòè C(N , g), òî äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî êîìïîíåíòó åäèíèöû C0(N , g). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N èìååò k-ìåðíóþ
ñòðàòó ïðè k ≥ 3, è ∆c

k � åå êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè. Òàê êàê ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè
äèôôåîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà ñîõðàíÿåò êîìïîíåíòû ñòðàò, òî C0(N , g) ñîõðàíÿåò ∆c

k.
Ñîãëàñíî Ëåììå 3 íà ∆c

k èíäóöèðóåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
÷åðåç g. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì ãðóïï

χ : C0(N , g)→ C(∆c
k, g) : f 7→ f |∆c

k
.

Òîãäà dimC(N , g) = dimC0(N , g) ≤ dimC(∆c
k, g) + dimKer(χ), ãäå Ker(χ) � ÿäðî ãîìî-

ìîðôèçìà χ. Èñïîëüçóÿ îöåíêó ðàçìåðíîñòè ïîëíîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
k-ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (∆c

k, g), ãäå k ≥ 3, ìû ïîëó÷àåì

dimC(∆c
k, g) ≤ (k + 1)(k + 2)

2
.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû íàõîäèì îöåíêó äëÿ ðàçìåðíîñòè ÿäðà Ker(χ).

Ëåììà 5. Ïóñòü íà êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ∆c
k k-ìåðíîé ñòðàòû èíäóöèðóåòñÿ ïñåâ-

äîðèìàíîâà ìåòðèêà òèïà (p1, q1), ãäå p1 + q1 = k. Òîãäà ÿäðî Ker(χ) ãîìîìîðôèçìà

χ : C0(N , g)→ C(∆c
k, g) : f 7→ f |∆c

k

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) ïðåäñòàâèòåëü ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ Kerχ èìååò òî÷íîå èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëå-
íèå â ïîäãðóïïå {Ek} × O(p − p1, q − q1) ïñåâäî-îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(p, q) ⊂ H, ãäå
p+ q = n;
2) ðàçìåðíîñòü Ker(χ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

dimKer(χ) 6
(n− k)(n− k − 1)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0m íîëü â Rm, m ∈ N. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò
ϕ ∈ Ker(χ), òîãäà ϕ|∆c

k
= id∆c

k
. Â ëèíåàðèçèðîâàííîé êàðòå (Ũ ,ΓU , pU) â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå z ∈ ∆c
k ïðåäñòàâèòåëü ϕ̄ ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ϕ̄|Rk×{0n−k} = idRk×{0n−k}, ãäå pU(0, 0) = z, (0, 0) = (0k, 0n−k) = 0n. Îòîæäåñòâèì êàñàòåëü-

íîå ïðîñòðàíñòâî T(0,0)(Rk × {0n−k}) ñ Rk × {0n−k}, à T(0,0)({0k} × Rn−k) ñ {0k} × Rn−k.
Ñîãëàñíî Ëåììå 4 íà Rk × {0n−k} èíäóöèðîâàíà ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà. Íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî {0k} × Rn−k � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Rk × {0n−k}.
Ïîñêîëüêó êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò óãëû ìåæäó âåêòîðàìè, {0k} × Rn−k

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ϕ̄∗(0,0).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ̄∗(0,0) = τA ∈ CO(p, q). Òàê êàê ϕ ∈ Ker(χ), òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî ϕ̄∗(0,0)(e) = τA(e) = e äëÿ ëþáîãî âåêòîðà e ∈ Rk × {0n−k}. Ñëåäîâàòåëüíî,
τ = 1 è A ∈ {Ek} × O(p − p1, q − q1). Òàêèì îáðàçîì, ϕ̄ èìååò èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëå-
íèå j(ϕ̄) =< A, ξ > . Â ñèëó Ëåììû 2, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Aξ = ξ.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî Ëåììå 4, â ãåîäåçè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
Ũ ïðåäñòàâèòåëü ϕ̄ ýëåìåíòà ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4).
Ïóñòü ei, 1 6 i 6 k, � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rk × {0n−k}, íå ñîäåðæàùèé èçî-

òðîïíûõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó A ∈ {Ek} × O(p − p1, q − q1), íåîáõîäèìî, ÷òîáû Ax = x
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x èç Rk×{0n−k}. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî α, îòëè÷íîå îò íóëÿ, è ïîäñòàâèì x = αei â (4). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Aei = ei,
ïîëó÷èì α[αg(ei, ξ)ei − α

2
g(ei, ei)ξ + o(αg(eiei))] = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî

g(ei, ξ)ei −
1

2
g(ei, ei)ξ +

o(αg(eiei))

α
= 0. (5)

Òàê êàê o(αg(eiei))
α

→ 0 ïðè α→ 0, òî èç (5) âûòåêàåò

g(ei, ξ)ei =
1

2
g(ei, ei)ξ. (6)

Â ñèëó âûáîðà áàçèñà ei, g(ei, ei) 6= 0, ïîýòîìó èç (6) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ξ è ei êîëëåíè-
àðíû. Â ýòîì ñëó÷àå ξ = cei. Ïîäñòàâèâ ýòî â (6), ìû ïîëó÷àåì c = 0 è ξ = 0
Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ϕ ∈ Ker(χ) èìååò èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

< A, 0 >, ãäå A ∈ {Ek} × O(p − p1, q − q1). Îòñþäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå 1)
è òðåáóåìàÿ îöåíêà 2).

Èòàê, ïðèìåíÿÿ Ëåììû 2 è 4, ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

dimC(N , g) ≤ dimC(∆c
k, g) + dimKer(χ) 6

(k + 1)(k + 2)

2
+

(n− k)(n− k − 1)

2
=
n(n− 1)

2
+ (k + 1)2 − nk,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (iv) Òåîðåìû 2.
Óòâåðæäåíèå (iii) Òåîðåìû 2 ïðè k = 1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ (iv) ñ

ó÷åòîì íåðàâåíñòâà dim(C(∆c
1, g)) 6 2. �
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6. Ãðóïïû ïîäîáèé ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3. Òàê êàê êàæäîå ïîäîáèå ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì, è Sim(N , g) � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ëè C(N , g), òî âñå äîêàçàííîå
äëÿ ãðóïï êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ãðóïï ïîäîáèé. Ïîýòîìó â Sim(N , g) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ãðóïïû Ëè. Òàê
êàê Sim(N , g) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ G-ñòðóêòóðû 1-ãî ïîðÿäêà â òåðìèíîëî-
ãèè [17], òî èç [11] âûòåêàåò îöåíêà

dim(Sim(N , g)) 6 n+ dimCO(p, q) = n+
n2 − n+ 2

2
=
n2 + n+ 2

2
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå òðàíçèòèâíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû ïîäîáèé
íà N , òî åñòü, òîëüêî äëÿ ìíîãîîáðàçèé. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (i).
Óòâåðæäåíèå (ii) Òåîðåìû 3 ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.
Ðàññìîòðèì ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ϕ ∈ Simz(N , g), îñòàâëÿþùåå íåêîòîðóþ

òî÷êó z ∈ N íà ìåñòå. Ïóñòü ϕ̄ � ïðåäñòàâèòåëü ϕ â íåêîòîðîé êàðòå (Ũ ,ΓU , pU) îðáè-
ôîëäà â òî÷êå z. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó
ϕ̄∗g = eλg. Ïóñòü ϕ̄∗z = τA ∈ CO(p, q). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ξ = dλ|z = 0.
Èç Òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå èçîòðîïèè äëÿ ϕ̄ èìååò âèä

j : Simv(Ũ , g)→ H = CO(p, q) : ϕ̄ 7→< τA, 0 >,

ãäå v ∈ p−1
U (z), ïðè÷åì j ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïû Simv(Ũ , [g]) íà çàìêíóòóþ ïîä-

ãðóïïó ãðóïïû H = CO(p, q). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dim(H) = n2−n+2
2

, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ,
ïðèâåäåííûå â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé (ii) è (iv) Òåîðåìû 2, ìû ïîëó÷àåì îöåíêè
(iii) è (iv) â Òåîðåìå 3. �

7. Ïðèìåðû

Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Enq ñèãíàòóðû (p, q), p+q = n, ñî
ñòàíäàðòíîé ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé g0 îïðåäåëÿåò êîíôîðìíóþ ñòðóêòóðó [g0], ñîîò-
âåòñòâóþùóþ G-ñòðóêòóðå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ïîëíàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé C(Enq , g0) ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ãðóïïîé ïîäîáèé Sim(Enq , g0) è ðàâíà ïîëóïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ CO(p, q) nRn.

Ïðèìåð 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðèíÿòîìó íàìè â Ðàçäåëå 3, ñèãíàòóðà Einp,q

ðàâíà (q, p). Ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà Cv(Ein
n−1,1) ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

C(Einp,q) â òî÷êå v èçîìîðôíà ãðóïïå H = CO(p, q) n Rn. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4 ïðåä-
ñòàâëåíèå èçîòðîïèè j : Cv(Ein

p,q) → H ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå γ ∈ Cv(Ein

p,q) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñâîèì îáðàçîì
j(γ) = (−En) ∈ H, ãäå En � åäèíè÷íàÿ n-ìåðíàÿ ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì îðáèôîëä
N = Einp,q/Γ, ãäå Γ � ãðóïïà c îáðàçóþùåé γ, èçîìîðôíàÿ Z2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g0 èíäó-
öèðîâàííóþ ìåòðèêó íà N . Ëîðåíöåâ îðáèôîëä (N , g0) èìååò ñòðàòèôèêàöèþ {∆n,∆0}.
Ïóñòü r : Einp,q → N � ôàêòîð-îòîáðàæåíèå è z = r(v). Òàê êàê ãðóïïà êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g0) ñîõðàíÿåò ñòðàòèôèêàöèþ îðáèôîëäà N , òî îíà ñîâïàäàåò ñî
ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé Cz(N , g0). Ó÷èòûâàÿ ýòî è ïðèìåíÿÿ Ñëåäñòâèå 4, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g0) ëîðåíöåâà îðáèôîëäà (N , g0) èçîìîðô-
íà ôàêòîð-ãðóïïå N(Γ)/Γ, ãäå N(Γ) � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû Γ â ãðóïïå Ëè H. Ïðÿìàÿ
ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî N(Γ) = CO(p, q). Òàê êàê

dim(R+O(p, q)/{±En}) =
n2 − n+ 2

2
,
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òî dim(C(N , g0)) = (n2 − n + 2)/2, è â îöåíêå ðàçìåðíîñòè ïîëíîé êîíôîðìíîé ãðóïïû
C(N , g0) â óòâåðæäåíèè (ii) Òåîðåìû 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì îðáèôîëä N = Enq /Γ, ãäå Γ � ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ Z2, èìå-
þùàÿ îáðàçóþùóþ γ, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì γ(x) = −x, x ∈ En. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
g0 èíäóöèðîâàííóþ ïñåâäîåâêëèäîâó ìåòðèêó íà N . Òîãäà ïñåâäîåâêëèäîâ îðáèôîëä
(N , g0) èìååò ñòðàòèôèêàöèþ {∆n,∆0}, è ïîëíàÿ ãðóïïà åãî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé C(N , g0) ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ãðóïïîé ïîäîáèé Sim(N , g0) è ðàâíÿåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïå
R+O(p, q)/{±En}, ïîýòîìó dim(C(N , g0)) = (n2−n+ 2)/2, è ìû èìååì ðàâåíñòâî â îöåíêå
ðàçìåðíîñòè ïîëíîé ãðóïïû ïîäîáèé Sim(N , g0) â óòâåðæäåíèè (iii) Òåîðåìû 3.

Ïðèìåð 3. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðèíÿòîìó íàìè â ðàçäåëå 3, ñèã-
íàòóðà Einq1,p1 ðàâíà (p1, q1). Ïóñòü p1 + q1 = k ≥ 3. Ðàññìîòðèì îðáèôîëä N1 = En−kq2

/Γ

ñèãíàòóðû (p2, q2), ãäå p2 + q2 = n − k ≥ 2, ïîñòðîåííûé â Ïðèìåðå 2. Ïóñòü {∆(1)
n−k,∆

(1)
0 }

� ñòðàòèôèêàöèÿ N1.
Âû÷èñëèì ïîëíóþ ãðóïïó êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïñåâäîðèìàíîâà îðáèôîëäà
N = Einq1,p1 × N1 ñ ìåòðèêîé g, ðàâíîé ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðèê. Çàìåòèì, ÷òî

N èìååò ñòðàòèôèêàöèþ {∆n,∆k}, ïðè÷åì ∆k = Einq1,p1 ×∆
(1)
0 . Òàê êàê ãðóïïà C(N , g)

ñîõðàíÿåò ñâÿçíóþ ñòðàòó ∆k, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå Ëåììó 5, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóï-
ïà Ëè C(N , g) èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï Ëè C(Einq1,p1)×O(p2, q2). Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

dimC(N , g) = dimC(Einq1,p1) + dimO(p2, q2) = dimO(q1 + 1, p1 + 1) + dimO(p2, q2),

ïîýòîìó

dimC(N , g) =
(k + 1)(k + 2)

2
+

(n− k)(n− k − 1)

2
=
n(n− 1)

2
+ (k + 1)2 − nk.

Òàêèì îáðàçîì, â îöåíêå ðàçìåðíîñòè ãðóïïû C(N , g) â óòâåðæäåíèè (iv) Òåîðåìû 2 âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ãðóïïû ïîäîáèé Sim(N , g) óòâåðæäåíèå Ëåììû 5 ñïðàâåäëèâî äëÿ
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ∆0

k k-ìåðíîé ñòðàòû ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ≥ 1.

Ïðèìåð 4. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k) òàêóþ, ÷òî
n > k ≥ 1. Ïóñòü (N1, g0) � ïñåâäîåâêëèäîâ îðáèôîëä, ïîñòðîåííûé â Ïðèìåðå 2 ðàç-
ìåðíîñòè n − k è ñèãíàòóðû (p1, q1), ãäå p1 + q1 = n − k. Îðáèôîëä N1 èìååò ñòðàòè-

ôèêàöèþ {∆(1)
n−k,∆

(1)
0 }. Ïóñòü (Ekq2 , g2) � ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k è

ñèãíàòóðû (p2, q2), ãäå p2 + q2 = k. Ïðîèçâåäåíèå îðáèôîëäîâ N := N1 × Ekq2 ñ ìåòðèêîé
g := g0⊕g2 ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïñåâäîåâêëèäîâûì îðáèôîëäîì ñèãíàòóðû (p, q), p+q = n,

ãäå p = p1 + p2, q = q1 + q2. Îðáèôîëä N èìååò ñòðàòèôèêàöèþ {∆n,∆k = ∆
(1)
0 × Ekq2}.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé C(N , g), ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé
ãðóïïîé ïîäîáèé Sim(N , g). Òàê êàê ãðóïïà Sim(N , g) ñîõðàíÿåò ñâÿçíóþ ñòðàòó ∆k, òî,
ó÷èòûâàÿ Ëåììó 5 è Çàìå÷àíèå 2, ìû ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó ãðóï-
ïîé Ëè Sim(N , g) è ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ëè Sim(Ekq2 , g2)×O(p1, q1). Ñëåäîâàòåëüíî èìååò
ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

dimSim(N , g) = dimSim(Ekq2 , g2) + dimO(p1, q1) =

k2 + k + 2

2
+

(n− k)(n− k − 1)

2
=
n(n− 1)

2
+ k2 + k + 1− nk,

ïîýòîìó

dimSim(N , g) =
n(n− 1)

2
+ k2 + k + 1− nk.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ðàâåíñòâî â óòâåðæäåíèè (iii) Òåîðåìû 3
Ïóñòü k = 1, òîãäà èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ìû ïîëó÷àåì

dim(C(N , g)) =
n2 − 3n+ 6

2
,

è äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè ïîëíîé ãðóïïû ïîäîáèé C(N , g) â óòâåðæäåíèè (iii) Òåîðåìû 2
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. D.V. Alekseevskii Lorentzian manifolds with transitive conformal group // Note di Matematica.
V. 37, no 1. 2017.

2. Ïîäîêñåíîâ M.H. Ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãðóïïîé êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îáëàäàþ-

ùåé íîðìàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãîìîòåòèé // Ñèá. Ìàòåì. æóðíàë. Ò. 38,
� 6. 1997. Ñ. 1356�1359.

3. C. Frances Sur les vari�et�es lorentziennes dont le group conforme est essentiel // Math. Ann. V. 332,
no 1. 2005. P. 103�119.

4. C. Frances About pseudo-Riemannian Lichnerovitcz conjecture // Transformation Groups. V. 29,
Issue 4. 2015. P. 1015�1022.

5. C. Frances, A. Zeghib Some remarks on pseudo-Riemannian conformal actions of simple Lie

groups // Math. Res. Lett. V. 12, no 1. 2005. P. 49�56.
6. C. Frances, K. Melnick Conformal actions of nilpotent groups on pseudo-Riemannian manifolds //

Duke Math J. V. 153, no 3. 2010. P. 511�550.
7. Resent development in pseudo-Riemannian geometry. ESI Lect. Math. Phys. Ed.: V. Alekseevsky,

H. Baom. Zurich: Eur. Math. Soc. 2008. 549 p.
8. A. Adem, J. Leida and Y. Ruan Orbifolds and stringy topology, Cambridge Tracts in Mathematics.

V. 171. New York: Cambridge University Press. 2007. 170 p.
9. N.I. Zhukova Local and global stability of compact leaves and foliations // J. of Mathematical

Physics, Analysis, Geometry. V. 9, no 3. 2013. P. 40�420.
10. W.P. Thurston The geometry and topology of 3-manifolds. Princeton: Princeton Univ. Press. 1978.

360 p.
11. Áàãàåâ À.Â., Æóêîâà Í.È. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ G-ñòðóêòóð êîíå÷íîãî òèïà íà îðáèîá-

ðàçèÿõ // Ñèá. Ìàòåì. æóðíàë. Ò. 44, � 2. 2003. Ñ. 263�278.
12. Áàãàåâ À.Â.,Æóêîâà Í.È. Ãðóïïû èçîìåòðèé ðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ // Ñèá. ìàòåì. æóðíàë.

Ò. 48, � 4. 2007. Ñ. 723�741.
13. A.V. Bagaev, N.I. Zhukova The automorphism group of some geometric structures on orbifolds,

Chap 16. P. 447�483 in: Lie groups: New Research. New York: Nova Science Publishers. 2009.
14. Æóêîâà Í.È., Ðîãîæèíà Å.À. Êëàññèôèêàöèÿ êîìïàêòíûõ ëîðåíöåâûõ 2-îðáèôîëäîâ ñ

íåêîìïàêòíîé ïîëíîé ãðóïïîé èçîìåòðèé // Ñèá. Ìàòåì. æóðíàë. Ò. 53, � 6. 2012. Ñ. 1292�
1309.

15. R.S. Palais A global formulation of the Lie theory of transformation groups // Memoirs of AMS.
V. 22. 1957. P. 1�129.

16. Àëåêñååâñêèé Ä.Â. Ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ // Ìâòåì.
ñá. Ò. 18, � 2. 1972. Ñ. 280�296.

17. S. Kobayashi Transformation groups in di�erential geometry, New York: Springer-Verlag. 1995.
190 p.

Íèíà Èâàíîâíà Æóêîâà,
Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿,
Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ óë., 25/12,
603155, Íèæíèé Íîâãîðîä, Íèæåãîðîäñêàÿ îáë., Ðîññèÿ
E-mail: nzhukova@hse.ru

user
Inserted Text
0 (надо написать 400--420)




