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Ïðåäèñëîâèå

Ïðè ïåðåõîäå îò ïÿòèëåòíåãî ôîðìàòà îáó÷åíèÿ â âóçàõ íà äâó-
óðîâíåâóþ ñèñòåìó "áàêàëàâðèàò+ìàãèñòðàòóðà" çàìåòíî èçìåíè-
ëèñü ìíîãèå êîíñòàíòû îòå÷åñòâåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ â ñôåðå ïîäãîòîâêè áóäóùèõ øêîëüíûõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè.
Íåêîòîðûå áàçîâûå ðàçäåëû, òàêèå êàê "Ãåîìåòðèÿ" , "Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àíàëèç"è ò.ï., ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè, íî îñòàëèñü â êóðñàõ
áàêàëàâðèàòà. Íåêîòîðûå òðàäèöèîííûå ðàçäåëû ïåðåøëè â óçêî-
íàïðàâëåííûå êóðñû ïî âûáîðó. Ïðè ïîäîáíûõ ïåðåíîñàõ çà÷àñòóþ
èçìåíèëîñü ñîîòíîøåíèå ìåæäó àóäèòîðíîé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòîé ñòóäåíòîâ è îòíþäü íå â ïîëüçó ëåêöèîííîé è ñåìèíàðñêîé
ðàáîòû.

Íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ó÷åáíûå äèñöèïëèíû èñ÷åçëè äàæå íà
óðîâíå òèòóëà, ïðîñòî êàê âèä. Ïðè÷åì ðå÷ü íå èäåò î êàêèõ-òî
âû÷óðíûõ ïðåäìåòàõ, êàñàþùèõñÿ ñóïåðñïåöèôè÷åñêèõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ, à î âåùàõ, íåñîìíåííî, áàçîâûõ äëÿ áîëåå-ìåíåå
ïîëíîãî íàáîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ êîìïåòåíòíîñòåé áóäóùåãî ó÷èòåëÿ
ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, ìîæíî ëè âñå òî÷êè ïðÿìîé "ïåðåñ÷èòàòü" ,
ò.å. ðàñïîëîæèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; èëè, êàêèõ ÷èñåë "áîëü-
øå" - ðàöèîíàëüíûõ èëè èððàöèîíàëüíûõ, èëè, ó ëþáîãî ëè ïîäìíî-
æåñòâà îòðåçêà åñòü åãî äëèíà; èëè, ïî÷åìó ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà
íå çàâèñèò îò òîãî, êàê èìåííî ìû ðàçðåæåì åãî íà òðåóãîëüíèêè è
çàòåì ïðîñóììèðóåì èõ ïëîùàäè è ò.ï.

Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå, ðå÷ü î äèñöèïëèíå, êîòîðàÿ ðàíåå òðàäè-
öèîííî îáîçíà÷àëàñü àááðåâèàòóðîé ÒÔÄÏ - òåîðèÿ ôóíêöèé äåé-
ñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ñ äîáàâêàìè "è ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíî-
ãî àíàëèçà" èëè "è ýëåìåíòû òåîðèè ìåðû" ýòî áûë ãîäîâîé êóðñ (íà
òðåòüåì ãîäó îáó÷åíèÿ), îáû÷íî çàêàí÷èâàâøèéñÿ òåîðåìîé Ðèññà-
Ôèøåðà èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, â èñòîðè÷åñêîì ïëàíå, ÒÔÄÏ êàê
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íàóêà è êàê ó÷åáíûé ìàòåðèàë â íàøåé ñòðàíå ÿâèëàñü òîé ïèòàòåëü-
íîé ñðåäîé, íà êîòîðîé âûðîñëè ìíîãèå ïîêîëåíèÿ ìàòåìàòèêîâ, êàê
âûäàþùèõñÿ è øèðîêî èçâåñòíûõ, òàê è ïðîñòî õîðîøèõ ìàòåìàòè-
êîâ, êîòîðûå è îáåñïå÷èëè ñòðàíå òîò âûñîêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè â öåëîì, êîòîðûì ìû âñå
åùå ãîðäèìñÿ (è ïðàâèëüíî äåëàåì). Ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî òåçèñà
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòè-
êîâ ïîäíÿòèå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ãåíåàëîãè÷åñêîìó äåðåâó çà 2-3
øàãà ïðèâîäèò ê îäíîé èç âåòâåé "Äåðåâà Ëóçèíà" , à ñ èìåíàìè Í.
Í. Ëóçèíà, Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâà, À.Í. Êîëìîãîðîâà, Ä. Å. Ìåíüøîâà,
Ï.Ñ. Íîâèêîâà, À. Ñ. Êðîíðîäà, À. Ã. Âèòóøêèíà, Ï. Ë. Óëüÿíîâà, Ñ.
Á. Ñòå÷êèíà, èõ ó÷åíèêîâ è ó÷åíèêîâ èõ ó÷åíèêîâ è ñâÿçàíû ìíîãèå
ñóùåñòâåííûå óñïåõè â òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé,
è â öåëîì â îòå÷åñòâåííîé ìàòåìàòèêå.

Âîçâðàùàÿñü ê íûíåøíèì ðåàëèÿì, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñåðüåçíîé
ìåòîäè÷åñêîé è îðãàíèçàöèîííîé ïðîáëåìîé. À èìåííî, êàê, â äîñòà-
òî÷íî ëàêîíè÷íûõ ðàìêàõ äåéñòâóþùèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàð-
òîâ, ñîõðàíèòü â ñèñòåìå ïîäãîòîâêè èëè ïåðåïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé
ìàòåìàòèêè èçó÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ÒÔÄÏ? Î÷åâèäíî,
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ðàìêàõ áàêàëàâðèàòà, ê ñîæàëåíèþ, íåâîçìî-
æåí. Åãî ïî ôàêòó ïðèõîäèòñÿ îòíîñèòü ê ìàãèñòåðñêèì ïðîãðàì-
ìàì. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ àäåêâàòíî ìåíÿòü è òèòóë: â àááðåâèàòó-
ðå ÒÔÄÏ áóêâà Ô (= ôóíêöèè ) , ñêîðåå âñåãî (è ê ñîæàëåíèþ), óæå
åñòü íåêîòîðûé àíàõðîíèçì

Íàñòîÿùàÿ ìîíîãðàôèÿ äàåò ñîäåðæàòåëüíûé è ïðåäìåòíûé îò-
âåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Â ïÿòíàäöàòè ïðåäëàãàåìûõ ëåêöèÿõ,
÷òî ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò îäíîé çà÷åòíîé åäèíèöå (ç.å.), ïðåäñòàâ-
ëåíî êðàòêîå, íî äîñòàòî÷íî ïîëíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé î
ñòðóêòóðå ïîäìíîæåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ãðóáî ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò
î òîì, èç ñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò "ñîñòîÿòü"÷èñëîâîå ìíîæåñòâî
(ìîùíîñòè ìíîæåñòâ), î òîì, êàê "óñòðîåíî"÷èñëîâîå ìíîæåñòâî (äå-
ñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ) è î òîì, ñêîëüêî ìåñòà íà ïðÿìîé "çà-
íèìàåò" ìíîæåñòâî (ìåðû èëè äëèíû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ). Ìåðû
ïëîñêèõ ìíîæåñòâ êîíñïåêòèâíî èçëîæåíû â çàêëþ÷èòåëüíîé ëåê-
öèè.

Èçëîæåíèå îñíîâàíî ìíîãîëåòíåì îïûòå ðàáîòû â Ìîñêîâñêèõ
ãîðîäñêîì è ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ, êàê â
ñïåöèàëèòåòå, òàê è áàêàëàâðèàòå è ìàãèñòðàòóðå.

Àâòîðû.



×àñòü ïåðâàÿ. Ìîùíîñòè

ìíîæåñòâ
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Ïåðâàÿ ëåêöèÿ

Ñðàâíåíèå ìíîæåñòâ ïî ìîùíîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâ ñêîëü óãîäíî

áîëüøîé ìîùíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
(1) {−1, 14, 17, 37, 1999};
(2) {À,Þ,Û,É,Ú};
(3) òðè ÿáëîêà è äâå ãðóøè;
(4) âîëê è ÷åòâåðî êîçëÿò;
(5) {∀,∃, [, ],♠}.
×òî îáùåãî ìåæäó íèìè? Îòâåò ÿñåí � âñå îíè ñîñòîÿò èç ïÿòè

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîâòîðèì òåïåðü âîïðîñ, íî çàïðåòèì ïðè îò-
âåòå èñïîëüçîâàòü ñëîâî ¾ïÿòü¿. Òàêîå èçìåíåíèå âîïðîñà ïðèâîäèò
ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåíåíèþ îòâåòà � âñå ýòè ìíîæåñòâà ñîñòî-
ÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Îïÿòü ïîâòîðèì ïåðâîíà-
÷àëüíûé âîïðîñ, íî çàïðåòèì òåïåðü èñïîëüçîâàòü è ñëîâî ¾ïÿòü¿
è ñëîâà ¾÷èñëî (êîëè÷åñòâî, ...) ýëåìåíòîâ¿. Ïåðåä ïðåäúÿâëåíèåì
îòâåòà, îáúÿñíèì, çà÷åì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òàêèå îãðàíè÷åíèÿ
ïðè îòâåòå íà ýòîò òðèâèàëüíûé âîïðîñ.

Äåëî â òîì, ÷òî, ïðàêòè÷åñêè âñþäó, â ýòèõ ëåêöèÿõ ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öå-
ëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, àëãåáðàè÷åñêèõ, äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìíîæå-
ñòâà âñåõ èíòåðâàëîâ, âñåõ îòðåçêîâ, âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé íà ïðÿìîé, ìíîæåñòâà êðóãîâ, êâàäðàòîâ íà ïëîñêîñòè è ò.ï.

×òî òàêîå ¾êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ¿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà?
Êàêèõ ÷èñåë áîëüøå: ÷åòíûõ èëè èððàöèîíàëüíûõ? ×åãî íà ïëîñ-
êîñòè áîëüøå: òðåóãîëüíèêîâ èëè ïàðàëåëîãðàììîâ? Ìîæíî ëè âñå
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äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ¾ïåðåñ÷èòàòü¿, ò. å. ðàñïîëîæèòü ïî òàêîìó
æå ïîðÿäêó, ÷òî è íàòóðàëüíûå ÷èñëà? Âîò ïðèìåðû òèïè÷íûõ âî-
ïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñðàâíåíèè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Èäåàëüíîé äëÿ îòâåòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêàÿ ñõåìà. Êàæäîìó ìíî-
æåñòâó ñëåäóåò ïðèïèñàòü ¾íå÷òî¿, íåêîòîðîå êà÷åñòâåííî íîâîå ¾÷èñ-
ëî¿, îòâå÷àþùåå çà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîñëå
ýòîãî íàäî íàó÷èòüñÿ ñðàâíèâàòü (ðàâíî, áîëüøå, ìåíüøå) ýòè ÷èñ-
ëà. Èç èõ ñðàâíåíèÿ è ïîëó÷àòñÿ îòâåòû íà âîïðîñû î ñðàâíåíèè áåñ-
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìû îêàçûâàåòñÿ ñîâñåì íå
ïðîñòîé, îíà ïðèâîäèò ê àðèôìåòèêå òàê íàçûâàåìûõ êàðäèíàëüíûõ
÷èñåë. Òåîðèÿ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë áûëà â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ñîçäàíà
Ãåîðãîì Êàíòîðîì â 1870�80-õ ãîäàõ. Çàêàí÷èâàÿ ââåäåíèå, îòâåòèì
íà ïåðâîíà÷àëüíûé âîïðîñ î ñðàâíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ.

Èòàê, îòâåò. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî óñòà-
íîâèòü âçàèìíî- îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Èëè, íåñêîëüêî äðóãèìè
ñëîâàìè, êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîá-
ðàçèòü íà îäíî è òî æå ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî
{1, 2, 3, 4, 5}. Â ýòîì ñìûñëå âñå ýòè ìíîæåñòâà ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
þòñÿ, íàïðèìåð, îò ìíîæåñòâà ¾âîëê è ñåìåðî êîçëÿò¿: çäåñü óæå
íèêàêîãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ïåðå-
õîäèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó èçëîæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. (a) Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X â ìíîæå-
ñòâî Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (èíúåêöèåé) åñëè îíî ïåðåâîäèò
ðàçëè÷íûå àðãóìåíòû â ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ò.å

∀x1 ∈ X,∀x2 ∈ X (x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)).

(á) Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâàX â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ñþðú-
åêòèâíûì (ñþðúåêöèåé) åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà âñå
ìíîæåñòâî Y , ò. å.

∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y.

(â) Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (áèåêöèåé) åñëè îíî
è èíüåêòèâíî è ñþðüåêòèâíî.

Õîðîøèì óïðàæíåíèåì íà ýòè ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çà-
äà÷à.

Çàäà÷à. Ïóñòü îòîáðàæåíèå h åñòü êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé g è
f , h = f ◦ g Âåðíî ëè, ÷òî:
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(1) åñëè g�èíúåêöèÿ è f �èíúåêöèÿ, òî h�èíúåêöèÿ;
(2) åñëè g�èíúåêöèÿ è f �èíúåêöèÿ, òî h� ñþðúåêöèÿ;
(3) åñëè g�èíúåêöèÿ è f �èíúåêöèÿ, òî h� áèåêöèÿ;
(4) åñëè g�èíúåêöèÿ è f � ñþðúåêöèÿ, òî h�èíúåêöèÿ;
(5) åñëè g�èíúåêöèÿ è f � ñþðúåêöèÿ, òî h� ñþðåêöèÿ;
· · ·
(27) åñëè g� áèåêöèÿ è f � áèåêöèÿ, òî h� áèåêöèÿ?
Êàê ìèíèìóì, õîðîøî äëÿ êîíòðîëÿ ïðîâåðèòü, ÷òî â òàêîé çà-

äà÷å äåéñòâèòåëüíî 27 âîïðîñîâ.
Íà ðóññêèé ÿçûê ñëîâî ¾áèåêöèÿ¿ ïåðåâîäèòñÿ âûðàçèòåëüíûì,

íî íåñêîëüêî äëèííîâàòûì òåðìèíîì ¾âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå¿. Äîñòàòî÷íî ðåäêî, íî âñòðå÷àåòñÿ òàêîé ýêâèâàëåíò òåðìèíà
¾èíúåêöèÿ¿: ¾îäíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå¿. Èíüåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå f : X → Y îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðîå âëîæåíèå ìíîæåñòâà X
â ìíîæåñòâî Y . Åñëè çàáûòü î êîíêðåòíîé ñòðóêòóðå êîíêðåòíûõ
ìíîæåñòâ X è Y è îòîæäåñòâèòü (= ïåðåñòàòü ðàçëè÷àòü) ýëåìåíòû
x ∈ X è f(x) ∈ Y , òî ìíîæåñòâî X ¾ñòàíåò¿ ïðîñòî ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà Y . Ôîðìàëüíî ýòî âûãëÿäèò òàê.

Çàäà÷à. Âñÿêàÿ èíúåêöèÿ f : X → Y ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé f : X →
f(X) íà ñâîé îáðàç f(X) ⊂ Y .

Îïðåäåëåíèå 1.2. (a) Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíî-
ìîùíûìè, åñëè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îä-
íà áèåêöèÿ (ñèíîíèìû: ¾ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ðàâíà ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà Y ¿, |X| = |Y |, ìíîæåñòâà X è Y áèåêòèâíû ìåæäó ñî-
áîé);

(á) ÌíîæåñòâîX íå ìîùíåå ìíîæåñòâà Y , åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû îäíà èíúåêöèÿ èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y (ñèíîíèìû: ¾ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà X íå áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Y ¿, |X| ≤ |Y |);

(â) Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Y , åñ-
ëè âåðíî (á) è íå âåðíî (à), ò. å. õîòÿ áû îäíà èíúåêöèÿ f : X → Y
èìååòñÿ, íî íåò íè îäíîé áèåêöèè èç X íà Y (ñèíîíèì: |X| < |Y |).

Ðàâíîìîùíûå ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâà X è Y ÷àñòî íàçûâàþò
òàêæå ýêâèâàëåíòíûìè, è èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå ¾X ∼ Y ¿, èìåÿ
â âèäó ðåçóëüòàò ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à. Îòíîøåíèå áèåêòèâíîñòè ìåæäó ìíîæåñòâàìè ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò. å. îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è
òðàíçèòèâíî.

¾Ìîùíîñòüþ äàííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ òà îáùàÿ èäåÿ,
êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ó íàñ, êîãäà ìû, ìûñëÿ îá ýòîì ìíîæåñòâå, îòâëå-
êàåìñÿ êàê îò âñåõ ñâîéñòâ åãî ýëåìåíòîâ, òàê è îò èõ ïîðÿäêà¿. Òàê,
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â îðèãèíàëå, îïðåäåëÿë ïîíÿòèå ìîùíîñòè Ãåîðã Êàíòîð â êîíöå äå-
âÿòíàäöàòîãî âåêà.

Âñþäó íèæå ìû íå áóäåì ïðèäàâàòü íèêàêîãî òî÷íîãî ñìûñëà îò-
äåëüíî ñòîÿùåìó òåðìèíó ¾ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X¿. Ñîäåðæàòåëü-
íû áóäóò òîëüêî òåðìèíû èç îïðåäåëåíèÿ 1.2 è èõ âàðèàöèè âèäà
¾ìîùíîñòè ìíîæåñòâ X è Y îäèíàêîâû, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X íå
ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Y ¿, è ò.ï.

Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. |N| = |Z|.
Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü õîòÿ áû îäíó áèåêöèþ f ìåæäó

äàííûìè ìíîæåñòâàìè. Âûïèøåì íà÷àëà ìíîæåñòâà N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë è ìíîæåñòâà Z öåëûõ ÷èñåë.

1 2 3 4 5 6 . . .

. . .− 3 − 2 − 1 0 1 2 3 . . .

Åñòåñòâåííî ÷èñëó 1 ∈ N ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0 ∈ Z.
Ìû òàê è ñäåëàåì: f(1) = 0. ×èñëî 2 ∈ N íàäî ¾îòïðàâèòü¿ âïðàâî
èëè âëåâî îòíîñèòåëüíî 0 ∈ Z. Ñîõðàíèì íàïðàâëåíèå âïðàâî è ïîëî-
æèì f(2) = 1. Ðàíî èëè ïîçäíî ïðèäåòñÿ äâèãàòüñÿ ïî ìíîæåñòâó Z
è âëåâî. Ñäåëàåì ýòî ïðÿìî ñåé÷àñ, ïîëîæèâ f(3) = −1. Äàëüíåéøåå
ïîíÿòíî:

f(4) = 2, f(5) = −2, f(6) = 3, f(7) = −3 . . .

Ïîëåçíî âûïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîñòðîåííîé â ïðèìåðå 1
áèåêöèè f , à ïîñëå ýòîãî ïîñòàðàòüñÿ îòâåòèòü ñåáå íà âîïðîñ: ñòàíî-
âèòñÿ ëè ôàêò íàëè÷èÿ áèåêöèè áîëåå ÿñíûì è ïîíÿòíûì îò çàäàíèÿ
ýòîé áèåêöèè â âèäå ôîðìóëû ?

Ïðèìåð 2. |N| = |N \ {13}|.
Ðåøåíèå. Åñëè f(n) = n ïðè n = 1, 2, 3, . . . , 11, 12 è f(n) = n+ 1

ïðè n ≥ 13, òî f åñòü áèåêöèÿ èç N íà N \ {13}.
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâ-

ëÿþòñÿ èíòåðâàëû íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ýòè
èíòåðâàëû ìåæäó ñîáîé ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M íå áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Q ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë.
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Ðåøåíèå. Â êàæäîì ÷èñëîâîì èíòåðâàëå åñòü õîòÿ áû îäíî ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî: ýòî ñâîéñòâî âñþäó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà Q âî
ìíîæåñòâå R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò m
ìíîæåñòâà M . Ïî óñëîâèþ m åñòü íåêîòîðûé ÷èñëîâîé èíòåðâàë. Â
ýòîì èíòåðâàëåm ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Íàçîâåì ýòî ÷èñëî f(m). Ïîñòóïèâ òàê ñ êàæ-
äûì èíòåðâàëîì m ∈ M , ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå f : M → Q êîòîðîå
èíüåêòèâíî èìåííî ïîòîìó, ÷òî èíòåðâàëû ïî óñëîâèþ ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþòñÿ.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ëþáûõ íåâûðîæäåííûõ îòðåçêà
÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâíîìîùíû ìåæäó ñîáîé.

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü áèåêòèâíîñòü îòðåçêîâ [0, 1] è
[a, b], a < b, à ïîñëå ýòîãî âîñïîëüçîâàòüñÿ òðàíçèòèâíîñòüþ îòíîøå-
íèÿ áèåêòèâíîñòè. Â ïðÿìîóãîëüíèêå [0, 1]× [a, b] íà ÷èñëîâîé ïëîñ-
êîñòè R2 ïðîâåäåì äèàãîíàëü. Ïîëó÷èì ãðàôèê íåêîòîðîé ëèíåéíîé
ôóíêöèè f : [0, 1] → [a, b], êîòîðàÿ è áóäåò èñêîìîé áèåêöèåé. Åñëè
ïðîâåñòè äðóãóþ äèàãîíàëü, òî ïîëó÷èì âòîðóþ ëèíåéíóþ áèåêöèþ:

f1(x) = (b− a)x+ a, f2(x) = (a− b)x+ b

Ëèíåéíîñòü çäåñü åñòåñòâåííà, íî, ôîðìàëüíî, ñîâåðøåííî íå ñóùå-
ñòâåííà. Ìîæíî îïðåäåëèòü f : [0, 1] → [a, b] êàê ïðîèçâîëüíóþ
íåïðåðûâíóþ è ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ñ óñëîâèåì f(0) = a,
f(1) = b. Òîãäà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè f ãàðàíòèðóåò å¸ èíüåêòèâ-
íîñòü, à íåïðåðûâíîñòü � ãàðàíòèðóåò ñþðúåêòèâíîñòü ïî òåîðåìå î
ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë ñòðîãî ìåíüøå ìîùíîñòè îòðåçêà [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî |N| ≤ |[0, 1]|. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê îòðåçêà (áåç ïîâòîðå-
íèé) è îòîáðàçèòü ÷èñëî 1 â ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷èñëî
2 âî âòîðîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è ò.ä. Äëÿ êîíêðåòíîñòè, íà-
ïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü f(n) = 1

n , n ∈ N. Ïîíÿòíî, ÷òî f åñòü
òðåáóåìàÿ èíúåêöèÿ èç N â [0, 1].

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |N| 6= |[0, 1]|. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî
ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé áèåêöèè. Êàê
îáû÷íî, äîêàçàòü, ÷òî ÷åãî-òî íå ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî òðóäíåå,
÷åì äîêàçàòü, ÷òî ÷òî-òî èìååòñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ìû äîêàæåì äàæå
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå
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Íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé ñþðúåêöèè èç ìíîæåñòâà N íà
îòðåçîê [0, 1].

Ïóñòü f : N→ [0, 1]�ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì I0 =
[0, 1] âûáåðåì òàêîé ïîäîòðåçîê I1 ⊂ I0, â êîòîðîì íå ëåæèò ÷èñëî
f(1). Â îòðåçêå I1 âûáåðåì òàêîé ïîäîòðåçîê I2 ⊂ I1, â êîòîðîì íå
ëåæèò ÷èñëî f(2) è ò.ä. Ïðîäîëæèâ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃⊃ In+1 ⊃ . . .

âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ó êîòîðûõ ïî òåîðåìå Êàíòîðà åñòü îáùàÿ òî÷-
êà x. Ïî ïîñòðîåíèþ x ∈ I1 è f(1) 6∈ I1. Çíà÷èò x 6= f(1). Îïÿòü æå
ïî ïîñòðîåíèþ x ∈ I2 è f(2) 6∈ I2. Çíà÷èò x 6= f(2). Ïðîäîëæàÿ
ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N òî÷êà x îòëè÷íà îò òî÷êè f(n). Ñëåäî-
âàòåëüíî òî÷êà x íå ëåæèò â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ f : N → [0, 1], ÷òî
è äîêàçûâàåò íåñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Èòàê, ëþáîå îòîáðàæåíèå f : N→ [0, 1], íå ñþðúåêòèâíî.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèìåðà 5.
Ïðèìåð 5'. Âñå òî÷êè îòðåçêà íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü â âèäå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè.
Èòàê, èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ìû âèäèì, ÷òî áûâàþò áåñêîíå÷-

íûå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íîé ìîùíîñòè. Ìû çàêîí÷èì ëåêöèþ äîêàçà-
òåëüñòâîì òîãî, ÷òî ðàçëè÷íûõ ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî ìíîæå-
ñòâó {1, 2, . . . , n − 1, n}. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷-
íûì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Åñëè ìíîæåñòâî X êîíå÷íî è ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, òî êîëè-
÷åñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, íåòðóäíî
ïîñ÷èòàòü. Îíî ðàâíî 2n. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðÿìî ïî èíäóêöèè,
à ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñóììó âñåõ ÷èñåë â n-é ñòðîêå òðåóãîëüíèêà
Ïàñêàëÿ è âñïîìíèòü î êîìáèíàòîðíîì îïðåäåëåíèè ýòèõ ÷èñåë. Äëÿ
áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñîõðàíèì ïðååìñòâåííîñòü îáîçíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíî-
æåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ 2X è íàçûâàåòñÿ áóëåàíîì ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà 1.5 (Êàíòîðà î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ïîäìíî-
æåñòâ). Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà ìîùíåå
ñàìîãî ìíîæåñòâà, ò.å |X| < |2X |.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ èíúåêöèÿ i : X → 2X ,
êîòîðàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî {x} ìíîæåñòâà X:

i(x) = {x}, x ∈ X, {x} ∈ 2X .

Çíà÷èò |X| ≤ |2X |.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |X| 6= |2X |. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî

ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé áèåêöèè. Êàê è
â ïðèìåðå 5, ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå

Íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé ñþðúåêöèè èç ìíîæåñòâà X íà
ìíîæåñòâî 2X .

Ïóñòü f : X → 2X ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Íà èíòóèòèâíîì,
íàãëÿäíîì óðîâíå ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ ìîäåëü.

Êóðñîð ¾ìûøêè¿ áåãàåò ïî ýêðàíó� ïî ìíîæåñòâó X. Ïðè ùåë÷-
êå ìûøüþ êàêîé-òî ýëåìåíò x èç ìíîæåñòâà X ôèêñèðóåòñÿ è òîãäà
îäíîâðåìåííî ñ ýòèì âûöâå÷èâàåòñÿ êàêàÿ-òî ÷àñòü ýêðàíà � íåêîòî-
ðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X. Åñëè ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ êàæäîé
òî÷êîé ýêðàíà, òî òåì ñàìûì è çàäàíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå èç X
â 2X . Âåðíåìñÿ ê ôîðìàëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ X âîçìîæíû ðîâíî äâå ñèòóàöèè: ëèáî x ∈
f(x), ëèáî x 6∈ f(x). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
îïðåäåëåííîå, ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà X:

A = {x ∈ X|x 6∈ f(x)}.

Äîêàæåì, ÷òî íèêàêîé x ∈ X íå ìîæåò ïðè îòîáðàæåíèè f ïåðåéòè
â ìíîæåñòâî A, ò.å ÷òî ýëåìåíò A èç áóëåàíà 2X ìíîæåñòâà X íå
ëåæèò â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè ýòî áóäåò ñäåëàíî, òî êàê ðàç
è áóäåò äîêàçàíà íåñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî � ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî f(x) =
A äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X. Åñëè x ∈ A, òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà
A ïîëó÷àåì

(x 6∈ f(x) = A) =⇒ (x 6∈ A),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ x ∈ A. Â ñëó÷àå x 6∈ A ïî îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâà A ïîëó÷àåì

(x 6∈ A)⇐⇒ (x ∈ f(x) = A) =⇒ (x ∈ A),

â ïðîòèâîðå÷èè ñ x 6∈ A.
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Ñëåäñòâèå 1.6. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî
Y , áîëüøåé ÷åì ó X ìîùíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü Y = 2X è âîñïîëüçîâàòüñÿ
òåîðåìîé 1.5.

Ñëåäñòâèå 1.7. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìîù-
íîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òî-
ãäà ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿÿ äîêàçàííóþ òåîðåìó 1.5 ê ìíîæåñòâàì
X, 2X , 2(2

X), . . ., ïîëó÷àåì

|X| < |2X | < |2(2
X)| < |2(2

(2X ))| < . . . ..

Äîêàæåì, ÷òî ìîùíîñòè ìíîæåñòâ X è 2(2
X) ðàçëè÷íû. Íà ñàìîì

äåëå, ýòî ñëåäñòâèå òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ¾ìîùíîñòü ñòðîãî
ìåíüøå¿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè, íî àêêóðàòíî äîêàçàòü òàêóþ òðàí-
çèòèâíîñòü â îáùåì âèäå ìû ïîêà íå â ñîñòîÿíèè. Âñå æå â äàí-
íîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæíî âûêðóòèòüñÿ. Ìíîæåñòâî X ìîæíî
èíúåêòèâíî îòîáðàçèòü âî ìíîæåñòâî 2X , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìîæíî èíüåêòèâíî îòîáðàçèòü âî ìíîæåñòâî 2(2

X). Çíà÷èò åñòü è
èíúåêöèÿ èç X â 2(2

X), ò. å. |X| ≤ |2(2X)|. Äîïóñòèì, îò ïðîòèâíîãî,
÷òî |X| = |2(2X)|. Òîãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ áèåêöèÿ g : X → 2(2

X),
àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþùàÿñÿ è ñþðúåêöèåé. Îïðåäåëèì òîãäà ñëåäó-
þùåå îòîáðàæåíèå f : 2X → 2(2

X). Íà îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâàõ
îòîáðàæåíèå f ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì g, à âñå îñòàëüíûå ìíî-
æåñòâà îíî ïåðåâîäèò â êàêîé-íèáóäü îäèí-åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà 2(2

X). Íàïðèìåð, â ïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà îòîáðàæåíèå
f áóäåò ñþðúåêöèåé ìíîæåñòâà 2X íà ìíîæåñòâî 2(2

X), ÷åãî íå ìî-
æåò áûòü ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.5 (íî íå ïî åå ôîðìóëèðîâêå
!). Ñëåäîâàòåëüíî

|X| < |2(2
X)|.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïîñòðîåííîé áåñêîíå÷íîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ âñå ÷ëåíû èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìîù-
íîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ¾èãðîâóþ¿ ïåðåôîðìóëèðîâêó òåîðåìû
1.5 è åå äîêàçàòåëüñòâà. Åå ñîîáùèë àâòîðó À.ß.Êàíåëü.
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Òåîðåìà 1.5'. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå ëþáîå ìíîæåñòâî ïîääà-
íûõ îáðàçóåò òàéíîå îáùåñòâî. Â ýòîì ãîñóäàðñòâå êàæäûé ïîääàí-
íûé äîíîñèò íà îäíî è ðîâíî îäíî òàéíîå îáùåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî
åñòü òàéíîå îáùåñòâî, íà êîòîðîå íèêòî íå äîíîñèò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâåì ïîääàííîãî ïðåäàòåëåì, åñëè îí äîíîñèò
íà òî îáùåñòâî, â êîòîðîì ñàì ñîñòîèò è íàçîâåì åãî ïðèëè÷íûì
÷åëîâåêîì, åñëè îí äîíîñèò íà òî îáùåñòâî, â êîòîðîì ñàì íå ñîñòîèò.
Ðàññìîòðèì òàéíîå îáùåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïðèëè÷íûõ ëþäåé
è òîëüêî èç íèõ. Òîãäà íà ýòî òàéíîå îáùåñòâî íèêòî íå äîíîñèò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x�ïðåäàòåëü, òî îí íå ìîæåò äîíîñèòü íà A,
ò.ê. ñàì â A íå ñîñòîèò. Åñëè æå x�ïðèëè÷íûé ÷åëîâåê, òî îí íå
äîíîñèò íà A èìåííî ïîòîìó, ÷òî îí ñîñòîèò â A.

Ïðèâåäåííàÿ âåðñèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5 ïðîñòî ïîêàçû-
âàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíîìó â ëîãèêå ïà-
ðàäîêñó ëæåöà.
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Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Èíòóèòèâíûé ñìûñë ïîíÿòèÿ ¾ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî¿ ñîñòîèò â íåêî-
òîðîé èãðå ñëîâ: ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, åñëè åãî, ãðóáî ãîâîðÿ, ìîæíî
ïåðåñ÷èòàòü. Ïðè ýòîì íå èìååòñÿ â âèäó íåêîòîðûé îêîí÷àòåëüíûé
ïåðåñ÷åò. Ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü îá óêàçàíèè íåêîòîðîãî ïðàâèëà f
(çàêîíà, ñîîòâåòñòâèÿ), ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàñïîëîæèòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà X ¾îäèí çà äðóãèì¿:

X = {f(1), f(2), f(3), . . . , f(n), . . . } f : N→ X.

Áîëåå òîãî, â áîëüøèíñòâå ñîäåðæàòåëüíûõ ñèòóàöèé òàêîå ïðà-
âèëî (çàêîí, ñîîòâåòñòâèå) è íå óêàçûâàåòñÿ âîâñå, à ëèøü äîêàçû-
âàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïåðåñ÷åòà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì åñëè îíî
ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñ÷åòíûì íàçûâàåòñÿ íåñ÷åòíûì.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ôàêòû î ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ îñíîâàíû íà ñëå-
äóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ïðî ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.2. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 2.3. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå N × N ìíîæåñòâà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Êðîìå òîãî, âî âçàèìîîòíîøåíèÿõ ñ÷åòíûõ è ïðîñòî áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå
ïîäìíîæåñòâî.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè ïîâòîðèì òèïè÷íûé ïðèìåð íåñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà � ýòî îòðåçîê [0, 1], ñì.ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ.
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Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 Ïóñòü f(1)�ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X. Òîãäà ìíîæåñòâî X \{f(1)} íåïóñòî, êàê
ðàçíîñòü áåñêîíå÷íîãî è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå f(2) âûáå-
ðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâàX\{f(1)}. Òîãäà f(2) 6= f(1) è
ìíîæåñòâî X \{f(1), f(2)} îïÿòü æå íåïóñòî, êàê ðàçíîñòü áåñêîíå÷-
íîãî è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå f(3) âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà X \ {f(1), f(2)}. Òîãäà f(3) 6= f(1), f(3) 6= f(2) è
ìíîæåñòâîX\{f(1), f(2), f(3)} íåïóñòî. Ïðîäîëæàÿ, ïîëó÷èì èíúåê-
òèâíîå îòîáðàæåíèå f : N→ X, îáðàç f(N) êîòîðîãî è áóäåò èñêîìûì
ñ÷åòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìó 2.4 âìåñòå ñ åå äîêàçàòåëüñòâîì óäîáíî ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü â ñëåäóþùåì âèäå Ñëåäñòâèå 2.5. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë ìèíèìàëüíà ñðåäè ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ, ò. å. |N| ≤ |X| äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.

Â çíàê òàêîé óíèêàëüíîñòè ìîùíîñòè ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü ôàêò ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ñïåöè-
àëüíîãî çíà÷êà.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Åñëè ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ðàâíà àëåô-íîëü è èñïîëüçóþò îáî-
çíà÷åíèå |X| = ℵ0.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 ñóùåñòâåííî èñïîëüçó-
åò òàê íàçûâàåìóþ àêñèîìó âûáîðà: èç âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà ìîæíî âûáðàòü îäèí ýëåìåíò. Ýòî äàëåêî íå áåçîáèäíîå
óòâåðæäåíèå. Íàïðèìåð, ïîëüñêèå ìàòåìàòèêè Ñ.Áàíàõ è À.Òàðñêèé
ñ èñïîëüçîâàíèåì àêñèîìû âûáîðà äîêàçàëè ñëåäóþùåå ãåîìåòðè÷å-
ñêè íåîáúÿñíèìîå óòâåðæäåíèå. Åäèíè÷íûé øàð â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå ÷åòûðå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùè-
åñÿ ìíîæåñòâà, ÷òî, ïåðåìåùàÿ ýòè ÷àñòè â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ
äâèæåíèé, èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðà åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà ! Àíàëèçó ïîëîæåíèÿ àêñèîìû âûáîðà â îñíîâàíèÿõ
ìàòåìàòèêè ìîæíî ïîñâÿòèòü è îòäåëüíûé êóðñ ëåêöèé. Âïðî÷åì,
ýòî áóäåò óæå, ñêîðåå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà. Â äàëüíåéøåì ìû
ìíîãî ðàç áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìîé âûáîðà, íî óæå áåç âñÿêîãî
åå ñïåöèàëüíîãî îáñóæäåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 2.4, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíî êîíêðåòèêó ìíîæåñòâà
N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
áàçèñíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà N. Âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Íà ñàìîì
äåëå, ýòî ïðîñòî àêñèîìà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Èòàê, ïóñòü X ⊂ N è X áåñêîíå÷íî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
f : N→ X ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

f(1) = min(X);

f(2) = min(X \ {f(1)});
f(3) = min(X \ {f(1), f(2)});

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(n+ 1) = min(X \ {f(1), f(2), . . . , f(n)});
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðîöåññ íèêîãäà íå îáîðâåòñÿ, òàê êàê íà êàæäîì øàãå èç áåñêîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà âû÷èòàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è çíà÷èò âñå âðåìÿ
îñòàåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïî
ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå f ñòðîãî âîçðàñòàåò è ïîýòîìó îíî èíüåê-
òèâíî. Äî êàæäîãî x ∈ X ìû äîáåðåìñÿ, êàê ìàêñèìóì, çà x øàãîâ,
ò. å. îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî. Ïîýòîìó |X| = ℵ0.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
N×N ýòî ïðîñòî âñåâîçìîæíûå ïàðû (n,m) âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ðàñïîëîæèì ýòè ïàðû â âèäå áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) . . .

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) . . .

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) . . .

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Êàê ïåðåñ÷èòàòü âñå ýòè ïàðû ? Íà÷íåì ñ óãëà: f(1) = (1, 1). Çà-
òåì ñäâèíåìñÿ ïî ãîðèçîíòàëè: f(2) = (1, 2). Ðàíî èëè ïîçäíî íàì
ïðèäåòñÿ ó÷èòûâàòü è ïàðû èç âòîðîé ñòðîêè. Ñäåëàåì ýòî ïðÿìî
ñåé÷àñ: f(3) = (2, 1). Çàòåì çàõâàòèì è òðåòüþ ñòðîêó: f(4) = (3, 1).
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Ïîñëå ýòîãî ïðîéäåì ïî äèàãîíàëè, íî óæå â äðóãîì íàïðàâëåíèè:
f(5) = (2, 2), f(6) = (1, 3). Äàëüíåéøåå ÿñíî, íàäî ñäâèãàòüñÿ â î÷å-
ðåäíóþ äèàãîíàëü ýòîé òàáëèöû è ïðîõîäèòü ýòó äèàãîíàëü, ìåíÿÿ
íàïðàâëåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîõoäîì ïî ïðåäûäóùåé äèàãîíàëè:

f(7) = (1, 4), f(8) = (2, 3), f(9) = (3, 2),

f(10) = (4, 1), f(11) = (5, 1), . . .

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî îáëàäàåò ðÿäîì íåñîìíåííûõ äîñòî-
èíñòâ. Îíî êðàñèâî è åñòåñòâåííî îäíîâðåìåííî. Îíî íàãëÿäíî è
¾ýëåìåíòàðíî¿. Åãî àâòîð � Ãåîðã Êàíòîð, � ñ÷èòàë ýòî äîêàçàòåëü-
ñòâî îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîèõ äîñòèæåíèé â ìàòåìàòèêå. Èìåííî
ýòîò ñïîñîá ïåðåñ÷åòà ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà êâàäðàòà ìíîæåñòâà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë âûáèò íà áðîíçîâîì îáåëèñêå áàðåëüåôà Ã.Êàíòîðà
â ã.Íîéøòàòäå, Ãåðìàíèÿ.

Âñå æå ó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà åñòü è (ôîðìàëüíûé) íåäîñòàòîê.
Îòîáðàæåíèå f íèêàê íå çàäàíî â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû. Íàïðèìåð,
÷åìó ðàâíî f(1000), ò. å. êàêàÿ êîíêðåòíî ïàðà áóäåò òûñÿ÷íîé ïðè
òàêîì ïåðåñ÷åòå? Íà ñàìîì äåëå, ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîñòðîåííîé
áèåêöèè f íå òàê óæ è ñëîæíî ïîëó÷èòü, îïèðàÿñü íà õàðàêòåð ðîñòà
÷èñëà ïàð íà äèàãîíàëÿõ ýòîé òàáëèöû.

Çàäà÷à. Íàéòè f(20), f(100) è f(200).
Âïðî÷åì, îò ïðåäúÿâëåíèÿ ôîðìóëû äëÿ f ñàìà áèåêöèÿ f íå

ñòàíåò íè õóæå, íè ëó÷øå. Ìû ïðåäúÿâèì ñåé÷àñ äðóãîå äîêàçà-
òåëüñòâî, â êîòîðîì ôîðìàëüíàÿ ÷àñòü ñîâñåì ïðîñòà, íî êîòîðîå íå
îáëàäàåò íèêàêîé ãåîìåòðè÷åñêîé íàãëÿäíîñòüþ.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäó-
ùåãî äîêàçàòåëüñòâà, áèåêöèþ ïîñòðîèì êàê íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå
g èç N× N â N. Îïðåäåëèì ýòî îòîáðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(n,m) = 2n−1 · (2m− 1); (n,m) ∈ N× N.

Åñëè ó ðàçëè÷íûõ ïàð (n1,m1) è (n2,m2) ðàçëè÷íû ïåðâûå êîîð-
äèíàòû, ò. å. n1 6= n2, òî â ðàçëîæåíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë g(n1,m1)
è g(n2,m2) íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè äâîéêà ñòîèò â ðàçíûõ ñòåïå-
íÿõ. Çíà÷èò g(n1,m1) 6= g(n2,m2). Åñëè æå ó ðàçëè÷íûõ ïàð (n1,m1)
è g(n2,m2) ïåðâûå êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò, ò.å n1 = n2 = n, òî òîãäà
ðàçëè÷íû âòîðûå êîîðäèíàòû, ò. å. m1 6= m2. Çíà÷èò,

(2m1 − 1 6= 2m2 − 1) =⇒
(g(n1,m1) = 2n−1 · (2m1 − 1) 6= 2n−1 · (2m2 − 1) = g(n2,m2)).
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Èòàê, èíüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ g äîêàçàíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
åãî ñþðúåêòèâíîñòè âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî k ∈ N. Îíî (åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì) ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðîé ñòå-
ïåíè äâîéêè è íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà q, ò. å. k = 2p · q. Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ g ïàðà (n,m) = (p+ 1, q+1

2 ) ïåðåõîäèò
èìåííî â ÷èñëî k.

(Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ïàðó (n,m), ïåðåõîäÿùóþ â ÷èñëî
2000. Èìååì, ÷òî 2000 = 16 · 125 = 25−1 · (2 · 63− 1). Çíà÷èò g(5, 63) =
2000.)

Èòàê, îáðàç îòîáðàæåíèÿ g ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì N íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî g äåéñòâèòåëüíî áèåêöèÿ èëè æå
|N× N| = ℵ0.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ

Ïðèìåð 1 (Êðèòåðèé ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ìíîæåñòâî X áûëî ñ÷åòíûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû X áûëî
áåñêîíå÷íûì è ÷òîáû X ìîæíî áûëî áû èíüåêòèâíî îòîáðàçèòü â
íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü òðèâèàëüíà: âñÿêîå ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî X áåñêîíå÷íî è â êà÷åñòâå Y ìîæíî âçÿòü ñàìî ìíîæåñòâî
X. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî, ïóñòü
f : X → Y �íåêîòîðàÿ èíúåêöèÿ â íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Y
è ïóñòü g : Y → N�íåêîòîðàÿ áèåêöèÿ èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Y
íà N. Òîãäà êîìïîçèöèÿ h = g ◦ f : X → g(f(X)) ⊂ N, ðàññìàòðè-
âàåìàÿ êàê îòîáðàæåíèå íà ñâîé îáðàç, èíüåêòèâíà è ñþðüåêòèâíà,
ò. å. ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Çíà÷èò h(X) åñòü áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïî òåîðåìå 2.2 |h(X)| = ℵ0. Òàê êàê
ìíîæåñòâà X è h(X) ðàâíîìîùíû, òî è |X| = ℵ0.

Äîêàçàííûé êðèòåðèé ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ñëåäóþùåé ýê-
âèâàëåíòíîñòè:

(ℵ0 ≤ |X| ≤ ℵ0)⇐⇒ (|X| = ℵ0).

Ïðèìåð 2 (Îáðàç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà). Îáðàç ëþáîãî ñ÷åò-
íîãî ìíîæåñòâà ïðè ëþáîì îòîáðàæåíèè èëè êîíå÷åí èëè ñ÷åòåí (=
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòåí).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g : Y → Z �íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå è ïóñòü
ìíîæåñòâî Y ñ÷åòíî. Åñëè îáðàç X = g(Y ) ⊂ Z êîíå÷åí, òî äîêàçû-
âàòü íå÷åãî. Åñëè æå ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî, òî èñïîëüçóåì àêñè-
îìó âûáîðà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çà-
ôèêñèðóåì îäèí-åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y äëÿ êîòîðîãî g(y) = x.
Îáîçíà÷èì ýòîò âûáðàííûé ýëåìåíò f(x). Òîãäà ïîëó÷èì èíúåêöèþ
f : X → Y èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X â ñ÷åòíîå. Ïî ïðåäûäóùåìó
ïðèìåðó ìíîæåñòâî X = g(Y ) ñ÷åòíî.

Ïðèìåð 3 (Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).
Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî; |Q| = ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî X = Q î÷åâèä-
íî áåñêîíå÷íî. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Y âûáåðåì äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå Z × N. Òàê êàê ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñ÷åòíî (ñì. ïðèìåð 1
èç ëåêöèè 1) è òàê êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíî-
æåñòâ ñ÷åòíî (ñì.çàäà÷ó âûøå), òî ìíîæåñòâî Y ðàâíîìîùíî ìíî-
æåñòâó N × N è çíà÷èò ïî òåîðåìå 2.3 ñàìî ìíîæåñòâî Y ñ÷åòíî.
Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü êàêóþ-íèáóäü èíúåêöèþ f èç X â Y . Äëÿ êàæ-
äîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x ∈ X ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñè-
ðóåì êàêîå-íèáóäü åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äðîáè x = n

m ; n ∈ Z,
m ∈ N. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x ðàâåíñòâîì
f(x) = (n,m) ∈ Y . Äîêàæåì èíüåêòèâíîñòü ïîñòðîåííîãî îòîáðà-
æåíèÿ f : X → Y . Ïóñòü f(x1) = (n1,m1) = (n2,m2) = f(x2). Íî
òîãäà ó äâóõ äðîáåé ñîîòâåòñòâåííî ñîâïàäàþò è ÷èñëèòåëè n1 = n2
è çíàìåíàòåëè m1 = m2. Çíà÷èò ýòè äðîáè çàäàþò îäíî è òî æå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ò.å x1 = x2. Èòàê, èç ðàâåíñòâà äâóõ çíà÷å-
íèé îòîáðàæåíèÿ g ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî g : X → Y �èíúåêöèÿ.

Ïðèìåð 4 (Òåîðåìà î ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ). Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ñ÷åòíûå ìíî-
æåñòâà X1, X2, . . . , Xn, . . . ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Âåðíåìñÿ ê òîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3, â êîòîðîé èçîáðà-
æåíà áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà. Ðàñïîëîæèì âñå ýëåìåí-
òû ïåðâîãî ìíîæåñòâà X1 ïî ïåðâîé ãîðèçîíòàëè, ò.å íà ìåñòàõ (1, 1),
(1, 2), (1, 3), (1, 4), . . . Ðàñïîëîæèì âñå ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà
X2 ïî âòîðîé ãîðèçîíòàëè, ò.å íà ìåñòàõ (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), . . .



20 Âòîðàÿ ëåêöèÿ

Òàê êàê X1 è X2 ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî êàæäûé ýëåìåíò
èç èõ îáúåäèíåíèÿ áóäåò ñòîÿòü ðîâíî íà îäíîì ìåñòå â ïåðâûõ äâóõ
ñòðî÷êàõ è îáå ñòðî÷êè áóäóò öåëèêîì çàïîëíåíû. Ïðîäîëæåíèå ÿñ-
íî: âñå ýëåìåíòû n-ãî ïî ñ÷åòó ìíîæåñòâàXn ðàñïîëîæèì â n-é ãîðè-
çîíòàëüíîé ñòðî÷êå. Ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî îáúåäèíåíèå X =

⋃∞
n=1Xn

âñåõ ìíîæåñòâ Xn ðàâíîìîùíî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ N × N, êî-
òîðîå ïî òåîðåìå 2.3 ñ÷åòíî. Çíà÷èò è X ñ÷åòíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ X1,
X2, . . ., Xn, . . .. Ïóñòü X =

⋃∞
n=1Xn è Y = N × N. Òîãäà X áåñ-

êîíå÷íî, à Y ñ÷åòíî è ïî êðèòåðèþ ñ÷åòíîñòè îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü
èíúåêöèþ èç X â Y . Ïîâòîðèì ñíà÷àëà ïîñòðîåíèå èç ïðåäûäóùåãî
ñëó÷àÿ. Òîãäà âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X áóäóò ðàçìåùåíû â áåñêî-
íå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå, ò. å. âî ìíîæåñòâå Y . Ê ñîæàëåíèþ,
îäèí è òîò æå ýëåìåíò x ∈ X ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòîÿùèì â íåñêîëüêèõ
ñòðî÷êàõ è äàæå â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ãîðèçîíòàëüíûõ ñòðî÷åê. Ìû
îáîéäåì ýòî ïðåïÿòñòâèå ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà: äëÿ êàæäî-
ãî x ∈ X ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è ôèêñèðóåì îäíî-åäèíñòâåííîå èç
òåõ ìåñò â òàáëèöå, íà êîòîðûõ îêàçàëñÿ ýëåìåíò x. Òåì ñàìûì, ìû
èíüåêòèâíî (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñþðúåêòèâíî) îòîáðàçèëè X â Y .
Çíà÷èò ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ôîðìàëüíîé òî÷êå çðåíèÿ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå
äîñòàòî÷íî áûëî áû ðàññìîòðåòü òîëüêî âòîðîé ñëó÷àé.

Ïðèìåð 5 (Òåîðåìà î ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ). Åñëè |X1| ≤ ℵ0, |X2| ≤ ℵ0, . . ., |Xn| ≤ ℵ0,
. . ., òî è |

⋃∞
n=1Xn| ≤ ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà |Xn| ≤ ℵ0 îçíà÷àþò, ÷òî êàæäîå èç
ìíîæåñòâ Xn ìîæíî èíüåêòèâíî îòîáðàçèòü âî ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Â òåðìèíàõ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ìîæíî òîãäà ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðâîå ìíîæåñòâîX1 ðàñïîëîæåíî â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû, âòî-
ðîå ìíîæåñòâî X2 � âî âòîðîé ñòðîêå è ò.ä. Ïðîáëåìà ñ âîçìîæûìè
ïîâòîðåíèÿìè ðàçðåøàåòñÿ â òî÷íîñòè, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
Â èòîãå îáúåäèíåíèå X =

⋃∞
n=1Xn ñ÷åòíîãî ÷èñëà íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-

íûõ ìíîæåñòâ èíüåêòèâíî îòîáðàçèòñÿ â ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî N × N.
Çíà÷èò |X| ≤ ℵ0.

Ïðèìåð 6 (Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë).
Ìíîæåñòâî A âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ÷åòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà � ýòî âñå-
âîçìîæíûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ðàçáåðåìñÿ ñíà÷àëà ñ ñàìèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

1) Ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè� ýòî ïðîñòî ëèíåéíûå ôóíêöèè
y = ax + b ñ öåëûìè a, b è ïðè ýòîì ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì
a. Åñëè òàêîìó ìíîãî÷ëåíó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðó (a, b), òî,
òåì ñàìûì, ïîëó÷èòñÿ áèåêöèÿ èç ìíîæåñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ïåð-
âîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
(Z \ {0})× Z. Ïåðâûé åãî ñîìíîæèòåëü åñòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, êàê
áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Z. Äåêàðòîâî ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíî äåêàðòîâó ïðîèçâåäå-
íèþ N × N ïîýòîìó ñàìî ñ÷åòíî. Â èòîãå � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ÷åòíî.

2) Ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè� ýòî êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè y =
ax2+bx+c ñ öåëûìè a, b, c è ïðè ýòîì ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì a.
Åñëè òàêîìó ìíîãî÷ëåíó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òðîéêó (a, b, c), òî
ïîëó÷èòñÿ áèåêöèÿ èç ìíîæåñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (Z \ {0}) ×
Z×Z. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òðåõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíî
äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ N×N×N ïîòîìó ñàìî ñ÷åòíî: äîñòàòî÷íî
äâàæäû èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 2.3. Â èòîãå � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ÷åòíî.

...
Ïðîäîëæàÿ, ìû ïîëó÷èì íà n-ì øàãå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ n-é ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷åòíî. Îáúåäèíÿÿ
âñå ýòè ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ìîùíîñòè
îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ (ïðèìåð 4), ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî âîîáùå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷åòíî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîðíÿì òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïî îñíîâíîé òåî-
ðåìå àëãåáðû ó êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè èìååòñÿ âñåãî n
êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Çíà÷èò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ó òàêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà íå áîëåå n øòóê. Ýòî õîðîøàÿ îöåíêà, íî íàì ôîðìàëüíî
õâàòèò òîëüêî òîãî, ÷òî ó âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîðíåé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå ìíîæåñòâî A àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë
íóæíî îáúåäèíèòü ìíîæåñòâà êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Çíà÷èò ìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà
(ñêîëüêî ìíîãî÷ëåíîâ) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ (êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ). Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ïîëó÷àåì, ÷òî A íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíî. Òàê êàê A î÷åâèäíî åñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (âñå ðàöèî-



22 Âòîðàÿ ëåêöèÿ

íàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè), òî ïî êðèòåðèþ ñ÷åòíî-
ñòè (ïðèìåð 1) ïîëó÷àåì, ÷òî |A| = ℵ0.

Ïðèìåð 7 (Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà). Ñóùåñòâóþò òðàíñöåí-
äåíòíûå (= íå àëãåáðàè÷åñêèå) äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Áîëåå òîãî,
ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òðàíñöåíäåíòíûõ
÷èñåë íåò âîâñå. Òîãäà âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà � àëãåáðàè÷åñêèå, à
âñå ÷èñëà èç îòðåçêà [0, 1] îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åò-
íîãî (ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå) ìíîæåñòâà A. Íî òîãäà ïî êðèòåðèþ
ñ÷åòíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî |[0, 1]| = ℵ0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåñ÷åòíîñòüþ
îòðåçêà [0, 1]. Çíà÷èò ìíîæåñòâî T = R \ A òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë
íåïóñòî.

Äîïóñòèì, ÷òî |T| ≤ ℵ0. Ïîëîæèì X1 = T, X2 = A, X3 = X4 =
. . . = ∅ è èñïîëüçóåì òåîðåìó î ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ (ïðèìåð 5). Òîãäà |R| = |

⋃∞
n=1Xn| ≤ ℵ0, ÷òî îïÿòü

æå ïðîòèâîðå÷èò íåñ÷åòíîñòè îòðåçêà [0, 1].

Ïîñëåäíèé ôàêò âåñüìà óäèâèòåëåí. Ìàëî òîãî, ÷òî ìû äîêàçà-
ëè, ÷òî ¾ïëîõèõ¿ (= òðàíñöåíäåíòíûõ) ÷èñåë íà ïîðÿäîê áîëüøå
÷åì ¾õîðîøèõ¿ (= àëãåáðàè÷åñêèõ) ÷èñåë. Òàê ìû ýòî, ê òîìó æå,
äîêàçàëè, òàê è íå ïðåäüÿâèâ íèêàêîãî êîíêðåòíîãî òðàíñöåí-
äåíòíîãî ÷èñëà !

Ïðèìåð 8 (Òåîðåìà îá óäàëåíèè êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ).
Ìîùíîñòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè èç íåãî
êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé îäíîòî÷å÷íîãî óäà-
ëÿåìîãî ïîäìíîæåñòâà, à ïîòîì äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè. Èòàê, ïóñòü
ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî, à x0 �êàêîé-òî åãî ýëåìåíò. Ìíîæåñòâî
Y = X\{x0} áåñêîíå÷íî è ïî òåîðåìå 2.4 ñîäåðæèò íåêîòîðîå ñ÷åòíîå
ïîäìíîæåñòâî C = {x1, x2, x3, . . .} ⊂ Y . Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæå-
íèå f : Y → X ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êó x1 ïåðåâåäåì â x0, òî÷êó
x2 ïåðåâåäåì â x1, x3 â x2 è, âîîáùå, ïîëîæèì f(xn) = xn−1, n ∈ N.
Äëÿ òî÷åê x, íå ïîïàâøèõ â ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî C ïîñòóïèì ñà-
ìûì ïðîñòûì îáðàçîì, ïîëîæèâ f(x) = x. Òîãäà f �èñêîìàÿ áèåê-
öèÿ Y íà X.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê íåìó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
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Ïðèìåð 9 (Òåîðåìà îá óäàëåíèè ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ).
Ìîùíîñòü íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè èç íåãî
ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâîX íåñ÷åòíî, à A ⊂ X åãî ñ÷åòíîå
ïîäìíîæåñòâî ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ïåðåñ÷åòîì ýëåìåíòîâ
A = {x1, x2, x3, . . .}. Îò ïðîòèâíîãî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà ðàç-
íîñòü Y = X \A åñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïî òåîðåìå 2.4 ýòà ðàç-
íîñòü ñîäåðæèò íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî C = {y1, y2, y3, . . .} ⊂
Y . Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå f : Y → X ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Òî÷êàìè èç C ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ¾çàéìåì¿ âñå ìíîæåñòâî
A ⊂ X, à òî÷êàìè èç C ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ¾çàéìåì¿ âñå ìíîæåñòâî
C ⊂ X. Áîëåå ÿâíî, ïîëîæèì

f(y2n−1) = xn, f(y2n) = yn; n ∈ N.

Äëÿ òî÷åê x, íå ïîïàâøèõ â ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî C ïîñòóïèì êàê
âûøå: f(x) = x. Òîãäà f �èñêîìàÿ áèåêöèÿ Y íà X.
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Ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì. Ñâÿçü ñî

ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè

Ìû çíàåì, ÷òî áûâàþò íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà: îòðåçêè, ÷èñëîâàÿ
ïðÿìàÿ, ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, áóëåàí ëþáîãî ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà, ... Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ìíîæåñòâà, âñòðå÷àâøèåñÿ
íàì ðàíåå, ðàâíîìîùíû ìåæäó, ò. å.èõ ìîùíîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìîùíîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíûé
òåðìèí, ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñêðèïöèåé ëàòèíñêîãî ñëîâà ¾continuum¿,
êîòîðîå ïåðåâîäèòñÿ êàê ¾ïðîòÿæåííîñòü¿, ¾íåðàçðûâíîñòü¿, è ò.ï.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî X èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì
(= ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì), åñëè îíî ðàâíîìîùíî
îòðåçêó [0, 1]. Îáîçíà÷åíèå: |X| = c.

Ïðèìåðàìè êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óïîòðå-
áèòåëüíûå â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ìíîæåñòâà � ïðîìåæóòêè ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 3.2. Ëþáîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê êîí-
òèíóàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ ¾∼¿ ÿâÿëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì.ïåðâàÿ ëåêöèÿ). Ïîýòîìó òåî-
ðåìà ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé (âñþäó íèæå, a < b�ëþ-
áûå ÷èñëà):

à) [0, 1] ∼ [0, 1), [0, 1] ∼ (0, 1];
á) [0, 1) ∼ (0, 1);
â) [a, b] ∼ [0, 1], [a, b) ∼ [0, 1), (a, b] ∼ (0, 1], (a, b) ∼ (0, 1);
ã) [a,+∞) ∼ [0, 1), (a,+∞) ∼ [a,+∞);
ä) (−∞, b] ∼ (0, 1], (−∞, b) ∼ (−∞, b];

24
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å) R ∼ (0, 1).
Âñÿêèé ïîëóèíòåðâàë ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà

óäàëåíèåì îäíîé òî÷êè. Çíà÷èò (à) âåðíî ïî òåîðåìå îá óäàëåíèè
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (ëåêöèÿ 2, ïðèìåð 7). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
(á). Óòâåðæäåíèå (â) äëÿ îòðåçêîâ óæå äîêàçàíî (ëåêöèÿ 1, ïðèìåð
4), à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òó æå (ëèíåéíóþ)
áèåêöèþ, ÷òî è äëÿ îòðåçêîâ. Â (ã) è (ä) ýêâèâàëåíòíîñòè (a,+∞) ∼
[a,+∞); è (−∞, b) ∼ (−∞, b] äîêàçûâàþòñÿ, êàê â (à).

Äîêàæåì ðàâíîìîùíîñòü [a,+∞) ∼ [0, 1). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ëþáóþ íåïðåðûâíóþ, ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ f : [0, 1) →
[a,+∞) òàêóþ, ÷òî f(0) = a è limx→1−0 f(x) = +∞. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî âçÿòü ÷àñòü ãèïåðáîëû

f(x) =
x

1− x
+ a; x ∈ [0, 1).

Èíüåêòèâíîñòü f ñëåäóåò èç åå ìîíîòîííîñòè. Äîêàæåì ñþðúåêòèâ-
íîñòü f . Ôèêñèðóåì ÷èñëî c ∈ [a,+∞) è âûáåðåì d ∈ [0, 1) òàê, ÷òî-
áû f(d) > c, ÷òî âîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ limx→1−0 f(x) = +∞. Ê
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [0, d] ïðèìåíèì òåîðåìó î ïðîìå-
æóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ. Ïîëó÷èì òî÷êó x ∈ [0, d] òàêóþ, ÷òî f(x) = c.
Çíà÷èò f � áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìîùíîñòè (−∞, b] ∼ (0, 1] àíàëîãè÷íî, à
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (e) ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ëþáóþ íåïðåðûâíóþ
ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ f : (0, 1)→ R òàêóþ, ÷òî è limx→0+0 f(x) =
−∞ è è limx→1−0 f(x) = +∞. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå òàíãåíñà

f(x) = tg(π(x− 1

2
)); x ∈ (0, 1).

Ñëåäñòâèå 3.2.Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïîðÿäî÷èì èìåþùååñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îãðàíè-
÷åííûõ ïðîìåæóòêîâ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå íà ïðÿìîé. Çàìåíèì
êàæäûé èç ïðîìåæóòêîâ íà ïîëóèíòåðâàë ñ òåìè æå êîíöàìè, ñìîò-
ðÿùèé âïðàâî: îò òàêîé çàìåíû ìîùíîñòü íå èçìåíèòñÿ. Òåïåðü ¾ñäâè-
íåì¿ âñå ïðîìåæóòêè òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå êîíöû ñîñåäíèõ ïîëó-
èíòåðâàëîâ ñîâïàëè. Ïîëó÷èì îäèí ïîëóèíòåðâàë� êîíòèíóàëüíîå
ìíîæåñòâî.
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Åñëè æå ïåðâîíà÷àëüíî èìåëñÿ îäèí (èëè äâà) íåîãðàíè÷åííûõ
ïðîìåæóòêà, òî àíàëîãè÷íûì ïðèåìîì ìîæíî ïîëó÷èòü ëó÷ (èëè
ïðÿìóþ ), ò.å îïÿòü æå êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî.

Åñëè â òåîðåìå 3.1 êîíòèíóàëüíîñòü ìîæíî äîêàçàòü, ïðåäúÿâèâ
ÿâíî èñêîìóþ áèåêöèþ èëè êîìïîçèöèþ áèåêöèé, òî â ñëåäóþùåé
òåîðåìå êîíòèíóàëüíîñòü äîêàçûâàåòñÿ óæå íå êîíñòðóêòèâíûì îá-
ðàçîì.

Òåîðåìà 3.3. Ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà êîíòèíóàëüíû:
ìíîæåñòâî I èðððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî T òðàíñöåíäåòíûõ
÷èñåë, ìíîæåñòâî íåöåëûõ ÷èñåë. Êîíòèíóàëüíû è ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ìíîæåñòâ ñ ëþáûì íåâûðîæäåííûì ïðîìåæóòêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.1 ìíîæåñòâî R, êàê è âñÿêèé íåâû-
ðîæäåííûé ïðîìåæóòîê, êîíòèíóàëüíî. Òàê êàê ìíîæåñòâà ðàöèî-
íàëüíûõ (Q), àëãåáðàè÷åñêèõ A, öåëûõ Z ÷èñåë ñ÷åòíû (ñì.ëåêöèþ
2), òî êàæäîå èç ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè òåîðåìû ìíîæåñòâ ïîëó-
÷àåòñÿ óäàëåíèåì èç êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà íåêîòîðîãî ñ÷åòíî-
ãî (èëè êîíå÷íîãî) ïîäìíîæåñòâà. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû îá óäàëåíèè
ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ (ëåêöèÿ 2, ïðèìåð 9) çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Ïîäâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûé èòîã. Áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ¾íà÷è-
íàþòñÿ¿ ñî ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, à êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà ¾ñëåäó-
þò¿ çà ñ÷åòíûìè:

ℵ0 < c.
Êðîìå òîãî, íàì èçâåñòíî åùå îäíî íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ýòî

áóëåàí íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

|N| = ℵ0 < 2ℵ0 = |2N|.

Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, êàêàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò ìåæäó ìîùíîñòÿìè
2ℵ0 è c ? Îòâåò îáåñêóðàæèâàþùå ïðîñò: ýòè ìîùíîñòè ðàâíû
ìåæäó ñîáîé:

c = 2ℵ0 !!!

Ýòîò ôàêò òàêæå îòêðûë è äîêàçàë Ãåîðã Êàíòîð è íàïèñàííîå
òîëüêî ÷òî ðàâåíñòâî åñòü âòîðîé ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò, âûáèòûé íà
áàðåëüåôå åãî îáåëèñêà. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû òàêîâà.

Òåîðåìà 3.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
êîíòèíóàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìîùíîñòü îòðåçêà [0, 1]
è áóëåàíà 2N. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî
D, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå áåñêîíå÷íûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èç äâóõ ñèìâîëîâ 0 è 1.

D = {a = (a1, a2, a3, . . .)| ∀n ∈ Nan ∈ {0, 1}}.

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàäè÷åñêèìè (= äâî-
è÷íûìè). Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè óäàñòñÿ äîêàçàòü äâå ýêâè-
âàëåíòíîñòè: 2N ∼ D è D ∼ [0, 1]. Ïåðâàÿ èç íèõ äîñòàòî÷íî ïðîñòà è
èñïîëüçóåò íåêîòîðîå åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå k : 2N → D, êîòîðîå
ìû íàçîâåì äâîè÷íîé êîäèðîâêîé ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Ëåììà 1. 2N ∼ D
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïóñòü X ∈ 2N, ò. å. X ⊂ N. Îïðåäå-

ëèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k(X) = {k1, k2, k3, . . .} ∈ D ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: åñëè íîìåð n ∈ N ïðèíàäëåæèò äàííîìó ìíîæåñòâó
X, òî kn = 1, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � kn = 0. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî
íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå � äâîè÷íàÿ êîäèðîâêà ýëåìåíòîâ áóëåàíà 2N:

k : 2N → D.

Äîêàæåì, ÷òî k åñòü áèåêöèÿ. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà X ⊂ N è Y ⊂ N
ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé. Ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ õîòÿ
áû îäèí íîìåð n ∈ N, êîòîðûé ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ X è Y è
íå ëåæèò â äðóãîì èç íèõ. Íî òîãäà êîäû k(X) è k(Y ) ýòèõ ìíîæåñòâ
áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ èìåííî íà ìåñòå ñ íîìåðîì n: â îäíîì êîäå íà n-
ì ìåñòå áóäåò ñòîÿòü åäèíèöà, â òî âðåìÿ êàê â äðóãîì êîäå íà n-ì
ìåñòå áóäåò ñòîÿòü íóëü. Çíà÷èò k(X) 6= k(Y ), ò. å. îòîáðàæåíèå k
åñòü èíúåêöèÿ.

Ïóñòü òåïåðü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a = (a1, a2, . . .) ∈ D. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî X ⊂ N ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(n ∈ X)⇐⇒ (an = 1).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êîäèðîâêè k : 2N → D ïîëó÷àåì, ÷òî k(X) = a.
Çíà÷èò k� ñþðúåêöèÿ. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Çàäà÷à. Âûïèøèòå äî äâàäöàòîãî ìåñòà äâîè÷íûå êîäû ñëåäóþ-
ùèõ ìíîæåñòâ: ÷åòíûå ÷èñëà; öèôðû; ïîëíûå êâàäðàòû; ñîñòàâíûå
÷èñëà; ÷èñëà äàþùèå òðè â îñòàòêå ïðè äåëåíèè íà ïÿòü.

Äâîè÷íî êîäèðîâàòü ìîæíî íå òîëüêî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
N, íî è ÷èñëà íà îòðåçêå [0, 1]: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
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ïðåäñòàâëåíèÿ (ðàçëîæåíèÿ) ÷èñåë â âèäå áåñêîíå÷íûõ äðîáåé â äâî-
è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Îäíàêî òàêàÿ êîäèðîâêà íåîäíîçíà÷íà.
Íàïðèìåð,

0,011111 . . . =
1

2
= 0,100000 . . .

Âî èçáåæàíèå òàêîé íåîäíîçíà÷íîñòè, èñïîëüçóåì îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå d : D→ [0, 1], êîòîðîå íàçîâåì äâîè÷íîé äåêîäèðîâêîé:

(a = (a1, a2, a3, . . .) ∈ D) =⇒ ( d(a) =

∞∑
n=1

an
2n

).

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ÷èñëîâîãî ðÿäà îáåñïå÷èâàåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîñòüþ åãî ÷ëåíîâ è îãðàíè÷åííîñòüþ ñâåðõó ìíîæåñòâà åãî
÷àñòè÷íûõ ñóìì ÷èñëîì 1:

∞∑
n=1

an
2n
≤

∞∑
n=1

1

2n
= 1.

Çàäà÷à. Óêàçàòü ïåðâûå äåñÿòü ÷ëåíîâ äâîè÷íîé äåêîäèðîâêè
ñëåäóþùèõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: 1

4 ,
7
16 ,

1
3 ,
√
2
2 .

Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì òðè ëåììû îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ äâî-
è÷íîé äåêîäèðîâêè, èç êîòîðûõ âûâåäåì ýêâèâàëåíòíîñòü D ∼ [0, 1],
ò. å. äîêàæåì òåîðåìó, à ñàìè ëåììû äîêàæåì ïîñëå ýòîãî, â êîíöå.

Ëåììà 2. Äâîè÷íàÿ äåêîäèðîâêà d : D→ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ñþðúåê-
öèåé.

Äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = {an} ∈ D è b = {bn} ∈ D
íàçîâåì äëÿ êðàòêîñòè ¾äóáëÿìè¿, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N:

a1 = b1,

a2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak = bk,

ak+1 = 0, bk+1 = 1,

ak+2 = ak+3 = . . . = 1, bk+2 = bk+3 = . . . = 0.

Ëåììà 3. Äâîè÷íàÿ äåêîäèðîâêà d : D → [0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ èíú-
åêöèåé. Áîëåå òî÷íî, d(a) = d(b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b
ÿâëÿþòñÿ ¾äóáëÿìè¿.
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Êà÷åñòâåííî, ëåììà 3 óòâåðæäàåò, ÷òî äâîè÷íàÿ äåêîäèðîâêà d
íå ñëèøêîì ñèëüíî ÿâëÿåòñÿ íå èíúåêòèâíîé: ïðîîáðàç d−1(x) ëþ-
áîãî ÷èñëà x ∈ [0, 1] ñîñòîèò èëè èç îäíîé èëè èç äâóõ äâîè÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îöåíèâàåò êîëè÷åñòâî òåõ
òî÷åê, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ èíüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ d.

Ëåììà 4. Ìíîæåñòâî D0 âñåõ ¾äóáëåé¿ ñ÷åòíî.
Äîêàæåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü D ∼ [0, 1]. Äëÿ ýòîãî óäàëèì èç

ìíîæåñòâà D âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîäìíîæåñòâî D0
âñåõ ¾äóáëåé¿, à èç îòðåçêà [0, 1] óäàëèì ïîäìíîæåñòâî d(D0) âñåõ
äâîè÷íûõ äåêîäèðîâîê âñåõ ¾äóáëåé¿. Íà ñàìîì äåëå, d(D0)� ýòî
ïðîñòî âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå îáûêíîâåííûõ
äðîáåé ñî ñòåïåíüþ äâîéêè â êà÷åñòâå çíàìåíàòåëÿ, ò. å. äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

È ïðè îäíîì è ïðè äðóãîì óäàëåíèè èç íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
óäàëÿåòñÿ ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî (èñïîëüçîâàíà ëåììà 4 è ïðèìåð 2
èç ëåêöèè 2) è çíà÷èò

D \ D0 ∼ D, [0, 1] \ d(D0) ∼ [0, 1].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììàì 2 è 3 îãðàíè÷åíèå äâîè÷íîé äåêî-
äèðîâêè d íà ìíîæåñòâî D \ D0 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà ñâîé îáðàç,
ò. å.

D \ D0 ∼ d(D \ D0) = [0, 1] \ d(D0).

Â èòîãå,
D ∼ D \ D0 ∼ [0, 1] \ d(D0) ∼ [0, 1].

Òåîðåìà 3.4. äîêàçàíà.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü êîíòèíóàëüíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â êîíñòðóê-
öèè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà â äâîè÷íóþ äðîáü. Çàôèêñèðóåì x ∈ [0, 1] è
ïîñòðîèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = {an} ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó.

Ðàçäåëèì îòðåçîê I0 = [0, 1] ïîïîëàì. Åñëè x ∈ [0, 1/2], òî îáîçíà-
÷èì I1 = [0, 1/2] è ïîëîæèì a1 = 0. Åñëè æå x ∈ (1/2, 1], òî îáîçíà÷èì
I1 = [1/2, 1] è ïîëîæèì a1 = 1.

Ðàçäåëèì îòðåçîê I1 ïîïîëàì. Åñëè x ëåæèò â ëåâîì îòðåçêå äå-
ëåíèÿ, òî îáîçíà÷èì I2 èìåííî ýòîò ïîäîòðåçîê è ïîëîæèì a2 = 0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì I2 ïðàâûé ïîäîòðåçîê äåëåíèÿ è ïî-
ëîæèì a2 = 1 . . .
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Ïðîäîëæèâ ïîñòðîåíèÿ, ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{In} âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ñòÿãèâàþùèõñÿ ê òî÷êå x, è ïîëó÷èì íåêî-
òîðóþ äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a = (a1, a2, a3, . . .) ∈ D.

Åå äâîè÷íàÿ äåêîäèðîâêà d(a) ðàâíà ñóììå ÷èñëîâîãî ðÿäà
∑∞
n=1

an
2n ,

ò. å. ðàâíà ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà.
Íî n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ýòîãî ðÿäà â òî÷íîñòè ðàâíÿåòñÿ ëåâîìó êîíöó
n-ãî îòðåçêà In èç ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ
îòðåçêîâ. Ýòî ðàâåíñòâî íåòðóäíî ïðîâåðèòü øàã çà øàãîì îïèñàííî-
ãî âûøå ïîñòðîåíèÿ. Òàê êàê ëåâûå êîíöû îòðåçêîâ ¾ñòÿãèâàþòñÿ¿,
êàê è âñå îòðåçêè, ê òî÷êå x, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ðàâíÿåòñÿ èìåííî x. Çíà÷èò
d(a) = x è, òåì ñàìûì, äîêàçàíà ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ d.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Äëÿ ¾äóáëåé¿ a = {an} è b = {bn}
ñîâïàäåíèå ÷èñåë d(a) è d(b) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñóììè-
ðîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 1/2:

d(b)− d(a) =

k∑
n=1

bn − an
2n

+
bk+1 − ak+1

2k+1
+

+

∞∑
n=k+2

bn − an
2n

= 0 +
1

2k+1
−

∞∑
n=k+2

1

2n
= 0.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî d(a) = d(b)
äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ a è b. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî a è b�
¾äóáëè¿. Äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = {an} è b = {bn} ìîãóò
ñîâïàäàòü íà íåêîòîðûõ ïåðâûõ ìåñòàõ, íî, ðàíî èëè ïîçäíî, ýòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷íóò ðàçëè÷àòüñÿ. Ïóñòü k+1 åñòü ìèíèìàëüíûé
ñðåäè âñåõ òåõ íîìåðîâ m ∈ N, äëÿ êîòîðûõ am 6= bm. Òîãäà â îäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà (k+ 1)-ì ìåñòå ñòîèò íîëü, à â äðóãîé � åäè-
íèöà. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ak+1 = 0 è bk+1 = 1.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äàëåå (çà (k+ 1)-ì ìåñòîì) ó a ñòîèò õâîñò
èç åäèíèö, à ó b ñòîèò õâîñò èç íóëåé. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

0 = d(b)− d(a) =

k∑
n=1

bn − an
2n

+
bk+1 − ak+1

2k+1
+

∞∑
n=k+2

bn − an
2n

.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî íóëþ, òàê êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñîâïàëè íà ïåðâûõ k ìåñòàõ. ×èñëèòåëü
âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàâåí 1. Ïåðåíîñÿ òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà è óìíîæàÿ íà çíàìåíàòåëü 2k+1, ïîëó÷àåì

∞∑
n=k+2

an − bn
2n−(k+1)

=
ak+2 − bk+2

2
+
ak+3 − bk+3

4
+ . . . = 1

èëè

ak+2 − bk+2

2
+
ak+3 − bk+3

4
+
ak+4 − bk+4

8
+ . . . =

1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .

×èñëèòåëè âñåõ ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, −1 èëè 1 è ïîýòîìó ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî
òîëüêî åñëè

ak+2 − bk+2 = ak+3 − bk+3 = ak+4 − bk+4 = . . . = 1

èëè

bk+2 = bk+3 = bk+4 = . . . = 0; ak+2 = ak+3 = ak+4 = . . . = 1.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Çàôèêñèðóåì k ∈ N è ïîñ÷èòàåì

êîëè÷åñòâî ¾äóáëåé¿ ïîðÿäêà k, ò. å. êîëè÷åñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} è {bn} òàêèõ, ÷òî

a1 = b1,

a2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak = bk,

ak+1 = 0, bk+1 = 1,

ak+2 = ak+3 = . . . = 1, bk+2 = bk+3 = . . . = 0.

Êàæäûé òàêîé ¾äóáëü¿ îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
íà ïåðâûõ k ìåñòàõ: âåäü äàëåå âñå óæå ñîâåðøåííî îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíî. Íà êàæäîì èç ìåñò ñ íîìåðîì îò 1 äî k ìîæåò ñòîÿòü 0 èëè
1. Çíà÷èò âñåãî êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàâíî 2k, à äâîè÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé, ïîïàäàþùèõ â ¾äóáëè¿ k-ãî ïîðÿäêà âñåãî èìååòñÿ
2k+1 øòóê, ò. å. ìíîæåñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíå÷íî.
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Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíî (ïðèìåð 5, ëåêöèÿ 2), à åñëè ýòè ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, òî òàêîå îáúåäèíåíèå, î÷åâèäíî, áåñêîíå÷íî è ïîýòîìó
ñ÷åòíî. Ëåììà 4 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà � îñíîâíàÿ

òåîðåìà òåîðèè ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ

Ðå÷ü ïîéäåò î ñëåäóþùåì ôàêòå.

(|X| ≤ |Y |) & ( |Y | ≤ |X| ) =⇒ (|X| = |Y |).

Íà ëèíãâèñòè÷åñêîì óðîâíå òàêîå óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò òàâòî-
ëîãèåé. Íàïîìíèì îäíàêî, ÷òî ïîñûëêà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò
â íàëè÷èè äâóõ èíúåêöèé f : X → Y è g : Y → X, à â òðåáóåòñÿ
íàéòè áèåêöèþ h ìåæäó X è Y . Ãðóáî ãîâîðÿ, èç äâóõ íå î÷åíü õî-
ðîøèõ îòîáðàæåíèé f è g ñëåäóåò ñêîíñòðóèðîâàòü ñîâñåì õîðîøåå
îòîáðàæåíèå h� âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïðè ýòîì íèêà-
êîé êîíêðåòíîé èíôîðìàöèè íè î ìíîæåñòâàõ, íè îá èíúåêöèÿõ è íå
èìååòñÿ, ò. å. ïåðâîíà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è êðàéíå îãðàíè÷åíû.

Òàê êàê âñÿêàÿ èíúåêöèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ñâîåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòüþ çíà÷åíèé,
òî ñëîâåñíàÿ ôîðìóëèðîâêà âûøåïðèâåäåííîãî ôàêòà âûãëÿäèò òàê.

Òåîðåìà 4.1 (Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà). Åñëè äâà ìíîæåñòâà
ðàâíîìîùíû ïîäìíîæåñòâàì äðóã äðóãà, òî ýòè ìíîæåñòâà ðàâíî-
ìîùíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà äàííûå ìíî-
æåñòâà X è Y íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå èíúåêöèè
f : X → Y è g : Y → X. Åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ, åñòåñòâåííî âîç-
íèêàþùàÿ ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè
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êîìïîçèöèè ÷åðåäóþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îòîáðàæåíèé f è g:

f ◦ g : Y → Y, g ◦ f : X → X,

g ◦ f ◦ g : Y → X, f ◦ g ◦ f : X → Y,

f ◦ g ◦ f ◦ g : Y → Y, g ◦ f ◦ g ◦ f : X → X . . .

Ïóñòü a è b äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà èç îáúåäèíåíèÿ Z =
X ∪ Y . Íàçîâåì b ¾ó÷åíèêîì¿ a, åñëè ýëåìåíò b ïîëó÷àåòñÿ èç ýëå-
ìåíòà a ïðèìåíåíèåì êîìïîçèöèè íåêîòîðîãî ÷èñëà èíúåêöèé f è g.
Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì, íàçîâåì â ýòîé ñèòóàöèè a ¾ó÷èòåëåì¿ b.

Îïðåäåëèì Xk (ñîîòâåòñòâåííî Yk) êàê ïîäìíîæåñòâî âñåõ òåõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X (ìíîæåñòâà Y ), êîòîðûå èìåþò ðîâíî k
¾ó÷èòåëåé¿; k = 0, 1, 2, 3, . . . ,∞. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âîçìîæíû ñèòóà-
öèè, êîãäà êàêîé-òî ýëåìåíò âîîáùå íå èìååò ¾ó÷èòåëåé¿ (ò. å. k = 0)
èëè æå êîãäà ó íåãî èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ¾ó÷èòåëåé¿ (ò. å.
k =∞) Îáîçíà÷èì òàêæå X+ è X− (ñîîòâåòñòâåííî Y + è Y −) îáú-
åäèíåíèå X0 ∪ X2 ∪ X4 ∪ . . . è X1 ∪ X3 ∪ X5 ∪ . . . (ñîîòâåòñòâåííî
îáúåäèíåíèå Y0 ∪ Y2 ∪ Y4 ∪ . . . è Y1 ∪ Y3 ∪ Y5 ∪ . . .). Òîãäà íåòðóäíî
ïðîâåðèòü (ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!), ÷òî:

1) èíúåêöèÿ f ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî X+ íà ìíîæåñòâî Y − (áîëåå
êîíêðåòíî, f(X0) =

= Y1, f(X2) = Y3, . . .));
2) èíúåêöèÿ f ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî X∞ íà ìíîæåñòâî Y∞;
3) èíúåêöèÿ g ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî Y + íà ìíîæåñòâî X−.
Òàê êàê âñå ìíîæåñòâî X (ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî Y ) åñòü

îáúåäèíåíèå X = X+ ∪ X− ∪ X∞ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ X+, X−, X∞ (ñîîòâåòñòâåííî Y +, Y −, Y∞), òî èñêîìóþ áèåê-
öèþ h : X → Y ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(x) = f(x), x ∈ X+ ∪X∞;

h(x) = g−1(x),x ∈ X−.

Ñëó÷àé ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ X è Y ñâîäèòñÿ ê ðàçîáðàí-
íîìó ñëó÷àþ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ôîðìàëüíîãî ïðèåìà. Ïóñòü:

X ′ = X × {7} = {(x, 7)|x ∈ X}, Y ′ = Y × {9} = {(y, 9)|y ∈ Y }.

Òîãäà ìíîæåñòâà X ′ è Y ′ íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê ðàçëè÷íû âòî-
ðûå êîîðäèíàòû è X ′ ∼ X, Y ′ ∼ Y . Òîãäà ïî ðàçîáðàííîìó âûøå
ñëó÷àþ X ′ ∼ Y ′ è ïîýòîìó X ∼ Y .
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Çàäà÷à. Äîêàçàòü ïóíêòû 1), 2), 3) èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 4.1.

Òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà (èíîãäà, â òîé èëè èíîé êîìáèíà-
öèè, äîáàâëÿþò åùå Øðåäåðà) èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ
è â ñîâåðøåííî êîíêðåòíûõ è â àáñòðàêòíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïðàêòè÷å-
ñêè âñå îñòàâøèåñÿ ðåçóëüòàòû ýòîé ëåêöèè è ðåçóëüòàòû ñëåäóþùåé
ëåêöèè îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ýòîé òåîðåìû. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî
áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íå ñàìîé òåîðåìîé 4.1, à ñëåäóþùèìè,
ýêâèâàëåíòíûìè åé, óòâåðæäåíèÿìè.

Òåîðåìà 4.2 (Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ ìîùíîñòÿõ) .

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé è ýêâè-
âàëåíòíû òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà.

(à) Åñëè |A| ≤ |X| ≤ |B| è A ∼ B, òî X ∼ A ∼ B.
(á) Åñëè A ⊂ X ⊂ B è A ∼ B, òî X ∼ A ∼ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ (a) =⇒ (á). Â óñëî-
âèÿõ (á) â êà÷åñòâå èíúåêöèè f : X → B ñëåäóåò ðàññìîòðåòü òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå f(x) = x. Òîãäà |X| ≤ |B|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìîæíî ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå äðóãîé èíúåêöèè g : A→ X îïÿòü æå
ñëåäóåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå g(a) = a; a ∈ A. Òîãäà |A| ≤ |X|
è, ïðèìåíÿÿ (a), ïîëó÷àåì,÷òî X ∼ A ∼ B.

Òåïåðü èç òåîðåìû 4.1 Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà âûâåäåì (a). Ïî
óñëîâèþ (a) èìååòñÿ èíúåêöèÿ f : X → B è çíà÷èò ìíîæåñòâî X
ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó f(X) ìíîæåñòâà B. Îïÿòü æå ïî óñëî-
âèþ (a), èìååòñÿ áèåêöèÿ h : B → A è èìååòñÿ èíúåêöèÿ g : A →
X. Òîãäà ìíîæåñòâî B ðàâíîìîùíî ñâîåìó èíüåêòèâíîìó îáðàçó
g(h(B)), êîòîðûé ëåæèò â ìíîæåñòâå X. Çíà÷èò ìíîæåñòâà X è
B ðàâíîìîùíû ïîäìíîæåñòâàì äðóã äðóãà è ïîýòîìó ðàâíîìîùíû
ìåæäó ñîáîé.

Íàêîíåö, èç (á) âûâåäåì òåîðåìó 4.1. Ôèêñèðóåì äâå èíúåêöèè
f : X → Y è g : Y → X, ñóùåñòâóþùèå ïî óñëîâèþ òåîðåìû 4.1.
Ïóñòü B = Y , C = f(X) ⊂ B, A = f(g(Y )) ⊂ f(X) = A ⊂ B. Â èòîãå,
A ⊂ C ⊂ B è ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê
îäíî èç íèõ åñòü îáðàç äðóãîãî ïðè èíúåêöèè. Çíà÷èò A ∼ B è ïî (á)
ïîëó÷àåì C ∼ A ∼ B. Íî C ∼ X òàê êàê C åñòü èíüåêòèâíûé îáðàç
f(X) ìíîæåñòâà X. Ïîýòîìó X ∼ C ∼ A ∼ B.

Äîâîëüíî ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõ ñòðîãî íå óòî÷íÿþò êàêèì èìåííî
èç ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé 4.1, 4.2.(à), 4.2.(á) ïîëüçóþòñÿ è âñå
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ýòè óòâåðæäåíèÿ (èëè êàæäîå èç íèõ) íàçûâàþò òåîðåìîé Êàíòîðà�
Áåðíøòåéíà.

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ

Ïðèìåð 1 (Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ).
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ
ñàìî êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ êîíòèíóàëü-
íûõ ìíîæåñòâ, à äàëåå äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè. Êðîìå òîãî, êàæäîå
èç êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâíîìîùíîå åìó;
íàïðèìåð� íà îòðåçîê èëè ïðÿìóþ è ò.ï. Ìû èñïîëüçóåì çàìåíó íà
ìíîæåñòâî D âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîíòèíóàëü-
íîñòü êîòîðîãî äîêàçàíà â ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

Èòàê òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâíîìîùíîñòè äåêàð-
òîâà êâàäðàòà D × D ìíîæåñòâà D è ñàìîãî ìíîæåñòâà D. Íåðàâåí-
ñòâî |X| ≤ |X ×X| î÷åâèäíî âåðíî âîîáùå äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X,
òàê êàê â êâàäðàòå X × X âñåãäà åñòü êîïèÿ ìíîæåñòâà X. Áîëåå
ôîðìàëüíî, ìîæíî, íàïðèìåð, îïðåäåëèòü èíúåêöèþ f : X → X ×X
ðàâåíñòâîì f(x) = (x, x0), ãäå x0 �ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà X.

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìîù-
íîñòè D è D × D îñòàëîñü ïîñòðîèòü èíúåêöèþ g : D × D → D. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ïàðû (a, b) ∈ D×D ñîñòàâèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü c ∈ D, â êîòîðîé âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = {an} è
b = {bn} ÷åðåäóþòñÿ ÷åðåç îäèí, ò. å.

g(a, b) = c = (a1, b1, a2, b2, a3, b3, . . .).

Åñëè g(a, b) = g(a′, b′), òî äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, b1, a2, b2, a3, b3, . . .)
è (a′1, b

′
1, a
′
2, b
′
2, a
′
3, b
′
3, . . .) ñîâïàëè è íà ÷åòíûõ è íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ.

Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî a = a′ è b = b′ è ñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîåííîå
îòîáðàæåíèå g : D× D→ D åñòü èíúåêöèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî åñëèX ∼ X1 è Y ∼ Y1, òîX×Y ∼ X1×Y1.
Ðàçîáðàííûé ïðèìåð äîïóñêàåò îáîáùåíèå è íà ñëó÷àé äåêàð-

òîâà ïðîèçâåäåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íàïîìíèì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X1 × X2 ×
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. . .×Xn× . . . ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xn, . . . ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(x1, x2, . . . , xn, . . .), â êîòîðûõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . xn ∈ Xn, . . ..

Ïðèìåð 1'. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíòèíó-
àëüíûõ ìíîæåñòâ ñàìî êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì íàì äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâà D âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé è äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ D∞ = D×D×D×. . . ñ÷åòíîãî
÷èñëà êîïèé ýòîãî ìíîæåñòâà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùå-
ãî ïðèìåðà ñîñòîèò â èçìåíåíèè ïðîöåäóðû ¾ïåðåìåøèâàíèÿ¿.

Ïóñòü åñòü äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 = {a1n}, a2 = {a2n}, a3 =
{a3n}, . . . Äëÿ èõ ïåðåìåøèâàíèÿ âûïèøåì âñå êîîðäèíàòû ïåðâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïåðâóþ ñòðî÷êó, êîîðäèíàòû âòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè � âî âòîðóþ ñòðî÷êó è ò.ä. áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé
òàáëèöû. Ïîñëå ýòîãî âûïèøåì âîîáùå âñå íóëè è åäèíèöû, ñòîÿùèå
â ýòîé òàáëèöå, ðîâíî â òîì ïîðÿäêå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè (ïåð-
âîì) äîêàçàòåëüñòâå ñ÷åòíîñòè N× N, ëåêöèÿ 2. Áîëåå ôîðìàëüíî,

g(a1, a2, a3, . . .) = (a11, a
1
2, a

2
1, a

3
1, a

2
2, a

1
3, . . .).

Òîãäà îòîáðàæåíèå g èíüåêòèâíî.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèìåðîâ 1 è 1′.
Îäíàêî åãî ðåçóëüòàò, âî-ïåðâûõ, âûäåëÿåòñÿ íåîæèäàííîñòüþ îòâå-
òà. Ã.Êàíòîð â ïèñüìå Ð.Äåäåêèíäó (1874 ã.) ïèñàë ðîâíî ïðî ýòîò
ðåçóëüòàò ñëåäóþùåå: ¾ß ýòî âèæó, íî ÿ ýòîãî íå ïîíèìàþ¿. Âî-
âòîðûõ, ýòîò ðåçóëüòàò ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì
êàê îòäåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 2 (Ìîùíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ). ×èñëîâàÿ
ïðÿìàÿ R, ïëîñêîñòü R2, ïðîñòðàíñòâî R3, n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
Rn è ïðîñòðàíñòâî R∞ = R × R × R × . . . âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ðàâíîìîùíû ìåæäó ñîáîé; âñå îíè êîíòèíóàëüíû.

Ïðèìåð 3 (Êîíòèíóàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, ïëîñ-
êîñòè, ïðîñòðàíñòâà).Ïóñòü ïîäìíîæåñòâîX ïðÿìîé R (èëè ïëîñ-
êîñòè, èëè ïðîñòðàíñòâà) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåâûðîæäåííûé
ïðîìåæóòîê. Òîãäà ñàìî ìíîæåñòâî X êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 4.2.(á) î ïðîìå-
æóòî÷íûõ ìîùíîñòÿõ è êîíòèíóàëüíîñòü ïðÿìîé (ïëîñêîñòè, ïðî-
ñòðàíñòâà) è íåâûðîæäåííîãî ïðîìåæóòêà.
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Ïðèìåð 3′. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî X ïëîñêîñòè R2 (èëè ïðîñòðàí-
ñòâà) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó êðèâóþ Γ, äîïóñêàþùóþ èíüåêòèâíîå
ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå g : I → Γ; I �íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
ïðîìåæóòîê. Òîãäà ñàìî ìíîæåñòâî X êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èìååòñÿ èíúåêöèÿ g : I → Γ ⊂ X, òî c =
|I| ≤ |X|. Òàê êàê X ⊂ R2, òî |X| ≤ |R2| = c. Ïî òåîðåìå 4.2.(à) î
ïðîìåæóòî÷íûõ ìîùíîñòÿõ ïîëó÷àåì êîíòèíóàëüíîñòü X.

Ïðèìåðû 3 è 3' ïîêàçûâàþò, êîíòèíóàëüíîñòü ëþáîãî ïîäìíîæå-
ñòâà X ⊂ Rn, ñîäåðæàùåãî õîòü îäíó, ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ¾ïðîòÿ-
æåííîñòü¿.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî è êîíòèíóàëüíîãî
ìíîæåñòâ êîíòèíóàëüíî.

Ïðèìåð 4 (Îáúåäèíåíèå êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ). Îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ êîíòèíóàëüíî.
Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ êîíòèíóàëü-
íî. Îáúåäèíåíèå êîíòèíóàëüíîãî ÷èñëà êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ
êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå èç òðåõ îáúåäèíåíèé ñîäåðæèò êîíòèíó-
àëüíîå ïîäìíîæåñòâî è çíà÷èò ñàìî íå ìåíåå, ÷åì êîíòèíóàëüíî. Òàê
êàê ïåðâûå äâà îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â òðåòüåì, òî äîñòàòî÷íî
îöåíèò ñâåðõó ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ X =

⋃
α∈AXα êîíòèíóàëüíîãî

÷èñëà A, |A| = c êîíòèíóàëüíûõ ìíîæåñòâ Xα, |Xα| = c. Ôèêñèðóåì
áèåêöèè fα : Xα → [0, 1] è f : A → [0, 1] è èñïîëüçóÿ èõ ïîñòðîèì
èíúåêöèþ g : X → [0, 1] × [0, 1]. Òîãäà |X| ≤ |[0, 1] × [0, 1]| = c è ïî
òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà ïîëó÷èì |X| = c.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïðîèçâîëüíî ôèêñèðóåì (ïî àêñèîìå âûáîðà)
êàêîé-íèáóäü îäèí èíäåêñ α ∈ A äëÿ êîòîðîãî x ∈ Xα. Îáîçíà÷èì
ýòîò èíäåêñ α(x) è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g : X → [0, 1] × [0, 1] ðà-
âåíñòâîì

g(x) = (f(α(x)), fα(x)(x)) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Åñëè x 6= x′ è α(x) 6= α(x′), òî ó g(x) è g(x′) ðàçëè÷íû ïåðâûå
êîîðäèíàòû â ñèëó èíüåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè æå α(x) =
α(x′) = α ∈ A, òî x ∈ Xα è x′ ∈ Xα è òîãäà ó g(x) è g(x′) ðàçëè÷íû
âòîðûå êîîðäèíàòû â ñèëó èíüåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ fα. Çíà÷èò
g�èíúåêöèÿ.

Ïðèìåð 5 (Ïîâîðîòû ïëîñêîñòè). Ìíîæåñòâî âñåõ ïîâîðîòîâ
ïëîñêîñòè êîíòèíóàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì R�ìíîæåñòâî âñåõ ïîâîðîòîâ ïëîñêî-
ñòè R2. Óäàëèì èç R ïîâîðîò r0 íà íóëåâîé óãîë, ò. å. òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè. Ìîùíîñòü îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Òîãäà
êàæäûé îñòàâøèéñÿ ïîâîðîò r îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèì öåíòðîì
cr = (x(r), y(r)) è âåëè÷èíîé α(r) ∈ (0, 2π) óãëà ïîâîðîòà r, èçìåðåí-
íîé â ðàäèàíàõ. Òîãäà ðàâåíñòâî

f(r) = (x(r), y(r), α(r)) ∈ R× R× (0, 2π)

î÷åâèäíî îïðåäåëÿåò èíúåêöèþ f ìíîæåñòâà R0 = R \ {r0} â êîí-
òèíóàëüíîå ìíîæåñòâî R × R × [0, 2π) Çíà÷èò |R0| ≤ c. Îöåíêà ñíè-
çó ñîâñåì ïðîñòà. Çàôèêñèðóåì öåíòð ïîâîðîòà, íàïðèìåð, â òî÷êå
(11, 13) è ïóñòü R1 � âñå ïîâîðîòû âîêðóã ýòîãî öåíòðà íà âñå óãëû
α ∈ (0, 2π). Òàêèõ ïîâîðîòîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è óãëîâ, à èõ � êîí-
òèíóóì. Çíà÷èò c = |R1| ≤ |R0|. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà
|R0| = c. Çíà÷èò è |R| = |R0| = c.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü êîíòèíóàëüíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ãîìîòåòèé
ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 6 (Òðåóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè). Ìíîæåñòâî âñåõ
òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì T ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíèêîâ íà
ïëîñêîñòè. Îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà T ñíèçó. Äëÿ ýòîãî çàôèê-
ñèðóåì êàêîé-íèáóäü òðåóãîëüíèê è áóäåì ïåðåíîñèòü åãî ïàðàëëåëü-
íî îñè àáöèññ. Ïóñòü T0 �ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ òà-
êèìè ïåðåíîñàìè. Âî ìíîæåñòâå T0 ñòîëüêî ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî áûëî
âñåãî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. À èõ áûëî ñòîëüêî, ñêîëüêî åñòü òî-
÷åê íà îñè àáöèññ, ò. å. � êîíòèíóóì. Çíà÷èò c = |T0| ≤ |T |.

Äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà T ñâåðõó äëÿ êàæäîãî òðå-
óãîëüíèêà t ∈ T ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü
ïîðÿäîê ïåðåñ÷åòà åãî âåðøèí (âñåãî òàêèõ ïåðåñ÷åòîâ �øåñòü). Òå-
ïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : T → R6 ðàâåíñòâîì

f(t) = (x1, y1, x2, y2, x3, y3),

ãäå (x1, y1)�ïåðâàÿ âåðøèíà òðåóãîëüíèêà t, (x2, y2)� âòîðàÿ âåð-
øèíà è (x3, y3)� òðåòüÿ âåðøèíà òðåóãîëüíèêà t. Îòîáðàæåíèå èíüåê-
òèâíî: åñëè f(t) = f(t′), òî ñîâïàëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû
ïåðâûõ, âòîðûõ è òðåòüèõ âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ t è t′, ò. å. ñîâïà-
ëè è ñàìè òðåóãîëüíèêè t è t′. Çíà÷èò |T | ≤ |R6| = c è ïî òåîðåìå
Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà ïîëó÷àåì êîíòèíóàëüíîñòü ìíîæåñòâà T .
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Â çàäà÷àõ òèïà ïðèìåðà 6 òèïè÷íî ñëåäóþùåå íåäîïîíèìàíèå
óñëîâèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùåå íåâåðíîå ðåøåíèå. ¾Âñÿêèé
òðåóãîëüíèê ñîäåðæèò êàêîé-íèáóäü îòðåçîê è ñàì ëåæèò íà ïëîñ-
êîñòè. Îòðåçîê è ïëîñêîñòü êîíòèíóàëüíû. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà�
Áåðíøòåéíà è ñàì òðåóãîëüíèê êîíòèíóàëåí. Âñå¿. Â ýòîì ðàññóæ-
äåíèè íåò îøèáîê� ýòî â òî÷íîñòè ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèìåðà 3 ýòîé
ëåêöèè. Íåïðèÿòíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå íå èìååò
îòíîøåíèÿ ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å: â íåé íå èäåò ðå÷ü î ìîùíî-
ñòè îòäåëüíîãî òðåóãîëüíèêà, êàê ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè, à îöåíè-
âàåòñÿ êîëè÷åñòâî (ìîùíîñòü) ìíîæåñòâà ñàìèõ òðåóãîëüíèêîâ. Åùå
ðàç, ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà T ÿâëÿåòñÿ âåñü òðåóãîëüíèê öåëèêîì, à
íå òî÷êè, ñîñòàâëÿþùèå ýòîò òðåóãîëüíèê. Ðàññìîòðèì åùå îäíó çà-
äà÷ó ¾ïðî òðåóãîëüíèêè¿.

Ïðèìåð 7 (Íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðåóãîëüíèêè).Ïóñòü T åñòü
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ òðåóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî T ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T áåñêîíå÷íî, òî ℵ0 ≤ |T |. Îñòàëîñü äî-
êàçàòü, ÷òî |T | ≤ ℵ0 è ïîñëå ýòîãî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Êàíòîðà�
Áåðíøòåéíà.

Â êàæäîì òðåóãîëüíèêå t ∈ T âûáåðåì è çàôèêñèðóåì âíóòðåí-
íþþ òî÷êó At. À ó ýòîé âíóòðåííåé òî÷êè At âûáåðåì è çàôèêñè-
ðóåì íåêîòîðûé êâàäðàòèê St ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, öåëèêîì ëå-
æàùèé âíóòðè òðåóãîëüíèêà t è ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì
êîîðäèíàò. Ñïðîåêòèðóåì ñòîðîíû êâàäðàòèêà St íà îñè êîîðäèíàò è
âíóòðè ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïî îäíîé ðàöè-
îíàëüíîé òî÷êå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà t ∈ T âíóòðè íåãî
îäíîçíà÷íî âûáðàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà, îáå êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàöè-
îíàëüíû. Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó f(t) = (x(t), y(t)) ∈ Q×Q. Òåì ñàìûì
îïðåäåëåíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå f : T → Q × Q. Îíî èíüåêòèâíî
èìåííî ïîòîìó, ÷òî ðàçëè÷íûå òðåóãîëüíèêè t ∈ T, t′ ∈ T ìåæäó
ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò |T | ≤ |Q×Q| = ℵ0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåð 7 ìîæíî áûëî áû ðåøèòü è áåç ÿâíîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà, òàê êàê âåðñèÿ ýòîé
òåîðåìû äëÿ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ óæå áûëà äîêàçàíà â ëåêöèè 2. ßñíî,
òàêæå ÷òî àíàëîãè÷íûå ïðèìåðàì 6 è 7 ôàêòû âåðíû è äëÿ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ, êðóãîâ, ýëëèïñîâ è ò.ï.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð â ýòîé ëåêöèè� òåîðåòè÷åñêîãî ïëàíà.
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Ïðèìåð 8 (Òðàçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ¾ìåíüøå¿ äëÿ ìîù-
íîñòåé).

(|X| < |Y |)&(|Y | < |Z|) =⇒ (|X| < |Z|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ¾ìåíüøå¿, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò ¾ìåíüøå
èëè ðàâíî¿ è òàê êàê ïîñëåäíåå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, òî |X| ≤ |Z|.
Äîêàæåì, ÷òî |X| 6= |Z|.

Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî |X| = |Z|. Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ìîùíîñòÿõ ïîëó÷àåì |Y | = |X| = |Z|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî (|X| < |Y |)&(|Y | ≤ |Z|) =⇒ (|X| < |Z|).



Ïÿòàÿ ëåêöèÿ

Ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé.

Ãèïåðêîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà.

Êîíòèíóóì� ãèïîòåçà

Â ýòîé ëåêöèè ìû ïî ñóùåñòâó ïðîäîëæèì ïðèìåðû èñïîëüçî-
âàíèÿ òåîðåìû Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà. Îäíàêî, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ïðèìåíèì åå íå ê ¾òî÷å÷íûì¿ ìíîæåñòâàì, íî ê ìíîæåñòâàì, ýëå-
ìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.1 (Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå).
Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] êîíòèíó-

àëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì X = C[a, b]�ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b]. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî |X| =
c.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |X| ≥ c. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â X ïîä-
ìíîæåñòâî Z, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîíñòàíòíûõ ôóíêöèé:

Z = {f ∈ X|f(·) ≡ const}.

ßñíî, ÷òî òàêèõ ôóíêöèé f � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è êîíñòàíò. À êîí-
ñòàíò èìåííî ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Çíà-
÷èò |Z| = |R| = c è ïîýòîìó |X| ≥ |Z| = c.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |X| ≤ c. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
íåêîòîðóþ èíúåêöèþ F : X → Y â íåêîòîðîå êîíòèíóàëüíîå ìíîæå-
ñòâî Y . Â êà÷åñòâå òàêîãî êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà ðàññìîòðèì
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Y = R × R × R × . . . ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñî-
ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.
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Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè äîêàçàíî (ïðèìåð 1′), ÷òî òàêîå ïðîèçâåäå-
íèå Y êîíòèíóàëüíî. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïåðåñ÷åò {r1, r2, r3, . . .}
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [a, b] (áåç ïîâòîðåíèé) è êàæäîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ X = C[a, b] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åå çíà÷åíèé â ýòèõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ:

F (f) = {f(r1), f(r2), f(r3), . . .} ∈ R× R× R× . . . = Y.

Ïîëó÷èì íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå F : X → Y . Ïðîâåðèì åãî èíüåê-
òèâíîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî F (f) = F (g) èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî
çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f è g ñîâïàëè âî âñåõ ðàöèîíàëü-
íûõ òî÷êàõ, ò. å. f(rn) = g(rn) äëÿ âñåõ n ∈ N. Äîêàæåì òîãäà, ÷òî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f è g ñîâïàäóò òîãäà è â êàæäîé èððàöèîíàëüíîé
òî÷êå x ∈ [a, b]. Â ñèëó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà Q â R íàéäåòñÿ íåêîòî-
ðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rnk}∞k=1 ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê rnk , ñõîäÿùà-
ÿñÿ ê x ïðè k → ∞. Òîãäà f(x) = f(limk→∞ rnk) = limk→∞ f(rnk) =
limk→∞ g(rnk) = g(limk→∞ rnk) = g(x), ãäå çíàê ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè è çíàêè ôóíêöèé f è g ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè èìåííî
èç-çà íåïðåðûâíîñòè f è g. Â èòîãå, f(x) = g(x) äëÿ âñåõ òî÷åê
x ∈ [a, b]. Çíà÷èò f è g åñòü îäèí è òîò æå ýëåìåíò ìíîæåñòâà X, ò. å.
îòîáðàæåíèå F èíüåêòèâíî.

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà ïîëó÷àåì |X| = c.

Èòàê, íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è òî-
÷åê íà ñàìîì îòðåçêå. ßñíî, âïðî÷åì, ÷òî îòðåçîê â òåîðåìå 5.1 ìîæ-
íî çàìåíèòü è íà ëþáîé íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê è íà êâàäðàò
èëè êðóã íà ïëîñêîñòè è ò.ï. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âìåñòî ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êè, îáå êîîðäèíàòû
êîòîðûõ ðàöèîíàëüíû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî âñåõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå ïî ìîùíîñòè âñå æå áîëüøå ÷åì òî÷åê íà îòðåç-
êå.

Òåîðåìà 5.2 (Âñå ôóíêöèè íà îòðåçêå). Ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] ðàâíîìîùíî áóëåàíó 2[a,b] îòðåçêà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì F = F [a, b]�ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
íà îòðåçêå [a, b]. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî |F | = |2[a,b]|.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |F | ≥ |2[a,b]|. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â F
ïîäìíîæåñòâî G, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ òîëüêî
äâà çíà÷åíèÿ 0 èëè 1:

G = {g ∈ F |∀x ∈ [a, b] (f(x) = 0) ∨ (f(x) = 1)}.
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Åñëè ìû ïðîâåðèì ðàâíîìîùíîñòü G è 2[a,b], òî òîãäà |F | ≥ |G| =
|2[a,b]. Ïîñòðîåíèå áèåêöèè ìåæäó 2[a,b] è G ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò
ïîñòðîåíèå áèåêöèè ìåæäó 2N è D (òðåòüÿ ëåêöèÿ, ëåììà 1). Êàæ-
äîìó ýëåìåíòó áóëåàíà 2[a,b], ò. å. êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó A ⊂ [a, b]
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ gA ∈ G, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ òî÷åê
x ∈ A ðàâíà íóëþ, à äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ [a, b] \ A ðàâíà åäèíèöå.
Ïîëó÷èì, òåì ñàìûì, íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå A 7→ gA, g : 2[a,b] → G.
Åñëè ìíîæåñòâà A ⊂ [a, b] è B ⊂ [a, b] ðàçëè÷íû, òî èìååòñÿ òî÷êà
x, ëåæàùàÿ â îäíîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ è íå ëåæàùàÿ â äðóãîì èç
íèõ. Íî òîãäà îäíà èç ôóíêöèé gA è gB â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ,
à äðóãàÿ ðàâíà åäèíèöå. Çíà÷èò gA 6= gB , ò. å. g�èíúåêöèÿ. Ïðîâå-
ðèì ñþðúåêòèâíîñòü g. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè h ∈ G îáîçíà÷èì Ah
ìíîæåñòâî âñåõ òåõ x ∈ [a, b] â êîòîðûõ ôóíêöèÿ h ðàâíà íóëþ. Ïî
ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ g ïîëó÷àåì, ÷òî gAh = h: åñëè h(x) = 0,òî
x ∈ Ah è gAh(x) = 0, à åñëè h(x) = 1,òî x 6∈ Ah è gAh(x) = 1. Èòàê,
îòîáðàæåíèå g åñòü áèåêöèÿ.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |F | ≤ |2[a,b]|. Äëÿ ýòîãî â ïëîñêîñòè R2 ðàñ-
ñìîòðèì âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó V = [a, b] × R. Ýòà ïîëîñà êîíòèíó-
àëüíà, ò. å. ðàâíîìîùíà îòðåçêó [a, b] è ñëåäîâàòåëüíî |2V | = |2[a,b]|.
Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ èíúåêöèþ èç F â 2V è ïîñëå ýòî-
ãî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà. Èñêîìàÿ èíú-
åêöèÿ ñîñòîèò â îòîæäåñòâëåíèè ôóíêöèè ñ åå ãðàôèêîì. Òî÷íåå,
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åå ãðàôèê

Γf = {(x, y)|x ∈ [a, b], y = f(x)}.

ßñíî, ÷òî ó ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ðàçëè÷íû è èõ ãðàôèêè. Çíà÷èò
îòîáðàæåíèå f 7→ Γf ; Γ: F → 2V èíüåêòèâíî è ïîýòîìó |F | ≤ |2V | =
|2[a,b]|.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî èç ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ A è B ñëå-
äóåò ðàâíîìîùíîñòü èõ áóëåàíîâ 2A è 2B .

Äîñòàòî÷íî óäîáíà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ, êîððåêòíîñòü êî-
òîðîé ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ãèïåðêîíòèíó-
àëüíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ ïîäìíîæåñòâ (= áó-
ëåàíó) êàêîãî- íèáóäü êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷åíèå |X| =
2c.

Ñëåäîâàòåëüíî òåîðåìó 5.2. ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê.
Òåîðåìà 5.2'. Åñëè ìíîæåñòâî X êîíòèíóàëüíî, òî ìíîæåñòâî

âñåõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íà X ãèïåðêîíòèíóàëüíî.
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Ïðî ãèïåðêîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìû î
ìîùíîñòè èõ îáúåäèíåíèé è äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé, àíàëîãè÷íûå
òåîðåìàì î ñ÷åòíûõ (âòîðàÿ ëåêöèÿ) è êîíòèíóàëüíûõ (òðåòüÿ è ÷åò-
âåðòàÿ ëåêöèè) ìíîæåñòâàõ. Ìû íå áóäåì ýòîãî ïîäðîáíî äåëàòü: ãè-
ïåðêîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà â ðåàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå
äîñòàòî÷íî ðåäêè. Îòìåòèì òîëüêî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.4. Óäàëåíèå êîíòèíóàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà èç ãèïåð-
êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿåò ãèïåðêîíòèíóàëüíîñòü ìíîæå-
ñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |X| = 2c è A�êîíòèíóàëüíîå ïîäìíîæå-
ñòâî X. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî |X \ A| = 2c. Åñëè áû |X \ A| ≤ c,
òî ðàçíîñòü X \A ìîæíî áûëî áû èíüåêòèâíî îòîáðàçèòü â îòðåçîê
[0, 1], à ñàìî ïîäìíîæåñòâî A� áèåêòèâíî îòîáðàçèòü íà ïîëóèíòåð-
âàë (1, 2]. Íî òîãäà âñå ìíîæåñòâî X èíüåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ â
[0, 2], ò. å. 2c = |X| ≤ |[0, 2]| = c. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò |X \ A| > c è â ðàçíîñòè X \ A èìååòñÿ êîíòèíóàëüíîå
ïîäìíîæåñòâî B ⊂ X \ A. Òîãäà îáúåäèíåíèå A ∪ B äâóõ êîíòèíó-
àëüíûõ ìíîæåñòâ A è B ñàìî êîíòèíóàëüíî è ñëåäîâàòåëüíî èìåòñÿ
áèåêöèÿ ìåæäó A∪B è B. Îñòàâèâ âñå òî÷êè èç ðàçíîñòè X \(A∪B)
íà ìåñòå, ïîëó÷èì áèåêöèþ ìåæäó X è X \A.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå îò ìîùíîñòè 2c ðåàëüíî ïîòðåáîâà-
ëîñü ëèøü òî, ÷òî 2c > c (òåîðåìà 1.5).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå êà-
÷åñòâåííî áîëüøå íåïðåðûâíûõ.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî ðàçðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a; b] ãè-
ïåðêîíòèíóàëüíî.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà îòðåçêå [a; b], èìå-
þùèõ åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàçðûâà êîíòèíóàëüíî.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ñîáðàíû ôàêòû î ìîù-
íîñòè ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 5.5 (Ìíîæåñòâà ôóíêöèé). (a) Ìíîæåñòâî âñåõ îòîá-
ðàæåíèé èç N â N (ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë) êîíòèíóàëüíî;

(á) Ìíîæåñòâî âñåõ âîçðàñòàþùèõ îòîáðàæåíèé èç N â N (ò. å.
ìíîæåñòâî âñåõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë) êîíòèíóàëüíî;

(â) Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç N â R (ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë) êîíòèíóàëüíî;
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(ã) Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç R â R (ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñëîâûõ âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé) ãèïåðêîíòèíóàëüíî;

(ä) Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç R â N (ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé ñ íàòóðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè) ãèïåðêîíòèíóàëüíî;

(å) Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé èç R â R (ò. å. ìíî-
æåñòâî âñåõ âîçðàñòàþùèõ èëè óáûâàþùèõ ôóíêöèé) êîíòèíóàëüíî;

Â ýòîé òåîðåìå (à)�(ä) ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûìè êîìáèíàöèÿìè èç-
âåñòíûõ óæå ôàêòîâ è òåîðåìû Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà, à âîò ïóíêò
(å) � äåéñòâèòåëüíî íåòðèâèàëåí.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííîé
ôóíêöèè íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.

Èòàê, ìû â ïåðâûõ ïÿòè ëåêöèÿõ âñòðåòèëèñü ñ òðåìÿ (è òîëüêî
ñ òðåìÿ) ðàçëè÷íûìè ìîùíîñòÿìè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ:

ℵ0 < c < 2c.

Ìîæåò áûòü, ìû ÷òî-òî ïðîïóñòèëè ? Ìîæåò áûòü èìåþòñÿ ìíî-
æåñòâà, ìîùíîñòè êîòîðûõ ëåæàò ñòðîãî ìåæäó ýòèìè òðåìÿ ìîù-
íîñòÿìè ??

Ïðîáëåìà 5.6 (Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà). Íå ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâà X òàêîãî, ÷òî ℵ0 < |X| < c.

Ïðîáëåìà 5.7 (Îòðèöàíèå êîíòèíóóì-ãèïîòåçû). Åñòü ìíî-
æåñòâà X òàêèå, ÷òî ℵ0 < |X| < c.

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû êîíòèíóóì-ãèïîòåçû (èëè åå
îòðèöàíèÿ) âîçíèê ó Ã.Êàíòîðà ïðàêòè÷åñêè â ñàìîì íà÷àëå ðàç-
ðàáîòêè îñíîâ òåîðèè ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïðèìåðíî,
íà÷èíàÿ ñ 1873 ïî 1885 ãã. ýòà òåîðèÿ, ñ ôðàãìåíòàìè êîòîðîé ìû è
ïîçíàêîìèëèñü â ïåðâûõ ïÿòè ëåêöèÿõ, áûëà â îñíîâíîì ïîñòðîåíà è
ïðèíöèïèàëüíûå ðàáîòû áûëè îïóáëèêîâàíû. Îäíàêî CH-ïðîáëåìà
(= ¾Continuum Hypothesis Problem¿) îñòàâàëàñü íåðåøåííîé è îñòà-
ëàñü íåðàçðåøåííîé ïðè æèçíè Êàíòîðà. Èìåþùàÿñÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòü â ñòîëü ôóíäàìåíòàëüíîì âîïðîñå òÿæåëî ñêàçàëàñü è íà âíóò-
ðåííåì ñàìî÷óâñòâèè àâòîðà íîâîé òåîðèè è íà åãî âçàèìîîòíîøå-
íèÿõ ñ ðÿäîì êîëëåã-ìàòåìàòèêîâ.

Äåëî äîøëî äî òîãî, ÷òî Êàíòîð â òå÷åíèè ñëåäóþùèõ ïî÷òè
äåñÿòè ëåò îòîøåë îò ðåàëüíîé òâîð÷åñêîé ðàáîòû â ìàòåìàòèêå.
Îòâëåêàëè è ñåìåéíûå äåëà: â 1886 ãîäó ïîÿâèëñÿ øåñòîé ðåáåíîê.
Ê ýòîìó ïåðèîäó îòíîñÿòñÿ ðÿä åãî ñòàòåé ïî òåîñîôèè, ôèëîñîôèè
Ëåéáíèöà è ïî ÷èñòî ëèòåðàòóðîâåä÷åñêîé ïðîáëåìå àâòîðñòâà ÷à-
ñòè, òàê íàçûâàåìûõ ¾âåëèêîñâåòñêèõ¿, ïüåñ Øåêñïèðà. Äåëî â òîì,
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÷òî ðåàëüíûõ ïóáëèêàöèé ýòèõ ïüåñ, ïîäïèñàííûõ Øåêñïèðîì íåò,
è Êàíòîð, êàê è ìíîãèå äðóãèå èññëåäîâàòåëè, ïîëàãàë, ÷òî ïðîñòîé
äèðåêòîð òåàòðà íå ìîã ñòîëü òî÷íî çíàòü ïîðÿäêè, îáû÷àè è íðàâû
êîðîëåâñêîãî äâîðà. Êàíòîð ïîëàãàë, ÷òî àâòîðîì ýòèõ ïüåñ ÿâëÿåòñÿ
Ôðýíñèñ Áýêîí.

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü â (íå)ðàçðåøèìîñòè CH-ïðîáëåìû, êàê ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñåé÷àñ, ñîñòîÿëà â îòñóòñòâèè ê òîìó âðåìåíè ÿâíî è òî÷-
íî ôîðìóëèðóåìîãî ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ïîäðîáíûé ðàññêàç îá
èñòîðèè èññëåäîâàíèé ïî CH-ïðîáëåìå ïðèâåë áû ê ïîëíîé ñìåíå òå-
ìàòèêè íàñòîÿùèõ ëåêöèé. Âêðàòöå îòìåòèì, âñå æå, ÷òî òåîðèÿ ìíî-
æåñòâ áûëà ïîñòàâëåíà íà àêñèîìàòè÷åñêóþ îñíîâó (ïîäîáíî ãèëü-
áåðòîâñêîé àêñèîìàòèêå ãåîìåòðèè) ïðèìåðíî ê 1920�30 ãã. Àêñè-
îìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ (= òåîðèÿ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ èëè
ZF -òåîðèÿ) ïîçâîëèëà ïåðåôîðìóëèðîâàòü CH-ïðîáëåìó, êàê äîêà-
çóåìîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàìêàõ ôîðìàëüíî îïèñàííîé
(ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ ÿçûêà, àêñèîì, ïðàâèë âûâîäà è ò.ï.) ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèè. Òåì íå ìåíåå è òàêîé ïåðåâîä åùå äîëãîå âðåìÿ
íå ïîääàâàëñÿ íèêàêîìó (íè ïîëîæèòåëüíîìó, íè îòðèöàòåëüíîìó)
ðåøåíèþ. Òîëüêî â 1963 ã. àìåðèêàíåö Äæ.Ï.Êîýí (è ÷óòü ïîçæå,
íî íåçàâèñèìî, ÷åõ Ï.Âîïåíêà) ñìîãëè ïðåäëîæèòü îêîí÷àòåëüíîå
ðåøåíèå CH-ïðîáëåìû. Çíàÿ ýòîò îòâåò, ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî ÿñ-
íî, ïî÷åìó Êàíòîð íå ñìîã îòâåòèòü íà âîïðîñ êàêàÿ èç ïðîáëåì
5.6 èëè 5.7 èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Èòîãîâûé îòâåò êðàòîê:
íèêàêàÿ! Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàìêàõ ZF -òåîðèè óòâåðæäåíèå, çàäà-
þùåå êîíòèíóóì ãèïîòåçó íå äîêàçóåìî. È ýòî áûëî áû, êàê ãîâî-
ðèòñÿ, ïîëáåäû. Íåäîêàçóåìûì îêàçûâàåòñÿ è îòðèöàíèå êîíòèíóóì-
ãèïîòåçû. Òåì ñàìûì, ñàìà êîíòèíóóì-ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ íåðàçðå-
øèìûì (â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ) óòâåðæäåíèåì. Ñèòóàöèÿ ïîë-
íîñòüþ àíàëîãè÷íà ïîëîæåíèþ ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà â ïëàíè-
ìåòðèè.

Â ñïåöèàëüíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîé òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ê íàñòîÿùåìó âðå-
ìåíè óæå ñëîæèëîñü íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ïðè ôîðìóëèðîâêå
ðåçóëüòàòîâ êîòîðûõ àâòîðû ÿâíî óêàçûâàþò (CH) èëè (¬CH), ïîä-
÷åðêèâàÿ, òåì ñàìûì, ÷òî ôîðìóëèðóåìîå èìè óòâåðæäåíèå âåðíî
â ïðåäïîëîæåíèè î ïîëîæèòåëüíîì ðåøåíèè ïðîáëåìû 5.6 èëè æå,
ñîîòâåòñòâåííî, â ïðåäïîëîæåíèè î ïîëîæèòåëüíîì ðåøåíèè ïðîáëå-
ìû 5.7.

Ìû çàêîí÷èì ýòó ëåêöèþ òåîðåìîé, åñòåñòâåííîå (íî íåâåðíîå)
äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé èñïîëüçóåò êîíòèíóóì-ãèïîòåçó, à âåðíîå äî-
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êàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà êîíòèíóàëüíîñòè êâàäðàòà íà ïëîñêîñòè.
Òåîðåìà 5.8. Åñëè îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ êîíòèíóàëüíî,

òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ¾îëèìïèàäíóþ¿ òåðìèíîëîãèþ. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíî ìíîæåñòâî âûêðàøåíî â êðàñíûé öâåò, âòîðîå
ìíîæåñòâî âûêðàøåíî â ñèíèé öâåò, à èõ îáúåäèíåíèå åñòü êâàäðàò.

Åñëè â ýòîì êâàäðàòå åñòü öåëèêîì ¾êðàñíàÿ¿ âåðòèêàëü, òî ¾êðàñ-
íîå¿ ìíîæåñòâî êîíòèíóàëüíî ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ ìîùíî-
ñòÿõ: îíî ñîäåðæèò îòðåçîê è ñîäåðæèòñÿ â êâàäðàòå, à îòðåçîê è
êâàäðàò êîíòèíóàëüíû.

Åñëè æå â ýòîì êâàäðàòå íåò íè îäíîé öåëèêîì ¾êðàñíîé¿ âåðòè-
êàëè, òî íà êàæäîé âåðòèêàëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ¾ñèíÿÿ¿ òî÷êà.
Íî òîãäà ¾ñèíèõ¿ òî÷åê íèêàê íå ìåíüøå, ÷åì âåðòèêàëåé, à âåðòè-
êàëåé � êîíòèíóóì. Åùå ðàç ïðèìåíÿåì òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íûõ
ìîùíîñòÿõ è ïîëó÷àåì êîíòèíóàëüíîñòü ¾ñèíåãî¿ ìíîæåñòâà.

(Íåâåðíûé ïîäõîä. Åñëè îáà ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâà ìåíåå, ÷åì
êîíòèíóàëüíû, òî îíè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíû: èñïîëüçîâàíà êîíòèíóóì-
ãèïîòåçà. Â òàêîì ñëó÷àå è èõ îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
Ïðîòèâîðå÷èå.)



×àñòü âòîðàÿ. ×èñëîâûå
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Ñâîéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ñòðóêòóðà

îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Òàê êàê ïðîáëåìà êîíòèíóóì-ãèïîòåçû â îáùåì âèäå íà ïðîòÿ-
æåíèè ðÿäà ëåò íå ïîääàâàëàñü íèêàêîìó ðåøåíèþ, òî åñòåñòâåííî
âîçíèêëà òàêàÿ èäåÿ. Ïîïðîáîâàòü òåì èëè èíûì îáðàçîì ïåðå÷èñ-
ëèòü âñåâîçìîæíûå òèïû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, äàòü èõ îïèñàíèå (=
¾description¿) è ðåøàòü ýòó ïðîáëåìó äëÿ êàæäîãî òèïà ìíîæåñòâ
â îòäåëüíîñòè. Ñðàçó æå ñëåäóåò ñêàçàòü (ñ íàøåé, èñòîðè÷åñêè âû-
èãðûøíîé, ïîçèöèè), ÷òî ýòîò ïîäõîä íå äàë è íå ìîã äàòü ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû êîíòèííóì-ãèïîòåçû. Îäíàêî áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðå-
íèå è èçó÷åíû îñíîâíûå êëàññû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, èõ ñâîéñòâà
è èõ ñòðóêòóðà. Çàòåì âûÿñíèëîñü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ
(îòêðûòûõ, çàìêíóòûõ, êîìïàêòûõ, Fσ- è Gδ-ìíîæåñòâ, áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ, ...) èìåþò ñìûñë è ñîäåðæàòåëüíû íå òîëüêî â ñëó÷àå ïðÿ-
ìîé, íî è â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàêîå îïèñà-
òåëüíîå èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ è íàçûâàåòñÿ äåñêðèïòèâ-
íîé òåîðèåé ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ÷èñ-
ëîâîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè ýòà òî÷êà âõîäèò â X âìåñòå ñ íåêî-
òîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ (= ∃ε > 0: Uε(x) = (x − ε, x + ε) ⊂ X).
×èñëîâîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè ÿâ-
ëÿþòñÿ âíóòðåííèìè. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Â îïðåäåëåíèè 6.1 ïðàêòè÷åñêè íèêàê íå èñïîëüçîâàíà ñïåöèôèêà
èìåííî ÷èñëîâîé ïðÿìîé: ïî ñóùåñòâó âàæíî òîëüêî íàëè÷èå îêðåñò-
íîñòåé ó òî÷åê. È â ñàìîì äåëå, îïðåäåëåíèå 6.1 ìîæåò áûòü äîñëîâ-
íî ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
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(M,ρ). Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî� ýòî ìíîæå-
ñòâîM âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì ρ : M×M → [0,+∞), êîòîðîå êàæäîé
ïàðå (x, y) òî÷åê x è y èç M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî ρ(x, y) òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z èç M :

(1) (x 6= y) =⇒ (ρ(x, y) > 0);
(2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
(3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).
Îòîáðàæåíèå ρ(·, ·) ñî ñâîéñòâàìè (1)�(3) íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé,

à ÷èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó x è y. Ñâîéñòâà
(1)�(3) ïîâòîðÿþò òå ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêî-
ñòè, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â ñðåäíåé øêîëå: ðàçíèöà ñîñòîèò ïðîñòî
â èñïîëüçîâàíèè ãðå÷åñêîé áóêâû ρ è ðàññìîòðåíèè íåêîòîðîãî àá-
ñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà M . Ñîîòâåòñòâåííî, ñâîéñòâî (3) íàçûâàþò
íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, îáû÷-
íî âñòðå÷àþùèåñÿ â ñòàíäàðòíîì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
íåòðóäíî ïåðå÷èñëèòü. Ýòî, êàê ïðàâèëî, ïðîñòðàíñòâà Rn, n ∈ N
âìåñòå ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé

ρ((x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Ýòè ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè è îíè� êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.
Åñòü è äâà ïðèìåðà áåñêîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà,
â êîòîðûõ èìåþòñÿ íåêîòîðûå âåñüìà åñòåñòâåííûå ìåòðèêè. Ïåðâîå
èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé n íà ∞ â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. À èìåí-
íî, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H åñòü ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, x2, . . . , xn, . . .) âìåñòå ñ ìåòðèêîé

ρ((x1, x2, . . . , xn, . . .), (y1, y2, . . . , yn, . . .)) =

√√√√ ∞∑
i=1

(xi − yi)2.

Çàäà÷à.Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ åâêëèäîâîé ìåò-
ðèêè íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå Rn è â ïðîñòðàíñòâå H.

Âòîðîå ïðîñòðàíñòâî óæå âñòðå÷àëîñü íàì â ïÿòîé ëåêöèè. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b].
Ìåòðèêà â C[a, b] îïðåäåëÿåòñÿ òàê

ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.
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Â òåðìèíàõ ýòîé ìåòðèêè óäîáíî, íàïðèìåð, ôîðìóëèðîâàòü îïðå-
äåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1

òîãäà è òîëüêî òîãäà ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f , êîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàññòîÿíèé {ρ(fn, f)}∞n=1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Çàäà÷à.Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå C[a; b].
Íàéòè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ôóíêöèÿõ sinx, cosx, x2.

Â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî âñåõ òåõ
òî÷åê, êîòîðûå óäàëåíû îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x íà ðàññòîÿíèå
ìåíüøåå ε, íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x:

Uε(x) = {y ∈M |ρ(x, y) < ε}.

Îïðåäåëåíèå 6.1'. Ïóñòü (M,ρ)�ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà X ⊂ M , åñ-
ëè ýòà òî÷êà âõîäèò â X âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ
(= ∃ε > 0: Uε(x) ⊂ X). Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ÷òî
ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè â ëþáîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò åùå
áîëüøèé çàïàñ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 6.2 (Îïåðàöèè íàä îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè).
Â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: (a) îáúåäèíåíèå ëþáîãî
÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî;

(á) ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâî îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü åñòü ñåìåéñòâî {Gα}α∈A îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ Gα ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ). Âîçüìåì ëþáóþ
òî÷êó x èç îáúåäèíåíèÿ

⋃
α∈AGα. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååòñÿ èíäåêñ

α0 ∈ A òàêîé, ÷òî x ∈ Gα0
. Ìíîæåñòâî Gα0

îòêðûòî è çíà÷èò òî÷êà
x ëåæèò â íåì âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ. Âìåñòå ñ
ýòîé æå îêðåñòíîñòüþ îíà áóäåò ëåæàòü è â îáúåäèíåíèè

⋃
α∈AGα.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè ýòîãî îáúåäèíåíèÿ� âíóòðåííèå, ò. å. ñàìî
îáúåäèíåíèå

⋃
α∈AGα � îòêðûòî â M .

(á) Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî {G1, G2, . . . , Gn} îòêðû-
òûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ). Åñëè ïåðåñå÷å-
íèå

⋂n
i=1Gi ïóñòî, òî îíî îòêðûòî ïî îïðåäåëåíèþ. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x èç ïåðåñå÷åíèÿ
⋂n
i=1Gi. Ïî óñëîâèþ äëÿ

êàæäîãî èíäåêñà i ∈ {1, 2, . . . , n} èìååòñÿ εi > 0 òàê, ÷òî Uεi(x) ⊂ Gi.
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Ïîëîæèì ε = min{ε1, ε2, . . . , εn} > 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i
âûïîëíÿåòñÿ ε ≤ εi è ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

x ∈ Uε(x) ⊂ Uεi(x) ⊂ Gi,

ò. å. òî÷êà x ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè
⋂n
i=1Gi âìåñòå ñî ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ.

Çíà÷èò ñàìî ïåðåñå÷åíèå
⋂n
i=1Gi � îòêðûòî â M .

Â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñêàçàòü ÷òî-òî îò-
ëè÷íîå (è âåðíîå) îò òåîðåìû 6.2 ïðî îïåðàöèè ñ îòêðûòûìè ìíîæå-
ñòâàìè íåëüçÿ.

Òåîðåìà 6.3. (a) Åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ õî-
òÿ áû îäíà íåòðèâèàëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ñ÷åòíîå ÷èñëî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïåðåñå÷å-
íèå êîòîðûõ íå îòêðûòî.

(á) Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âûïóêëî, òî äîïîëíåíèå äî
ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî åãî ïîäìíîæåñòâà èëè ïóñòî èëè íå îò-
êðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà (M,ρ) ñõîäèòñÿ ê x, ò. å. limn→∞ ρ(xn, x) = 0 è ïóñòü âñå
òî÷êè xn îòëè÷íû îò x. Îáîçíà÷èì Gn � εn-îêðåñòíîñòü òî÷êè x,
ãäå εn = 2ρ(xn, x) > 0. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

⋂∞
n=1Gn ñîñòîèò ðîâíî èç

òî÷êè x. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈
⋂∞
n=1Gn, òî

(ρ(x, y) < εn = 2ρ(xn, x)) =⇒ (0 ≤ ρ(x, y) ≤

≤ lim
n→∞

εn =, 0) =⇒ (x = y).

Â òî æå âðåìÿ, îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî G = {x} =
⋂∞
n=1Gn íå

îòêðûòî, ò.ê. åãî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà � íå âíóòðåííÿÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(x) ìîæíî ïîäîáðàòü n ∈ N òàê, ÷òîáû
εn < ε è òîãäà òî÷êà xn ëåæèò â Uεn(x), à çíà÷èò è ëåæèò â Uε(x),
íî òî÷êà íå xn ëåæèò â G.

(á) Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) âûïóêëî, ò. å. âìåñòå ñ ëþáûìè òî÷êàìè x ∈ M
è y ∈M öåëèêîì ñîäåðæèò è îòðåçîê [a, b]. Äàëåå äîïóñòèì, ÷òî ïîä-
ìíîæåñòâî G ⊂ M îòêðûòî â M , à åãî äîïîëíåíèå M \G íåïóñòî è
òàêæå îòêðûòî. Èñïîëüçóåì ¾êðàñî÷íóþ¿ òåðìèíîëîãèþ. Âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà G íàçîâåì ¾êðàñíûìè¿, à òî÷êè äîïîëíåíèÿ M \ G íà-
çîâåì ¾ñèíèìè¿. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà êðàñíàÿ



54 Øåñòàÿ ëåêöèÿ

òî÷êà a è õîòÿ áû îäíà ñèíÿÿ òî÷êà b. Ïðîâåäåì îòðåçîê [a, b] ⊂M è
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå îò a ê b åñòü äâèæåíèå ñëåâà íàïðàâî.
Êàæäàÿ òî÷êà îòðåçêà � èëè êðàñíàÿ èëè ñèíÿÿ è äâóöâåòíîñòü òî-
÷åê íåâîçìîæíà. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ êðàñíàÿ (ñèíÿÿ) òî÷êà âõîäèò
â îòðåçîê âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé êðàñíîé (ñîîòâ., ñèíåé) îêðåñò-
íîñòüþ.

Ïóñòü c åñòü ñóïðýìóì ìíîæåñòâà ¾êðàñíûõ¿ òî÷åê. Åñëè c�
êðàñíàÿ òî÷êà, òî ó íåå åñòü êðàñíàÿ îêðåñòíîñòü è çíà÷èò ïðàâåå
c åñòü êðàñíûå òî÷êè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî c åñòü âåðõíÿÿ ãðà-
íèöà ìíîæåñòâà êðàñíûõ òî÷åê. Åñëè æå c� ñèíÿÿ òî÷êà, òî ó íåå
åñòü ñèíÿÿ îêðåñòíîñòü è çíà÷èò âñå ñèíèå òî÷êè èç ýòîé ëåâîé ïî-
ëóîêðåñòíîñòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè ãðàíèöàìè äëÿ ìíîæåñòâà
êðàñíûõ òî÷åê. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî c åñòü íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíèöà ìíîæåñòâà êðàñíûõ òî÷åê.

Ïåðåéäåì ê îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâàì ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Âñÿêèé
èíòåðâàë åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ ñâîåé ñåðåäèíû. Îáúåäèíåíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ � ñíîâà èíòåðâàë è ïîýòîìó åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ � óæå íå èíòåð-
âàë, íî, ïî òåîðåìå 6.2 âñå ðàâíî åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Âïðî÷åì,
ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðåòü è òðè, è ÷åòûðå èíòåðâàëà
è, âîîáùå, ëþáîå êîíå÷íîå èëè äàæå ñ÷åòíîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ. Íà-
ïîìíèì, (ïåðâàÿ ëåêöèÿ, ïðèìåð 3) ÷òî íà ïðÿìîé íåâîçìîæíî ðàñ-
ïîëîæèòü íåñ÷åòíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.
Ê èíòåðâàëàì ìîæíî òàêæå äîáàâëÿòü è ëó÷ (èëè äâà ëó÷à) áåç íà-
÷àëà � îïÿòü ïîëó÷èòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Óäîáíî áóäåò îòêðû-
òûé ëó÷ íàçûâàòü íåîãðàíè÷åííûì èíòåðâàëîì. À áûâàþò

ëè äðóãèå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ? Îòâåò

ïðîñò: íåò.
Òåîðåìà 6.4 (Ñòðóêòóðà îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ).

Âñÿêîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîé ÿâäÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé èíòåðâàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî {Iα}α∈A èíòåðâàëîâ,

ïåðåñå÷åíèå
⋂
α∈A Iα êîòîðûõ íåïóñòî. Òîãäà èõ îáúåäèíåíèå

⋃
α∈A Iα

òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Êàæäûé èíòåðâàë Iα èìååò ëåâûé êî-
íåö (îáîçíà÷èì åãî aα) è ïðàâûé êîíåö (îáîçíà÷èì åãî bα). Ïóñòü b
(ñîîòâåòñòâåííî a) åñòü ñóïðýìóì (ñîîòâ. èíôèìóì) ìíîæåñòâà âñåõ
ïðàâûõ êîíöîâ (ñîîòâ. âñåõ ëåâûõ êîíöîâ). Äîêàæåì, ÷òî⋃

α∈A
Iα = (a, b).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ è ñëó÷àè, êîãäà b = +∞ èëè
a = −∞. Âêëþ÷åíèå

⋃
α∈A Iα ⊂ (a, b) âåðíî, òàê êàê a ≤ aα < bα ≤ b

äëÿ âñåõ α ∈ A è ïîýòîìó

Iα = (aα, bα) ⊂ (a, b).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå (a, b) ⊂
⋃
α∈A Iα, äëÿ ÷åãî çàôèê-

ñèðóåì òî÷êó x ∈
⋂
α∈A Iα. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó c èç

èíòåðâàëà (x, b). Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðýìóìà b = sup{bα|α ∈ A} íàé-
äåòñÿ èíäåêñ α ∈ A äëÿ êîòîðîãî c < bα ≤ b. Íî òîãäà òî÷êà c ëåæèò
â èíòåðâàëå Iα = (aα, bα) è çíà÷èò ëåæèò â îáúåäèíåíèè

⋃
α∈A Iα.

Äëÿ òî÷åê d ∈ (a, x) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x íåïóñòîãî îòêðû-
òîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà G ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðâà-
ëîâ, êîòîðûå, âî-ïåðâûõ, ñîäåðæàò òî÷êó x è, âî-âòîðûõ, ñîäåðæàòñÿ
â G. Òàêèå èíòåðâàëû èìåþòñÿ èìåííî â ñèëó îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà
G. Ïî ëåììå îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ èíòåðâàëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðâàëîì. Îáîçíà÷èì åãî Ix è íàçîâåì ñîñòàâëÿþùèì èíòåðâà-
ëîì, ñîäåðæàùèì òî÷êó x. ßñíî, ÷òî Ix ⊂ G.

(Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ ìîäåëü. Ìíî-
æåñòâî G ñäåëàíî èç ïðîìîêàøêè è â òî÷êó x íàëèâàþò ÷åðíèëà.
Òîãäà îíè ðàçîëüþòñÿ ïî ìíîæåñòâó G è çàéìóò êàê ðàç èíòåðâàë
Ix.)

Ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x ∈ G è y ∈ G,
êîíå÷íî æå, ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå
îíè ñîâïàäàþò. Ìîäåëü ñ ÷åðíèëàìè õîðîøî èëëþñòðèðóåò ñèòóà-
öèþ.

Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû Ix è Iy
ðàçëè÷íû è ïðè ýòîì ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òîãäà èõ îáúåäè-
íåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì èíòåðâàëîì I. Ýòîò èíòåðâàë I
ñîäåðæèòñÿ â G, ñîäåðæèò è òî÷êó x è òî÷êó y è ïðè ýòîì ñîäåðæèò
ñòðîãî âíóòðè ñåáÿ õîòÿ áû îäèí èç èíòåðâàëîâ Ix èëè Iy. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñîñòàâëÿþùåãî èíòåðâàëà (Ix èëè Iy).
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Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ ñîäåðæèòñÿ â G, òàê
êàê êàæäûé ñîñòàâëÿþùèé èíòåðâàë ëåæèò â G. Íàîáîðîò, êàæäàÿ
òî÷êà x èç G ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòàâëÿþùåì èíòåðâàëå.
Çíà÷èò âñå ìíîæåñòâî G ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ èíòåðâàëîâ. Â ýòîì îáúåäèíåíèè âîçüìåì êàæäûé ñîñòàâëÿþ-
ùèé èíòåðâàë ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî
G ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæ-
äó ñîáîé èíòåðâàëîâ. Íî òàêèõ èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíî (ñì. ïåðâàÿ ëåêöèÿ).

Çàäà÷à. Ïóñòü q ∈ (0; 1). Ó êàæäîé òî÷êè n = 1; 2; 3; . . . 9 âîçüìåì
îêðåñòíîñòü ðàäèóñà, ñîîòâåòñòâåííî, q; q2; q3; . . . ; q9 è ïóñòü ìíîæå-
ñòâî G åñòü îáúåäèíåíèå ýòèõ îêðåñòíîñòåé. Ïðè êàêèõ q ÷èñëî ñî-
ñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ ìíîæåñòâà G ðàâíî 9? ðàâíî 8? ðàâíî 1?

Êàæäîå íåïóñòîå îòêðûòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî êîíòèíóàëüíî,
òàê êàê ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë è ñîäåðæèòñÿ â R. Òåîðåìà
6.4 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü áîëåå ñåðüåçíûé ôàêò î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
âñåõ îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 6.5. Ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ
êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì G ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ
ìíîæåñòâ. Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà G åñòü íåêîòîðîå îêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé. Íåðàâåíñòâî |G| ≥ c òðèâèàëüíî: äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü â G êîíòèíóëüíîå ïîäìíîæåñòâî G′, ýëåìåíòàìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû (x, x+ 1), x ∈ R.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà |G| ≤ c äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
íåêîòîðóþ èíúåêöèþ f : G → Y â íåêîòîðîå êîíòèíóàëüíîå ìíî-
æåñòâî Y . Â êà÷åñòâå òàêîãî ìíîæåñòâà Y âîçüìåì äåêàðòîâî ïðî-
èçâåäåíèå R∗ × R∗ × R∗ × . . . ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé R∗ =
R ∪ {−∞} ∪ {∞} ∪ {∗}, ãäå {∗}�íåêîòîðûé ñïåöçíàê. ßñíî, ÷òî R∗
êîíòèíóàëüíî è ïîýòîìó êîíòèíóàëüíî Y (ñì. ÷åòâåðòàÿ ëåêöèÿ, ïðè-
ìåð 1').

Ïóñòü G ∈ G, ò.å G åñòü îòêðûòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Ïî òåî-
ðåìå 6.4 G åñòü îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé
ïåðåñ÷åò âñåõ ýòèõ èíòåðâàëîâ, ò. å.

G = (a1, b1) ∪ (a2, b2) ∪ (a3, b3) ∪ . . .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâó G ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîí-
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öîâ ýòèõ ïåðåñ÷èòàíûõ èíòåðâàëîâ:

f(G) = (a1, b1, a2, b2, a3, b3, . . .).

Ïðè ýòîì, åñëè G åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
n èíòåðâàëîâ, òî íà ìåñòàõ, íà÷èíàÿ ñ (2n+ 1)-ãî ïîñòàâèì ñïåöçíàê
∗.

Çíà÷èò, îïðåäåëåíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå f : G → Y . ßñíî, ÷òî
îíî èíüåêòèâíî: âåäü ñîâïàäåíèå f(G) ñ f(G′) îçíà÷àåò, ÷òî ñîîò-
âåòñòâåííî, ñîâïàëè ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû, íà êîòîðûå ðàçáèòû
îòêðûòûå ìíîæåñòâà G è G′. Ñëåäîâàòåëüíî |G| ≤ |Y | = c.

Â òåðìèíàõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ î÷åíü óäîáíî äàòü ñëåäóþùèé
êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y èç ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X; ρ) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y ; d) íåïðå-
ðûâíî â òî÷êå x0, åñëè

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ X (ρ(x, x0) < δ =⇒ d(f(x), f(x0)) < ε).

Òåîðåìà 6.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå f : X → Y èç ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X; ρ) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y ; d) áûëî
íåïðåðûâíî âî âñåõ òî÷êàõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîîáðàç
f−1(G) êàæäîãî îòêðûòîãî â Y ìíîæåñòâà G áûë îòêðûò â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x0 �ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîîáðàçà f−1(G) è G îòêðûòî â Y . Ýòî çíà÷èò,
÷òî çíà÷åíèå f(x0) ëåæèò â G. Íî òîãäà è íåêîòîðàÿ ε-îêðåñòíîñòü
òî÷êè f(x0) ëåæèò âî ìíîæåñòâå G. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü f â
òî÷êå x0, íàéäåì ïîäõîäÿùóþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Îáðàç ýòîé
δ-îêðåñòíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè f öåëèêîì ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè
òî÷êè f(x0) è ïîýòîìó ëåæèò âî ìíîæåñòâå G. Çíà÷èò òî÷êà x0 âõî-
äèò â ïðîîáðàç f−1(G) âìåñòå ñî ñâîåé δ-îêðåñòíîñòüþ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé ýòîãî ïðîîáðàçà. Ïðîèçâîëüíîñòü òî÷êè x0 äîêà-
çûâàåò îòêðûòîñòü ïðîîáðàçà f−1(G).

Òåïåðü äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ ëþáîé (îòêðûòîé) ε-îêðåñòíîñòè
çíà÷åíèÿ f(x0) ïðîîáðàç ýòîé îêðåñòíîñòè ïî ïðåäïîëîæåíèþ îò-
êðûò â ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé òî÷êîé ýòîãî ïðîîáðàçà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ãàðàíòèðóåò íàëè-
÷èå òàêîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, îáðàç êîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè f
öåëèêîì ëåæèò â ïåðâîíà÷àëüíîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè f(x0). Íàëè-
÷èå òàêîãî δ > 0 â òî÷íîñòè è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå x0.
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Ïðîèçâîëüíîñòü òî÷êè x0 äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y .
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Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà

Íåêîòîðîé ïðîòèâîïîëîæíîñòüþ ê îòêðûòûì ìíîæåñòâàì ÿâëÿ-
þòñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîä-
ìíîæåñòâà X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ), åñëè ýòà òî÷êà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 òî÷åê èç X,
îòëè÷íûõ îò x:

(x = lim
n→∞

xn, xn 6= x)⇐⇒ ( lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0, ρ(xn, x) > 0).

Ïîäìíîæåñòâî F ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) íàçûâàåòñÿ çà-
ìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþò áóêâîé F : îò ôðàí-
öóçñêîãî ¾ferme¿� ¾çàêðûòî¿. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè ó ìíîæåñòâà
íåò íè îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè, òî îíî ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ïîäìíî-
æåñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 7.2 (Îïåðàöèè íàä çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè).
Â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

(a) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;
(á) îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâî çàìêíó-

òî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü åñòü ñåìåéñòâî {Fα}α∈A çàìêíóòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ Fα ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ). Âîçüìåì ëþáóþ ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó x ïåðåñå÷åíèÿ

⋂
α∈A Fα. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ, ÷òî x =
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limn→∞ xn è xn 6= x. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé êàæäîãî èç çàìíóòûõ ìíîæåñòâ Fα. Çíà÷èò ýòà òî÷êà x ëåæèò â
êàæäîì èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Fα, ò. å. ëåæèò â èõ ïåðåñå÷åíèè.

(á) Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ è äàëüøå äåé-
ñòâîâàòü ïî èíäóêöèè. Ïóñòü âñå òî÷êè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F1 �
¾êðàñíûå¿, à âñå òî÷êè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F2 �¾ñèíèå¿ è ïóñòü
x�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îáúåäèíåíèÿ F1 ∪ F2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìå-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ýòîãî îáúåäèíåíèÿ òàêèõ, ÷òî
x = limn→∞ xn è xn 6= x. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå òî÷êè èëè
êðàñíûå èëè ñèíèå èëè ïîêðàøåíû â îáà öâåòà. Íî â ëþáîì ñëó-
÷àå íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàêîãî-òî îäíîãî öâåòà. Ïðåäåë
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çíà÷èò òî÷êà x åñòü èëè ïðåäåëüíàÿ òî÷êà F1 èëè åñòü ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà F2. Â ñèëó çàìêíóòîñòè F1 è F2 ïîëó÷àåì, ÷òî x ëåæèò èëè â
F1 èëè â F2, ò. å. ëåæèò â èõ îáúåäèíåíèè.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, áîëüøå, íåæåëè â òåîðåìå 7.2,
ïðî îïåðàöèè ñ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè íè÷åãî ãàðàíòèðîâàòü íåëü-
çÿ. Íàïðèìåð, êàæäîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî Fn = {1/n} çàìêíóòî
íà ïðÿìîé, íî îáúåäèíåíèå

⋃∞
n=1 Fn ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýòèõ ìíîæåñòâ

íå çàìêíóòî, òàê êàê íå ñîäåðæèò ñâîþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ðàâíóþ
íóëþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äîïîëíåíèå äî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
F = [a,∞) åñòü ëó÷ (−∞, a), êîòîðûé íå çàìêíóò, òàê êàê íå ñîäåð-
æèò ñâîþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ðàâíóþ a.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò òåçèñ î ïðîòèâîïîëîæíîñòè çàìêíó-
òûõ è îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 7.3 (Ñâÿçü ìåæäó îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíî-
æåñòâàìè). Ïîäìíîæåñòâî F ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) çà-
ìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå G = M \ F îò-
êðûòî â M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî F ⊂ M çàìêíóòî è ïóñòü
x�ëþáàÿ òî÷êà äîïîëíåíèÿ G = M \ F . Äîêàæåì, ÷òî x� âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà G. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîêîëîòûõ εn-
îêðåñòíîñòåé Gn = Uεn(x) \ {x} äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εn, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. Íàïðèìåð, εn = 1/n.
Åñëè áû â êàæäîé èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé Gn íàøëàñü áû òî÷êà xn èç
ìíîæåñòâà F , òî òîãäà

(0 < ρ(xn, x) ≤ εn) =⇒ ( lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0, xn 6= x)
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è òî÷êà x îêàçàëàñü áû, ëåæàùåé â çàìêíóòîì ìíîæåñòâå F , êàê åãî
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Íî x ∈ G, ò. å. x 6∈ F . Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî n ∈ N â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Gn íåò òî÷åê
èç ìíîæåñòâà F . Íî òîãäà è âî âñåé îêðåñòíîñòè Uεn íåò òî÷åê èç F :
âåäü ñàìà òî÷êà x òàêæå íå ëåæèò â F . Çíà÷èò âñÿ îêðåñòíîñòü Uεn
ëåæèò â G. Èòàê, âñÿêàÿ òî÷êà èç G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé G,
ò. å. G îòêðûòî.

Íàîáîðîò, äîïóñòèì, ÷òî äîïîëíåíèå G = M \ F îòêðûòî â M è
äîêàæåì, ÷òî ñàìî ìíîæåñòâî F çàìêíóòî. Îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 òî÷åê èç ìíîæåñòâà
F , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x íå èç F è ïðè ýòîì xn 6= x.
Òîãäà x ëåæèò â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé
ε-îêðåñòíîñòüþ. Çíà÷èò â ýòîé îêðåñòíîñòè íåò íè îäíîé òî÷êè èç
F . Íî x = limn→∞ xn è ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîé ε-îêðåñòíîñòè âñå æå åñòü òî÷êè xn ∈ F .
Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Âñÿêîå çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðÿìîé óäàëåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî F ïîëó÷àåòñÿ óäà-
ëåíèåì èç ïðÿìîé R ñâîåãî äîïîëíåíèÿ G = R \ F , êîòîðîå îòêðûòî
ïî òåîðåìå 7.3 è ïðåäñòàâèìî â âèäå ñîîòâåòñâóþùåãî îáúåäèíåíèÿ
èíòåðâàëîâ ïî òåîðåìå 6.4

Ïðèìåð 2. Îòðåçîê [a, b]� çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn}∞n=1 �íåêîòîðàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê îòðåçêà [a, b]. Ïî òåîðåìå î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â
íåðàâåíñòâå ïîëó÷àåì

(a ≤ xn ≤ b) =⇒ (a ≤ x = lim
n→∞

xn ≤ b) =⇒ (x ∈ [a, b]).

Ïðèìåð 3. Ïðÿìîóãîëüíèê [a, b] × [c, d]� çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {An}∞n=1 �íåêîòîðàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà [a, b]×[c, d]. Îáîçíà÷èìA = limn→∞An
è ïóñòü An = (xn, yn), A = (x, y). Òîãäà x = limn→∞ xn è y =
limn→∞ yn. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì êîîðäèíàò {xn} è {yn}
ïðåäûäóùèé ïðèìåð, ïîëó÷àåì, ÷òî a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, ò. å.
A = (x, y) ∈ [a, b]× [c, d].

Ïðèìåð 4. Ïîëóïëîñêîñòü ñ ãðàíè÷íîé ïðÿìîé� çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ m, çàäàíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì m = {(x, y)|Ax + By + C = 0}. Òîãäà ïðÿìàÿ m ðàçáèâà-
åò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè Π+ = {(x, y)|Ax + By + C >
0} è Π− = {(x, y)|Ax + By + C < 0}. Äîáàâëåíèå ñàìîé ïðÿìîé
ê îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé, íàïðèìåð ê Π+, äàåò ìíîæåñòâî F =
{(x, y)|Ax+By+C ≥ 0}. Äîêàæåì åãî çàìêíóòîñòü. Ïóñòü (x0, y0) =
limn→∞(xn, yn) è (xn, yn) ∈ F , ò. å. {Axn + Byn + C ≥ 0}. ×èñëî-
âàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x, y) = Ax + By + C äâóõ ïåðåìåííûõ ëèíåéíà è, â
÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Çíà÷èò

ϕ(x0, y0) = lim
n→∞

ϕ(xn, yn)

Ñíîâà èñïîëüçóÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì ϕ(x0, y0) =
Ax0 +By0 + C ≥ 0. Çíà÷èò (x0, y0) ∈ F .

Ïðèìåð 5. Ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê� çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê åñòü ïåðåñå÷åíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà íåêîòîðûõ çàìêíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé. Îñòàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü ïðåäûäóùèé ïðèìåð è òåîðåìó 7.2.(a).

Ïðèìåð 6. Ïóñòü ϕ : R2 → R�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ìíîæåñòâà

{(x, y)|ϕ(x, y) ≥ 0}, {(x, y)|ϕ(x, y) ≤ 0}, {(x, y)|ϕ(x, y) = 0}

çàìêíóòû â ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîæåñòâà {(x, y)|ϕ(x, y) ≥ 0} ñëåäóåò äî-
ñëîâíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåðà 4, îïóñòèâ ñëîâà ïðî ëè-
íåéíîñòü ôóíêöèè. Äëÿ {(x, y)|ϕ(x, y) ≤ 0} äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî, à ìíîæåñòâî {(x, y)|ϕ(x, y) = 0} åñòü ïåðåñå÷åíèå äâóõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ {(x, y)|ϕ(x, y) ≥ 0} è {(x, y)|ϕ(x, y) ≤ 0}.
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Âîò ñîâñåì êîíêðåòíûé ïðèìåð. Ïóñòü

ϕ(x, y) = (x− a)2 + (y − b)2 −R2.

Ôóíêöèÿ ϕ(·, ·) íåïðåðûâíà, êàê ìíîãî÷ëåí. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
{(x, y)|ϕ(x, y) ≤ 0} åñòü ïðîñòî êðóã (ñ ãðàíèöåé) ðàäèóñà R ñ öåí-
òðîì â òî÷êå (a, b).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè ðàâ-
íîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ

Ïðèìåð 7. Ïóñòü f : R→ [0,+∞)�íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ è F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî R, ëåæàùåå â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . Òîãäà êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ

Tf = {(x, y)|x ∈ F, 0 ≤ y ≤ f(x)}

çàìêíóòà â ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x0, y0) = limn→∞(xn, yn) è (xn, yn) ∈ Tf ,
ò. å. xn ∈ F è 0 ≤ yn ≤ f(xn). Òîãäà x0 = limn→∞ xn è çíà÷èò x0 ∈ F
â ñèëó çàìêíóòîñòè F . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå è èñïîëüçóÿ
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f ïîëó÷àåì

(0 ≤ yn ≤ f(xn)) =⇒ (0 ≤ y0 = lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

f(xn) = f(x0)).

Çíà÷èò (x0, y0) ∈ Tf .

Îáúåäèíåíèÿ è êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç ïðèìåðîâ 1�
7 äàþò åùå áîëüøèé çàïàñ ïðèìåðîâ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Êðîìå
òîãî, âñå ýòè ïðèìåðû åñòü è ïðèìåðû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ: äîñòà-
òî÷íî ïåðåéòè ê äîïîëíåíèÿì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàìåíà íåñòðîãèõ
íåðàâåíñòâ â ïðèìåðàõ 3�7 íà ñòðîãèå ïðèâîäèò ê îòêðûòûì ìíî-
æåñòâàì.

Àíàëîãè ïðèìåðîâ 4�7 ðàçóìååòñÿ åñòü è â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé. Èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ ìèíè-
ìàëüíû: íàäî ïðîñòî ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îò n äåé-
ñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ; n = 3, 4, . . .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìåò-
ðè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòðàíñòâîì C[a, b]
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b].

Ïðèìåð 8. Â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ñ ìåòðèêîé ρ(f, g) = max{|f(x)−
g(x)||x ∈ [a, b]} çàìêíóòû ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:
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(a) F1 = {f |f(a) = 0};
(á) F2 = {f |f(a) = f(b)};
(â) F3 = {f |f(x) ≥ g(x),∀x ∈ [a, b]}, ãäå g ∈ C[a, b]�ôèêñèðîâàí-

íàÿ ôóíêöèÿ;
(ã) F4 �ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, çíà÷åíèÿ f(x) êîòîðûõ ïðè x ∈

[a′, b′] ⊂ [a, b] ëåæàò â íåêîòîðîì îòðåçêå [c, d].

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü f �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F1. Òî-
ãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà
F1 ïîëó÷àåì

0 ≤ |f(a)| = |f(a)− fn(a)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)− fn(x)| = ρ(f, fn)→ 0.

Çíà÷èò f(a) = 0, ò. å. f ∈ F1.
(á) Ïóñòü f �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F2. Òîãäà äëÿ íåêîòî-

ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà F1 ïîëó÷àåì

0 ≤ |f(a)− f(b)| = |f(a)− fn(a) + fn(b)− f(b)| ≤ |f(a)− fn(a)|+
+ |fn(b)− f(b)| ≤ 2 max

x∈[a,b]
|f(x)− fn(x)| = 2ρ(f, fn)→ 0.

Çíà÷èò f(a) = f(b), ò. å. f ∈ F2.
(â) Ïóñòü f �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F3. Òîãäà äëÿ íåêî-

òîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà F3 â êàæäîé
òî÷êå x ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ

(0 ≤ fn(x)− g(x)) =⇒ (0 ≤ lim
n→∞

(fn(x)− g(x)) = f(x)− g(x)).

Çíà÷èò â êàæäîé òî÷êå x îòðåçêà ïîëó÷àåì f(x) ≥ g(x), ò. å. f ∈ F3.
(ã) Ïóñòü f = limn→∞ fn è x�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [a′, b′].

Òîãäà f(x) = limn→∞ fn(x) è c ≤ fn(x) ≤ d. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â
íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì c ≤ f(x) ≤ d. Çíà÷èò f ∈ F4.

Îòìåòèì, ÷òî çàìêíóòîñòü òàêîãî òèïà ìíîæåñòâ ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ïèêàðà î ñóùåñòâîâàíèè è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Çàâåðøèì ýòó ëåêöèþ ïåðå÷èñëåíèåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïîäìíîæåñòâà. Ïîêà ÷òî ìû âñòðå÷àëèñü
ñ âíóòðåííèìè è ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè.
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Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (M,ρ). Òîãäà òî÷êà a ∈M íàçûâàåòñÿ:

(a) âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé òî÷êîé äîïîëíåíèÿ M \A ìíîæåñòâà A;

(á) ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè ýòà òî÷êà è íå âíóò-
ðåííÿÿ è íå âíåøíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A;

(â) èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè ýòà òî÷êà, âî-
ïåðâûõ, ëåæèò â A è, âî-âòîðûõ, â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè íåò
áîëüøå òî÷åê èç A;

(ã) òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A, åñëè ýòà òî÷êà èëè
èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A èëè æå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî
ìíîæåñòâà;

(ä) òî÷êîé êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà A, åñëè íåñ÷åòíî ïåðåñå÷å-
íèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ðàçâåòâëåííàÿ ñåòü âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó
ýòèìè òèïàìè òî÷åê è ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîäõîäàìè ê èõ îïðåäå-
ëåíèÿì. Ìû âûäåëèì òîëüêî êðèòåðèé äëÿ ïðåäåëüíûõ, ãðàíè÷íûõ
òî÷åê è òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ â ÿâíûõ òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé ýòèõ
òî÷åê.

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(M,ρ). Òîãäà òî÷êà a ∈M ÿâëÿåòñÿ:

(a) ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uε(a) \ {a} òî÷êè a
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà x èç ìíîæåñòâà A;

(á) ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 â îêðåñòíîñòè Uε(a) òî÷êè a èìååòñÿ õîòÿ áû îä-
íà òî÷êà x èç ìíîæåñòâà A è èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà y íå èç
ìíîæåñòâà A;

(â) òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 â îêðåñòíîñòè Uε(a) òî÷êè a èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíà òî÷êà x èç A.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü a ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, ò. å.

lim
n→∞

ρ(xn, a) = 0, xn 6= a

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn ∈ A. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 â îêðåñòíîñòè Uε(a) òî÷êè a èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà xn.
Íî òîãäà ýòà òî÷êà xn è åñòü òà òî÷êà ìíîæåñòâà A, êîòîðàÿ ëåæèò
â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uε(a) \ {a}.
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Íàîáîðîò, ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
Uε(a) \ {a} òî÷êè a èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà x èç ìíîæåñòâà A.
Ïîëîæèì εn = 1/n è ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì òî÷êó
xn ∈ (Uεn(a) \ {a}). Òîãäà

(0 < ρ(xn, a) < εn) =⇒ ( lim
n→∞

ρ(xn, a) = 0, xn 6= a;xn ∈ A).

Çíà÷èò a ïðåäåëüíà äëÿ ìíîæåñòâà A.
(á) Îòðèöàíèå òîãî ôàêòà, ÷òî a åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæå-

ñòâà A âûãëÿäèò òàê: â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíà òî÷êà y íå èç ìíîæåñòâà A. Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì, îòðèöàíèå
òîãî ôàêòà, ÷òî a åñòü âíåøíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A âûãëÿäèò òàê:
â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà x íå èç
äîïîëíåíèÿ M \A, ò.å òî÷êà x èç ñàìîãî ìíîæåñòâà A. Êîíúþíêöèÿ
ýòèõ äâóõ îòðèöàíèé êàê ðàç è äîêàçûâàåò (á).

(â) Ïóñòü a òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A. Åñëè îíà èçîëè-
ðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òî â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(a) ëåæèò
îíà ñàìà è, òåì ñàìûì, â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè Uε(a) èìåþòñÿ òî÷êè
èç A. Åñëè æå òî÷êà a ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òî â ëþáîé
îêðåñòíîñòè Uε(a) èìåþòñÿ òî÷êè èç A ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî îíè èìå-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uε(a) \ {a}.

Íàîáîðîò, ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 â îêðåñòíîñòè Uε(a) òî÷êè a
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà x èç ìíîæåñòâà A. Åñëè òî÷êà a èçîëèðî-
âàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òî îíà ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà a íå èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíî-
æåñòâà A. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî îíà íå ëåæèò â A,
ëèáî â ëþáîé åå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè îêðåñòíîñòè Uε(a)\{a} åñòü
òî÷êà èç ìíîæåñòâà A. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì,
÷òî a åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A. Â ïåðâîì ñëó÷àå òàêæå
ïîëó÷àåì, ÷òî a åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà A. Âåäü â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè
x èç ìíîæåñòâà A, ëåæàùèå â ε-îêðåñòíîñòè Uε(a), àâòîìàòè÷åñêè
ëåæàò â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uε(a) \ {a} òî÷êè a òàê êàê x ∈ A è
ïðè ýòîì a /∈ A, ò. å. x 6= y. Ñëåäîâàòåëüíî â ëþáîì ñëó÷àå a� òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êðèòåðèåì íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîñòü ïðîîáðàçà ëþáîãî
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê,
äàííàÿ â òåîðåìå 7.5.(à), âåðíà òîëüêî â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Â áîëåå îáùèõ, òîïîëîãè÷åñêèõ, ïðîñòðàíñòâàõ ýòà õàðàêòåðèçà-
öèÿ íå èìååò ìåñòà. Â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîä-
ìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ íå êàê â îïðåäåëåíèè 7.1, à èìåííî ÷åðåç
íàëè÷èå òî÷åê ïîäìíîæåñòâà â ïðîèçâîëüíûõ ïðîêîëîòûõ îêðåñòíî-
ñòÿõ ýòèõ òî÷åê.



Âîñüìàÿ ëåêöèÿ

Ðåøåíèå CH-ïðîáëåìû äëÿ çàìêíóòûõ

÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ëåêöèè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òî-
ãî, ÷òî íåïóñòîå çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ëèáî êîíå÷íî, ëèáî
ñ÷åòíî, ëèáî êîíòèíóàëüíî, ò. å.ðåøåíèå CH-ïðîáëåìû íå äëÿ âñåõ
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ (÷òî âîîáùå, â ïðèíöèïå, íåâîçìîæíî), à äëÿ îä-
íîãî èç íàèáîëåå åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ êëàññîâ ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ. Åñëè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, òî äîêàçû-
âàòü, ñîáñòâåííî, íå÷åãî. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü íåñ÷åòíûå ìíîæå-
ñòâà.

Òåîðåìà 8.1. Íåñ÷åòíîå çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî êîíòè-
íóàëüíî.

Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.1.
Òåîðåìà 8.2 (Ëåììà Ëèíäåëåôà). Âñÿêîå íåñ÷åòíîå ÷èñëîâîå

ìíîæåñòâî èìååò õîòÿ áû îäíó òî÷êó êîíäåíñàöèè, ïðèíàäëåæàùóþ
ýòîìó ìíîæåñòâó.

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êîíäåíñàöèè äàííîãî ìíîæåñòâà X íàçî-
âåì ÿäðîì ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷èìK(X) (¾Kernel¿ � ÿäðî). Íà-
çîâåì ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûì, åñëè îíî, âî-ïåðâûõ, çà-
ìêíóòî è, âî-âòîðûõ, ó íåãî íåò íè îäíîé èçîëèðîâàííîé òî÷êè.

Òåîðåìà 8.3 (Ñòðóêòóðà ÿäðà ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà).ßäðî
ëþáîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà ñîâåðøåííî.

Òåîðåìà 8.4 (Ìîùíîñòü ñîâåðøåííûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ).
Âñÿêîå íåïóñòîå ñîâåðøåííîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî êîíòèíóàëüíî.

Âûâîä òåîðåìû 8.1 èç òåîðåì 8.2�8.4. Ïóñòü F íåñ÷åòíîå
çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê F ⊂ R, òî |F | ≤ |R| = c.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |F | ≥ c. Ïî òåîðåìå 8.2 ÿäðî K(F ) ìíîæåñòâà
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F íåïóñòî. Ïî òåîðåìå 8.3 ÿäðî K(F ) ñîâåðøåííî è ïî òåîðåìå 8.4
ýòî ÿäðî êîíòèíóàëüíî. Òàê êàê ñàìî ìíîæåñòâî F çàìêíóòî, òî îíî
ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè è, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò âñå
ñâîè òî÷êè êîíäåíñàöèè. Çíà÷èò K(F ) ⊂ F è ïîýòîìó c = |K(F )| ≤
|F |. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà ïîëó÷àåì, ÷òî |F | = c.

Åùå îäíèì ñëåäñòâèåì òåîðåì 8.2�8.4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 8.5 (Ñòðóêòóðà çàìêíóòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ).
Âñÿêîå çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ íåêîòîðîãî ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà è íåïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ
íèì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Òîãäà åãî
ÿäðîK(F ) ñîâåðøåííî è ëåæèò â F . Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü
F \K(F ) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà: òîãäà èñêîìîå ðàçëîæåíèå çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà F âûãëÿäèò òàê

F = K(F ) ∪ (F \K(F )).

Îò ïðîòèâíîãî äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî F \K(F ) íåñ÷åòíî. Òîãäà
ïî ëåììå Ëèíäåëåôà ó ýòîãî ìíîæåñòâà åñòü òî÷êà êîíäåíñàöèè x,
ïðèíàäëåæàùàÿ ñàìîìó ìíîæåñòâó F \K(F ). Íî ýòà òî÷êà êîíäåí-
ñàöèè x áóäåò, î÷åâèäíî, è òî÷êîé êîíäåíñàöèè âñåãî ìíîæåñòâà F :
âåäü (F \K(F )) ⊂ F . Çíà÷èò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ K(F )
è ÷òî x ∈ F \K(F ). Ïðîòèâîðå÷èå.

Íà ñàìîì äåëå ïðî ðàçíîñòü F \K(F ) èìååòñÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ. Îñòàòîê R(F ) = F \ K(F ) íèãäå íå ïëîòåí íà R,
ò. å. â ëþáîì ÷èñëîâîì èíòåðâàëå I íàéäåòñÿ ïîäèíòåðâàë I ′ ⊂ I, â
êîòîðîì íåò íè îäíîé òî÷êè èç R(F ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ìû íàéäåì íåêîòîðûé
èíòåðâàë I, âíóòðè êîòîðîãî òî÷êè îñòàòêà R(F ) ïëîòíû (= ñóùå-
ñòâóþò âíóòðè ëþáîãî ïîäèíòåðâàëà I ′ ⊂ I). Òî÷êè îñòàòêà R(F )
åñòü òî÷êè è ìíîæåñòâà F , çàìêíóòîñòü êîòîðîãî ãàðàíòèðóåò âêëþ-
÷åíèå I ⊂ F . Íî òîãäà âñå òî÷êè èíòåðâàëà I åñòü òî÷êè êîíäåíñàöèè
ìíîæåñòâà F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàëè÷èþ âíóòðè èíòåðâàëà òî÷åê èç
îñòàòêà R(F ) = F \K(F ).
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Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 8.2�8.4

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.2. Îò ïðîòèâíîãî äîïóñòèì, ÷òî X
íåñ÷åòíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî è ÷òî íèêàêàÿ òî÷êà x ýòîãî ìíîæå-
ñòâà íå ÿâëÿåòñÿ åãî òî÷êîé êîíäåíñàöèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ó ëþáîé
òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ îêðåñòíîñòü Uε(x), â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê èç ìíîæåñòâà X: ∃ε > 0|Uε(x)∩X| ≤ ℵ0.
Îêðåñòíîñòü Uε(x)� ýòî ïðîñòî èíòåðâàë (x− ε, x+ ε), ñîäåðæàùèé
ýòó òî÷êó. Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà px ∈ (x− ε, x) è qx ∈ (x, x+ ε), ÷òî âîçìîæíî â ñèëó
ïëîòíîñòè Q â R. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî X ñîäåðæèòñÿ â
îáúåäèíåíèè

⋃
x∈X(px, qx) è

(px, qx) ⊂ (x− ε, x+ ε) =⇒ |(px, qx) ∩X| ≤ |Uε(x) ∩X| ≤ ℵ0.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî: |Q × Q| = ℵ0.
Çíà÷èò ñ÷åòíî è ìíîæåñòâî âîîáùå âñåõ èíòåðâàëîâ ñ ðàöèî-
íàëüíûìè êîíöàìè. Ðàñïîëîæèì âñå ýòè èíòåðâàëû (áåç ïîâòî-
ðåíèé) â âèäå íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è âûäåëèì â íåé (êî-
íå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {I1, I2, . . .}, ñîñòî-
ÿùóþ èç âñåõ òåõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ èíòåðâàëàìè
(px, qx), x ∈ X. Â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ {I1, I2, . . .} ïî ïîñòðîåíèþ�
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî òî÷åê èç ìíîæåñòâà X è ìíîæåñòâî X ñîäåð-
æèòñÿ â îáúåäèíåíèè ýòèõ èíòåðâàëîâ. Çíà÷èò |X| ≤ ℵ0, (ïðèìåð 5,
âòîðàÿ ëåêöèÿ). Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî âî ìíîæåñòâå âñåõ èíòåðâàëîâ
{(px, qx)}x∈X õîòÿ áû îäèí èç èíòåðâàëîâ ïîâòîðÿåòñÿ íåñ÷åòíîå

÷èñëî ðàç.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3. Ïóñòü X ⊂ R è K(X)�ÿäðî

X. Äîêàæåì ñíà÷àëà çàìêíóòîñòü K(X). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} òî÷åê ÿäðà K(X) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x, íå ëåæàùåé â ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà è x ∈ K(X), ò.å
x åñòü òî÷êà êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà X. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
îêðåñòíîñòü Uε(x) òî÷êè x. Òàê êàê x = limn→∞ xn, òî xn ∈ Uε(x)
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè xn îòëè÷íîé îò x. Íî òîãäà ó òî÷êè xn åñòü
îêðåñòíîñòü Uδ(xn), êîòîðàÿ, âî-ïåðâûõ, ëåæèò â îêðåñòíîñòè Uε(x)
è, âî-âòîðûõ, íå ñîäåðæèò òî÷êè x. Ïî óñëîâèþ òî÷êà xn åñòü òî÷êà
êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà X. Çíà÷èò ìíîæåñòâî X ∩ Uδ(xn) íåñ÷åòíî.
Íî òîãäà íåñ÷åòíî è ñîäåðæàùåå åãî ìíîæåñòâî X ∩ Uε(x). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, òî÷êà x åñòü òî÷êà êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà X è, òåì
ñàìûì, ìíîæåñòâî K(X) çàìêíóòî.
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íèêàêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàK(X) íå ÿâëÿåòñÿ
åãî èçîëèðîâàííîé òî÷êîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü
Uε(x) = (x − ε, x + ε) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ K(X). Ïî óñëîâèþ
ìíîæåñòâî X ∩ Uε(x) íåñ÷åòíî. Òàê êàê

X ∩ Uε(x) = (X ∩ (x− ε, x)) ∪ {x} ∪ (X ∩ (x, x+ ε)),

òî èëè ìíîæåñòâî X ∩ (x− ε, x) èëè ìíîæåñòâî X ∩ (x, x+ ε), òàêæå
íåñ÷åòíû. Ïðèìåíèì ê íåñ÷åòíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ (èëè ê îáîèì
ìíîæåñòâàì) ëåììó Ëèíäåëåôà� òåîðåìó 8.2. Òîãäà íàéäåì òî÷êó
êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà X, ëåæàùóþ â îêðåñòíîñòè (x − ε, x + ε) =
Uε(x) è îòëè÷íóþ îò òî÷êè x. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îêðåñòíîñòè
Uε(x), ïîëó÷àåì íåèçîëèðîâàííîñòü òî÷êè x ∈ K(X). Çíà÷èò ÿäðî
K(X) ñîâåðøåííî.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îáúåäèíåíèå òðåõ ìíîæåñòâ íåñ÷åò-
íî, òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ òàêæå íåñ÷åòíî.

Íàèáîëåå íåòðèâèàëüíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î êîíòèíóàëüíî-
ñòè íåïóñòîãî ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4. Ïóñòü P íåïóñòîå ñîâåðøåííîå
ïîäìíîæåñòâî R. Òîãäà |P | ≤ |R| = c. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíî-
ãî íåðàâåíñòâà c ≤ |P | äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ èíúåêöèþ
f : X → P èç íåêîòîðîãî êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà X. Â êà÷åñòâå
òàêîãî êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà X âîçüìåì óæå âñòðå÷àâøååñÿ ðà-
íåå (ñì. òðåòüÿ ëåêöèÿ) ìíîæåñòâî D âñåõ áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

D = {a = (a1, a2, a3, . . .)| ∀n ∈ Nan ∈ {0, 1}}.

Øàã 0. Íåïóñòîå ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî: â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ó íåãî áûëè áû èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Ïðîèçâîëüíî âû-
áåðåì è çàôèêñèðóåì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x(0) ∈ P è x(1) ∈ P .
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x(0) < x(1).

Øàã 1. Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì îòðåçêè J(0) è J(1)
òàê, ÷òîáû:

(a) òî÷êà x(0) áûëà ñåðåäèíîé îòðåçêà J(0), à òî÷êà x(1) áûëà
ñåðåäèíîé îòðåçêà J(1);

(á) îòðåçêè J(0) è J(1) íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé;
(â) äëèíû îòðåçêîâ áûëè ìåíüøå åäèíèöû.
Îáîçíà÷èì I(0) (ñîîòâåòñòâåííî I(1)) èíòåðâàë ñîñòîÿùèé èç âñåõ

âíóòðåííèõ òî÷åê îòðåçêà J(0) (ñîîòâ. J(1)).
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Òî÷êà x(0) ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà P . Â ÷àñòíîñòè, â èíòåðâàëå I(0) åñòü äâå ðàçëè÷íûå ìåæäó
ñîáîé è îòëè÷íûå îò x(0) òî÷êè ìíîæåñòâà P . Îáîçíà÷èì èõ x(0, 0)
è x(0, 1). Ìîæíî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî x(0, 0) < x(0, 1).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáåðåì ðàçëè÷íûå äâå òî÷êè x(1, 0) < x(1, 1)
â èíòåðâàëå I1, îòëè÷íûå îò òî÷êè x(1) ∈ P .

Øàã 2. Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì îòðåçêè

J(0, 0), J(0, 1), J(1, 0), J(1, 1)

òàê, ÷òîáû:
(a) òî÷êè x(0, 0), x(0, 1), x(1, 0), x(1, 1) áûëè áû ñåðåäèíàìè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ J(0, 0), J(0, 1), J(1, 0), J(1, 1);
(á) îòðåçêè J(0, 0), J(0, 1), J(1, 0), J(1, 1) íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó

ñîáîé;
(â) äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ áûëè ìåíüøå îäíîé âòîðîé;
(ã) îòðåçêè J(0, 0), J(0, 1)) ñîäåðæàëèñü áû â îòðåçêå J(0), à îò-

ðåçêè J(1, 0), J(1, 1) ñîäåðæàëèñü áû â îòðåçêå J(1).
Îáîçíà÷èì I(a1, a2) èíòåðâàë, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âíóòðåííèõ òî-

÷åê îòðåçêà J(a1, a2), ãäå êàæäûé èç èíäåêñîâ a1 è a2 ðàâåí íóëþ
èëè åäèíèöå.

Òî÷êà x(a1, a2) ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà P . Â ÷àñòíîñòè, â èíòåðâàëå I(a1, a2) åñòü äâå ðàçëè÷íûå
ìåæäó ñîáîé è îòëè÷íûå îò x(a1, a2) òî÷êè ìíîæåñòâà P . Îáîçíà÷èì
èõ x(a1, a2, 0) è x(a1, a2, 1). Ìîæíî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
x(a1, a2, 0) < x(a1, a2, 1).

Âñåãî òàêèì îáðàçîì áóäåò âûáðàíî âîñåìü òî÷åê x(a1, a2, a3) èç
ìíîæåñòâà P ; ai ∈ {0, 1}.

Øàã 3. Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì âîñåìü îòðåçêîâ
J(a1, a2, a3) òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî äâîè÷íîãî íàáîðà (a1, a2, a3):

(a) òî÷êè x(a1, a2, a3) áûëè áû ñåðåäèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-
ðåçêîâ J(a1, a2, a3);

(á) îòðåçêè J(a1, a2, a3) äëÿ ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ íå ïå-
ðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé;

(â) äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ áûëè ìåíüøå îäíîé òðåòè;
(ã) îòðåçêè J(a1, a2, 0) è J(a1, a2, 1) ñîäåðæàëèñü áû â îòðåçêå

J(a1, a2), âûáðàííîì íà âòîðîì øàãå.
· · ·
Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ìû ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî n ∈ N è

äëÿ êàæäîãî äâîè÷íîãî íàáîðà (a1, a2, . . . , an) íåêîòîðûé îòðåçîê
J(a1, a2, . . . , an) òàê ÷òî:
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(A) â êàæäîì îòðåçêå èìååòñÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà P ;
(Á) ïðè ôèêñèðîâàííîì n äëÿ ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëè-

íû n ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ;
(Â) äëèíà îòðåçêà J(a1, a2, . . . , an) ìåíüøå 1/n;
(Ã) J(a1, a2, . . . , an, an+1) ⊂ J(a1, a2, . . . , an).
Íàêîíåö, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : D→ P ðàâåíñòâîì

f(a1, a2, . . . , an, . . .) = J(a1) ∩ J(a1, a2) ∩ . . . ∩ J(a1, a2, . . . , an) ∩ . . .

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ, óñëîâèÿ (Â) è (Ã)
ãàðàíòèðóþò, ÷òî f(a1, a2, . . . , an, . . .) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Äîêà-
æåì, ÷òî ýòà òî÷êà äåéñòâèòåëüíî ëåæèò âî ìíîæåñòâå P . Äëÿ êàæ-
äîãî n íà îòðåçêå J(a1, a2, . . . , an) ëåæèò è òî÷êà f(a1, a2, . . . , an, . . .)
è òî÷êà x(a1, a2, . . . , an) ∈ P . Çíà÷èò ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êà-
ìè ìåíüøå 1/n. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà
f(a1, a2, . . . , an, . . .) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà P . Â
ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà P ïîëó÷àåì, ÷òî f(a1, a2, . . . , an, . . .) ∈
P .

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü èíüåêòèâíîñòü ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ f : D→
P . Ïóñòü äâå äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a1, a2, a3, . . .) è
b = (b1, b2, b3, . . .) ñîâïàäàþò íà ïåðâûõ N ìåñòàõ, à íà ñëåäóþùåì,
(N + 1)-ì ìåñòå èõ ÷ëåíû ðàçëè÷íû: aN+1 6= bN+1. Òîãäà ïî óñëîâèþ
(Á) îòðåçêè J(a1, a2, . . . , aN , aN+1) è J(a1, a2, . . . , aN , bN+1) ìåæäó ñî-
áîé íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, ðàçëè÷íû è ÷èñëà

f(a) = J(a1) ∩ J(a1, a2) ∩ . . . ∩ J(a1, a2, . . . , aN , aN+1) ∩ . . .

è
f(b) = J(a1) ∩ J(a1, a2) ∩ . . . ∩ J(a1, a2, . . . , aN , bN+1) ∩ . . .

Èíüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : D→ P äîêàçàíà è çíà÷èò äîêàçà-
íî íåðàâåíñòâî c ≤ |P |. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà, ïîëó÷àåì
|P | = c.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû äîïîëíåíèÿ äî
ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà íå èìåþò îáùèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Çàâåðøèì ýòó ëåêöèþ ðàçáîðîì îäíîãî çàìå÷àòåëüíîãî è øèðî-
êî èñïîëüçóåìîãî â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè ñîâåðøåííîãî
ìíîæåñòâà.

Êàíòîðîâñêîå ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî K.
Øàã 0. Îáîçíà÷èì J åäèíè÷íûé îòðåçîê [0, 1].
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Øàã 1. Ðàçäåëèì îòðåçîê J íà òðè ðàâíûå ïîäîòðåçêà è âûêèíåì
âñå âíóòðåííèå òî÷êè ñðåäíåé òðåòè. Îñòàíóòñÿ äâà îòðåçêà, êîòî-
ðûå ìû îáîçíà÷èì â åñòåñòâåííîì (ñëåâà íàïðàâî) ïîðÿäêå: J(0) è,
ñîîòâåòñòâåííî, J(1).

Øàã 2. Ðàçäåëèì êàæäûé èç îòðåçêîâ J(0) è J(1) íà òðè ðàâ-
íûå ïîäîòðåçêà è âûêèíåì â êàæäîì èç íèõ âñå âíóòðåííèå òî÷êè
ñðåäíåé òðåòè. Îñòàíóòñÿ ÷åòûðå îòðåçêà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì â
åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå: J(0, 0), J(0, 1), J(1, 0), J(1, 1).

Øàã 3. Ðàçäåëèì êàæäûé èç ÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ íà òðè
ðàâíûå ïîäîòðåçêà è âûêèíåì â êàæäîì èç íèõ âñå âíóòðåííèå òî÷êè
ñðåäíåé òðåòè. Îñòàíóòñÿ âîñåìü îòðåçêîâ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì â
åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå:

J(0, 0, 0), J(0, 0, 1), J(0, 1, 0), . . . , J(1, 1, 0), J(1, 1, 1).

· · ·

Ïðîäîëæèâ ïî èíäóêöèè, äëÿ êàæäîãî n ∈ N è äëÿ êàæäîãî äâî-
è÷íîãî íàáîðà (a1, . . . , an) ïîëó÷èì íåêîòîðûé îòðåçîê J(a1, . . . , an)
òàê ÷òî îòðåçêè J(a1, . . . , an, 0) è J(a1, . . . , an, 1) ÿâëÿþòñÿ ïåðâîé è,
ñîîòâåòñòâåííî, òðåòüåé òðåòÿìè îòðåçêà J(a1, a2, . . . , an).

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 8.4 îïðåäåëèì íåêîòîðîå
îòîáðàæåíèå f : D→ [0, 1] èç ìíîæåñòâà D äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

f(a1, a2, . . . , an, . . .) = J(a1) ∩ J(a1, a2) ∩ . . . ∩ J(a1, a2, . . . , an) ∩ . . .

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.4, îòîáðàæåíèå f èíüåêòèâíî.
Îïðåäåëåíèå 8.6. Êàíòîðîâñêèì ìíîæåñòâîì (= êàíòîðîâñêèì

äèñêîíòèíóóìîì) K íàçûâàåòñÿ îáðàç f(D) ïîñòðîåííîé èíúåêöèè f .
Íåñêîëüêî ìåíåå ôîðìàëüíî, êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî K îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê âñå òå òî÷êè îòðåçêà [0, 1], êîòîðûå îñòàíóòñÿ ïîñëå
ïîî÷åðåäíîãî âûêèäûâàíèÿ:

- ñíà÷àëà èíòåðâàëà (1/3, 2/3);
- çàòåì èíòåðâàëîâ (1/9, 2/9) è (7/9, 8/9);
- çàòåì èíòåðâàëîâ (1/27, 2/27), (7/27, 8/27), (19/27, 20/27), (25/27, 26/27).
Â ýòîì ìåñòå îáû÷íî ïðîèçíîñÿò ñòàíäàðòíîå çàêëèíàíèå ¾è ò.ä.¿.

Îïðåäåëåíèå 8.6 ïðîñòî ïðèäàåò êîððåêòíûé ñìûñë ýòèì ñëîâàì.
Çàäà÷à. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë ëåæàò â êàíòîðîâñêîì ìíî-

æåñòâå: 1
2 ,

2
3 ,

3
8 ,

64
81 ?

Òåîðåìà 8.7 (Ñâîéñòâà êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà).
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(à) Êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.
(á) Ñóììà äëèí èíòåðâàëîâ, âûêèäûâàåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè K,

ðàâíà åäèíèöå.
(â) Êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî êîíòèíóàëüíî.
(ã) Êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî ñîâåðøåííî.
(ä) Êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî íèãäå íå ïëîòíî.
(å) Îòðåçîê [0, 1] ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà ïðè

íåêîòîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) K ⊂ [0, 1] è çíà÷èò îãðàíè÷åíî. Äîïîëíåíèå
R\K ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ëó÷åé (−∞, 0), (1,+∞) è ñ÷åòíîãî ÷èñëà
âûêèäûâàåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè K èíòåðâàëîâ. Çíà÷èò äîïîëíåíèå äî
K îòêðûòî, à ñàìî K� çàìêíóòî.

(á) Íà ïåðâîì øàãå âûêèäûâàåòñÿ èíòåðâàë äëèíû 1/3. Ñóììà
äëèí èíòåðâàëîâ, âûáðàñûâàåìûõ íà âòîðîì øàãå ðàâíà 2/9. Íà òðå-
òüåì øàãå âûáðàñûâàþòñÿ ÷åòûðå èíòåðâàëà äëèíû 1/27 è ò.ä. Â èòî-
ãå ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî
çíàìåíàòåëåì 2/3 è ïåðâûì ÷ëåíîì 1/3. Åå ñóììà ðàâíà

1

3
+

2

9
+

4

27
+ . . .+

2n

3n+1
+ . . . =

1

3
· 1

1− 2
3

= 1.

(â) Ïî îïðåäåëåíèþ 8.6 êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî K áèåêòèâíî
ìíîæåñòâó D.

(ã) Òàê êàê K çàìêíóòî, òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â K íåò èçî-
ëèðîâàííûõ òî÷åê. Óäîáíî ñäåëàòü ýòî, ïåðåñòàâ ïî ñóùåñòâó ðàçëè-
÷àòü òî÷êè x ∈ K è èõ ïðîîáðàçû f−1(x) ∈ D ïðè ïîñòðîåííîé âûøå
áèåêöèè f : D→ K.

Íàçîâåì ïðîîáðàç f−1(x) ∈ D êîäîì òî÷êè x ∈ K. Åñëè êîäû
äâóõ òî÷åê x ∈ K è y ∈ K ñîâïàäàþò íà ïåðâûõ N ìåñòàõ, òî ãåî-
ìåòðè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî îáå ýòè òî÷êè ëåæàò â êàêîì-òî îäíîì
èç îòðåçêîâ J(a1, a2, . . . , aN ), ïîëó÷åííûõ íà N -ì øàãå ïîñòðîåíèÿ
êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Íî â òàêîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè x è y íå áîëüøå ÷åì 3−N .

Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ K, êîä êîòîðîé èìååò ¾õâîñò¿ èç íóëåé:

f−1(x) = (a1, a2a3, . . . , aN , 0, 0, 0, . . .) = a.

Äëÿ êàæäîãî n ≥ N ðàññìîòðèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
b ∈ D, ñîâïàâøóþ ñ êîäîì (a1, a2a3 . . . , aN , 0, 0, 0, . . .) íà âñåõ ìåñòàõ,
êðîìå (n + 1)-îãî. Íà ýòîì ìåñòå bn+1 = 1. Òîãäà òî÷êè f(b) ∈ K è
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x = f(a) êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû è ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå
ìåæäó f(b) è x íå áîëüøå 3−n, êàê áûëî îáúÿñíåíî â ïðåäûäóùåì àá-
çàöå. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî x�ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x, êîä êîòîðîé f−1(x) = a íå èìååò õâîñòà
èç íóëåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ìåñòàõ ó ýòîãî
êîäà âñòðåòÿòñÿ åäèíèöû. Ðàññìîòðèì òîãäà òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà: x1 = f(a1, 0, 0, 0, . . .), x2 =
f(a1, a2, 0, 0, 0, . . .), . . ., xn = f(a1, a2, . . . , an, 0, 0, 0, . . .), . . .

Êîäû ýòèõ òî÷åê èìåþò õâîñòû èç íóëåé è ïîýòîìó òî÷êè xn
îòëè÷íû îò x. Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå ìåæäó xn è x íå áîëüøå 3−n,
òàê êàê êîäû ýòèõ òî÷åê ñîâïàäàþò íà ïåðâûõ n ìåñòàõ. Çíà÷èò
x = limn→∞ xn.

(ä) Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé èíòåðâàë I ⊂ [0; 1] è âûáåðåì N ∈
N òàê, ÷òîáû 3−N áûëî ìåíüøå ïîëîâèíû äëèíû ýòîãî èíòåðâàëà.
Ðàçîáúåì îòðåçîê [0, 1] íà 3N ðàâíûõ ïîäîòðåçêîâ äëèíû 3−N . Òîãäà
îäèí èç ýòèõ ïîäîòðåçêîâ öåëèêîì ïîïàäåò âíóòðü èíòåðâàëà I. Äëÿ
âûáðàííîãî ïîäîòðåçêà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè ýòîò ïîäîòðåçîê íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì èç îòðåçêîâ J(a1, a2, . . . , aN )
èç N -ãî øàãà ïîñòðîåíèÿ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K, òî âíóòðåí-
íîñòü ýòîãî ïîäîòðåçêà êàê ðàç è áóäåò òåì ïîäèíòåðâàëîì I ′ ⊂ I, â
êîòîðîì íåò òî÷åê èç K.

Åñëè æå ýòîò ïîäîòðåçîê ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç îòðåçêîâ J(a1, a2, . . . , aN ),
òî íà ñëåäóþùåì, (N + 1)-ì øàãå äåëåíèÿ èç ýòîãî îòðåçêà âûêèíóò
ñðåäíþþ òðåòü è òîãäà â êà÷åñòâå ïîäèíòåðâàëà I ′ ⊂ I, â êîòîðîì
íåò òî÷åê èç K, ìîæíî âçÿòü èìåííî ýòó òðåòü.

(å) Ñþðüåêöèþ c : K → [0, 1] îïðåäåëèì êàê êîìïîçèöèþ áèåê-
öèè f−1 : K→ D è îòîáðàæåíèÿ d : D→ [0, 1] äâîè÷íîé äåêîäèðîâêè
÷èñåë îòðåçêà [0, 1], ñì. òðåòüÿ ëåêöèÿ. Â ýòîé æå ëåêöèè äîêàçàíà
ñþðüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ d, ëåììà 2. Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæå-
íèå c : K→ [0, 1] åñòü ñþðúåêöèÿ. Äîêàæåì åãî íåïðåðûâíîñòü.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 âûáåðåì N ∈ N òàê, ÷òîáû 2−N < ε
è ïîëîæèì δ = 3−N . Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x è
y êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K ìåíüøå δ, òî îíè îáÿçàòåëüíî ëåæàò
â îäíîì è òîì æå îòðåçêå J(a1, a2, . . . , aN ) èç N -ãî øàãà ïîñòðîå-
íèÿ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíè ëåæàò â
ðàçíûõ îòðåçêàõ òàêîãî òèïà, òî ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè åñòü, êàê
ìèíèìóì, îäèí îòðåçîê äëèíû 3−N , âíóòðè êîòîðîãî íå òî÷åê êàí-
òîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Íî òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y íå ìåíüøå
3−N . Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî êîäû a = f−1(x) è b = f−1(y)
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ñîâïàäàþò íà ïåðâûõ N ìåñòàõ. Íî òîãäà

|c(x)− c(y)| = |d(a)− d(b)| = |
∞∑

n=N+1

an − bn
2n

| ≤

≤
∞∑

n=N+1

1

2n
=

1

2N
< ε.

Îäíèì èç äðóãèõ óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ êàíòîðîâñêîãî ìíîæå-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íå òîëüêî îòðåçîê, íî è âîîáùå, ëþáîå
çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ïîäíìîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn
(è, áîëåå îáùî, � ëþáîé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò) åñòü îáðàç g(K) êàí-
òîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K ïðè íåêîòîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè
g. Âîîáùå âñå êîìïàêòû ìîæíî ïîëó÷èòü èç îäíîãî-åäèíñòâåííîãî
êîìïàêòà K! Ýòî òåîðåìà Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî â òî÷íîñòè ñîâ-
ïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì òåõ ÷èñåë èç åäèíè÷íîãî îòðåçêà, ó êîòîðûõ
èìååòñÿ ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íóþ òðîè÷íóþ äðîáü, ñîäåðæàùóþ â
ñâîåé çàïèñè òîëüêî íóëè è äâîéêè.
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Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà

Â ýòîé ëåêöèè ìû çàéìåìñÿ íîâûì òèïîì ìíîæåñòâ � êîìïàêò-
íûìè ìíîæåñòâàìè. Ïðàâäà íîâèçíà ýòà îòíîñèòåëüíà. Âî-ïåðâûõ,
âñå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû, ò. å. ìû íå âûéäåì çà ðàìêè
êëàññà ìíîæåñòâ, èçó÷åííîãî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Âî-âòîðûõ, ñ
êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè (â òîé èëè èíîé ôîðìóëèðîâêå) âñòðå-
÷àëñÿ âñÿêèé, êòî äåòàëüíî èçó÷àë òåìó ¾Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ¿.

Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü àð-
ãóìåíòèðîâàíà ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð, íà êîìïàêòíûõ (è òîëüêî íà
êîìïàêòíûõ) ìíîæåñòâàõ ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà
è äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ êîì-
ïàêòíûõ (è òîëüêî äëÿ êîìïàêòíûõ) ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã
òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà î ñóùåñòâîâàíèè ñõîäÿùåéñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èëè æå, èìåííî íà êîìïàêòíûõ êâàäðèðóåìûõ
îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ
÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû âñòðåòèìñÿ òàêæå ñ ïðèìåðà-
ìè òîãî, êàê íåêîòîðûå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ ñâîäÿòñÿ ê òàêîìó æå óòâåðæäåíèþ ïðî êîìïàêòíûå
ìíîæåñòâà.

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M,ρ) íàçûâàåòñÿ âñÿ-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1, èìåþùàÿ ïðåäåë, ò. å. òî÷êó x ∈
M òàêóþ, ÷òî x = limn→∞ xn. Ïîäìíîæåñòâî X ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (M,ρ) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ
â êàêîì-íèáóäü øàðå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà:

(X � îãðàíè÷åíî) ⇐⇒ (∃x0 ∈M,∃r > 0: X ⊂ Ur(x0)).

78
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ÅñëèX ⊂M åñòü ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ),
òî îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæå-
ñòâî ω = {Uα}α∈A îòêðûòûõ âM ïîäìíîæåñòâ òàêèõ, ÷òî îáúåäèíå-
íèå

⋃
α∈A Uα ñîäåðæèò (= ïîêðûâàåò) ìíîæåñòâî X. Òèïè÷íûé ïðè-

ìåð îòêðûòûõ ïîêðûòèé: ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X ìîæíî âçÿòü êàêóþ-
íèáóäü åå îêðåñòíîñòü U(x); ìíîæåñòâî {U(x)}x∈X ýòèõ îêðåñòíî-
ñòåé áóäåò ïîêðûâàòü âñå ìíîæåñòâî X. Ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî
â ïîêðûòèè ω = {Uα}α∈A íåêîòîðûå èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Uα èç-
ëèøíè,ò. å. èõ ìîæíî óáðàòü, à îñòàâøèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà ïî-
ïðåæíåìó áóäóò ïîêðûâàòü âñå ìíîæåñòâî X. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ B ⊂ A ìíîæåñòâî λ = {Uβ}β∈B ñàìî ÿâëÿåò-
ñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X, òî ãîâîðÿò, ÷òî λ åñòü ïîäïîêðûòèå
äàííîãî ïîêðûòèÿ ω.

Çàäà÷à.Êàæäàÿ òî÷êà åäèíè÷íîãî îòðåçêà ïîêðûòà ñâîåé îêðåñò-
íîñòüþ ðàäèóñà 0, 1. Âûäåëèòü èç òàêîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ îò-
ðåçêà êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Äîêàçàòü, ÷òî ìåíåå øåñòè ýëåìåíòîâ
òàêîå ïîäïîêðûòèå íå ìîæåò ñîäåðæàòü.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäìíîæåñòâà X ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (M,ρ):

(A) ìíîæåñòâî X çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî;
(Á) èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òî÷åê ìíîæåñòâàX ìîæíî

âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x
ìíîæåñòâà X;

(Â) èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà X ìîæíî âûäå-
ëèòü åãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

(Ã) ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : X → R îãðàíè÷åíà
íà X.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, íèêàêîé îñîáîé ñâÿçè ìåæäó ýòèìè ñâîéñòâà-
ìè íå íàáëþäàåòñÿ. Îäíàêî, òàêàÿ ñâÿçü åñòü è, áîëåå òîãî, ñâîéñòâà
(A)�(Ã) îïèñûâàþò ïðàêòè÷åñêè îäèí è òîò æå êëàññ ïîäìíîæåñòâ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 9.1 (Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé êîìïàêòíî-
ñòè â Rn). Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Rn óñëîâèÿ (À)�(Ã) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé:

(À)⇐⇒ (Á)⇐⇒ (Â)⇐⇒ (Ã).

Òåîðåìà 9.2 (Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé êîìïàêòíî-
ñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå). Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X
ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) óñëîâèÿ (Á)�(Ã) ýêâèâà-
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ëåíòíû ìåæäó ñîáîé è èç íèõ ñëåäóåò óñëîâèå (À); îáðàòíàÿ èìïëè-
êàöèÿ ïðè ýòîì íå âåðíà:

(Á)⇐⇒ (Â)⇐⇒ (Ã) =⇒ (A).

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè ïðèâåäåì äâà ïîêàçàòåëüíûõ ïðèìåðà.
Ïðèìåð 9.3 (Êîìïàêòíîñòü îòðåçêà). ×èñëîâîé îòðåçîê X =

[a, b] ⊂ R îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè (À)�(Ã) òåîðåìû 9.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü îòðåçêà î÷åâèäíû.
Äîêàæåì ñâîéñòâî (Á). Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê îòðåçêà ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�
Âåéåðøòðàññà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïðåäåë ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ëåæàòü â îò-
ðåçêå [a, b] â ñèëó åãî çàìêíóòîñòè. Ñâîéñòâî (Ã) ñîâïàäàåò ñ îäíîé
èç òðåõ îñíîâíûõ òåîðåì î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ íà îòðåçêå. Îñòà-
ëîñü äîêàçàòü ñâîéñòâî (Â): åãî ÷àñòî íàçûâàþò ëåììîé Áîðåëÿ�
Ëåáåãà.

Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîêðû-
òèå ω = {Uα}α∈A îòðåçêà [a, b] òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà èíäåêñîâ K ⊂ A êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
λ = {Uα}α∈K óæå íå ïîêðûâàåò âåñü îòðåçîê öåëèêîì.

Îáîçíà÷èì J0 = [a, b] è ðàçäåëèì J0 ïîïîëàì. Åñëè áû äëÿ êàæ-
äîé èç äâóõ ïîëîâèíîê ìû ñìîãëè áû íàéòè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ω, ïîêðûâàþùèõ ýòó ïîëîâèíêó, òî ìû ñìîãëè
áû íàéòè è êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå âñåãî îòðåçêà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Îáîçíà÷èì J1 òó ïîëîâèíêó J0, äëÿ êîòîðîé íå íàéäåòñÿ êîíå÷-
íîãî ïîäïîêðûòèÿ äàííîãî ïîêðûòèÿ ω. Ðàçäåëèì J1 ïîïîëàì è àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì âûáåðåì îòðåçîê J2 è ò.ä.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ:

J0 ⊃ J1 ⊃ J2 ⊃ . . . , äëèíà(Jn) =
b− a

2n
.

Ðàññìîòðèì îáùóþ òî÷êó x0 âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ. Âûáåðåì è çà-
ôèêñèðóåì ýëåìåíò Uα0

ïîêðûòèÿ, â êîòîðîì ëåæèò ýòà òî÷êà. Êðî-
ìå òîãî, çàôèêñèðóåì ÷èñëî ε0 > 0 òàê, ÷òîáû èíòåðâàë (x−ε0, x+ε0)
öåëèêîì ëåæàë áû â îòêðûòîì ìíîæåñòâà Uα0

. Ðàññìîòðèì îòðåçîê
JN ñ íîìåðîì N ∈ N íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî b− a < ε0 · 2N . Òîãäà,
ñ îäíîé ñòîðîíû, îòðåçîê JN ñîäåðæèò òî÷êó x0 è ïî âûáîðó íîìåðà
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N ñàì îòðåçîê JN ëåæèò â èíòåðâàëå (x− ε0, x+ ε0), à çíà÷èò è ëå-
æèò â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Uα0

. Êîðî÷å, îòðåçîê JN ïîêðûò îäíèì-
åäèíñòâåíûì ýëåìåíòîì ïîêðûòèÿ ω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðî-
åíèþ îòðåçêîâ J0, J1, J2, . . . íèêàêîé èç ýòèõ îòðåçêîâ íå ìîæåò áûòü
ïîêðûò êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ω. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð 9.4. Çàìêíóòîå,îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî áåç ñâîéñòâ (Á)�
(Ã).

Ïîñòðîåíèå. Ïî òåîðåìå 9.1 òàêîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíî â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàññìîò-
ðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
îòðåçêå [a, b] ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé

ρ(f, g) = max{|f(t)− g(t)|| t ∈ [a, b]}.

Íà îòðåçêå [a, b] ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ J1, J2, J3, . . . , Jn, . . . Äëÿ êàæäîãî
èç ýòèõ îòðåçêîâ ïðîèçâîëüíî âûáåðåì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ fn,
ðàâíóþ íóëþ âíå îòðåçêà Jn è ïðèíèìàþùóþ íà ñàìîì îòðåçêå Jn
çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1 âêëþ÷èòåëüíî.

Íàéäåì ðàññòîÿíèå ρ(fn, fm), n 6= m. Ôóíêöèÿ |fn − fm| ïî ïî-
ñòðîåíèþ ðàâíà íóëþ âíå îòðåçêîâ Jn è Jm, à íà ýòèõ îòðåçêàõ åå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ðàâíî [0, 1]. Çíà÷èò

(n 6= m) =⇒ (ρ(fn, fm) = 1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè 0̄� òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ,
òî ρ(0̄, fn) = 1 äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ïóñòü F ⊂ C[a, b] åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ýòèõ ôóíêöèé:

F = {f1, f2, f3, . . . , fn, . . .}.

Òîãäà âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F óäàëåíû îò íóëÿ â C[a, b] (ò. å.
îò òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè) íà ðàññòîÿíèå 1. Ïîýòîìó ìíîæå-
ñòâî F îãðàíè÷åíî. Êðîìå òîãî, âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ρ(fn, fm), n 6=
m ðàâíû åäèíèöå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F ÿâëÿ-
þòñÿ åãî èçîëèðîâàííûìè òî÷êàìè. Â ÷àñòíîñòè, ó ìíîæåñòâà F íåò
âîîáùå íè îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè è ïîýòîìó F çàìêíóòî.

Äîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî (Á) íå âåðíî äëÿ F . Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F âîçüìåì ñàìî ìíîæåñòâî F . Åñëè
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áû èìåëàñü ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk}∞k=1, òî ðàññòî-
ÿíèÿ ρ(fnk+1

, fnk) ñòðåìèëèñü áû ê íóëþ ïðè k → ∞, à ýòî íå òàê:
âåäü âñå ýòè ðàññòîÿíèÿ ðàâíû 1.

Äîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî (Â) íå âåðíî äëÿ F . Ó êàæäîé òî÷êè fn ∈
F âîçüìåì îòêðûòûé øàð Un ðàäèóñà 1/2 ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå.
Âñå ýòè øàðû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à âñå âìåñòå � ïîêðûâàþò
ìíîæåñòâî F . Ïðè ýòîì âñÿêîå êîíå÷íîå ÷èñëî ýòèõ øàðîâ ñîäåðæèò
òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà F , à èìåííî � òîëüêî
ñâîè öåíòðû. Çíà÷èò íèêàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ýòèõ øàðîâ íå
îáðàçóåò ïîêðûòèÿ âñåãî ìíîæåñòâà F .

Íåîãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ϕ : F →
R ñòðîèòñÿ ñîâñåì ïðîñòî. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, ϕ(fn) =
n.

Êàêîå æå èç ñâîéñòâ (À)�(Ã) ñëåäóåò âûáðàòü â êà÷åñòâå îïðå-
äåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè?

Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäìíîæåñòâàõ ïðÿìîé, ïëîñêîñòè èëè ïðî-
ñòðàíñòâ Rn, òî ïðîùå âñåãî êîìïàêòíîñòü îïðåäåëèòü êàê êîíüþíê-
öèþ çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè (= ñâîéñòâî (À) òåîðåìû 9.1). Òî-
ãäà (Á)�(Ã) áóäóò ïðîñòî íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè êîìïàêòíûõ ìíî-
æåñòâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êàê ýòî ñëåäóåò
èç ïðèìåðà 9.4, ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
êîìïàêòíîñòè. Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì áûë ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîì-
ïàêòíîñòè, àêñèîìàòèçèðóþùèé òåîðåìó Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà
(= ñâîéñòâî (Á)). Äîâîëüíî ñêîðî ìàòåìàòèêè ñòîëêíóëèñü ñ íåîáõî-
äèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ êëàññà íå òîëüêî ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
íî è áîëåå øèðîêîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü, ÷òî â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ èìåþòñÿ ïîäìíîæåñòâà, äëÿ
êîòîðûõ âåðíî ñâîéñòâî (Á), íî ïðè ýòîì íåâåðíî ñâîéñòâî (Ã), ò. å.
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà òàêîì ïîäìíîæåñòâå ìîæåò è íå áûòü îãðà-
íè÷åííîé. Ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâ è Ï.Ñ.Óðûñîí
â íà÷àëå äâàäöàòûõ ãîäîâ XX âåêà íàøëè òî ñâîéñòâî êîìïàêò-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå è äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ ¾îòâå÷àåò¿ è çà îãðàíè÷åííîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è
çà ìíîãèå äðóãèå åñòåñòâåííûå ôàêòû. Ýòî (â íàøèõ îáîçíà÷åíè-
ÿõ) � ñâîéñòâî (Â). Îíè íàçâàëè ýòî ñâîéñòâî ¾áèêîìïàêòíîñòüþ¿, à
êîìïàêòàìè ïðåäëîæèëè íàçûâàòü ìåòðè÷åñêèå áèêîìïàêòû. Ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè, òåðìèí ¾áèêîìïàêòíîñòü¿ âñå áîëåå âûòåñíÿåòñÿ áî-
ëåå êðàòêèì òåðìèíîì ¾êîìïàêòíîñòü¿, à êîìïàêòíîñòü â ïðåæíåì
ñìûñëå (÷åðåç ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ñòàëè íàçûâàòü
ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòüþ (¾sequence¿ = ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòü). Èòàê, âûáèðàÿ íàèáîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå, ïîëó÷àåì
Îïðåäåëåíèå 9.5. Ïîäìíîæåñòâî X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

(M,ρ) íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ
ìíîæåñòâà X ìîæíî âûäåëèòü åãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåì.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 9.1 è 9.2

ßñíî, ÷òî óäîáíåå íà÷àòü ñ òåîðåìû 9.2: åñëè ýòî áóäåò ñäåëàíî, òî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.1 îñòàíåòñÿ òîãäà òîëüêî äîêàçàòü èì-
ïëèêàöèþ (A) =⇒ (Á).

Äîêàçàòåëüñòâî (Â) =⇒ (Ã) òåîðåìû 9.2. Ïóñòü f : X → R
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X â îïðåäåëåíèè
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x ïîëîæèì ε = 1 è íàéäåì ÷èñëî
δ(x) > 0 òàê, ÷òîáû

f(Uδ(x)(x)) ⊂ (f(x)− 1, f(x) + 1) = U1(f(x)).

Òîãäà ìíîæåñòâî {Uδ(x)(x)}x∈X âñåõ íàéäåííûõ îêðåñòíîñòåé îá-
ðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâàX. Ïî ñâîéñòâó (â) èç ýòîãî îò-
êðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå. Ïóñòü ýòî ïîäïîêðûòèå ñîñòîèò èç N îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïî
ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ f ïåðåâîäèò êàæäîå èç ýòèõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ âíóòðü íåêîòîðîãî èíòåðâàëà äëèíû 2. Çíà÷èò îáðàç f(X)
âñåãî ìíîæåñòâà X ëåæèò â îáúåäèíåíèè N èíòåðâàëîâ äëèíû 2.
Ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî f(X) îãðàíè÷åíî (è ñâåðõó è ñíèçó), ÷òî
è îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f : X → R.

Äîêàçàòåëüñòâî (Ã) =⇒ (À) òåîðåìû 9.2. Îò ïðîòèâíîãî
äîïóñòèì, ÷òî X íåîãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî (M,ρ). Ôèêñèðóåì
òî÷êó x0 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f : X → R, f(x) = ρ(x, x0).

Íåîãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà X îçíà÷àåò, ÷òî îíî íå ëåæèò öå-
ëèêîì íè â êàêîì øàðå UR(x0). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà
ñâåðõó. Ïðâåðèì åå íåïðåðûâíîñòü.

|f(x)− f(y)| = |ρ(x, x0)− ρ(y, x0)| ≤ ρ(x, y).

Ñëåäîâàòåëüíî f äàæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà: â êà÷åñòâå δε > 0
âñåãäà ìîæíî âçÿòü ñàìî ÷èñëî ε > 0. Èòàê, äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà X ñâîéñòâî (Ã) íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Äàëåå, äîïóñòèì, ÷òî X íå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî (M,ρ). Ýòî
çíà÷èò, ÷òî èìååòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x0 ∈ M , íå ëåæàùàÿ âî ìíî-
æåñòâå X. Òîãäà ôóíêöèÿ

f : X → R, f(x) =
1

ρ(x, x0)

âñþäó îïðåäåëåíà íàX, íåïðåðûâíà êàê ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé è íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó, òàê êàê çíàìåíàòåëü ρ(x, x0) ïðèíèìàåò
ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ. Èòàê, äëÿ íå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ X
ñâîéñòâî (Ã) íåâåðíî.

Â èòîãå, èç âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâà (Ã) äëÿ ìíîæåñòâà X ñëåäóåò
è îãðàíè÷åííîñòü è çàìêíóòîñòü X.

Äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöè (Á) =⇒ (Â) íå ñòîëü ïðîñòî è òðåáó-
åò ðàññìîòðåíèÿ íîâûõ ñâîéñòâ ïîäìíîæåñòâà X ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà:

(Áçàìêí) âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F ìíîæåñòâàX èìååò
ñâoéñòâî (Á);

(ÁÊàíò) âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà çà-
ìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . ìíîæåñòâà X èìååò íåïó-
ñòîå ïåðåñå÷åíèå;

(Áñåòü) äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê x1 ∈
X,x2 ∈ X, . . . , xn ∈ X òàêîå,÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íåðàâåíñòâî
ρ(x, xi) < ε âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû äëÿ îäíîé òî÷êè xi; i = 1, 2, . . . , n.

Âòîðîå ñâîéñòâî åñòü íåêîòîðûé çàìåíèòåëü îáû÷íîé òåîðåìû
Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî x1, x2, . . . , xn
èç òðåòüåãî ñâîéñòâà íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà X.

Çàäà÷à. Èç êàêîãî ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà òî÷åê ñîñòîèò 0, 03-ñåòü
äëÿ åäèíè÷íîãî îòðåçêà? Òîò æå âîïðîñ äëÿ 0, 5-ñåòè äëÿ åäèíè÷íîãî
êâàäðàòà.

Ëåììà. Âñå òðè ñâîéñòâà (Áçàìêí), (ÁÊàíò) è (Áñåòü) ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèÿìè ñâîéñòâà (Á).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê çàìêíó-
òîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ X. Ïî ñâîéñòâó (Á) äëÿ ìíîæåñòâà X èç
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ X. Â ñèëó çàìêíóòîñòè F ïîëó-
÷àåì, ÷òî x0 ∈ F . Çíà÷èò è äëÿ F âåðíî ñâîéñòâî (Á).

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíî-
æåñòâ F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . ìíîæåñòâà X. Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì â
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êàæäîì èç íèõ ïî îäíîé òî÷êå:

x1 ∈ F1 ⊂ X, x2 ∈ F2 ⊂ X, x3 ∈ F3 ⊂ X . . .

Èç ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìíîæåñòâàX âûäåëèì ñõî-
äÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ X ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}∞k=1.
Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà x0 ëåæèò â êàæäîì èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
F1, F2, F3, . . . Èìååì, ÷òî

xn1
∈ Fn1

⊂ F1, xn2
∈ Fn2

⊂ F1, xn3
∈ Fn1

⊂ F1, . . .

Çíà÷èò x0 ∈ F1 â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà F1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âñå òî÷êè xnk ñ íîìåðàìè nk ≥ 2 ëåæàò

âî ìíîæåñòâå F2 è ïîýòîìó x0 ∈ F2 â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà
F2. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî x0 ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè
∩Fn.

Îñòàëîñü âûâåñòè èç ñâîéñòâà (Á) ñâîéñòâî (Áñåòü). Äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âî ìíîæåñòâå X íåò íè îä-
íîé ε-ñåòè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó x1 ∈ X. Îíà íå åñòü ε-ñåòü
è çíà÷èò èìåþòñÿ òî÷êè, óäàëåííûå îò x1 íà ðàññòîÿíèå ≥ ε. Ïóñòü
x2 ∈ X �ëþáàÿ òàêàÿ òî÷êà. Ìíîæåñòâî {x1, x2} íå åñòü ε-ñåòü. Çíà-
÷èò èìååòñÿ òî÷êà x3 ∈ X òàêàÿ, ÷òî ρ(x1, x3) ≥ ε è ρ(x2, x3) ≥ ε.
Ìíîæåñòâî {x1, x2, x3} îïÿòü íå ε-ñåòü è ïîýòîìó ìîæíî íàéòè òî÷-
êó x4 ∈ X òàêóþ, ÷òî ρ(xi, x4) ≥ ε; i = 1, 2, 3. Ïðîäîëæàÿ, ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1, x2, x3, . . ., äëÿ êîòîðîé âñå ïîïàðíûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè áîëüøå èëè ðàâíû ε. Èç
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Èìïëèêàöèÿ (Á) =⇒ (Â) òåîðåìû 9.2. Äîïóñòèì îò ïðîòèâíî-
ãî, ÷òî èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ω = {Uα}α∈A ìíîæåñòâà
X íåëüçÿ âûáðàòü íèêàêîãî êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Îòìåòèì, ÷òî
âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (Á) äëÿ ìíîæåñòâà X àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò
çàìêíóòîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà.

Çàôèêñèðóåì 0 < ε < 1/2 è íàéäåì ε-ñåòü {x1, x2, . . . , xn} ìíî-
æåñòâà X (ñì. ñâîéñòâî (Áñåòü)). Äëÿ êàæäîé òî÷êè xi ðàññìîòðèì
ïåðåñå÷åíèå Xi = X ∩ Ūε(xi) çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà X è çàìêíóòîãî
øàðà

Ūε(xi) = {x ∈ X|ρ(x, xi) ≤ ε}.

Òîãäà çàìêíóòûå ìíîæåñòâà X1, X2, . . . , Xn ïîêðûâàþò âñå ìíîæå-
ñòâî X èìåííî ïîòîìó ÷òî {x1, x2, . . . , xn} åñòü ε-ñåòü ìíîæåñòâà X.
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Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íå ìîæåò áûòü ïîêðû-
òî êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ω: âåäü â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå è äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà X íàøëîñü áû êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
Îáîçíà÷èì F1 èìåííî òàêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X.
ßñíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà F1

íå áîëüøå 1: âåäü ýòî ìíîæåñòâî ëåæèò â íåêîòîðîì øàðå ðàäèóñà
ìåíüøå 1

2 .
Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F1 ⊂ X èìååò ñâîéñòâî (Á) è çíà÷èò èìååò

ñâîéñòâî (Áñåòü). Ïðèìåíèì ê ýòîìó ìíîæåñòâó àíàëîãè÷íîå ðàñ-
ñóæäåíèå äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε1 < 1/4 è íàéäåì
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F2 ⊂ F1 äëÿ êîòîðîãî èç äàííîãî ïîêðûòèÿ ω
íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà F2 íå áîëüøå 1/2. Ïîñëå ýòîãî
ïîñòðîèì àíàëîãè÷íî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F3 ⊂ F2 òàê, ÷òîáû âñå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî òî÷êàìè íå ïðåâîñõîäèëè 1/3 è ò.ä.

Òåïåðü ñàìîå âðåìÿ âñïîìíèòü î ñâîéñòâå (ÁÊàíò) äëÿ ìíîæåñòâà
X (ñì. ëåììà) è íàéòè òî÷êó x0 ∈ ∩Fn. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò Uα0

îò-
êðûòîãî ïîêðûòèÿ ω, ïîêðûâàþùèé òî÷êó x0 è çàôèêñèðóåì ÷èñëî
ε0 > 0 äëÿ êîòîðîãî Uε0(x0) ⊂ Uα0 . Âûáåðåì òåïåðü çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî FN ñ íîìåðîì N ∈ N íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî 1 < 2 ≤ Nε0.
Òàê êàê x0 ∈ FN è òàê êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâà
FN íå áîëüøå 1/N , òî âñå ìíîæåñòâî FN ëåæèò â Uε0(x0):

FN ⊂ Uε0(x0) ⊂ Uα0 .

Êàê è â ïðèìåðå 9.3 ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìíî-
æåñòâî FN ïîêðûòî îäíèì-åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì Uα0

ïîêðûòèÿ
ω, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ F1, F2, F3, . . ., èç
ïîêðûòèÿ ω íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ïîêðûâà-
þùèõ ìíîæåñòâî FN . Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . êîì-
ïàêòíîãî ìíîæåñòâà X èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè
äèàìåòðû ýòèõ ìíîæåñòâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Èìïëèêàöèÿ (Ã) =⇒ (Á) òåîðåìû 9.2. Äîïóñòèì îò ïðî-
òèâíîãî, ÷òî èç íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} òî÷åê ìíîæå-
ñòâà X íåëüçÿ âûäåëèòü íèêàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåé-
ñÿ ê êàêîé-íèáóäü òî÷êå ìíîæåñòâà X. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî
n ∈ N íåëüçÿ âûäåëèòü è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷-
êå xn ∈ X. Çíà÷èò äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî εn > 0,
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÷òî â îêðåñòíîñòè Uεn(xn) èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà äàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè � ñàìà òî÷êà xn. Îòìåòèì, ÷òî â äâà ðàçà ìåíüøèå
îêðåñòíîñòè Uεn/2(xn) = Un ìåæäó ñîáîé ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ Un ∩ Um, òî

ρ(xn, xm) ≤ ρ(x, xn) + ρ(x, xm) <
εn + εm

2
≤ max{εn, εm}.

Íî òîãäà èëè â Uεn(xn) ëåæèò òî÷êà xm èëè â Uεm(xm) ëåæèò òî÷êà
xn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñåë εn è εm.

Ïîñòðîèì êóñî÷íî íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f : X → R, ïîâòîðÿÿ ïî
ñóùåñòâó êîíñòðóêöèþ ïðèìåðà 9.4. Çàäàäèì ôóíêöèþ f ñíà÷àëà íà
êàæäîì èç ìíîæåñòâ Un ðàâåíñòâîì

f(x) =
(εn

2
− ρ(x, xn)

)
· 2n

εn
, x ∈ Un.

Òîãäà ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Un, ðàâ-
íà n â òî÷êå xn è f(x) → 0 åñëè ρ(x, xn) → εn/2, ò. å. åñëè òî÷-
êà x ñòðåìèòñÿ ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà Un. Äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ f
âíå îáúåäèíåíèÿ

⋃∞
n=1 Un êàê òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ, ïîëó÷èì

íåïðåðûâíóþ íà âñåì ìíîæåñòâå X ôóíêöèþ f : X → R, êîòîðàÿ íå
îãðàíè÷åíà ñâåðõó:

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

n = +∞.

Ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâîéñòâîì (Ã).
Èòàê â òåîðåìàõ 9.1 è 9.2 îñòàëîñü äîêàçàòü îäíó èìïëèêàöèþ.
Èìïëèêàöèÿ (À) =⇒ (Á) òåîðåìû 9.1. Ðàçáåðåì ñëó÷àé n =

2, ò. å. äîêàæåì ýòó èìïëèêàöèþ äëÿ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè R2.

Èòàê, ïóñòü â çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì ïëîñêîì ìíîæåñòâå F
èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {An(xn, yn)}∞n=1. Îãðàíè÷åííîñòü
F îçíà÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åíû ïðîåêöèè ìíîæåñòâà F íà êîîðäèíàòíûå
îñè. Çíà÷èò íàéäóòñÿ äâà îòðåçêà [a, b] ⊂ OX è [c, d] ⊂ OY òàêèå,
÷òî ìíîæåñòâî F ëåæèò â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [c, d].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ïåðâûõ êîîðäèíàò ëåæèò â îòðåçêå
[a, b]. Êîìïàêòíîñòü îòðåçêà (ïðèìåð 9.3) ïîçâîëÿåò âûáðàòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, {xnk}∞k=1 ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈
[a, b]. Çàáóäåì ïðî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå ÷ëåíîâ ýòîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåïåðü àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ {ynk}∞k=1 âòîðûõ êîîðäèíàò: âûáåðåì èç íåå ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, {ynkm}

∞
m=1 ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ [c, d].
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Â èòîãå ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ankm}
∞
m=1 ïåðâîíà÷àëü-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïåðâûå êîîðäèíàòû ÷ëåíîâ êîòîðîé ñõîäÿò-
ñÿ ê x0, à âòîðûå êîîðäèíàòû ñõîäÿòñÿ ê y0. Çíà÷èò ñàìà ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òî÷êå A0(x0, y0). Òàê âñå ÷ëåíû ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {Ankm }

∞
m=1 ëåæàò âî ìíîæåñòâå F , òî A0 �ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà F . Òàê êàê F çàìêíóòî, òî A0 ∈ F .
Â ïðîñòðàíñòâå Rn, n > 2 ïîêîîðäèíàòíûé ïåðåõîä ê ñõîäÿùèìñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñëåäóåò ïîâòîðèòü n ðàç: çäåñü êàê ðàç è
âàæíà êîíå÷íîñòü n ∈ N.

Òåîðåìû 9.1 è 9.2 äîêàçàíû.
Òàê êàê ñ äîêàçàòåëüñòâàìè â ýòîé ëåêöèè èìååòñÿ íåêîòîðûé

ïåðåáîð, òî îñòàëüíûå ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ïðèâåäåì áåç
äîêàçàòåëüñòâà, ñîáðàâ èõ â îäíó îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 9.6 (Ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ).

(1) Âñÿêîå íåïóñòîå êîìïàêòíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ
óäàëåíèåì èç íåêîòîðîãî îòðåçêà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

(2) Âñÿêîå íåïóñòîå êîìïàêòíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èëè êîíå÷íî
èëè ñ÷åòíî èëè êîíòèíóàëüíî.

(3) Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êîìïàê-
òîâ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ . . .: Rn = ∪∞m=1Km.

(4) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ êîìïàêòíî;
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ êîìïàêòíî.

(5) Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : K → Y êîìïàêòà K â
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y èìååò êîìïàêòíûé îáðàç f(K) ⊂ Y .

(6) Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà � êîìïàêò.
(7) Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : K → R íà êîìïàê-

òå K äîñòèãàåò íà íåì íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.
(8) Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : K → Y êîìïàêòà K â

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, d) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî.
(9) Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : K → R íà êâàäðè-

ðóåìîì êîìïàêòå K ⊂ R2 èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.
(10) Åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : K → Y êîìïàêòà K â

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y èíüåêòèâíî, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
f−1 : f(K)→ K òàêæå íåïðåðûâíî.

(11) Ìåòðèçóåìîå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà êîìïàê-
òîâ � êîìïàêò (òåîðåìà À.Í.Òèõîíîâà â êëàññå ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ).
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(12) Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : K→ K êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K òàêîå, ÷òî f(K) = K (òåîðåìà
Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü ïóíêòû 1)�8) òåîðåìû 9.6.
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Áîðåëåâñêèå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà

Èòàê, íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé âûäåëåíû äâà îñíîâíûõ òèïà ìíî-
æåñòâ: îòêðûòûå ìíîæåñòâà è èõ äîïîëíåíèÿ� çàìêíóòûå ìíîæå-
ñòâà. Â ïîïûòêå êëàññèôèêàöèè ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, ïðåäëîæåííîé
Ý.Áîðåëåì â 1898 ãîäó, ýòè ìíîæåñòâà ÿâèëèñü ôóíäàìåíòîì ïîñòðî-
åíèÿ âñåé êëàññèôèêàöèè.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Áîðåëåâñêèì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì íóëå-
âîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå èëè îòêðûòî
èëè çàìêíóòî.

Ìû çíàåì, ÷òî îáúåäèíåíèå (ïåðåñå÷åíèå) êîíå÷íîãî ÷èñëà çà-
ìêíóòûõ (îòêðûòûõ) ìíîæåñòâ çàìêíóòî (îòêðûòî) è ÷òî ïðè ýòîì
îáúåäèíåíèå (ïåðåñå÷åíèå) ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ (îòêðûòûõ)
ìíîæåñòâ óæå ìîæåò íå áûòü çàìêíóòûì (îòêðûòûì). Äðóãèìè ñëî-
âàìè, îïåðàöèè ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ è ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïðè-
âîäÿò ê íîâûì òèïàì ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì òèïà Fσ. Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì òèïàGδ. Áîðåëåâñêèì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì ïåðâîãî êëàññà
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå åñòü èëè ìíîæåñòâî òèïà
Fσ èëè ìíîæåñòâî òèïà Gδ.

Îòìåòèì, ÷òî îòäåëüíîå ðàññìîòðåíèå îïåðàöèè íåñ÷åòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ äîñòàòî÷íî áåññìûñëåííî: ëþáîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî åñòü
îáúåäèíåíèå íåñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. À èìåííî, âñåõ
ñâîèõ îäíîòî÷å÷íûõ ïîäíîæåñòâ.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïåðâîãî êëàññà ñî-

90
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áåðåì â ñëåäóþùåé òåîðåìå. Ýòè ñâîéñòâà ïîõîæè íà ñâîéñòâà îò-
êðûòûõ è çàìíóòûõ ìíîæåñòâ, ò. å. áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íóëåâîãî
êëàññà.

Òåîðåìà 10.3.
(a) Ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íóëåâîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ áîðå-

ëåâñêèì ìíîæåñòâîì ïåðâîãî êëàññà. Áîëåå òî÷íî, ëþáîå îòêðûòîå
è ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿþòñÿ è ìíîæåñòâîì òèïà Fσ è
ìíîæåñòâîì òèïà Gδ.

(á) ×èñëîâîé ïîëóèíòåðâàë èëè çàìêíóòûé ëó÷ åñòü áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî ïåðâîãî, íî íå íóëåâîãî êëàññà.

(â) Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ òèïà Fσ åñòü ìíîæå-
ñòâî òèïà Fσ.

(ã) Ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ òèïàGδ åñòü ìíîæåñòâî
òèïà Gδ.

(ä) Äîïîëíåíèå äî ìíîæåñòâà òèïà Fσ åñòü ìíîæåñòâî òèïà Gδ
è, íàîáîðîò, äîïîëíåíèå äî ìíîæåñòâà òèïà Gδ åñòü ìíîæåñòâî òèïà
Fσ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü äàí èíòåðâàë (a, b) è l = b−a� åãî äëè-
íà. Òîãäà îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ

In =

[
a+

l

n+ 1
, b− l

n+ 1

]
, n ∈ N

ðàâíî èíòåðâàëó (a, b). Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà (ò. å. â
ñëó÷àå îòðûòîãî ëó÷à) ñëåäóåò îòðåçêè çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå çàìêíóòûå ëó÷è.

Åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî G åñòü îáúåäèíåíèå äèçüþíêòíûõ èí-
òåðâàëîâ (an, bn), òî êàæäûé èç ýòèõ èíòåðâàëîâ ïðåäñòàâèì â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ:

(a1, b1) =

∞⋃
k=1

F 1
k , (a2, b2) =

∞⋃
k=1

F 2
k , . . . (an, bn) =

∞⋃
k=1

Fnk . . .

Òîãäà

G =

∞⊔
n=1

(an, bn) = F 1
1

⋃
(F 2

1 ∪ F 1
2 )
⋃

(F 3
1 ∪ F 2

2 ∪ F 1
3 )
⋃
. . .

è âñå ìíîæåñòâà, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Çíà÷èò
ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî òèïà Fσ. Òðèâèàëüíîå
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ðàâåíñòâî G = ∩Gn, Gn = G ïîêàçûâàåò, ÷òî G åñòü òàêæå ìíîæå-
ñòâî òèïà Gδ.

Âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî òèïà Fσ òàê êàê
F = ∪Fn, Fn = F . Îáîçíà÷èì Un � (1/n)-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà F ,
ò. å.

Un =
⋃
{U
(
x,

1

n

)
|x ∈ F}

Òîãäà âñå ìíîæåñòâà Un îòêðûòû è èç çàìêíóòîñòè F ëåãêî ñëåäóåò
ðàâåíñòâî F =

⋂
Un. Çíà÷èò F åñòü ìíîæåñòâî òèïà Gδ.

(á)

[a, b) =

∞⋃
n=1

[
a+

b− a
n+ 1

, b− b− a
n+ 1

]
.

(â) Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê äîêàçàòåëüñòâî â ï. (à) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà

∞⋃
n=1

Fn = F 1
1

⋃
(F 2

1 ∪ F 1
2 )
⋃

(F 3
1 ∪ F 2

2 ∪ F 1
3 )
⋃
. . .

(ã) Ñëåäóåò â ïðåäûäóùåì ïóíêòå îáúåäèíåíèÿ çàìåíèòü íà ïå-
ðåñå÷åíèÿ.

(ä) Ñëåäóåò èç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ òîæäåñòâ

R \
∞⋃
n=1

Fn =

∞⋂
n=1

(R \ Fn), R \
∞⋂
n=1

Gn =

∞⋃
n=1

(R \Gn)

Âîò áîëåå íåòðèâèàëüíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 10.4. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü ìíîæåñòâî

òèïà Fσ, íå ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è, â ÷àñòíîñòè, ìíîæå-
ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ñâîèõ îäíîòî÷å÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ, ò.å îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Çíà÷èò Q åñòü ìíîæåñòâî òèïà Fσ.

Âìåñòî äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî Q íå åñòü ìíîæåñòâî òèïà Gδ
ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì (ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå) îáðàçîì äîêàçû-
âàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R\Q èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå åñòü ìíîæåñòâî
òèïà Fσ. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.
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Äîïóñòèì, ÷òî R \ Q =
⋃∞
n=1 Fn, ãäå âñå ìíîæåñòâà Fn çàìêíó-

òû. Åñëè áû ìíîæåñòâî Fn áûëî áû õîòü ãäå-íèáóäü (ò. å. íà êàêîì-
íèáóäü èíòåðâàëå) ïëîòíî, òî, â ñèëó çàìêíóòîñòè Fn, ïîëó÷èëîñü
áû, ÷òî âåñü ýòîò èíòåðâàë ëåæàë áû â Fn. Íî íà ýòîì èíòåðâàëå
åñòü è ðàöèîíàëüíûå òî÷êè, êîòîðûå íå ìîãóò ëåæàòü â Fn ⊂ R \Q.
Çíà÷èò êàæäîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Fn íèãäå íå ïëîòíî íà ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé. Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q = {r1, r2, r3, . . .}. Òîãäà ìíîæåñòâà En = Fn∪{rn} íèãäå íå ïëîòíû
íà R è

R =

∞⋃
n=1

En.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ
òåîðåìîé Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî èíòåðâàë (a1, b1). Òàê êàê ìíîæåñòâî E1 íå
ïëîòíî â èíòåðâàëå (a1, b1), òî èìååòñÿ ïîäèíòåðâàë (c1, d1) ⊂ (a1, b1),
â êîòîðîì íåò òî÷åê ìíîæåñòâà E1. Îáîçíà÷èì I1 ëþáîé îòðåçîê,
ëåæàùèé â èíòåðâàëå (c1, d1).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî èíòåðâàë (a2, b2) ⊂ I1. Òàê êàê ìíîæåñòâî
E2 íå ïëîòíî â èíòåðâàëå (a2, b2), òî èìååòñÿ ïîäèíòåðâàë (c2, d2) ⊂
(a2, b2), â êîòîðîì íåò òî÷åê ìíîæåñòâà E2. Îáîçíà÷èì I2 ëþáîé îò-
ðåçîê, ëåæàùèé â èíòåðâàëå (c2, d2 ⊂ (a2, b2) ⊂ I1.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî èíòåðâàë (a3, b3) ⊂ I2. Òàê êàê ìíîæåñòâî
E3 íå ïëîòíî â èíòåðâàëå (a3, b3), òî èìååòñÿ ïîäèíòåðâàë (c3, d3) ⊂
(a3, b3), â êîòîðîì íåò òî÷åê ìíîæåñòâà E3. Îáîçíà÷èì I3 ëþáîé îò-
ðåçîê, ëåæàùèé â èíòåðâàëå (c3, d3) ⊂ (a3, b3) ⊂ I2 . . ..

Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-
íûõ îòðåçêîâ, îáùàÿ òî÷êà êîòîðûõ íå ëåæèò â îáúåäèíåíèè ìíî-
æåñòâ En, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ñïðàâåäëèâîñòè ðà-
âåíñòâà R =

⋃∞
n=1En.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûðàçèòåëüíî ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå ìíîæåñòâ
Q ðàöèîíàëüíûõ è R \ Q èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è âî âòîðîé ñâîåé
÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 10.4.

Òåîðåìà 10.5. (a) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : R→ R íåïðåðûâíàÿ
âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíàÿ âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
òî÷êàõ.

(á) Íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f : R→ R íåïðåðûâíîé âî âñåõ ðàöè-
îíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì íóìåðàöèþ ìíîæåñòâà

Q = {r1, r2, r3, . . .}.

Åäèíè÷íóþ ìàññó ðàçîáúåì íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
¾ãèðåê¿ p1, p2, p3, . . . Íàïðèìåð,

1 =
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . , pn = 2−n.

Â òî÷êó rn ïîìåñòèì ãèðüêó âåñà pn è îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè
f : R→ [0, 1) â òî÷êå x êàê âåñ îòêðûòîãî ëó÷à (−∞, x). Ôîðìàëüíî,

f(x) =
∑

{n|rn<x}

pn

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ òàê êàê åãî ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíû è îí ìàæîðèðó-
åòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

∑
n 2−n. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïî ñâîåìó

îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé:

(y > x) =⇒ (f(y)− f(x) =
∑

{n|x≤rn<y}

pn > 0).

Äîêàæåì ðàçðûâíîñòü f â ðàöèîíàëüíîé òî÷êå rk. Ïî îïðåäåëå-
íèþ äëÿ âñåõ y > rk ïîëó÷àåì

f(y)− f(rk) =
∑

{n|rk≤rn<y}

pn > pk > 0.

Ïîýòîìó ïðàâûé ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå rk áîëüøå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå

lim
y→rk+0

f(y) ≥ f(rk) + pk > f(rk).

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü f â èððàöèîíàëüíîé òî÷êå x. Äëÿ ëþáî-
ãî ïîëîæèòåëüíîãî ε îòìåòèì íîìåð N ∈ N òàê, ÷òîáû

∑
n>N pn < ε

è óäàëèì èç ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàöèîíàëüíûå òî÷êè r1, r2, . . . , rN . Òî÷-
êà x ïðè òàêîì óäàëåíèè îñòàíåòñÿ íåòðîíóòîé è áóäåò ëåæàòü â
íåêîòîðîì èç îñòàâøèõñÿ îòêðûòûõ ïðîìåæóòêîâ. Âîçüìåì δ > 0
íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû âñÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x ëåæàëà â ýòîì
æå ïðîìåæóòêå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y èç òàêîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x
ìîäóëü ðàçíîñòè |f(y)− f(x)| íå ïðåâîñõîäèò âåñà îñòàâøèõñÿ ðàöè-
îíàëüíûõ òî÷åê rN+1, rN+2, . . ., ò. å. |f(y)− f(x)| < ε.
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(á) Êàê îáû÷íî, äîêàçàòü, ÷òî ÷åãî-òî íå ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå, íåæåëè ïîêàçàòü, ÷òî ÷òî-òî ñóùåñòâóåò. Íàì ïîòðåáóåòñÿ
íîâîå ïîíÿòèå êîëåáàíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå. Äëÿ êàæäîãî ε > 0
ïóñòü

Mε = sup{f(y)|y ∈ (x− ε, x+ ε)},mε = inf{f(y)|y ∈ (x− ε, x+ ε)}.

Òîãäà êîëåáàíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ èíôèìóì ìíî-
æåñòâà âñåõ ðàçíîñòåé Mε −mε ïî âñåì ε > 0:

ω(f, x) = inf{Mε −mε|ε > 0}.

Çàäà÷à 1. Ìíîæåñòâî {x ∈ R|ω(f, x) < σ} îòêðûòî äëÿ ëþáîãî
σ > 0.

Çàäà÷à 2.Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîëåáàíèå ω(f, x) ýòîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâíî íóëþ.

Çàäà÷à 3. {x|ω(f, x) = 0} =
⋂∞
n=1{x|ω(f, x) < 1

n}.
Çàäà÷à 4. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ëþáîé âñþäó

îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f : R→ R åñòü ìíîæåñòâî òèïà Gδ.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (á) òåîðåìû òåïåðü ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ ìåòî-

äîì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ ôóíêöèÿ f : R→ R íåïðå-
ðûâíàÿ âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíàÿ âî âñåõ èððàöè-
îíàëüíûõ òî÷êàõ. Íî òîãäà ïî çàäà÷å 4 ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì òèïà Gδ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåé òåîðåìå 10.4.

Âåðíåìñÿ ê êëàññèôèêàöèè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Òàê êàê ìíî-
æåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íóëåâîãî êëàññà êîíòèíóàëüíî, òî
è ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïåðâîãî êëàññà êîíòèíóàëü-
íî: ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ êîíòèíóàëüíîãî
ìíîæåñòâà òàêæå êîíòèíóàëüíî. Òàê êàê âñåõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ
èìååòñÿ ãèïåðêîíòèíóóì, òî èìåþòñÿ è ìíîæåñòâà íå ïåðâîãî êëàñ-
ñà.

Îïðåäåëåíèå 10.6. Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ òèïà Gδ íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì òèïà Fσδ. Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ òèïà Fσ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
òèïà Gδσ. Áîðåëåâñêèì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì âòîðîãî êëàññà íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå åñòü èëè ìíîæåñòâî òèïà Fσδ
èëè ìíîæåñòâî òèïà Gδσ.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ âòîðîãî êëàññà ëåãêî äî-
êàçàòü àíàëîã òåîðåìû 10.3 è ïîêàçàòü êîíòèíóàëüíîñòü ìíîæåñòâà
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âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ. Ïîñëå ÷åãî ïðèõîäèò åñòåñòâåííûé ÷åðåä áî-
ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ òðåòüåãî êëàññà, ÷åòâåðòîãî êëàññà è ò.ä.

Fσδσ, Gδσδ, Fσδσδ, Gδσδσ, . . .

Îáû÷íî ïîä ñëîâàìè ¾è ò.ä.¿ ïîíèìàåòñÿ ïðîöåññ, ïðîäîëæàåìûé
¾ïî èíäóêöèè¿ íà ìíîæåñòâî øàãîâ, çàíóìåðîâàííûõ íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè. Îäíàêî çäåñü ìîæíî äâèãàòüñÿ è äàëüøå ! Îáîçíà÷èì

Fω = Fδσδσ..., Gω = Gδσδσ...

áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíîãî êëàññà èëè, êàê áîëåå ïðè-
íÿòî ãîâîðèòü, òèïà îìåãà. Ê òàêèì ìíîæåñòâàì ìîæíî îïÿòü æå
ïðèìåíÿòü âñþ îïèñàííóþ ñ÷åòíóþ ïðîöåäóðó è ïîëó÷àòü áîðåëåâ-
ñêèå ìíîæåñòâà òèïà ¾îìåãà ïëþñ îäèí¿, ¾îìåãà ïëþñ äâà¿, ..., ¾äâà
îìåãà¿, ¾äâà îìåãà ïëþñ îäèí¿, è ò.ä.:

Fωσ, Gωδ, Fωσδ, Gωδσ, Fωωσ, . . .

Ïîä ýòèì òåðìèíîì ¾è ò.ä.¿ òåïåðü óæå ïîíèìàåòñÿ, òàê íàçûâà-
åìàÿ òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó
âñåõ ñ÷åòíûõ ïîðÿäêîâûõ (îðäèíàëüíûõ) ÷èñåë. Õîòü ñêîëüêî-íèáóäü
ñîäåðæàòåëüíîå èçëîæåíèå òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë ñëèøêîì äà-
ëåêî óâåëî áû íàñ îò ïðåäìåòà íàñòîÿùèõ ëåêöèé. Ìû îãðàíè÷èìcÿ
ïðèâåäåííûì îïèñàòåëüíûì èçëîæåíèåì.

Ìîæíî äàòü çíà÷èòåëüíî áîëåå êîðîòêîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
B(R) âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Êðàòêîñòü åãî � êîíå÷íî æå ïðå-
èìóùåñòâî. Íî èìååòñÿ ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: îïðåäåëÿåòñÿ ñå-
ìåéñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, à íå ñàìè áîðåëåâñêèå ìíîæå-
ñòâà. Èç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ çàòðóäíèòåëüíî èçâëå÷ü êàêóþ-íèáóäü
èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñàìèõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Âñå æå, âî
ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ èìåííî òàêèì òàêèì
ïîäõîäîì.

Îïðåäåëåíèå 10.7. Ïóñòü X íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è ïóñòü A
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ò. å. A ⊂ 2X . Òîãäà
A íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé ïîäíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, åñëè:

(1) A ∈ A =⇒ X \A ∈ A;

(2) (A1 ∈ A, A2 ∈ A . . .) =⇒ (
⋃∞
n=1An ∈ A);

(3) (A1 ∈ A, A2 ∈ A . . .) =⇒ (
⋂∞
n=1An ∈ A);

(4) X ∈ A.
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Ñâîéñòâî (3) ôîðìàëüíî èçëèøíå òàê êàê îíî ñëåäóåò èç (1), (2), (4).
Ïðèìåðîì σ-àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî 2X âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè A1 è A2 �äâå σ-àëãåáðû ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà X, òî èõ ïåðåñå÷åíèå

A = {A ⊂ X|A ∈ A1, A ∈ A2}

òàêæå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé: âñå ñâîéñòâà (1)�(4) âûïîëíÿþòñÿ è â
A1 è â A2.

Áîëåå òîãî, ñîâñåì íå ñóùåñòâåííî ÷òî áåðóòñÿ èìåííî äâå σ-
àëãåáðû. Êîëè÷åñòâî σ-àëãåáð ìîæåò áûòü ëþáûì, íî âñåãäà ïåðå-
ñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà σ-àëãåáð åñòü σ-àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå 10.8.Ìíîæåñòâî B(R) áîðåëåâñêèõ ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ òåõ σ-àëãåáð ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, êîòî-
ðûå ñîäåðæàò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Íåñêîëüêî äðóãèìè ñëîâàìè, íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç
âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Èëè æå, áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà � ýòî
âñå òå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç îòêðûòûõ ñ ïîìî-
ùüþ ñ÷åòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ, ñ÷åò-
íîãî ïåðåñå÷åíèÿ è ïåðåõîäà ê äîïîëíåíèþ.

Ìû çàâåðøèì ýòó ëåêöèþ (è âòîðóþ ÷àñòü âñåãî êóðñà ëåêöèé)
ñëåäóþùåé òåîðåìîé Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà, êîòîðóþ îí äîêàçàë â äâà-
äöàòèëåòíåì âîçðàñòå â 1916 ãîäó â êà÷åñòâå êóðñîâîé ðàáîòû. (Ïðè-
ìåðíî â ýòî æå âðåìÿ è íåçàâèñèìûì îáðàçîì ýòîò æå ôàêò äîêàçàë
è Ô.Õàóñäîðô).

Òåîðåìà 10.9. Âñÿêîå íåñ÷åòíîå ÷èñëîâîå áîðåëåâñêîå ìíîæå-
ñòâî ñîäåðæèò èíüåêòèâíûé îáðàç êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà è ïî-
ýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.

Òåì ñàìûì CH-ïðîáëåìà áûëà ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà íå òîëü-
êî äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íóëåâîãî êëàññà (ýòî ñäåëàëè è ìû â
âîñüìîé ëåêöèè), íî è, âîîáùå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìíî-
æåñòâ. Ãðóáî ãîâîðÿ, ñðåäè ¾íîðìàëüíûõ¿ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ íåò
òàêîãî, ìîùíîñòü êîòîðîãî ñòðîãî çàêëþ÷åíà ìåæäó ℵ0 è c.
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Êîãäà ãîâîðÿò îá èçìåðåíèè, òî, ÿâíî èëè íåÿâíî, ïîäðàçóìåâàþò
íàëè÷èå îòâåòîâ íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

(1) ×òî ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì èçìåðåíèÿ, ò. å.÷òî èìåííî èçìåðÿþò?
(2) ×òî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ??
(3) Êàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèò (èëè îïðåäåëÿåòñÿ) ïðîöåññ èçìå-

ðåíèÿ???
Â òàêîì îáùåì ñìûñëå âñÿêîå èçìåðåíèå ïðîñòî çàäàåò íåêîòîðîå

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå íåêîòîðûì îáúåêòàì èçìåðåíèÿ ïî íåêîòîðî-
ìó ïðàâèëó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ� ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèÿ. Íàïðèìåð, èçìåðåíèåì ÿâëÿåòñÿ âñÿêèé ïðîöåññ ãîëîñî-
âàíèÿ. Åãî èòîãè ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü êàê íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå
µ : X → Y , ãäå X åñòü ìíîæåñòâî èçáèðàòåëåé, Y åñòü ñïèñîê êàí-
äèäàòîâ, âêëþ÷àþùèé è ¾ïóñòîãî¿ êàíäèäàòà (= ¾ïðîòèâ âñåõ¿), à
ñàìî èçìåðåíèå µ îñóùåñòâëÿåò ñîîòíåñåíèå êàæäîìó èçáèðàòåëþ
x ∈ X âûáðàííîãî èì êàíäèäàòà µ(x).

Ìû îñòàâèì îáùèå ñëîâà è ïåðåéäåì ê êîíêðåòíîé çàäà÷å � èç-
ìåðåíèþ äëèíû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îòâåò
çäåñü ÿñåí. À èìåííî, îòâåò íà âòîðîé èç ïîñòàâëåííûõ âûøå âîïðî-
ñîâ: ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè +∞.
ßñíî òàêæå, ÷òî ìû èìåííî áóäåì èçìåðÿòü � ÷èñëîâûå ìíîæå-
ñòâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ (íå
îáÿçàòåëüíî âñþäó îïðåäåëåííûå)âèäà µ : 2R → [0,+∞] Êðîìå òîãî,
ðàçóìíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ åùå ðÿä îãðàíè÷åíèé (àêñèîì), ãàðàíòè-
ðóþùèõ, íàïðèìåð, ñîãëàñîâàííîñòü ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì
äëèíû îòðåçêà, êàê ìîäóëÿ ðàçíîñòè åãî êîíöîâ. Èëè æå ñîáëþäå-
íèå ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè: åñëè îòðåçîê ðàçðåçàòü íà ïîäîòðåçêè,
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òî ñóììà äëèí ïîäîòðåçêîâ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ äëèíå âñåãî îòðåç-
êà. Òàê êàê èçìåðÿòü ìû õîòèì ìàêñèìàëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ìíîæåñòâ, òî, âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé, òåðìèí ¾äëèíà¿ áóäåì
èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ ïðîñòåéøèõ ìíîæåñòâ � ïðîìåæóòêîâ è èõ
äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ æå ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾ìåðà¿.

Îïðåäåëåíèå 11.1 (Àêñèîìû ìåðû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ).
Ìåðà� ýòî îòîáðàæåíèå µ : 2R → [0,+∞], êîòîðîå íåêîòîðûì (íå

îáÿçàòåëüíî âñåì) ÷èñëîâûì ìíîæåñòâàì, íàçûâàåìûì µ-èçìåðèìûìè,
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè ïëþñ áåñêîíå÷-
íîñòü òàê, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(M1) ëþáîé îòðåçîê [a, b] èçìåðèì è åãî ìåðà µ([a, b]) ðàâíà b−a;
(M2) ìåðà ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïàðàë-

ëåëüíîì ïåðåíîñå ýòîãî ìíîæåñòâà;
(M3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A1, A2, . . . , An, . . . ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èõ îáúåäèíåíèå òàêæå èç-
ìåðèìî è ìåðà îáúåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå ìåð µ(An) ìíîæåñòâ An;

(M4) ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ åñòü èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî.

Àêñèîìû ìåðû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ èìåþò ïåðñîíàëüíûå íàèìå-
íîâàíèÿ. Ìû ïðèâåäåì èõ âìåñòå ñ ÷óòü áîëåå ôîðìàëèçîâàííîé âåð-
ñèåé àêñèîì M1�M4.

Îáîçíà÷èì µ : 2R → [0,+∞] àêñèîìàòè÷åñêè çàäàííóþ ìåðó è
M = D(µ)� îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ.

(Ì1) � àêñèîìà íîðìèðîâêè.

(a ∈ R, b ∈ R, a < b) =⇒ ([a, b] ∈M, µ([a, b]) = b− a);

(Ì2) � àêñèîìà èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ.

(A ∈M, t ∈ R) =⇒ (A+ t ∈M, µ(A+ t) = µ(A));

(Ì3) � àêñèîìà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè.

(∀n ∈ N, An ∈M) & (∀i 6= j, Ai ∩Aj = ∅) =⇒

=⇒

( ∞⋃
n=1

An ∈M

)
&

(
µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An)

)
(Ì4) (A ∈M, B ∈M) =⇒ (A \B ∈M).
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Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà (Ì4) íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è íå èìå-
åò ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå àêñèîìó ñ÷åòíîé
àääèòèâíîñòè (=ñëîæåíèÿ) M3. Âî-ïåðâûõ, òî÷íûå ïîâòîðåíèÿ åå
âûøåïðèâåäåííîé ôîðìóëèðîâêè âíóòðè ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ
ñ ÷èñòî òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû çàòðóäíèòåëüíû. Èñïîëüçóþò áîëåå
êðàòêèé âàðèàíò:

µ

( ∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîãî çíàêà îáúåäèíåíèÿ ìîë÷àëèâî ïîä-
ðàçóìåâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ (= äèçúþíêòíûõ) ìíîæåñòâ. Âî-âòîðûõ, â ýòîé àêñèîìå ñó-
ùåñòâåííî èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé ôàêò èç òåîðèè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
Ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ñóììèðîâàòü
â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: ñóììà ðÿäà (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷-
íàÿ ) ïðè òàêèõ ïåðåñòàíîâêàõ íå ìåíÿåòñÿ. Ïðîñòî ðÿä èç íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë âñåãäà ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ýòî
çàìå÷àíèå ñóùåñòâåííî, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü µ (

⊔∞
n=1An) ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè èëè ïåðåíóìåðàöèè ìíîæåñòâ
An. Ïîýòîìó äëÿ êîððåêòíîñòè ôîðìóëèðîâêè àêñèîìû ñ÷åòíîé àä-
äèòèâíîñòè òðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü, ÷òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è
ïðàâàÿ ÷àñòü

∑∞
n=1 µ(An). ýòîãî ðàâåíñòâà.

Êàê îáû÷íî, èç àêñèîì âûâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ.

Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, âûòåêàþ-

ùèå èç àêñèîì

Ïîêàæåì, ÷òî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ � ¾ìíîãî¿. Êîðîòêî ýòî çâó÷èò
òàê.

Òåîðåìà 11.2 (Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ). Èçìåðè-
ìûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå áî-
ðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.(=M− σ-àëãåáðà è B(R) ⊂M).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.2 ðàçáèâàåòñÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî
äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ øàãîâ � îòäåëüíûõ ñâîéñòâ ìåðû. Ìû è áóäåì
èõ äîêàçûâàòü è ôîðìóëèðîâàòü îòäåëüíî, ïðîäîëæèâ íóìåðàöèþ
èç îïðåäåëåíèÿ 11.1.

Ì5. Ïóñòîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî.
[a, b] \ [a, b] = ∅ è îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü M1 è M4.
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Ì6. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðèìî.
A ∩B = A \ (A \B) è äîñòàòî÷íî äâàæäû èñïîëüçîâàòü M4.
Ì7. Îáúåäèíåíèå äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðèìî.
A ∪B = (A \B) tB t ∅ t ∅ . . .
Ïåðâîå ñëàãàåìîå èçìåðèìî ïîM4, âòîðîå � ïî óñëîâèþ, à îñòàëü-

íûå � ïî M5. Îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àêñèîìó M3 ñ÷åòíîé àääèòèâ-
íîñòè (âåðíåå, åå ÷àñòü áåç ðàâåíñòâà).

Ì8. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðè-
ìî è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðèìî.

Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ìíîæåñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ M6 è
M7.

Ì9. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðè-
ìî.

Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

(A1 ∈M, A2 ∈M, A3 ∈M, . . .) =⇒ A =

∞⋃
n=1

An ∈M.

Ìû ïðåäñòàâèì òî æå ìíîæåñòâî A, íî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åò-
íîãî ÷èñëà äèçúþíêòíûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, ïîñëå ÷åãî îñòà-
íåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü ìåðû. Èòàê, ïîëîæèì

B1 = A1, B2 = A1 ∪A2, B3 = A1 ∪A2 ∪A3, . . .

Òîãäà âñå ìíîæåñòâà Bn èçìåðèìû ïî M8 è ïðè ýòîì

B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ . . . , A =

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn.

Äàëåå, ïóñòü

C1 = B1, C2 = B2 \B1, C3 = B3 \B2, . . .

Òîãäà âñå ìíîæåñòâà Cn èçìåðèìû ïî M4, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ
è ïðè ýòîì

A =

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn =

∞⊔
n=1

Cn.

M10. Âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R åñòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî.
R =

⋃∞
n=1[−n, n] è îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü M9.

Ì11. Äîïîëíåíèå äî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èçìåðèìî.
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Äîïîëíåíèå R \A äî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A èçìåðèìî ïî M10
è M4.

M12. Ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðè-
ìî.

∞⋂
n=1

An = R \

( ∞⋃
n=1

(R \An)

)

è îñòàåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîî÷åðåäíî èñïîëüçîâàòü M11, M9, M11.

Ì13. Ìíîæåñòâî M âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ åñòü σ-àëãåáðà.
Ñì. M9�M12.

Ì14. Ëþáîå êîíå÷íîå è ëþáîå ñ÷åòíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èç-
ìåðèìî.

Ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {a} èçìåðèìî êàê ïåðåñå÷åíèå
äâóõ îòðåçêîâ [a − 1, a] è [a, a + 1]. Îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èëè M8
èëè M9.

Ì15. Ëþáîé ïðîìåæóòîê èçìåðèì.

Ïîëóèíòåðâàëû è èíòåðâàëû ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòðåçêîâ óäàëåíèåì îäíîé èëè äâóõ òî÷åê è çíà÷èò èçìåðèìû ïî
M1,M4,M14. Ëó÷è (îòêðûòûå èëè çàìêíóòûå) åñòü îáúåäèíåíèÿ
ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ èëè îòðåçêîâ, îäèí èç êîíöîâ êîòîðûõ
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ëó÷à.

Ì16. Ëþáîå îòêðûòîå è ëþáîå çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî
èçìåðèìû.

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî, êàê îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, à çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî, êàê
äîïîëíåíèå äî îòêðûòîãî.

Ì17. Ëþáîå áîðåëåâñêîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî.

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà íóëåâîãî êëàññà èçìåðèìû ïîM16. Ìíî-
æåñòâà òèïà Gδ (òèïà Fσ) èçìåðèìû, êàê ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (ñîîòâåòñòâåííî, îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ). Çíà÷èò, èçìåðèìû è áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà
ïåðâîãî êëàññà. Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà âòîðîãî êëàññà èçìåðèìû,
òàê êàê ïîëó÷àþòñÿ èç ìíîæåñòâ ïåðâîãî êëàññà îïåðàöèÿìè ñ÷åò-
íûõ îáúåäèíåèé è ïåðåñå÷åíèé. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî
èíäóêöèè (òðàíñôèíèòíîé !).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.2. Ñì. M13 è M17.
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Ñâîéñòâà ìåðû

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâàõ ìû ãîâîðèëè îá èçìåðèìûõ ìíîæå-
ñòâàõ, íî íå î çíà÷åíèÿõ ìåðû íà êîíêðåòíûõ èçìåðèìûõ ìíîæå-
ñòâàõ. Íà÷íåì òåïåðü ñî ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ñâîéñòâà ñàìîé ìåðû
µ.

M18. Ìåðà ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ.
Òàê êàê

(b−a) +µ(∅) +µ(∅) + . . . = µ([a, b]t∅t∅t . . .) = µ([a, b]) = b−a <∞,

òî µ(∅) + µ(∅) + µ(∅) + . . . = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî µ(∅) íå ìîæåò áûòü íè áåñêîíå÷íîñòüþ, íè ïîëî-

æèòåëüíûì ÷èñëîì. Çíà÷èò µ(∅) = 0.
M19. Ìåðà µ êîíå÷íî àääèòèâíà, ò. å.

µ

(
N⊔
n=1

An

)
=

N∑
n=1

µ(An).

Èñïîëüçîâàòü M18 è ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, â êîòîðîé âñå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ (N +1)-
ãî � ïóñòûå ìíîæåñòâà.

Î÷åíü âàæíûìè ñâîéñòâàìè ìåðû µ ÿâëÿþòñÿ åå ìîíîòîíîñòü,
íåïðåðûâíîñòü ñâåðõó è íåïðåðûâíîñòü ñíèçó.

Òåîðåìà 11.3 (Ìîíîòîííîñòü ìåðû). Åñëè A ⊂ B �äâà èç-
ìåðèìûõ ìíîæåñòâà, òî µ(A) ≤ µ(B).

Äîêàçàòåëüñòâî.
B = A t (B \A).

Ïî êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè (N = 2) ïîëó÷àåì, â ñèëó íåîòðèöàòåëü-
íîñòè çíà÷åíèé ìåðû, ÷òî

µ(B) = µ(A) + µ(B \A) ≥ µ(A).

Òåîðåìà 11.4 (Íåïðåðûâíîñòü ìåðû ñíèçó). ÅñëèA1 ⊂ A2 ⊂
A3 ⊂ . . .�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïî âîçðàñòàíèþ èçìåðè-
ìûõ ìíîæåñòâ, òî

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim
n→∞

µ(An).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

A =

∞⋃
n=1

An ⊃ . . . ⊃ A3 ⊃ A2 ⊃ A1.

Åñëè ìåðà îäíîãî èç ìíîæåñòâ An áåñêîíå÷íà, òî ïî ìîíîòîííî-
ñòè áåñêîíå÷íà è ìåðà ìíîæåñòâà A è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Åñëè ìåðû âñåõ ìíîæåñòâ An êîíå÷íû, òî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ

A =

( ∞⊔
k=1

(Ak+1 \Ak)

)
tA1, An =

(
n−1⊔
k=1

(Ak+1 \Ak)

)
tA1,

â äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèÿ, ïîëó÷àåì ïî ñ÷åòíîé è ïî êîíå÷íîé
àääèòèâíîñòè ìåðû

µ(A) =

( ∞∑
k=1

µ(Ak+1 \Ak)

)
+ µ(A1) =

lim
n→∞

(
n−1∑
k=1

µ(Ak+1 \Ak) + µ(A1)

)
= lim
n→∞

µ(An).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì âû÷èñëåíèÿ ìåð ïðîìåæóòêîâ,
îòëè÷íûõ îò îòðåçêà.

M20. µ([a, b)) = b−a, µ((a, b)) = b−a, µ([a,+∞)) = µ((a,+∞)) =
µ((−∞, a)) = µ((−∞, a]) = µ(R) = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ a < b ïðè âñåõ n ∈ N, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî N , âåðíî íåðàâåíñòâî 1 < n(b− a). Òîãäà[

a, b− 1

N

]
⊂
[
a, b− 1

N + 1

]
⊂
[
a, b− 1

N + 2

]
⊂ . . . ⊂ [a, b) ,

∞⋃
n=N

[
a, b− 1

n

]
= [a, b) .

Çíà÷èò, ïî íåïðåðûâíîñòè ìåðû ñíèçó

µ([a, b) = lim
n→∞

(
b− a− 1

n

)
= b− a.
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Äëÿ èíòåðâàëà (a, b) íàäî èñïîëüçîâàòü îòðåçêè âèäà [a + 1
n , b −

1
n ), äëÿ çàìêíóòîãî ëó÷à [a,+∞) íàäî èñïîëüçîâàòü îòðåçêè âèäà
[a, a+ n], äëÿ îòêðûòîãî ëó÷à (a,+∞)� îòðåçêè [a+ 1

n , a+ n] è äëÿ
ïðÿìîé R� îòðåçêè [−n, n].

Òåîðåìà 11.5 (Íåïðåðûâíîñòü ìåðû ñâåðõó). Åñëè A1 ⊃
A2 ⊃ A3 ⊃ . . .�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïî óáûâàíèþ èçìå-
ðèìûõ ìíîæåñòâ è ìåðà µ(A1) êîíå÷íà, òî

µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= lim
n→∞

µ(An).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó æå ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
áåç óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ìåðû ïåðâîãî ìíîæåñòâà óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî:

An = [n,+∞) =⇒ µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= µ(∅) = 0 6= +∞ = lim

n→∞
µ(An).

Ïóñòü µ(A1) < +∞ è ïóñòü

A =

∞⋂
n=1

An ⊂ . . . ⊂ A3 ⊂ A2 ⊂ A1.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

A1 =

( ∞⊔
k=1

(Ak \Ak+1)

)
tA

â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå, ïîëó÷àåì ïî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìå-
ðû

µ(A1) =

( ∞∑
k=1

µ(Ak \Ak+1)

)
+ µ(A) < +∞.

Çíà÷èò ïðåäåë îñòàòêà
∑∞
k=n µ(Ak \ Ak+1) ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî

ðÿäà ðàâåí íóëþ ïðè n→∞.
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

An =

( ∞⊔
k=n

(Ak \Ak+1)

)
tA,
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â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå, ïîëó÷àåì ïî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìå-
ðû

µ(An) =

( ∞∑
k=n

µ(Ak \Ak+1)

)
+ µ(A).

Íî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà êàê ðàç
è ðàâíî îñòàòêó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Ïîýòîìó

lim
n→∞

µ(An) = µ(A).

M21.Ìåðà ëþáîãî êîíå÷íîãî è ìåðà ëþáîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
ðàâíû íóëþ; ïðè ýòîì áûâàþò è êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà íóëåâîé
ìåðû� íàïðèìåð, êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {a} åñòü ïåðåñå-
÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ïî óáûâàíèþ îòðåçêîâ [a, a+
1
n ]. Èç íåïðåðûâíîñòè ìåðû ñâåðõó ïîëó÷àåì

µ({a}) = lim
n→∞

[
a; a+

1

n

]
= lim
n→∞

1

n
= 0.

Åñëè ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, òî îíî åñòü îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñ-
ëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ � âñåõ ñâîèõ
ýëåìåíòîâ. Ïî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû ïîëó÷àåì, ÷òî µ(A) = 0.
Àíàëîãè÷íî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

Ðàçáåðåìñÿ ñ ìåðîé êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Òàê êàê Kt([0, 1]\
K) = [0, 1], òî µ(K) +µ([0, 1]\K) = 1. Íî äîïîëíåíèå [0, 1]\K ñîñòîèò
èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, ñóììà äëèí êîòî-
ðûõ, êàê ìû óæå ñ÷èòàëè, ðàâíà åäèíèöå. Òàê êàê äëèíà èíòåðâàëà
ñîâïàäàåò ñ åãî ìåðîé (ñì. M20), òî è ìåðà µ([0, 1] \ K) äîïîëíåíèÿ
[0, 1] \ K òàêæå ðàâíà åäèíèöå. Çíà÷èò ïî êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè
ìåðû ïîëó÷àåì µ(K) = 1− µ([0, 1] \K) = 1− 1 = 0.

Ìåðà äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ íàõîäèòñÿ ïî ñ÷åò-
íîé(èëè ïî êîíå÷íîé) àääèòèâíîñòè. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ìåðó
îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òà-
êîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî èç àääèòèâíîñòè ìåðû ñëåäóåò çàìåíèòü íåðà-
âåíñòâîì. Ïîëó÷àåòñÿ ïîëóàääèòèâíîñòü ìåðû. Ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ.
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M22. Äëÿ ëþáûõ äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A è B âåðíî ðàâåí-
ñòâî

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).

Â ÷àñòíîñòè, µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A = (A \B) t (A ∩B), òî

µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B).

Òàê êàê A ∪B = (A \B) tB, òî

µ(A ∪B) = µ(A \B) + µ(B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)

Òåîðåìà 11.6 (Ñ÷åòíàÿ ïîëóàääòèâíîñòü ìåðû). Åñëè ìíî-
æåñòâà A1, A2, A3, . . . èçìåðèìû, òî

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ(An).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

B1 = A1 ⊂ B2 = B1 ∪A2 ⊂, . . . ⊂ Bn+1 = Bn ∪An+1 ⊂ . . .

Òîãäà
⋃∞
n=1Bn = A =

⋃∞
n=1An è ïî ìîíîòîííîñòè ìåðû ñíèçó ïîëó-

÷àåì
µ(A) = lim

n→∞
µ(Bn).

Èíäóêòèâíî ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî (Ì22) ìåðû, ïîëó-
÷àåì, ÷òî

µ(Bn) ≤ µ(A1) + µ(A2) + . . .+ µ(An).

Ñëåäîâàòåëüíî

µ(A) = lim
n→∞

µ(Bn) ≤ lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Ak) =

∞∑
n=1

µ(An).

Â çàêëþ÷åíèå ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîé ëåêöèè íàì íè ðàçó íå ïîíà-
äîáèëàñü àêñèîìà M2 èíâàðèàíòíîñòè ìåðû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ,
ò. å. âñå óòâåðæäåíèÿ ýòîé ëåêöèè âûâîäÿòñÿ òîëüêî èç àêñèîì
M1,M3,M4.
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Ïðîáëåìà ðåàëèçóåìîñòè àêñèîì M1�M4.
Äðóãèå ìåðû è ìåðû â äðóãèõ ìíîæåñòâàõ

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû óñòàíîâèëè îêîëî òðåõ äåñÿòêîâ ðàç-
ëè÷íûõ ñâîéñòâ ìåðû µ : M → [0,+∞] ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. È âñå
áû õîðîøî, äà òîëüêî íåèçâåñòíî, à ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû îäíà
ìåðà µ : M → [0,+∞] äëÿ êîòîðîé äåéñòâèòåëüíî âåðíû ñâîéñòâà
M1�M4, ò. å. ðåàëèçóåìû ëè àêñèîìûM1�M4? Íåñêîëüêî äðóãèìè
ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû îäíà ìîäåëü àêñèîìàòèêèM1�M4?

Åñëè îñòàâèòü ýòîò âîïðîñ áåç îòâåòà (èëè, õîòÿ áû, îáñóæäå-
íèÿ), òî íå ñîâñåì ïîíÿòíî, ÷åì èìåííî ìû çàíèìàëèñü â ïðåäûäó-
ùåé ëåêöèè. Áûòü ìîæåò, òåì, ÷åãî íà ñàìîì äåëå è íå áûâàåò âîâñå
? Ñèòóàöèÿ äîâîëüíà òèïè÷íà äëÿ ñîâðåìåííîãî îáðàçîâàíèÿ: àêñèî-
ìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê èçëîæåíèþ òîãî èëè èíîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè
äîñòàòî÷íî ïðî÷íî óòâåðäèëñÿ çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. È äåéñòâè-
òåëüíî, òàêîé ïîäõîä áûñòðåå âñåãî âåäåò ê öåëè� îí ïîçâîëÿåò íàè-
áîëåå ëàêîíè÷íî èçëîæèòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, ¾àêñèîìà-
òè÷åñêèé ïîäõîä èìååò òå æå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä íåïîñðåäñòâåííûì
ïîñòðîåíèåì, ÷òî è âîðîâñòâî ïåðåä ÷åñòíûì òðóäîì¿, (Á. Ðàññåë).

Â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâíèå õîòÿ áû îäíîé ìåðû
µ : M→ [0,+∞] îêàçûâàåòñÿ âîïðîñîì íà ïîðÿäîê ñëîæíåå, íåæåëè
âûâîä èç àêñèîìàòèêè òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ. Îòâåò âñå æå ïîëîæè-
òåëåí, íî îí çàéìåò òðè ïîñëåäóþùèå ëåêöèè. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
íåòðèâèàëüíîñòè ñèòóàöèè ðàññìîòðèì åùå îäíó î÷åíü åñòåñòâåííóþ
àêñèîìó:

(M0): ìåðà µ : M→ [0,+∞] âñþäó îïðåäåëåíà, ò. å.M = 2R.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîáàâëåíèå ýòîé âíåøíå áåçîáèäíîé àêñèîìû ê

àêñèîìàì M1�M4 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òàêèõ ìåð óæå ïðîñòî íå
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ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà 12.1. Íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî îòîáðàæåíèÿ µ : 2R →

[0,+∞] îáëàäàþùåãî âñåìè ñâîéñòâàìè M0�M4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçóìååòñÿ, îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî òàêîå
îòîáðàæåíèå µ : 2R → [0,+∞] âñå æå ñóùåñòâóåò.

Íàçîâåì ÷èñëà x è y ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü åñòü ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷åíèå: x ∼ y. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ¾∼¿
äåéñòâèòåëüíî åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî Q� ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ. Òîãäà âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R ðàçîáüåò-
ñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
òàêîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êè x îáðàçóþò âñå ñäâèãè ýòîé òî÷êè íà ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îïèñàííîìó îòíîøåíèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ðàöèîíàëüíîñòè. Êàê ñëåäóåò èç
òåîðèè ìîùíîñòåé, ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ðàöèîíàëüíîñòè � íåñ÷åòíî
è, íà ñàìîì äåëå, êîíòèíóàëüíî. Êðîìå òîãî, êàæäûé êëàññ ðàöèî-
íàëüíîñòè âñþäó ïëîòåí íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé èìåííî ïîòîìó, ÷òî Q
âñþäó ïëîòíî â R.

Äëÿ êàæäîãî êëàññà ðàöèîíàëüíîñòè ïðîèçâîëüíî âûáåðåì è çà-
ôèêñèðóåì ðîâíî îäíó òî÷êó èç ýòîãî êëàññà, ëåæàùóþ íà îòðåçêå
[−1, 1]. Ñäåëàâ òàêóþ îïåðàöèþ (âîçìîæíóþ ïî àêñèîìå âûáîðà!) äëÿ
âñåõ êëàññîâ ðàöèîíàëüíîñòè, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
A ⊂ [−1, 1] îòðåçêà [−1, 1]. Âîò ñ ýòèì-òî ìíîæåñòâîì A è âîçíèê-
íóò îñíîâíûå ïðîáëåìû. Îíî èçìåðèìî ïî M0 è åãî ìåðà êîíå÷íà
ïî ìîíîòîííîñòè ìåðû (òåîðåìà 11.3): âåäü ìåðà âñåãî îòðåçêà [−1, 1]
ðàâíà äâóì (M1). Çíà÷èò âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: ëèáî µ(A) = 0, ëè-
áî 0 < µ(A) < +∞. Ìû äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ìåðà îòðåçêà
[−1, 1] ðàâíà íóëþ, à âî âòîðîì ñëó÷àå ìåðà îòðåçêà [−3, 3] áåñêîíå÷-
íà, ÷òî è äàñò èñêîìîå ïðîòèâîðå÷èå. Ïåðåõîäèì ê ðåàëèçàöèè ýòîãî
ïëàíà.

Îáîçíà÷èì R ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà îòðåçêå
[−2, 2]. Ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé åãî ïåðåñ÷åò:
R = {r1, r2, . . . rn, . . .}.

Äëÿ êàæäîãî rn ∈ R ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

An = A+ rn = {a+ rn|a ∈ A}.

ßñíî, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî An ðàñïîëîæåíî â îòðåçêå [−3, 3].
Äîêàæåì ñëåäóþùèå äâà ôàêòà:

(à) (n 6= m) =⇒ (An ∩Am = ∅);
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(á ) [−1, 1] ⊂
⋃∞
n=1An.

Äîïóñòèì, ÷òî z ∈ An∩Am. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà z ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ñäâèãå íà rn ∈ R èç íåêîòîðîãî ÷èñëà a ∈ A è, ñèììåòðè÷íûì
îáðàçîì, ýòà æå òî÷êà z ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñäâèãå íà rm ∈ R èç íåêî-
òîðîãî ÷èñëà a′ ∈ A. Íî òîãäà z = a+ rn = a′ + rm. Çíà÷èò ðàçíîñòü
ìåæäó a è a′ åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ò. å. a ∈ A è a′ ∈ A ëåæàò
â îäíîì è òîì æå êëàññå ðàöèîíàëüíîñòè. Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ
ìíîæåñòâà A, â êàæäîì êëàññå ðàöèîíàëüíîñòè âûáèðàëàñü ðîâíî
îäíà òî÷êà. Ïîýòîìó a = a′. Íî òîãäà óæå ïîëó÷àåòñÿ rn = rm, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ [−1, 1] è ðàññìîòðèì åå êëàññ ðàöèî-
íàëüíîñòè. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà A â ýòîì êëàññå ðàöèîíàëüíî-
ñòè óæå çàôèêñèðoâàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà a ∈ A, ëåæàùàÿ â îòðåçêå
[−1, 1]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòü x− a åñòü íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî r ∈ Q. Òàê êàê x ∈ [−1, 1] è a ∈ [−1, 1], òî r = x − a ∈ [−2, 2].
Çíà÷èò r ∈ R è r = rn äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà n ∈ N. Òîãäà ïîëó÷à-
åì, ÷òî

x = a+ r = a+ rn ∈ A+ rn = An.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

[−1, 1] ⊂
∞⊔
n=1

An ⊂ [−3, 3].

Èñïîëüçóåì òåïåðü (âïåðâûå çà äâå ëåêöèè !) àêñèîìó M2. Îíà
ãàðàíòèðóåò, ÷òî µ(An) = µ(A) äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñëè äîïóñòèòü,
÷òî µ(A) = 0, òî ïî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè (M3) è ìîíîòîííîñòè
ïîëó÷àåì, ÷òî ìåðà îòðåçêà [−1, 1] ðàâíà íóëþ. Åñëè æå µ(A) > 0,
òî îïÿòü æå ïî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî
ìåðà îòðåçêà [−3, 3] áåñêîíå÷íà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 12.2 (Ñóùåñòâîâàíèå íåèçìåðèìûõ ìíîæåñòâ).
Äëÿ âñÿêîé ìåðû µ : 2R → [0,+∞] ñ àêñèîìàìèM1�M4 íàéäåòñÿ õî-
òÿ áû îäíî íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ò. å.M 6= 2R.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, àêñèîìàM2 íàìè ïî÷òè íå èñïîëüçîâàëàñü.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò ýòî íàáëþäåíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
ðåàëüíî âñòðå÷àþùèõñÿ ìíîæåñòâ (ò. å. äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ)
ñâîéñòâî M2 âûâîäèòñÿ èç ñâîéñòâ M1,M3,M4. Êðàòêîå îáúÿñíå-
íèå òàêîâî: èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ äëÿ îòðåçêîâ óæå
âêëþ÷åíà â ôîðìóëèðîâêó ñâîéñòâà M1.
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Òåîðåìà 12.3. Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ µ : B(R) → [0,+∞]
îïðåäåëåííîãî íà σ-àëãåáðå âñåõ áîðåëåâñêèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ èç
ñâîéñòâ M1,M3,M4 ñëåäóåò ñâîéñòâî M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî M20 âåðíî ÷òî µ((a, b)) = b− a. Çíà÷èò

µ((a, b) + t) = µ((a+ t, b+ t)) = (b+ t)− (a+ t) = µ((a, b)),

ò. å. äëÿ èíòåðâàëîâ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïðîâåðå-
íà. Îíà òîãäà ïîëó÷àåòñÿ äëÿ îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Åñëè
G ⊂ R îòêðûòî, òî G åñòü îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà
äèçúþíêòíûõ èíòåðâàëîâ. Òàê êàê ïðè ñäâèãå íà t ∈ R ìåðû ýòèõ
ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ íå ìåíÿþòñÿ, òî íå èçìåíèòñÿ ïðè òàêîì
ñäâèãå è ìåðà ìíîæåñòâà G.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïàêòíîå (= çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå)
÷èñëîâîå ìíîæåñòâîK. Îíî ëåæèò â íåêîòîðîì îòðåçêå [minK,maxK] =
[a, b] è ðàçíîñòü [a, b]\K = G åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ïî êî-
íå÷íîé àääèòèâíîñòè ìåðû ïîëó÷àåì

µ(K + t) = µ([a+ t, b+ t] \ (G+ t)) = µ([a+ t, b+ t])− µ(G+ t) =

= µ([a, b])− µ(G) = µ(K).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàìêíóòîå è íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëîâîå ìíî-
æåñòâî F . Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ðàñòóùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ:

F =

∞⋃
n=1

Kn, Kn = F ∩ [−n, n].

Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî F + t =
⋃∞
n=1(Kn + t) è ïî íåïðåðûâ-

íîñòè ìåðû ñíèçó ïîëó÷àåì

µ(F ) = lim
n→∞

µ(Kn) = lim
n→∞

µ(Kn + t) = µ(F + t).

Èòàê, èíâàðèàíòíîñòü ìåðû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ äîêàçàíà äëÿ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íóëåâîãî êëàññà.

Äëÿ Fσ-ìíîæåñòâ, ò. å. äëÿ îáúåäèíåíèé ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ Fn äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç íåïðåðûâíî-
ñòè ìåðû ñíèçó, ò.ê. âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ìíîæåñòâàì F1, F1 ∪
F2, F1∪F2∪F3, . . . è ñ ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . ..
Ñ Gδ-ìíîæåñòâàìè íàäî ïîñòóïèòü êàê âûøå: ñíà÷àëà ðàçîáðàòüñÿ
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ñ îãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìè, à ïîòîì, èñïîëüçóÿ ñ÷åòíûå îáúåäè-
íåíèÿ ïåðåéòè è ê íåîãðàíè÷åííûì.

Ïîñëå òîãî, êàê äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïåðâîãî êëàññà ñëåäóåò äâèãàòüñÿ ïî èí-
äóêöèè (òðàíñôèíèòíîé).

Ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ìåðû îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå ñëîæ-
íîñòè ñâÿçàíû ñ ïðîâåðêîé ñâîéñòâà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè. Ñëåäó-
þùèé ñòàíäàðòíûé ïðèåì ïîíàäîáèòñÿ ïîçæå è íàì: îí âûâîäèò
ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü èç êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè è åùå íåêîòîðûõ
ñâîéñòâ ìåðû.

Òåîðåìà 12.4 (Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü èç êîíå÷íîé àääè-
òèâíîñòè). Ïóñòü îòîáðàæåíèå ν : 2R → [0,+∞] îïðåäåëåíî íà íåêî-
òîðîé σ-àëãåáðå N ⊂ 2R ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ è ïóñòü îíî:

(a) ìîíîòîííî, ò. å.

(A,B ∈ N )&(A ⊂ B) =⇒ (ν(A) ≤ ν(B));

(á) êîíå÷íî àääèòèâíî, ò. å.

(A1, A2, . . . , AN ∈ N ) =⇒ ν

(
N⊔
n=1

An

)
=

N∑
n=1

ν(An)

(â) ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâíî, ò. å.

A1, A2, . . . , An, . . . ,∈ N =⇒ ν

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

ν(An)

Òîãäà îòîáðàæåíèå ν ñ÷åòíî àääèòèâíî, ò. å.

A1, A2, . . . , An, . . . ,∈ N =⇒ ν

( ∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

ν(An)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì
⊔∞
n=1An = A. Òîãäà äëÿ êàæäîãî N ∈

N ïî ìîíîòîííîñòè è êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè ïîëó÷àåì

N∑
n=1

ν(An) = ν

(
N⊔
n=1

An

)
≤ ν(A).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ïîëó÷àåì, ÷òî
∞∑
n=1

ν(An) ≤ ν(A).
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Ñâîéñòâî ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè àâòîìàòè÷åñêè ãàðàíòèðóåò ñïðà-
âåäëèâîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà

∞∑
n=1

ν(An) ≥ ν(A).

Äðóãèå ìåðû

Ïðèìåð 12.5 (Ìåðà ñ àêñèîìàìè M0,M3,M4 è áåç M1,M2).
Ïîñòðîåíèå. Òàêàÿ ìåðà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé ïðè ðàññìîòðåíèè êîíå÷íûõ (èëè ñ÷åòíûõ) âåðîÿòíîñòíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ðàçîáúåì åäèíè÷íóþ ìàññó íà ãèðüêè âåñà p1, p2, p3, . . ., çàôèê-
ñèðóåì íà ïðÿìîé òî÷êè x1, x2, x3, . . . è ïîìåñòèì âåñ p1 â òî÷êó x1,
âåñ p2 ïîìåñòèì â òî÷êó x2, . . .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A ∈ 2R âû÷èñëèì åãî
¾âåñ¿:

p(A) =
∑

{i|xi∈A}

pi.

Ïîëó÷àåì íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå p : 2R → [0, 1]. Ëþáîå ÷èñëîâîå
ìíîæåñòâî òîãäà p-èçìåðèìî è åãî p-ìåðà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.
Òàê ÷òî M0,M4 î÷åâèäíî âåðíû, à M1,M2 ñòîëü æå î÷åâèäíî íå
èìåþò ìåñòà: ïðè ñäâèãå îòðåçêà [a, b] åãî ¾âåñ¿ êîíå÷íî æå ìîæåò
èçìåíèòüñÿ è ýòîò âåñ íèêàê íå ñâÿçàí ñ äëèíîé b−a îòðåçêà. Ñ÷åòíàÿ
àääèòèâíîñòü èíòóèòèâíî ïîíÿòíà, à ôîðìàëüíî ñëåäóåò èç òåîðåì
î ïåðåñòàíîâêàõ è ãðóïïèðîâêàõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ:

p

( ∞⊔
n=1

An

)
=

∑
{i|xi∈A1}

pi +
∑

{i|xi∈A2}

pi +
∑

{i|xi∈A3}

pi + . . . =

= p(A1) + p(A2) + p(A3) + . . .

Ïðèìåð 12.6 (Ìåðà ñ àêñèîìàìèM3,M4 è áåçM0,M1,M2).
Ïîñòðîåíèå. Ýòîò ïðèìåð ìåðû îïÿòü æå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò

â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íà ýòîò ðàç åäèíè÷íóþ ìàññó ìû ðàññðåäî-
òî÷èì íå â äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå x1, x2, x3, . . ., à ¾ðàçìàæåì¿ ïî
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âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (èëè ïî ïðîìåæóòêó ÷èñëîâîé ïðÿìîé). Ñòàí-
äàðòíûé ïðèåì ñîñòîèò â ââåäåíèè íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
ïëîòíîñòè p : R→ [0, 1] äëÿ êîòîðîé∫ +∞

−∞
p(t)dt = 1.

Òîãäà ¾âåñ¿ ìíîæåñòâà A ∈ 2R îïðåäåëèòñÿ òàê:

P (A) =

∫
A

p(t)dt.

Íàïðèìåð, âåñ âñåé ïðÿìîé A = R ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå è ýòî åñòü
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âåñ. Íà îòðåçêå [a, b] áóäåò ¾ðàçìàçàíà¿
ìàññà âåñà

∫ b
a
p(t)dt è ò.ï. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü âîçíèêàþùåãî îòîá-

ðàæåíèÿ P : 2R → [0, 1] ñëåäóåò èç àääèòèâíîñòè ðèìàíîâñêîãî èíòå-
ãðàëà, à äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò ñ îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ P , ò. å. ñî ñâîéñòâîì M0. Äåëî â òîì, ÷òî íå
óäàåòñÿ ïîíÿòü, êàê ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè p ïî
ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëîâîìó ìíîæåñòâó A. Îáû÷íî îãðàíè÷èâà-
þòñÿ ðàññìîòðåíèåì áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A, õîòÿ óæå è â ýòîì
ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ äåòàëüíî ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûå âåðñèè èí-
òåãðèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Òèïè÷íûé êîíêðåòíûé ïðèìåð ôóíêöèè ïëîòíîñòè äàåò ôóíêöèÿ

p(t) =
1

σ
√

2π
· e−

(x−a)2

2σ2

ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì ðàâíûì a è äèñïåðñèåé (=ñòåïåíüþ ðàññåÿíèÿ) ðàâíîé
σ. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè âåñ ëó÷åé (−∞, a] è [a,+∞)
ðàâåí ïî 1/2, à âåñ îòðåçêà [a− 3σ, a+ 3σ] ñîñòàâëÿåò áîëåå 0, 99 (=
ïðàâèëî ¾òðåõ ñèãìà¿).

Ïî àíàëîãèè ñ ìåðîé ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ ìîæíî àêñèîìàòè÷åñêè
ïîäîéòè è ê îïðåäåëåíèþ ìåðû ïëîñêèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 12.7 (Àêñèîìû ìåðû ïëîñêèõ ìíîæåñòâ).

Ìåðà� ýòî îòîáðàæåíèå µ : 2R
2 → [0,+∞], êîòîðîå íåêîòîðûì

(íå îáÿçàòåëüíî âñåì) ïëîñêèì ìíîæåñòâàì, íàçûâàåìûì µ-èçìåðèìûìè,
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà èëè ïëþñ áåñêîíå÷-
íîñòü òàê, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(Ì1) ëþáîé êâàäðàò [a, b]×[a, b] èçìåðèì è åãî ìåðà ðàâíà (b−a)2;



116 Äâåíàäöàòàÿ ëåêöèÿ

(Ì2) ìåðà ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâè-
æåíèè ýòîãî ìíîæåñòâà;

(Ì3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A1, A2, . . . , An, . . . ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èõ îáúåäèíåíèå òàêæå èç-
ìåðèìî è ìåðà îáúåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå ìåð µ(An) ìíîæåñòâ An;

(Ì4) ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ åñòü èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî.

Áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ ìåðû ïëîñêèõ ìíîæåñòâ àâòîìàòè÷åñêè âû-
âîäÿòñÿ èç àêñèîì äîñëîâíî òàêæå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäû-
äóùåé ëåêöèè. Ðàçëè÷èÿ êîñíóòñÿ òîëüêî ìåð êîíêðåòíûõ ïîñêèõ
ìíîæåñòâ. Äåëî â òîì, ÷òî íà ïëîñêîñòè íåò òåîðåìû, îïèñûâàþ-
ùåé ñòðóêòóðó åå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ. Â ýòîì ñìûñëå, ÷èñëîâàÿ
ïðÿìàÿ åñòü óíèêàëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ïî-
ñòðîåíèå ìåðû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íàìíîãî áîëåå ýêîíîìíûìè
ñðåäñòâàìè, íåæåëè â îáùåì ñëó÷àå. Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, èìåííî
ïîñòðîåíèè ìîäåëè äëÿ òàêîé àêñèîìàòèêè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæ-
íûì è ñîäåðæàòåëüíûì âîïðîñîì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî âòîðîé
àêñèîìå ìîæíî, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå ñëàáûì
óòâåðæäåíèåì ïðî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî òîëüêî ïàðàëëåëü-
íûõ ïåðåíîñîâ: èç íåå âûâîäèòñÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîëüíûõ äâèæåíèé.

Àíàëîãè÷åí ïîäõîä è ê îïðåäåëåíèþ ìåðû â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è ò.ä. Ìåðû ìîæíî îïðåäåëÿòü è íå òîëüêî íà ¾ïðÿìîëè-
íåéíûõ¿ ìíîæåñòâàõ òèïà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 12.8 (Àêñèîìû ìåðû ïîäìíîæåñòâ åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè S). Ìåðà� ýòî îòîáðàæåíèå µ : 2S → [0,+∞), êî-
òîðîå íåêîòîðûì (íå îáÿçàòåëüíî âñåì) ïîäìíîæåñòâàì îêðóæíîñòè,
íàçûâàåìûì µ-èçìåðèìûìè, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà òàê, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(Ì1) ëþáàÿ äóãà [a, b] èçìåðèìà è åå ìåðà ðàâíà ðàäèàííîé ìåðå
ýòîé äóãè;

(Ì2) ìåðà ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâî-
ðîòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè;

(Ì3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A1, A2, . . . , An, . . . ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èõ îáúåäèíåíèå òàêæå èç-
ìåðèìî è ìåðà îáúåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå ìåð µ(An) ìíîæåñòâ An;

(Ì4) ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ åñòü èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî.

Äëÿ òàêèõ ìåð íà îêðóæíîñòè ìåðà âñåãäà ïðèíèìàåò òîëüêî êî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê îíà ìîíîòîííà, à âñÿ îêðóæíîñòü èìååò
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êîíå÷íóþ ìåðû ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äóãîé.
Åñëè æå ãîâîðèòü î ìåðàõ â ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ X áåç

êàêîé-ëèáî çàðàíåå èìåþùåéñÿ ñòðóêòóðû, òî îáùåå àêñèîìàòè÷å-
ñêîå îïðåäåëåíèå ìåðû ïðèíàäëåæèò À.Í.Êîëìîãîðîâó.

Îïðåäåëåíèå 12.9 (Àêñèîìàòèêà À.Í.Êîëìîãîðîâà). Ìå-
ðà â ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X � ýòî ñ÷åòíî-àääèòèâíîå îòîáðàæå-
íèå

µ : 2X → [0,+∞]

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé σ-àëãåáðîéA ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Ìåðà íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé, åñëè µ(X) = 1. Â òàêîì ñëó÷àå
òðîéêó (X, †A,µ) íàçûâàþò âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ýëåìåí-
òû σ-àëãåáðû A íàçûâàþò ñîáûòèÿìè; çíà÷åíèå ìåðû µ(A) ïðè ýòîì
íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ∈ A.
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Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ìåðû Ëåáåãà ÷èñëîâûõ

ìíîæåñòâ. Ñâîéñòâà äëèíû îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ

Â ñëåäóþùèõ òðåõ ëåêöèÿõ áóäåò ïîñòðîåíà ìîäåëü àêñèîìàòèêè
M1�M4. Ïîñòðîåííàÿ ìåðà íîñèò íàçâàíèå ìåðû Ëåáåãà â ÷åñòü
Àíðè Ëåáåãà, âïåðâûå ïðåäëîæèâøåãî åå ÿâíóþ è ïîëíóþ êîíñòðóê-
öèþ â íà÷àëå ýòîãî âåêà. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìåðó Ëåáåãà áóêâîé
m, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ñ îáîçíà÷åíèåì µ àêñèîìàòè÷åñêè çàäàí-
íîé ìåðû. Ýòà êîíêðåòíàÿ ìåðà m îáëàäàåò íå òîëüêî ñâîéñòâàìè
M1�M4, íî è ðÿäîì äðóãèõ ïîëåçíûõ êà÷åñòâ. Íàïðèìåð, îíà ïîë-
íà, ò. å.

(A ⊂ B)&(m(B) = 0) =⇒ m(A) = 0.

Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ìåðû Ëåáåãà òàêîâà.
Øàã I. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà l : {G} → [0,+∞] îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ è èçó÷àþòñÿ åå ñâîéñòâà. Ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èïîëü-
çóåòñÿ ïðè ýòîì òåîðåìà î ñòðóêòóðå îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ
è êîìïàêòíîñòü îòðåçêà.

Øàã II. Îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà m∗ : 2R → [0,+∞].
Îíà âñþäó îïðåäåëåíà è åå çíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëîâîãî
ìíîæåñòâà A ðàâíî èíôèìóìó ìíîæåñòâà äëèí âñåõ îòêðûòûõ ïî-
êðûòèé ýòîãî ìíîæåñòâà

m∗(A) = inf{l(G)|G� îòêðûòî, G ⊃ A}.

Ê ñîæàëåíèþ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà íå ñ÷åòíî-àääèòèâíà
è äàæå íå êîíå÷íî-àääèòèâíà.

118



Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ìåðû Ëåáåãà ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ 119

Øàã III. Îïðåäåëÿþòñÿ èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà, êàê
ìíîæåñòâà, êîòîðûå ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîãóò áûòü ïðè-
áëèæåíû ñâåðõó îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè:

(A�èçìåðèìî ïo Ëåáåãó) ⇐⇒
⇐⇒ (∀ε > 0∃G : G� îòêðûòî, G ⊃ A,m∗(G \A) < ε).

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà îáðàçóþò σ-
àëãåáðó.

Øàã IV. Ìåðà Ëåáåãà m îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå âíåøíåé
ìåðû Ëåáåãà m∗ íà σ-àëãåáðó âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ.

Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåðû Ëåáåãà. Èç íèõ
ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ� íå ìåíåå ÷åòûðåõ, ñì. ñïèñîê ëèòåðà-
òóðû. Ïîä÷åðêíåì ïîêà îáùèé ìîìåíò. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñíà÷àëà èñ-
ïîëüçóåòñÿ âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà è òîëüêî ïîòîì êîíñòðóèðóåòñÿ ñà-
ìà ìåðà Ëåáåãà. Â îðèãèíàëüíîì èçëîæåíèè À.Ëåáåãà èñïîëüçóåòñÿ
êðîìå òîãî è âíóòðåííÿÿ ìåðà. Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ïî ìíåíèþ àâòî-
ðà íîâà: îíà íå âñòðå÷àëàñü â èçâåñòíîé ïî òåîðèè ìåðû ëèòåðàòóðå.
Ïðè÷èíà çäåñü, ñêîðåå âñåãî, ïðîñòà. Ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì èçëîæå-
íèè òåîðèè ìåðû àâòîðû ñòðåìÿòñÿ ê íàèáîëüøåé îáùíîñòè. Ìû æå
îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Äëèíà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 13.1 (Äëèíà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ).
(a) l(∅) = 0;
(á) l((a, b)) = b− a;
(â) äëèíà íåîãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà (= ëó÷à) ðàâíà +∞;
(ã) äëèíà íåïóñòîãî îòêðûòîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà ðàâíà ñóììå

äëèí ñîñòàâëÿþùèõ åãî èíòåðâàëîâ:

G =
⊔
In =⇒ l(G) =

∑
l(In).

Â ïîñëåäíåì ïóíêòå (ã) ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíå÷íîìó èëè
ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ n. Ñàìûì ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 6.4 î ñòðóêòóðå îòêðûòûõ ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 13.2. Íàéòè äëèíó îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G, îáðàçîâàí-
íîãî îêðåñòíîñòÿìè Un íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ðàäèóñîâ 0, 6n; n ∈ N.
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Ðåøåíèå.

U1 = U(1, 0.6) = (0.4, 1.6);

U2 = U(2, 0.36) = (1.64, 2.36);

U3 = U(3, 0.216) = (2.784, 3.216);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî îêðåñòíîñòè Un ìåæäó ñîáîé ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèìè èíòåðâàëàìè îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà G. Çíà÷èò ïî îïðåäåëåíèþ

l(G) =

∞∑
n=1

l(Un) = 2

∞∑
n=1

(0.6)n = 2 · 0.6

1− 0.6
= 3.

Ïðèìåð 13.3. Íàéòè äëèíó îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G, îáðàçîâàí-
íîãî îêðåñòíîñòÿìè Un íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ðàäèóñîâ 0, 7n; n ∈ N.

Ðåøåíèå.

U1 = U(1; 0,7) = (0,3; 1,7);

U2 = U(2; 0,49) = (1,51; 2,49);

U3 = U(3; 0,343) = (2,657; 3,343);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ïðåäûäóùåãî âû÷èñëåíèÿ íåâîçìîæíî, òàê
êàê ïåðâûå äâå îêðåñòíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. À âîò èõ
îáúåäèíåíèå âìåñòå ñ îñòàëüíûìè îêðåñòíîñòÿìè U3, U4, . . . êàê ðàç
è äàåò ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà G íà ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû. Çíà-
÷èò

l(G) = l(U1∪U2)+

∞∑
n=3

l(Un) = (2,49−0,3)+2

∞∑
n=3

(0,7)n = 2,19+2
0,343

0,3
≈ 4,47.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàäèóñîâ 0.8n, 0.9n, 0.99n, . . . âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåí-
íî óñëîæíÿòñÿ. Âîò, âèäèìî, ñàìûé ¾ïëîõîé¿ ïðèìåð òàêîãî ðîäà.

Ïðèìåð 13.4. Cóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî G äëèíû ìåíü-
øåé åäèíèöû, ñîäåðæàùåå âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå.Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî. Ôèêñèðóåì
êàêóþ-íèáóäü åãî íóìåðàöèþ (áåç ïîâòîðåíèé):

Q = {r1, r2, r3, . . .}.
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Ïóñòü I1 �ëþáîé èíòåðâàë äëèíû 0.5 ñ èððàöèîíàëüíûìè êîíöà-
ìè è ñîäåðæàùèé òî÷êó r1. Âû÷åðêíåì èç èìåþùåãîñÿ ñïèñêà ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë âñå ÷èñëà, ëåæàùèå â I1. Ñðåäè îñòàâøèõñÿ âîçüìåì
òî÷êó ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì n2.

Ïóñòü I2 �ëþáîé èíòåðâàë äëèíû ìåíüøåé 0.25 ñ èððàöèîíàëü-
íûìè êîíöàìè, ñîäåðæàùèé òî÷êó rn2

è íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ ïåðâûì
èíòåðâàëîì. Ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íå ëåæàùèõ â îáúåäèíåíèè
I1 t I2, âûáåðåì òî÷êó ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì n3.

Ïóñòü I3 �ëþáîé èíòåðâàë äëèíû ìåíüøåé 0,125 ñ èððàöèîíàëü-
íûìè êîíöàìè, ñîäåðæàùèé òî÷êó rn3

è íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ ïåðâû-
ìè äâóìÿ èíòåðâàëàìè. Ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íå ëåæàùèõ â
îáúåäèíåíèè I1 t I2 t I3, âûáåðåì òî÷êó ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì n4

...
Îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ

äàñò îòêðûòîå ìíîæåñòâî G, êîòîðîå êîíå÷íî æå ñîäåðæèò âñå ðà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà è, êðîìå íèõ, ìíîãî è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òàê
êàê ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âñþäó ïëîòíû íà ïðÿìîé, òî ìíîæåñòâî G
ïîêðûâàåò ¾ïî÷òè¿ âñþ ïðÿìóþ. Â òî æå âðåìÿ, ïî ïîñòðîåíèþ

G =

∞⊔
n=1

In =⇒ l(G) =

∞∑
n=1

l(In) <

∞∑
n=1

1

2n
= 1.

Òàê êàê äëèíà âñåé ïðÿìîé áåñêîíå÷íà, òî êàêèå-òî òî÷êè çàâå-
äîìî îñòàíóòñÿ íå ïîêðûòûìè ìíîæåñòâîì G. Îäíàêî ÿâíî óêàçàòü
èõ íåò íèêàêîé âîçìîæíîñòè. Âî-ïåðâûõ, íóìåðàöèÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë íå çàäàíà íèêàêèì ÿâíûì îáðàçîì. Âî-âòîðûõ, äàæå ïðè íà-
ëè÷èè ôîðìóëû äëÿ òàêîé íóìåðàöèè ÿâíîå óêàçàíèå òî÷êè x 6∈ G
òàêæå çàòðóäíòåëüíî.

Ñâîéñòâà äëèíû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 13.5 (Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ).

l(G+ t) = l(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äëèíû èíòåðâàëà

l((a, b) + t) = l((a+ t, b+ t)) = b− a = l((a, b)).
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Çíà÷èò,

l(G+ t) = l
((⊔

n

(an, bn)
)

+ t
)

= l
(⊔
n

(an + t, bn + t)
)

=

=
∑
n

(bn − an) = l(G).

Òåîðåìà 13.6 (Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü äëèíû).

G =

∞⊔
n=1

Gn =⇒ l(G) =

∞∑
n=1

l(Gn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gn ðàçîáúåì íà
ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû:

G1 = I11tI12tI13t. . . ;G2 = I21tI22tI23t. . . ; G3 = I31tI32tI33t. . .

Òàê êàê ìíîæåñòâà Gn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî è âñå èíòåð-
âàëû Ink ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. âñå ýòè èíòåðâàëû è åñòü
ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G. Çíà÷èò

l(G) =
∑
n,k

l(Ink) = [l(I11) + l(I12) + l(I13) + . . .]+

+[l(I21) + l(I22) + l(I23) + . . .] + . . . =
∑
n

l(Gn).

Îòìåòèì, ÷òî åùå ðàç èñïîëüçîâàíû òåîðåìû î ïåðåñòàíîâêàõ è ãðóï-
ïèðîâêàõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 13.7 (Ìîíîòîííîñòü äëèíû).

G1 ⊂ G2 =⇒ l(G1) ≤ l(G2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà l(G2) = ∞ äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Çíà÷èò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îòêðûòûå ìíîæåñòâà êîíå÷íîé
äëèíû.

(à) ÏóñòüG2 ñîñòîèò èç îäíîãî èíòåðâàëà (a, b), àG1 = tNn=1(an, bn).
Òàê êàê èíòåðâàëîâ êîíå÷íî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðîíóìåðî-
âàíû â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå ¾ñëåâà íàïðàâî¿:

a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ a3 < . . . ≤ aN < bN ≤ b.
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Òîãäà

l(G2) = b− a = (a1 − a) + (b1 − a1) + (a2 − b1) + . . .+

+ (bN − aN ) + (b− bN ) ≥
N∑
n=1

(bn − an) = l(G1).

(á ) ÏóñòüG2 ñîñòîèò èç îäíîãî èíòåðâàëà (a, b), àG1 = t∞n=1(an, bn).
Òîãäà äëèíà l(G1) ìíîæåñòâà G1 ðàâíà ñóììå ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâî-
ãî ðÿäà, âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà l(G2)
(ñì. (à)). Çíà÷èò l(G1) ≤ l(G2).

(â) Ïóñòü

G1 =

∞⊔
n=1

I1n ⊂ G2 =

∞⊔
k=1

I2k.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ (á ) ê êàæäîìó èç ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ
ìíîæåñòâà G2, ïîëó÷àåì

l(G1) =
∑

{n|I1n⊂I21}

l(I1n) +
∑

{n|I1n⊂I22}

l(I1n)+

+
∑

{n|I1n⊂I23}

l(I1n) . . . ≤ l(I21) + l(I22) + l(I23) . . . = l(G2).

Òåîðåìà 13.8 (Ñ÷åòíàÿ ïîëóàääèòèâíîñòü äëèíû).

G ⊂
∞⋃
n=1

Gn =⇒ l(G) ≤
∞∑
n=1

l(Gn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ñ÷åòíóþ ïîëóàääèòèâíîñòü
àêñèîìàòè÷åñêè çàäàííîé ìåðû óäàëîñü âûâåñòè èç ñ÷åòíîé àääè-
òèâíîñòè. Íî óäàëîñü ýòî, òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òàêîé ìåðû
ÿâëÿëàñü σ-àëãåáðîé ìíîæåñòâ. Äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (= îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ äëèíû l) ýòî óæå íå òàê: ðàçíîñòü äâóõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ, êàê ïðàâèëî, íå îòêðûòà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ðàçîáúåì íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Ëåììà 1. Åñëè îòðåçîê ïîêðûò êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì

èíòåðâàëîâ, òî ñóììà äëèí ýòèõ èíòåðâàëîâ áîëüøå ðàçíîñòè êîíöîâ
ýòîãî îòðåçêà (= äëèíû îòðåçêà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îòðåçîê � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî èç
ïîêðûòèÿ îòðåçêà ñ÷åòíûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ âñåãäà ìîæíî îñòà-
âèòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùèõ îòðåçîê. Çíà-
÷èò, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ îòðåçêà
èíòåðâàëàìè. Äëÿ íèõ äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñ-
ëó n èíòåðâàëîâ ïîêðûòèÿ.

n = 1. Òîãäà

[a, b] ⊂ (c, d) =⇒ b− a < d− c.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî
îòðåçêà è ëþáûõ ïîêðûòèé, ñîñòîÿùèõ èç n èíòåðâàëîâ. Äîêàæåì
óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b] è åãî ïîêðûòèÿ, ñîñòîÿùåãî
èç ëþáûõ (n+ 1) èíòåðâàëîâ I1, I2, . . . , In, In+1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
a ∈ I1.

Åñëè èíòåðâàëû I2, I3, . . . , In+1 ïîêðûâààþò âåñü îòðåçîê [a, b], òî
ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

b− a < l(I2) + l(I3) + . . .+ l(In+1) <

n+1∑
k=1

l(Ik).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåíóìåðóåì èíòåðâàëû òàê, ÷òîáû âòîðîé
ïî íîìåðó èç íèõ I2 ïåðåñåêàëñÿ áû ñ ïåðâûì. Ïðè ýòîì a 6∈ I2.
Âîçüìåì â ïåðåñå÷åíèè I1 ∩ I2 ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó c ∈ (a, b). Òîãäà
ê îòðåçêó [c, b] ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è çíà÷èò

b− c < l(I2) + l(I3) + . . .+ l(In+1).

Ñêëàäûâàÿ ñ î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì c − a < l(I1), ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå

b− a = (c− a) + (b− c) < l(I1) + l(I2) + l(I3) + . . .+ l(In+1).

Ëåììà 2. Åñëè èíòåðâàë I ïîêðûò êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñ-
ëîì èíòåðâàëîâ, òî ñóììà äëèí ýòèõ èíòåðâàëîâ áîëüøå èëè ðàâíà
äëèíû l(I) ýòîãî èíòåðâàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îãðàíè÷åííîãî èíòåð-
âàëà I = (a, b). Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì ε < (b − a)/2 è ê îòðåçêó
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[a + ε, b− ε] ïðèìåíèì ëåììó 1. Ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà äëèí èíòåðâà-
ëîâ ïîêðûòèÿ áîëüøå ÷åì (b − ε) − (a + ε) = b − a − 2ε. Ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå (íå ñòðîãîå) íåðàâåíñòâî.

Äëÿ ëó÷à (−∞, b) (èëè ëó÷à (a,+∞)) äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
ïðåäûäóùèé àáçàö äëÿ èíòåðâàëîâ (a, b) ñ a→ −∞ (èëè èíòåðâàëîâ
(a, b) ñ b→ +∞).

Ëåììà 3. Òåîðåìà âåðíà â ñëó÷àå, êîãäà G åñòü èíòåðâàë (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gn ðàçîáúåì íà
ñîñòàâëÿþùèå èíòåðâàëû:

G1 = I11tI12tI13t. . . ;G2 = I21tI22tI23t. . . ;G3 = I31tI32tI33t. . . ; . . .

Êî ìíîæåñòâó âñåõ ýòèõ èíòåðâàëîâ Ink è èíòåðâàëó I ïðèìåíèì
ëåììó 2. Ïîëó÷èì

b−a ≤
∑
n,k

l(Ink) = [l(I11)+l(I12)+l(I13)+. . .]++[l(I21)+l(I22)+l(I23)+. . .]+. . . =
∑
n

l(Gn).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13.8. Ïóñòü G ïðîèçâîëüíîå íåïó-
ñòîå îòêðûòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Ðàçîáúåì åãî íà ñîñòàâëÿþùèå
èíòåðâàëû

G = I1 t I2 t I3 t . . . =

∞⊔
k=1

Ik.

Îáîçíà÷èì Gn ∩ Ik = Gnk � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïðè ôèêñèðî-
âàííîì n è ìåíÿþùåìñÿ k ìíîæåñòâà Gnk äèçúþíêòíû. Òîãäà

I1 ⊂

(⋃
n

Gn1

)⋂
I1 =

⋃
n

(
Gn
⋂
I1

)
=
⋃
n

Gn1;

I2 ⊂
⋃
n

Gn2; I3 ⊂
⋃
n

Gn3 . . . ;

Ê êàæäîìó èç ýòèõ âêëþ÷åíèé ïðèìåíèì ëåììó 3, ñëîæèì ïîëó-
÷åííûå íåðàâåíñòâà è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ

l(G) =
∑
k

l(Ik) ≤
∑
nk

l(Gnk) =
∑
k

l(G1k)+
∑
k

l(G2k)+
∑
k

l(G3k)+ . . .
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Ê êàæäîé èç ñóìì èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè-
ìåíèìà ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü äëèíû:

∑
k

l(Gnk) = l

(⊔
k

Gnk

)
.

Èç ìîíîòîííîñòè äëèíû ñëåäóåò

⊔
k

Gnk ⊂ Gn =⇒ l

(⊔
k

Gnk

)
≤ l(Gn).

Ñêëàäûâàÿ âñå ýòè íåðàâåíñòâà ïî âñåì n, ïîëó÷àåì, ÷òî

l(G) ≤
∑
n

l(Gn).

Ïîñëåäíþþ òåîðåìó ýòîé ëåêöèè ìû îñòàâèì áåç ñòðîãîãî äîêà-
çàòåëüñòâà, à ëèøü ïðîèëëþñòðèðóåì åå ñîäåðæàíèå.

Òåîðåìà 13.9 (Äëèíà îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ).

l(G1) + l(G2) = l(G1 ∪G2) + l(G1 ∩G2).

Åñëè ðàâíîìåðíî çàìàçàòü ìíîæåñòâî G1 êðàñíîé êðàñêîé, à ìíî-
æåñòâî G2 � ñèíåé êðàñêîé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà ñòîèò âåñ èñïîëüçîâàííûõ äâóõ êðàñîê. Ïðè ýòîì òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ G1∩G2 áóäóò ïîêðàøåíû äâàæäû. Çíà÷èò, åñëè ñ÷èòàòü
âåñ âñåé êðàñêè, òî íàäî ê âåñó êðàñêè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïîêðûòèÿ
îáúåäèíåíèÿ G1 ∪G2 åùå äîáàâèòü âåñ êðàñêè äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ. Íî
ýòà ñóììà êàê ðàç ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

Âîîáùå, ðàâåíñòâà òèïà ðàâåíñòâà èç òåîðåìû 13.9 âåñüìà ðàñ-
ïðîñòðàíåíû. Íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ìíî-
æåñòâà è âìåñòî äëèíû ãîâîðèòü î ÷èñëå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, òî
ïîëó÷èòñÿ:

|A|+ |B| = |A ∪B|+ |A ∩B|.

(Åñëè â êëàññå 30 ó÷åíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èëè óìíûé èëè êðà-
ñèâûé è åñëè èç íèõ 23 óìíûõ è 17 êðàñèâûõ, òî ðîâíî 10 ó÷åíèêîâ
îäíîâðåìåííî è óìíûå è êðàñèâûå.)
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Âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà è èçìåðèìûå ïî

Ëåáåãó ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 14.1 (Âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà). Âíåøíåé ìåðîé
m∗(A) ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R íàçûâàåòñÿ èíôèìóì ìíîæåñòâà
äëèí îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâî A:

m∗(A) = inf{l(G)|G� îòêðûòî, G ⊃ A}.

Ïåðåä êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè ñðàçó æå îòìåòèì âàæíîå îá-
ùåå ñâîéñòâî âíåøíåé ìåðû: âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà âñþäó îïðåäåëåíà.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî G, ïîêðûâàþùåå åãî. Íàïðèìåð, G = R.
Ñëåäîâàòåëüíî, â îïðåäåëåíèè 14.1 èíôèìóì áåðåòñÿ ó íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà äëèí âñåõ ïîêðûòèé è èìåííî ïîýòîìó âñåãäà ñóùåñòâóåò
(õîòÿ ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì).

Ïðèìåð 14.2. m∗([a, b]) = m∗([a, b)) = m∗((a, b]) = b− a.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòðåçêà [a, b]. Åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî G

ñîäåðæèò îòðåçîê [a, b], òî îíî ñîäåðæèò è èíòåðâàë (a, b). Çíà÷èò ïî
ìîíîòîííîñòè äëèíû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåì

l(G) ≥ l((a, b)) = b− a.

Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ðàññìîòðèì èíòåðâàë G = (a −
ε/3, b + ε/3), ïîêðûâàþùèé îòðåçîê [a, b]. Ïî îïðåäåëåíèþ äëèíû
èíòåðâàëà ïîëó÷àåì

l(G) = (b− a) +
2ε

3
< (b− a) + ε.

127
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Çíà÷èò, ìû ïðîâåðèëè äâà ôàêòà:

(1) (G ⊃ [a, b]) =⇒ (l(G) ≥ b− a);

(2) ε > 0∃G ⊃ [a, b] : l(G) < (b− a) + ε.

Ïî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà, ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî m∗([a, b]) = b −
a.

Ïðèìåð 14.3. Âíåøíÿÿ ìåðà ëþáîãî êîíå÷íîãî è ëþáîãî ñ÷åò-
íîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà A = {a1, a2, a3, . . .}. Ïî
îïðåäåëåíèþ 14.1 âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà âîîáùå ëþáîãî ìíîæåñòâà
íåîòðèöàòåëüíà. Çíà÷èò îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

∀ε > 0∃G ⊃ A : l(G) < ε.

Ïðèìåðíî êàê â ïðèìåðå 13.4., ïîêðîåì òî÷êó a1 èíòåðâàëîì I1
äëèíû ìåíüøå ε/2, òî÷êó a2 �èíòåðâàëîì I2 äëèíû ìåíüøå ε/4 è
ò.ä. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî G, ðàâíîå îáúåäèíåíèþ âñåõ ýòèõ (áûòü ìî-
æåò, è ïåðåñåêàþùèõñÿ) èíòåðâàëîâ, î÷åâèäíî, ïîêðûâàåò âñå ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî A = {a1, a2, a3, . . .}, à äëèíà ìíîæåñòâà G îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó ñ ïîìîùüþ ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè äëèíû îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ:

l(G) ≤
∞∑
n=1

l(In) =

∞∑
n=1

ε

2n
= ε.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íóëþ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ è
âíåøíÿÿ ìåðà êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà. Íàì ïîòðåáóåòñÿ êàíòî-
ðîâñêîå ìíîæåñòâî K, ëåæàùåå íà îòðåçêå [0, 1], ñì. âîñüìóþ ëåêöèþ.

Ïðèìåð 14.4. Âíåøíÿÿ ìåðà êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K ðàâíà
íóëþ.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

∀ε > 0∃G ⊃ K : l(G) < ε.

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå n íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû

2n

3n
<
ε

2
.

è ðàññìîòðèì n-é øàã ïîñòðîåíèÿ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Ïîñëå
åãî âûïîëíåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1] îñòàíóòñÿ 2n îòðåçî÷êîâ äëèíû 3−n.
Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè îïÿòü
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æå ðàâíî 3−n. Ëåâûå êîíöû âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ ñäâèíåì âëåâî íà
0, 5·3−n, à ïðàâûå êîíöû� íà ñòîëüêî æå óâåëè÷èì è ñîñ÷èòàåì ñóì-
ìó äëèí ¾ðàçäóòûõ¿ èíòåðâàëîâ. Äëèíà êàæäîãî èç ýòèõ èíòåðâàëîâ
ðàâíà äëèíå îòðåçî÷êà ïëþñ óäâîåííàÿ äëèíà óâåëè÷åíèÿ, êîëè÷å-
ñòâî âñåõ ýòèõ èíòåðâàëîâ ðàâíî 2n è îíè, ïî ïîñòðîåíèþ, ìåæäó
ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, â èòîãå ìû ïîñòðîèëè îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî G, ïîêðûâàþùåå êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî è ïðè ýòîì

l(G) = 2n · ( 1

3n
+ 2 · 0, 5 · 1

3n
) = 2 · 2n

3n
< ε.

Òåîðåìà 14.5 (Ñâîéñòâà âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà).
Âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà m∗:
(1) îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ñîâïàäàåò ñ åãî äëèíîé l(G);
(2) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, ò. å.m∗(A+t) = m∗(A), A ⊂

R, t ∈ R;
(3) ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâíà;
(4) ìîíîòîííà;
(5) ïîëíà, ò. å. (A ⊂ B)&(m∗(B) = 0) =⇒ m∗(A) = 0;
(6) íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî àääèòèâíîé;
(7) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî àääèòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî G′ ïîêðûâàåò G, òî
ïî ìîíîòîííîñòè äëèíû l(G′) ≥ l(G). Â ÷àñòíîì æå ñëó÷àå G′ = G
ïîëó÷àåì l(G′) = l(G). Çíà÷èò

l(G) = min{l(G′)|G′ ⊃ G}.

(2). Åñëè âñå îòêðûòûå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A ñäâèãàòü íà t,
òî ïîëó÷àòñÿ âñå îòêðûòûå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A + t. Îñòàåòñÿ
âñïîìíèòü, ÷òî äëèíû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðè ñäâèãàõ íå ìåíÿþòñÿ.

(3). Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, ÷òî m∗(
⋃∞
n=1An) ≤

∑∞
n=1m

∗(An).
Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ε è ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû

íàéäåì äëÿ êàæäîãî n ∈ N îòêðûòîå ïîêðûòèå Gn ìíîæåñòâà An
òàê, ÷òîáû

l(Gn) < m∗(An) +
ε

2n
.

Òîãäà îòêðûòîå ìíîæåñòâî G = ∪Gn ïîêðûâàåò îáúåäèíåíèå ∪An è
ïðè ýòîì ïî ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè äëèíû è ïî âûáîðó ìíîæåñòâ
Gn ïîëó÷àåì

l(G) ≤
∞∑
n=1

l(Gn) <

∞∑
n=1

m∗(An) +

∞∑
n=1

ε

2n
.
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Çíà÷èò

m∗(

∞⋃
n=1

An) ≤ l(G) <

∞∑
n=1

m∗(An) + ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
(4). Ñëåäóåò èç âñþäó îïðåäåëåííîñòè, ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè

âíåøíåé ìåðû è òîãî ïðîñòîãî ôàêòà, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà ïóñòîãî
ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ.

(5). Ïî ìîíîòîííîñòè è âñþäó îïðåäåëåííîñòè âíåøíåé ìåðû ïî-
ëó÷àåì 0 ≤ m∗(A) ≤ m∗(B) = 0, ò. å. m∗(A) = 0.

(6). Îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî m∗ : 2R → [0,∞] ñ÷åòíî àääè-
òèâíà. Íî òîãäà îíà îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè M0�M4 èç àêñèî-
ìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìåðû, ñì.ëåêöèè 11 è 12. Ïîëó÷àåì ïðîòè-
âîðå÷èå ñ òåîðåìîé 12.1.

(7). Îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî m∗ : 2R → [0,∞] êîíå÷íî àä-
äèòèâíà. Òàê êàê m∗ óæå ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâíà è ìîíîòîííà, òî ïî
òåîðåìå 12.4m∗ ñ÷åòíî àääèòèâíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäûóùåìó
ïóíêòó (6).

Èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà

Èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ìíî-
æåñòâà, êîòîðûå ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè (îòíîñèòåëüíî âíåøíåé
ìåðû Ëåáåãà) ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû ñâåðõó îòêðûòûìè ìíîæå-
ñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 14.6.

(A�èçìåðèìî ïî Ëåáåãó) ⇐⇒

⇐⇒ (∀ε > 0∃G : G� îòêðûòî, G ⊃ A,m∗(G \A) < ε).

Ïðèìåð 14.7. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ëþáîé ïðîìåæóòîê
ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâàìè

Åñëè ìíîæåñòâî G îòêðûòî, òî îíî ñàìî åñòü ñâîå îòêðûòîå ïî-
êðûòèå è ïðè ýòîì

m∗(G \G) = m∗(∅) = 0 < ε.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé îòðåçêà [a, b]. Ïóñòü G = (a− ε/3, b+
ε/3). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñîâïàäåíèå âíåøíåé ìåðû è äëèíû äëÿ îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåì G ⊃ [a, b] è

m∗(G \ [a, b]) = l((a− ε/3, a) ∪ (b, b+ ε/3)) =
2ε

3
< ε.
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Ïðèìåð 14.8. Ëþáîå ìíîæåñòâî, âíåøíÿÿ ìåðà êîòîðîãî ðàâ-
íà íóëþ, èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Íàïðèìåð, èçìåðèìî ëþáîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî, ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî K

Ðàâåíñòâî m∗(A) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0∃G ⊃ A : l(G) < ε.

Ïî ìîíîòîííîñòè âíåøíåé ìåðû ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî

m∗(G \A) ≤ m∗(G) = l(G) < ε.

Ïðèìåð 14.9. Ïðè ñäâèãå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà ïåðåõîäÿò â
èçìåðèìûå.

Ïóñòü ìíîæåñòâî A èçìåðèìî è ïóñòü t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 âåðíà èìïëèêàöèÿ

(m∗(G \A) < ε) =⇒ (m∗((G+ t) \ (A+ t)) < ε),

ò. å. åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâîG ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî A ñ òî÷íîñòüþ
ε, òî ñäâèã G + t ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî A + t ñ òîé æå òî÷íîñòüþ.
Çíà÷èò ìíîæåñòâî A+ t èçìåðèìî, êàê òîëüêî èçìåðèìî ìíîæåñòâî
A.

Íàøà îñíîâíàÿ öåëü òåïåðü � äîêàçàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, èçìåðè-
ìûõ ìíîæåñòâ ¾ìíîãî¿ è, âî-âòîðûõ, âñå îáû÷íî âñòðå÷àþùèåñÿ
â ïðàêòèêå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû. Ôîðìàëüíî ýòî çâó÷èò
òàê.

Òåîðåìà 14.10 (Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ).
Ìíîæåñòâî L âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ îáðà-
çóåò σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ σ-àëãåáðó B(R) âñåõ áîðåëåâñêèõ ÷èñ-
ëîâûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì. Ïðè ýòîì
íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå,
âåðíîå äëÿ ëþáûõ, íå îáÿçàòåëüíî ÷èñëîâûõ, ìíîæåñòâ:⋃

n

Xn \
⋃
n

Yn ⊂
⋃
n

(Xn \ Yn).

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ýòî âêëþ÷åíèå. Åñëè x ëåæèò â åãî ëåâîé ÷àñòè,
òî äëÿ êàêîãî-òî èíäåêñà n0 âåðíî x ∈ Xn0

è íè ïðè êàêîì èíäåêñå
n íåâåðíî x ∈ Yn. Â ÷àñòíîñòè, x /∈ Yn0

. Íî òîãäà x ∈ Xn0
\ Yn0

è
ïîýòîìó x ëåæèò â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ.
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Ëåììà 1. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èç-
ìåðèìî

Ïóñòü ìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . , An, . . . èçìåðèìû. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N íàéäåòñÿ
îòêðûòîå ïîêðûòèå Gn ìíîæåñòâà An òàêîå, ÷òî

m∗(Gn \An) <
ε

2n
.

Îáúåäèíåíèå G = ∪Gn âñåõ ýòèõ ïîêðûòèé áóäåò, î÷åâèäíî, îòêðû-
òûì ïîêðûòèåì îáúåäèíåíèÿ A = ∪An è ïðè ýòîì ïî ñ÷åòíîé ïîëó-
àääèòèâíîñòè, ìîíîòîííîñòè âíåøíåé ìåðû è ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî
ðàíåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

m∗(G \A) == m∗(
⋃
n

Gn \
⋃
n

An) ≤ m∗(
⋃
n

Gn \An) ≤

≤
∑
n

m∗(Gn \An) <
∑
n

ε

2n
= ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå A = ∪nAn èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.
Ëåììà 2. Ëþáîå êîìïàêòíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî

Ëåáåãó
Ïóñòü K �êîìïàêò íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òîãäà K îãðàíè÷åíî è

çàìêíóòî (ñì. òåîðåìà 9.1). Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò a = minK è
b = maxK è âåñü êîìïàêò K ëåæèò â îòðåçêå [a, b].

Ðàçíîñòü G = [a, b] \K åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ïîýòîìó åñòü
îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ èíòåðâàëîâ (an, bn).

(à) Ïóñòü ýòèõ èíòåðâàëîâ êîíå÷íî, ò. å. G =
⋃N
n=1(an, bn). Òî-

ãäà êîìïàêò K ïîëó÷åí èç îòðåçêà [a, b] óäàëåíèåì äèçúþíêòíûõ
èíòåðâàëîâ (a1, b1), (a2, b2), . . . , (aN , bN ), íå ñîäåðæàùèõ êîíöû a è b
îòðåçêà [a, b]. Íî â òàêîì ñëó÷àå âåñü êîìïàêò K åñòü ïðîñòî îáúåäè-
íåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êàêèõ-òî îòðåçêîâ è òî÷åê. Îòðåçêè è òî÷êè
èçìåðèìû; èçìåðèìî è ïóñòîå ìíîæåñòâî (ñì.ïðèìåðû 14.7, 14.8). Ïî
ëåììå 1 ïîëó÷àåì èçìåðèìîñòü K.

(á) Ïóñòü ýòèõ èíòåðâàëîâ ñ÷åòíî, ò. å. G =
⋃∞
n=1(an, bn). Òîãäà

ñóììà èõ äëèí íå ïðåâîñõîäèò äëèíû èíòåðâàëà (a, b), ò. å. ÷èñëîâîé
ðÿä

∑∞
n=1(bn−an) ñõîäèòñÿ. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε âûáåðåì

èíäåêñ N ∈ N òàê, ÷òîáû
∞∑

n=N+1

(bn − an) <
ε

2
.
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Ïóñòü GN =
⋃N
n=1(an, bn). è KN = [a, b] \GN . Òîãäà (ñì. (à)) ìíîæå-

ñòâî KN èçìåðèìî è çíà÷èò äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G
âåðíî

(G ⊃ KN )&(m∗(G \KN ) <
ε

2
).

Òàê êàê KN ⊃ K, òî G åñòü òàêæå îòêðûòîå ïîêðûòèå âñåãî êîìïàê-
òàK. Îöåíèì âíåøíþþ ìåðó ðàçíîñòè G\K. Çàìåòèì äëÿ ýòîãî, ÷òî
ðàçíîñòü KN \K åñòü ïðîñòî îáúåäèíåíèå âñåõ èíòåðâàëîâ (an, bn) ñ
èíäåêñàìè n, áîëüøèìè èíäåêñà N . Èòàê,

m∗(G \K) = m∗((G \KN ) ∪ (KN \K)) ≤ m∗((G \KN )+

+m∗(KN \K)) <
ε

2
+

∞∑
n=N+1

(bn − an) < ε.

Ëåììà 3. Ëþáîå çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî.
Ïóñòü F � çàìêíóòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

F = F
⋂

R = F
⋂

(

∞⋃
n=1

[−n, n]) =

∞⋃
n=1

(F
⋂

[−n, n]).

Êàæäîå èç ìíîæåñòâ F
⋂

[−n, n] çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, ò. å. êîì-
ïàêòíî è ïî ëåììå 2 êàæäîå òàêîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî. Òîãäà F
èçìåðèìî ïî ëåììå 1.

Ëåììà 4. Äîïîëíåíèå äî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èçìåðèìî.
Ïóñòü ìíîæåñòâî A èçìåðèìî è B = R \A� åãî äîïîëíåíèå. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà B âîçüìåì ëþáîå ïîëîæè-
òåëüíîå ε è çàôèêñèðóåì îòêðûòîå ïîêðûòèå G èçìåðèìîãî ìíîæå-
ñòâà A òàê, ÷òîáû

m∗(G \A) <
ε

2
.

Ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà-
÷àåò íàëè÷èå îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ G′ ðàçíîñòè G \A òàêîãî, ÷òî

l(G′) <
ε

2
.

Äîïîëíåíèå F = R \ G îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G çàìêíóòî è ïî
ëåììå 3 � èçìåðèìî. Çíà÷èò íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîêðûòèå G′′ ìíî-
æåñòâà F òàêîå, ÷òî

m∗(G′′ \ F ) <
ε

2
.
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Ïî ïîñòðîåíèþ âåðíû èìïëèêàöèè (x ∈ B) =⇒ (x /∈ A) è (x /∈
F ) =⇒ (x ∈ G). Çíà÷èò

B = (B \ F ) ∪ F ⊂ (G \A) ∪ F ⊂ G′ ∪G′′.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå G̃ = G′ ∪G′′ ìíîæåñòâà B è îöå-
íèì âíåøíþþ ìåðó ðàçíîñòè G̃ \B.

m∗(G̃ \B) = m∗((G′ ∪G′′) \ ((B \ F ) ∪ F )) ≤ m∗(G′ \ (B \ F ))+

+m∗(G′′ \ F ) ≤ l(G′) +m∗(G′′ \ F ) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ëåììà 5. Ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èç-
ìåðèìî.

Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ðàâåíñòâî (¾çà-
êîí äå Ìîðãàíà¿)

∞⋂
n=1

An = R \
∞⋃
n=1

(R \An).

Âñå ìíîæåñòâà R\An èçìåðèìû ïî ëåììå 4, èõ îáúåäèíåíèå èçìåðè-
ìî ïî ëåììå 1, à äîïîëíåíèå äî ýòîãî îáúåäèíåíèÿ èçìåðèìî îïÿòü
æå ïî ëåììå 4.

Ëåììû 1-5, à òàêæå î÷åâèäíûå âêëþ÷åíèÿ ∅ ∈ L è R ∈ L äî-
êàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî L âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ÷èñëîâûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Âñå îòêðûòûå è âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû, ò. å. áîðå-
ëåâñêèå ìíîæåñòâà íóëåâîãî êëàññà ëåæàò â σ-àëãåáðå L. Îïåðàöèè
ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé è ïåðåõîäà ê äîïîëíåíèÿì íå
âûâîäÿò çà ðàìêè σ-àëãåáðû L. Çíà÷èò, è âñå áîðåëåâñêèå ìíîæå-
ñòâà ëåæàò â L. ×óòü áîëåå ôîðìàëüíî: B(R)� åñòü íàèìåíüøàÿ
σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Ðàç âñå
îòêðûòûå ìíîæåñòâà ëåæàò â σ-àëãåáðå L, òî B(R) ⊂ L. Òåîðåìà
14.10 äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ëåêöèè îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì âîïðîñå. Êà-
êèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ ¾áîëüøå¿: áîðåëåâñêèõ èëè æå èçìåðèìûõ
ïî Ëåáåãó ? Òàê êàê B(R) ⊂ L, òî, ïî÷òè ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì,
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü âîïðîñ è òàê. Ñóùåñòâóþò ëè íå áîðåëåâ-
ñêèå, íî èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà ?

Òåîðåìà 14.11 (Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ). Ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ
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ãèïåðêîíòèíóàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Ëå-
áåãó, íî íå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L ⊂ 2R, òî

|L| ≤ |2R| = 2c.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì êàíòî-
ðîâñêîå ìíîæåñòâî K. Åãî âíåøíÿÿ ìåðà m∗(K) ðàâíà íóëþ (ïðè-
ìåð 14.4) è ïîýòîìó K èçìåðèìî (ïðèìåð 14.8). Áîëåå òîãî, â ñèëó
ïîëíîòû âíåøíåé ìåðû m∗ (òåîðåìà 14.5 (5)) è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
H ⊂ K êàíòîðîâà ìíîæåñòâà K òàêæå èìååò íóëåâóþ âíåøíþþ ìåðó
è, çíà÷èò, òàêæå èçìåðèìî. Íî K êîíòèíóàëüíî è ïîýòîìó 2K ãèïåð-
êîíòèíóàëüíî. Çíà÷èò

(2K ⊂ L) =⇒ (2c = |2K| ≤ |L|).

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà |L| = 2c. Òàê êàê |B(R)| = c,
òî σ-àëãåáðû âñåõ áîðåëåâñêèõ è âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ðàçëè÷-
íû ìåæäó ñîáîé, ò. å. ñóùåñòâóþò íå áîðåëåâñêèå, íî èçìåðèìûå ïî
Ëåáåãó ìíîæåñòâà.

Íà ñàìîì äåëå, |L \ B(R)| = 2c, ò. å. íå áîðåëåâñêèõ èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ ¾íà ïîðÿäîê¿ áîëüøå, ÷åì áîðåëåâñêèõ.
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Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Ëåáåãà

÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ

ìåðû Ëåáåãà ïëîñêèõ ìíîæåñòâ

Âñåì õîðîøà âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà! È ìîíîòîííà îíà, è èíâàðè-
àíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, è ñîâïàäàåò ñ äëèíîé, ãäå íàäî, è ñ÷åò-
íî ïîëóàääèòèâíà è äàæå� âñþäó îïðåäåëåíà. Íî ñëèøêîì õîðî-
øî� òîæå íåõîðîøî: èìåííî èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà õîðîøèõ ñâîéñòâ
âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà m∗ íå ñ÷åòíî àääèòèâíà è äàæå íå êîíå÷íî
àääèòèâíà. Áîëåå êîíêðåòíî, ñóùåñòâóþò ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, êî-
òîðûå ìîæíî òàê ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè A è B, ÷òî

m∗(A tB) < m∗(A) +m∗(B).

Òàêîâî êðàòêîå ñîäåðæàíèå ïðåäûäóùåé ëåêöèè.
Îñòàåòñÿ îòâåòèòü íà äâà êëàññè÷åñêèõ âîïðîñà: ¾êòî âèíîâàò?¿ è

¾÷òî äåëàòü??¿ Âíåøíÿÿ ìåðà � íå âèíîâàòà, ïðîñòî ÷èñëîâûõ ìíî-
æåñòâ îêàçûâàåòñÿ æóòêî ìíîãî. Îòñþäà è îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ:
íàäî ðàññìàòðèâàòü íå âñå âîîáùå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, à òîëüêî
¾äîñòàòî÷íî õîðîøèå¿ ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Â íàøåé ñèòóàöèè â ðî-
ëè õîðîøèõ ìíîæåñòâ âûñòóïàþò èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 15.1 (Ìåðà Ëåáåãà). Ìåðîé Ëåáåãà m íàçûâà-
åòñÿ îãðàíè÷åíèå âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà m∗ íà σ-àëãåáðó L âñåõ èç-
ìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ:

m∗ : 2R → [0,∞], m : L → [0,∞], m = m∗|L.

Òåîðåìà 15.2. Ìåðà Ëåáåãà êîíå÷íî àääèòèâíà.

136
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A1 è A2 âåðíî ðà-
âåíñòâî

m(A1 tA2) = m(A1) +m(A2),

à äàëåå äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè.
Ïî ïîëóàääèèâíîñòè âíåøíåé ìåðû ñðàçó æå ïîëó÷àåì íåðàâåí-

ñòâî

m(A1 tA2) = m∗(A1 tA2) ≤ m∗(A1) +m∗(A2) = m(A1) +m(A2).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

m(A1 tA2) ≥ m(A1) +m(A2),

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíîå ε è, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå èçìåðè-
ìîñòè, âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå G1 ìíîæåñòâà A1 è îòêðûòîå
ïîêðûòèå G2 ìíîæåñòâà A2 òàê, ÷òîáû

m∗(G1 \A1) < ε, m∗(G2 \A2) < ε.

Òîãäà îòêðûòîå ìíîæåñòâî G = G1 ∪ G2 ïîêðûâàåò îáúåäèíåíèå
A1 tA2. Ìîíîòîííîñòü âíåøíåé ìåðû ãàðàíòèðóåò íåðàâåíñòâî

m(A1) +m(A2) = m∗(A1) +m∗(A2) ≤ m∗(G1) +m∗(G2).

Ñîâïàäåíèå âíåøíåé ìåðû ñ äëèíîé äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ñâîé-
ñòâà äëèíû äàþò ðàâåíñòâî

m∗(G1) +m∗(G2) = l(G1) + l(G2) = l(G1 ∪G2)+

+l(G1 ∩G2) = m∗(G1 ∪G2) + l(G1 ∩G2).

Èç ïîëóàääèòèâíîñòè âíåøíåé ìåðû ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

m∗(G1 ∪G2) = m∗((A1 tA2) ∪ [(G1 ∪G2) \ (A1 tA2)]) ≤

≤ m(A1 tA2) +m((G1 ∪G2) \ (A1 tA2)).

Â èòîãå, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

m(A1) +m(A2) ≤ m(A1 tA2) + C +D, ãäå

C = m((G1 ∪G2) \ (A1 tA2)), D = l(G1 ∩G2).
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Îöåíèì ñëàãàåìûå C è D.

C = m((G1 ∪G2) \ (A1 tA2)) ≤ m((G1 \A1) ∪ (G2 \A2)) ≤
≤ m(G1 \A1) +m(G2 \A2) < 2ε.

Äëÿ îöåíêè ñëàãàåìîãî D ìû â ïåðâûé è åäèíñòâåííûé ðàç èñïîëü-
çóåì äèçúþíêòíîñòü ìíîæåñòâ A1 è A2.

Ëåììà. G1 ∩G2 ⊂ (G1 \A1) ∪ (G2 \A2).
Ïóñòü x ∈ G1 ∩G2. Åñëè x /∈ A1, òî x ∈ G1 \A1. Åñëè æå x ∈ A1,

òî x /∈ A2 èìåííî ïîòîìó, ÷òî ìíîæåñòâà A1 è A2 íå ïåðåñåêàþòñÿ
ìåæäó ñîáîé. Íî òîãäà x ∈ G2 \A2. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà äëÿ ñëàãàåìîãî D â
òî÷íîñòè òàêàÿ æå, êàê è äëÿ ñëàãàåìîãî C. Ñëåäîâàòåëüíî

m(A1) +m(A2) ≤ m(A1 tA2) + 4ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

m(A1 tA2) ≥ m(A1) +m(A2),

Òåîðåìà 15.3. Ìåðà Ëåáåãà ñ÷åòíî àääèòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåðà Ëåáåãà m ìîíîòîííà è ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâ-
íà òàê êàê ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà m∗, à
ìåðà m ïî îïðåäåëåíèþ åñòü îãðàíè÷åíèå âíåøíåé ìåðû m íà σ-
àëãåáðó L. Ïî òåîðåìå 15.2 ìåðà Ëåáåãà m êîíå÷íî àääèòèâíà. Ñëå-
äîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 12.4 ìåðà Ëåáåãà ñ÷åòíî àääèòèâíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ
èçëîæåíèÿ â ïîñëåäíèõ òðåõ ëåêöèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íèêàêîãî
îòäåëüíîãî åå äîêàçàòåëüñòâà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ: âñå, ÷òî íóæíî óæå
äîêàçàíî âûøå.

Òåîðåìà 15.4. Ìåðà Ëåáåãà m ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ àêñèîìà-
òèêè M1�M4 ìåðû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.

Äëÿ óäîáñòâà ñîáåðåì âìåñòå âñå ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà m.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÅÐÛ ËÅÁÅÃÀ ×ÈÑËÎÂÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
(m1) ìåðà Ëåáåãà íîðìèðîâàííà, m([a, b]) = b− a;
(m2) ìåðà Ëåáåãà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, m(A+ t) =

m(A);
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(m3) ìåðà Ëåáåãà ñ÷åòíî àääèòèâíà,

m(

∞⊔
n=1

An) =

∞∑
n=1

m(An);

(m4) ðàçíîñòü äâóõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ èçìåðèìà ïî
Ëåáåãó;

(m5) ìíîæåñòâî L èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ σ-
àëãåáðîé;

(m6) ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Ëåáåãó;
(m7) ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó, íå áîðåëåâñêèå ìíîæå-

ñòâà;
(m8) ñóùåñòâóþò íåèçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà;
(m9) ìåðà Ëåáåãà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ åãî äëèíîé;
(m10) ìåðà Ëåáåãà ìîíîòîííà, (A ⊂ B) =⇒ (m(A) ≤ m(B);
(m11) ìåðà Ëåáåãà ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâíà,

m(

∞⋃
n=1

An) ≤
∞∑
n=1

m(An);

(m12) ìåðà Ëåáåãà ïîëíà,(m(A) = 0)&(B ⊂ A) =⇒ (m(B) = 0);
(m13) ìåðà Ëåáåãà êîíå÷íî àääèòèâíà;
(m14) ìåðà Ëåáåãà íåïðåðûâíà ñâåðõó è íåïðåðûâíà ñíèçó;
(m15) èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà àïïðîêñèìèðóþòñÿ îò-

êðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

Â ýòîì ñïèñêå ïåðâûå ÷åòûðå ñâîéñòâà ïðîñòî ïîâòîðÿþò óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû 15.4. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà ëèáî åñòü ñëåäñòâèÿ ýòèõ
÷åòûðåõ àêñèîì, ëèáî âûâîäÿòñÿ èç ñàìîé êîíñòðóêöèè ìåðû Ëåáå-
ãà. Ïðàâäà, î ïîñëåäíåì, ïÿòíàäöàòîì ñâîéñòâå åùå íå áûëî íèêàêîé
ðå÷è. Ëèêâèäèðóåì ýòîò ïðîáåë.

Òåîðåìà 15.5. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A
è ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî G è çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî F òàêèå, ÷òî

(F ⊂ A ⊂ G)&(m(G \A) < ε)&(m(A \ F ) < ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà A íàé-
äåòñÿ åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå G ⊃ A òàêîå, ÷òî m∗(G \ A) < ε. Òàê
êàê ìíîæåñòâà G è A èçìåðèìû, òî èçìåðèìà è èõ ðàçíîñòü G \ A.
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Ïîýòîìó âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà òàêîé ðàçíîñòè ñîâïàäàåò ñ ìåðîé
Ëåáåãà, ò. å. m(G \A) = m∗(G \A) < ε.

Òåïåðü èñïîëüçóåì èçìåðèìîñòü äîïîëíåíèÿ B = R \ A. Îïÿòü
æå ïî îïðåäåëåíèþ èçìåðèìîñòè íàéäåì îòêðûòîå ïîêðûòèå G ⊃ B
òàê, ÷òîáû m(G \ B) < ε. Òîãäà äîïîëíåíèå F = R \ G îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà åñòü ìíîæåñòâî çàìêíóòîå è, î÷åâèäíî, ñîäåðæàùååñÿ âî
ìíîæåñòâå A. Êðîìå òîãî, A\F = (R\B)\ (R\G) = G\B è ïîýòîìó
m(A \ F ) = m(G \B) < ε.

Ñëåäñòâèå 15.6. (1) Ìíîæåñòâî A èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A = F ∪H äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà F òèïà Fσ
è äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà H íóëåâîé ìåðû;

(2) Ìíîæåñòâî A èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A = G \ H äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà G òèïà Gδ è äëÿ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà H íóëåâîé ìåðû;

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Åñëè A = F ∪ H, òî A èçìåðèìî, êàê îáú-
åäèíåíèå äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé
èìïëèêàöèè ïî òåîðåìå 15.5 äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N íàé-
äåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ′n ⊂ A òàê, ÷òîáû m(A\F ′n) < 1/n. Ïóñòü
F1 = F ′1, F2 = F ′1 ∪ F ′2, F3 = F ′1 ∪ F ′2 ∪ F ′3, . . . Òîãäà F ′n ⊂ Fn ⊂ A è
m(A \ Fn) ≤ m(A \ F ′n) < 1/n. Êðîìå òîãî, F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . Ïî
àääèòèâíîñòè è ïî íåïðåðûâíîñòè ìåðû Ëåáåãà ñíèçó ïîëó÷àåì, ÷òî

m(A)− 1

n
≤ m(Fn) ≤ m(A),m(

⋃
n

Fn) = lim
n→∞

m(Fn) = m(A).

Çíà÷èò Fσ-ìíîæåñòâî F =
⋃
n Fn ëåæèò âî ìíîæåñòâå A è èìååò

òàêóþ æå ìåðó m(F ) = m(A). Íî òîãäà H = A \ F åñòü íóæíîå
ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû.

Íàø êóðñ ëåêöèé çàêîí÷èì êðàòêèì îáçîðîì òîãî, êàê ìîæíî (è
çà÷åì íóæíî) ñòðîèòü ìåðó Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè.

Ìåðà Ëåáåãà ïëîñêèõ ìíîæåñòâ

Íà÷íåì ñî øêîëüíîãî âîïðîñà ïî ãåîìåòðèè. ×òî òàêîå ìíîãîóãîëü-
íèê è êàê íàéòè (âû÷èñëèòü, îïðåäåëèòü) åãî ïëîùàäü?
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Êðàòêî ãîâîðÿ, ìíîãîóãîëüíèê� ýòî ïëîñêàÿ ôèãóðà, êîòîðóþ
ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðåóãîëüíèêè. À äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ìíî-
ãîóãîëüíèêà ñëåäóåò îñóùåñòâèòü òàêîå ðàçðåçàíèå, âû÷èñëèòü ïëî-
ùàäü êàæäîãî ïîëó÷åííîãî òðåóãîëüíèêà (¾ïîëîâèíà ïðîèçâåäåíèÿ
âûñîòû íà ñòîðîíó¿, ¾ïîëîâèíà ïðîèçâåäåíèÿ ñòîðîí íà ñèíóñ óã-
ëà ìåæäó íèìè¿, ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, è ò.ï.) è ïîñëå ýòîãî âñå ýòè
ïëîùàäè ñëîæèòü.

Â òàêîé ïðîöåäóðå âñå ïðàâèëüíî è õîðîøî çà èñêëþ÷åíèåì òî-
ãî, ÷òî îíà (ïðîöåäóðà) çàâèñèò îò òîãî, êòî åå âûïîëíÿåò. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êàæäûé ÷åëîâåê ìîæåò ïî ñâîåìó ðàçðåçàòü äàííûé ìíîãî-
óãîëüíèê íà êàêèå-òî òðåóãîëüíèêè. Â òî æå âðåìÿ, îòâåò, ò. å. ïëî-
ùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, î÷åâèäíî, íå äîëæåí îò êîãî-ëèáî çàâèñåòü.
Ïðîáëåìà çäåñü èìååòñÿ íå òîëüêî íà óðîâíå êàêèõ-òî î÷åíü ñëîæ-
íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, íî äàæå ïðîñòî íà óðîâíå ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ
è òðåóãîëüíèêîâ: âåäü èõ òîæå ìîæíî ïî ðàçíîìó ðàçðåçàòü íà òðå-
óãîëüíèêè. Èòàê, âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Ïî÷åìó ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà íå çàâèñèò îò òîãî, êà-
êèì èìåííî ñïîñîáîì ðàçðåçàòü ýòîò ìíîãîóãîëüíèê íà òðå-
óãîëüíèêè ?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïî ýëåìåíòàðíîé ïëàíèìåòðèè êðàéíå çà-
òðóäíèòåëüíî äàòü íàõîäÿñü â ðàìêàõ ñàìîé ýëåìåíòàðíîé ïëàíè-
ìåòðèè . Ïî êðàéíåé ìåðå, àâòîðó íå èçâåñòíî íè îäíîé óñïåøíîé
ðåàëèçàöèè òàêîãî îòâåòà ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè ðåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ òàêîâà, ÷òî îòâåò íà ýëåìåíòàðíî ïîñòàâëåí-
íûé âîïðîñ óäàåòñÿ äàòü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì íå ýëåìåíòàðíûõ
ñðåäñòâ, ò. å. ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ ¾íàóêó¿.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñòðîèòñÿ
íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå

m : 2R
2

→ [0,∞]

íàçûâàåìîå ïëîñêîé ìåðîé Ëåáåãà, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè.

Âî-ïåðâûõ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû m ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé,
â êîòîðóþ âõîäÿò ïðàêòè÷åñêè âñå ðåàëüíî âñòðå÷àþùèåñÿ ïëîñêèå
ìíîæåñòâà: è ìíîãîóãîëüíèêè, è íåïðåðûâíûå êðèâûå, è êðèâîëè-
íåéíûå òðàïåöèè, è, âîîáùå, âñå îòêðûòûå è âñå çàìêíóòûå ïëîñêèå
ìíîæåñòâà, è, ñîîòâåòñòâåííî èõ ñ÷åòíûå ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ
è ò.ï. Âî-âòîðûõ, äëÿ òðåóãîëüíèêîâ òàêàÿ ìåðà m ñîâïàäàåò ñ èõ
îáû÷íîé ïëîùàäüþ, à ìåðà ëþáîãî ïðÿìîëèíåíîãî ïðîìåæóòêà íà
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ïëîñêîñòè ðàâíà íóëþ. Â-òðåòüèõ, ìåðà ýòà ñ÷åòíî àääèòèâíà. È íà-
êîíåö, îïðåäåëåíèå ýòîé ìåðû íè îò êàêèõ ðàçáèåíèé íà êàêèå-ëèáî
òðåóãîëüíèêè ïî ïîñòðîåíèþ íå çàâèñèò. Êàê æå, èìåÿ òàêóþ ìåðó,
îòâåòèòü íà âûøåïîñòàâëåííûé âîïðîñ? Î÷åíü ïðîñòî.

Äîïóñòèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê P ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè ∆1,∆2, . . . ,∆n.
Äëÿ ïðèäàíèÿ òåðìèíó ¾ðàçáèåíèå¿ áîëåå òî÷íîãî ñìûñëà íåñêîëü-
êî ïðåîáðàçóåì ýòè òðåóãîëüíèêè, óäàëèâ èç P âñå ñòîðîíû âñåõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Îáîçíà÷èì îñòàâøèåñÿ îòêðûòûå è ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þùèåñÿ òðåóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâåííî ∆′1,∆

′
2, . . . ,∆

′
n, à óäàëåííóþ

èç P ÷àñòü îáîçíà÷èì Γ. Òîãäà ìåðà m(Γ) ýòîé óäàëåííîé ÷àñòè ðàâ-
íà íóëþ, òàê êàê Γ åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðÿìîëèíåéíûõ ïðîìåæóòêîâ ìåðû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ è ìîæíî
èñïîëüçîâàòü (êîíå÷íóþ) àääèòèâíîñòü ìåðû m. Òîãäà

ïë.∆1 + ïë.∆2 + . . .+ ïë.∆n =

= ïë.∆′1 + ïë.∆′2 + . . .+ ïë.∆′n +m(Γ) = m(∆′1) +m(∆′2) + . . .+

+m(∆′n) +m(Γ) = m(∆′1 t∆′2 t . . . t∆′n t Γ) = m(P ).

Íî âåäü ðîâíî òàêîå æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ðàç-
áèåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà P íà äðóãèå òðåóãîëüíèêè ∇1, . . . ,∇k è ïî-
ëó÷èòü, ÷òî

ïë.∇1 + ïë.∇2 + . . .+ ïë.∇k = m(P ).

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè
ñóììà èõ ïëîùàäåé îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó.
À èìåííî, ïëîñêîé ìåðå Ëåáåãà äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Êàê è â ñëó÷àå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îñòàåòñÿ òåïåðü îòêðûòûì òîëü-
êî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêîé ìåðû Ëåáåãà. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
òîëüêî ñàìîé êîíñòðóêöèåé, îïóñòèâ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 0. (Êèðïè÷èêè)
Îòêðûòûì êèðïè÷èêîì â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàçîâåì ëþáîé

îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êî-
îðäèíàò, ò. å. äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ (a, b)× (c, d).
Ïëîùàäüþ îòêðûòîãî êèðïè÷èêà íàçîâåì ïðîèçâåäåíèå äëèí åãî ñòî-
ðîí.

Êèðïè÷èêîì íàçîâåì è ëþáîé îòêðûòûé êèðïè÷èê è ëþáîé îò-
êðûòûé êèðïè÷èê, îáúåäèíåííûé ñ êàêèìè-ëèáî îäíîé, äâóìÿ, òðå-
ìÿ èëè âñåìè ÷åòûðüìÿ åãî ñòîðîíàìè. Ïëîùàäüþ êèðïè÷èêà íàçû-
âàåòñÿ ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåãî îòêðûòîãî êèðïè÷èêà. Ïëîùàäü
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êèðïè÷èêîâ êîíå÷íî àääèòèâíà: åñëè K = K1 t . . . tKn åñòü ðàçáè-
åíèå êèðïè÷èêà K íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êèðïè÷èêè K1, . . . ,Kn, òî
ïë.K = ïë.K1 + ïë.K2 + . . .+ ïë.Kn.

Øàã 1. (Ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà)
Ïëîñêîå ìíîæåñòâî E, êîòîðîå ìîæíî õîòü îäíèì ñïîñîáîì ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå äèçúþíêíîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êèðïè÷è-
êîâ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå, ïå-
ðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâîì. Åñëè E = K1 t K2 t . . . t Kn åñòü ðàç-
áèåíèå ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà íà êèðïè÷èêè, òî åãî ïëîùàäüþ
íàçûâàåòñÿ ñóììà ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êèðïè÷èêîâ:

ïë.E = ïë.K1 + ïë.K2 + . . .+ ïë.Kn.

Îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà êîððåêòíî, ò. å.íå
çàâèñèò îò ñïîñîáà åãî ðàçáèåíèÿ íà êèðïè÷èêè. Ïëîùàäü ýëåìåí-
òàðíûõ ìíîæåñòâ óæå ñ÷åòíî àääèòèâíà. Åñëè E,E1, E2, . . . , En, . . .
- ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà è E = E1 t E2 t . . ., òî

ïë.E = ïë.E1 + ïë.E2 + . . . =

∞∑
n=1

ïë.En.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñîâñåì íå òðèâèàëüíî: â åãî äîêàçàòåëüñòâå
ñóùåñòâåííà êîìïàêòíîñòü çàìêíóòûõ êèðïè÷èêîâ.

Øàã 2. (Âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà ïëîñêèõ ìíîæåñòâ)
Ïóñòü ïëîñêîå ìíîæåñòâî A ïîêðûòî êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñ-

ëîì êèðïè÷èêîâ: A ⊂ K1 ∪ K2 ∪ . . . ∪ Kn ∪ . . . Íàéäåì ñóììó ïëî-
ùàäåé ïë.K1 + ïë.K2 + . . .+ ïë.Kn + . . . ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâî A
êèðïè÷èêîâ. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì èíôèìóì ìíîæåñòâà òàêèõ ñóìì
ïëîùàäåé, âçÿòûé ïî âñåì âîçìîæíûì òàêèì ïîêðûòèÿì:

m∗(A) = inf{
∑
n

ïë.Kn|A ⊂
⋃
n

Kn}.

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ìåðîé Ëåáåãà ìíîæåñòâà
A.

Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, âíåøíÿÿ ìåðà ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâíà,
ìîíîòîíííà, îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, èíâàðè-
àíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è äëÿ ýëåìåíòàðíûõ
ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ èõ ïëîùàäüþ. Ïîä÷åðêíåì îñíîâíîå ðàçëè÷èå
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ìåæäó ñëó÷àÿìè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Íà ïðÿìîé èìååòñÿ òåîðåìà
î ñòðóêòóðå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (òåîðåìà 6.4) è òóò ïðè ïîñòðîå-
íèè ìåðû Ëåáåãà óäàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî îòêðûòûìè ïîêðû-
òèÿìè. Íà ïëîñêîñòè òàêîé òåîðåìû íåò. Íàïðèìåð, îòêðûòûé êðóã
íèêàê íå ïðåäñòàâèøü â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî
÷èñëà êèðïè÷èêîâ. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè îïðåäåëåíèè âíåø-
íåé ìåðû Ëåáåãà ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûå ïîêðû-
òèÿ. Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíî îïðåäåëÿþòñÿ è èçìåðèìûå ìíîæåñòâà.

Øàã 3. (Èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ïëîñêèå ìíîæåñòâà)
Îáúåäèíåíèå ðàçíîñòåé (A \ B) ∪ (B ∪ A) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-

÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B, à âåëè÷èíà

d∗(A,B) = m∗((A \B) ∪ (B ∪A))

íàçûâàåòñÿ ¾ðàçëè÷èåì¿ ýòèõ ìíîæåñòâ. ¾Ðàçëè÷èå¿ ïîõîæå íà ðàñ-
ñòîÿíèå (ìåòðèêó). Îíî ñèììåòðè÷íî è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

d∗(A,B) = d∗(B,A), d∗(A,C) ≤ d∗(A,B) + d∗(B,C).

Ê ñîæàëåíèþ, áûâàåò òàê, ÷òî d∗(A,B) = 0 äëÿ îòëè÷íûõ äðóã îò
äðóãà ìíîæåñòâ A 6= B. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëå-
áåãó, åñëè îíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè (îòíîñèòåëüíî ¾ðàçëè÷èÿ¿
d∗) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî ýëåìåíòàðíûìè ìíîæåñòâàìè

(A�èçìåðèìî ïî Ëåáåãó) ⇐⇒
⇐⇒ (∀ε > 0∃E : E � ýëåìåíòàðíî, d∗(A,E) < ε).

Îñíîâíîé ôàêò çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èçìå-
ðèìûõ ïî Ëåáåãó ïëîñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå (è çíà÷èò, âñå çàìêíóòûå) ïëîñêèå ìíîæå-
ñòâà è êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ
è îòíîñèòåëüíî âîîáùå ëþáûõ äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Øàã 4. (Ìåðà Ëåáåãà ïëîñêèõ ìíîæåñòâ)
Ýòîò øàã äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ ñî ñëó÷àÿ ïðÿìîé.
Ìåðîé Ëåáåãà m íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà

m∗ íà σ-àëãåáðó L âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïëîñêèõ ìíîæåñòâ:

m∗ : 2R
2

→ [0,∞], m : L → [0,∞], m = m∗|L.
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È îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè ìåðû íà ïëîñêîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî
òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííàÿ ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà ñ÷åòíî àääèòèâíà
è èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé ïëîñêîñòè.
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