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Описываются новые методы получения представлений решений задачи Коши для линейных эво-
люционных уравнений, т. е. уравнений вида ′ , = ,u t x Lu t x( ) ( ),t  где оператор L линеен и зависит толь-
ко от пространственной переменной x, но не от времени t. Решение задачи Коши, т.е. экспонента 
от оператора tL, находится на основе предложенных автором конструкций в сочетании с теоремой 
Чернова о сильно непрерывных полугруппах операторов.
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Предполагается, что X – бесконечное мно-
жество, и F – банахово пространство числовых 
функций на X, причём в F действует замкнутый 
линейный оператор F: →L LDom( )  с  плотной 
в  F областью определения F⊂LDom( ) .  Рас-
сматривается задача Коши для эволюционного 
уравнения
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u x u x
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где F∈u ,0  и  F, ⋅ ∈u t( )  для всех ≥t 0. Как из-
вестно [1], в  случае существования C0-полу-
группы ≥e( )t

tL
0  с генератором ,L L( Dom( ))  реше-

ние задачи Коши (1) существует и даётся равен-
ством , =u t x e u x( ) ( )( )tL

0  для ≥t 0  и  ∈x X . Если 
∈u LDom( ),0  то , ⋅ ∈u t L( ) Dom( )  для всех ≥t 0  

и решение является классическим, а для произ-
вольного F∈u0  решение задачи Коши суще-
ствует лишь как решение соответствующего ин-
тегрального уравнения.

Существование этой полугруппы можно  
доказать на основе плотности пространства 

λL I L( – )(Dom( ))0  в  F для некоторого λ > 0,0  
имеются и другие достаточные условия её суще-
ствования [1].

Настоящее сообщение посвящено методам яв-
ного выражения оператора etL  через коэффици-
енты оператора L путём построения соответству-
ющей функции Чернова (см. определение 2 ниже). 

Основанные на теореме Чернова методы уже были 
применены в случае, когда X – прямая, область в 

,n�  риманово многообразие, гильбертово про-
странство и  др., а  ′ , = ,u t x Lu t x( ) ( )t  – уравнение 
теплопроводности или уравнение Шрёдингера 
(коэффициенты уравнений зависят от x, а в не-
которых случаях от t и x, см. [7] и ссылки там). 
Обсуждаемые методы могут быть применены 
и к уравнениям высших порядков.

1. ФОРМАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧИ КОШИ В СМЫСЛЕ ЧЕРНОВА

Условиями касания по Чернову (Chernoff 
tangency) будем называть следующее:

(СТ0). Пусть F – банахово пространство, и 
F( )  – пространство всех линейных ограни-

ченных операторов в F. Пусть дано отображе-
ние F: , + ∞ →G [0 ) ( ),  или, иначе говоря, се-
мейство линейных ограниченных операторов 

≥G t( ( )) .t 0  Пусть замкнутый линейный оператор 
F: →L LDom( )  имеет плотную в F область опре-

деления F⊂LDom( ) .
(CT1). Семейство G сильно непрерывно (=непре-

рывно в сильной операторной топологии простран-
ства F( )),  т. е. отображение F� ∈t G t f( )  непре-
рывно на , +[0 ∞)  для каждого F∈f ;

(CT2). = ,G I(0)  т.е. =G f f(0)  для каждого 
F∈f ;

(CT3). Существует такое плотное в F линейное 
подпространство D F⊂ ,  что при всех D∈f  суще-

ствует предел −





→

G t f f
t

lim
( )

,
t 0

 значение которого 

обозначим символом ′G f(0) ;
(CT4). Замыкание оператора D′ ,G( (0) )  суще-

ствует и равно ,L L( Dom( )).
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О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что G 
к а с а е т с я  п о  Ч е р н о в у  оператора L, если 
выполняются условия касания по Чернову 
(СТ0)–(СТ4).

За м е ч а н и е  1. Плотность LDom( ) в F следу-
ет из (СТ3) и (CT4), поэтому отдельно требовать 
это в (СТ0) не обязательно. Классическую теоре-
му Чернова можно сформулировать теперь следу-
ющим образом, отделяя в её условиях (E)xistence 
condition и  (N)orm growth condition от (СТ), ср.  
[1–3].

Т е о р е м а  Ч е р н о в а  в   н о в о й  ф о р м е. 
Пусть F – банахово пространство. Пусть дано 
отображение F: , + →G [0 ∞) ( )  и  замкнутый 
линейный оператор F: →L LDom( )  с областью 
определения F⊂LDom( ) .  Пусть выполнены следу-
ющие условия:

(E). Существует C0 -полугруппа ≥e( )tL
t 0  с гене-

ратором ,L L( Dom( )) ;
(CT). Отображение G касается по Чернову опе-

ратора L;
(N). Существует такое число ω ∈ ,�  что 

≤ ωG t e( ) t� �  при всех ≥t 0.
Тогда для каждых F∈f  и  >T 0  верно, что
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О п р е д е л е н и е  2. Если G касается по Черно-

ву оператора L, то выражение 
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0  будем 

называть  ф о р м а л ь н ы м  р е ш е н и е м  з а д а -
ч и  К о ш и  (1) в   с м ы с л е  Ч е р н о в а. Если же, 
сверх того, для G выполнено равенство (2), то бу-
дем говорить, что G является ф у н к ц и е й  Ч е р -
н о в а  для оператора L, или э к в и в а л е н т н а 
п о  Ч е р н о в у  полугруппе ≥e( ) ,t

tL
0  а стоящее под 

знаком предела выражение 





G

t
n

u
n

0  будем назы-

вать а п п р о к с и м а ц и е й  р е ш е н и я  з а -
д а ч и  К о ш и  (1) в   с м ы с л е  Ч е р н о в а  или 
ч е р н о в с к о й  а п п р о к с и м а ц и е й.

З а м е ч а н и е  2. Если оператор G t( )  инте-

гральный, то 
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 – это n-кратный инте-

грал от функции f, и  решение задачи Коши (1) 
представляется в виде предела кратного интегра-
ла при стремящейся к бесконечности кратности 
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u t x G
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0  т.е. в  виде формулы 

Фейнмана (см. обзор [4] О.Г. Смолянова, а также 
работы [8–12]).

З а м е ч а н и е  3. В определении касания по 
Чернову семейство ≥G t( ( ))t 0  не обязательно явля-
ется полугруппой (но каждая C0 -полугруппа ка-
сается по Чернову своего генератора и является его 
функцией Чернова). Именно отсутствие полугруп-
пового свойства позволяет во многих случаях для 
данного оператора L с переменными коэффици-
ентами подобрать задаваемую простой явной фор-
мулой функцию Чернова G, чтобы затем с помо-
щью теоремы Чернова выразить полугруппу в виде 

=








→∞
e G

t
n

lim .tL

n

n

 Без обращения к технике функций 

Чернова задача о выражении etL  через L сложна, так 
как эквивалентна решению задачи Коши (1) для 
каждого F∈u .0

З а м е ч а н и е  4. Определение касания по 
Чернову и теорема Чернова допускают две экви-
валентные формулировки: с  неограниченным 
временем и с произвольно малым временем. Пер-
вая была приведена выше. Вторая состоит в том, 
что в качестве временного промежутка исполь-
зуется не , +[0 ∞) , а  , δ[0 )  при фиксированном 
(но  произвольно малом) δ > 0 . В  этой форму-
лировке функцию Чернова определяют не для 
всех ≥t 0 , а только для достаточно малых, а не-
равенство ≤ ωG t e( ) t� �  может быть заменено на 

≤ + αG t t( ) 1 .� �  Мотивацией для использования 
второй формулировки служит то, что при по-
строении черновских аппроксимаций величина 
t
n

 становится сколь угодно малой при →n ∞.

Т е о р е м а  1. Пусть F – банахово простран-
ство, и  функции G1  и  G2  со значениями в  F( )  
касаются по Чернову действующих в F операторов 
L1  и  L2  соответственно (при этом в условии (СТ3) 
фигурируют плотные подпространства D1  и  D2  
соответственно). Обозначим символом I тожде-
ственный оператор в F. Тогда:

1. Если оператор = +L L L1 2  замкнут и имеет 
плотную в F существенную область определения 
D D D⊂ ∩ ,1 2  то функция = + −G t G t G t I( ) ( ) ( )1 2  
касается по Чернову оператора +L L1 2 .

2. Пусть оператор =L L L1 2  замкнут и имеет 
плотную в  F существенную область определения 
D D D⊂ : ∈ , ∈f f L f{ }.2 2 1  Пусть G2  имеет на 
D  вторую производную в нуле, т. е. существует 
такой линейный оператор D F′′ : →G (0) ,2  что для 
каждого D∈f  при достаточно малых ε > 0  верно 
равенство 

ε = + ε + ε ′′ + ε ε, ,G f f L f G f a f( )
1
2

(0) ( )2 2
2

2
2

 
где ε, =a f o( ) (1)  при ε → 0.  Тогда функци я 

= − − +G t G t I G t I I( ) ( ( ) )( ( ) )1 2  касается по Чер-
нову оператора L L1 2 .
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З а м е ч а н и е  5. Пункт 1 теоремы 1 позволя-
ет строить формальные (здесь и далее – в смысле 
Чернова) решения для уравнения ′ = +u L u L u,t 1 2
если известны функции G1  и  G2  (иными словами, 
если известны формальные решения уравнений 

′ =u L ut 1  и  ′ =u L u).t 2  Аналогично, пункт 2 теоре-
мы 1 предлагает способ построения формальных 
решений и для уравнения ′ =u L L u.t 1 2 Таким обра-
зом, теорема 1 даёт метод построения формаль-
ного решения уравнения ′ =u Lut  в случае, когда 
L – произвольный дифференциальный оператор 
с коэффициентами, не зависящими от времени, 
поскольку он получается путём конечного числа 
сложений и произведений операторов дифферен-
цирования = ′L f x f x( )( ) ( )1  и умножения на функ-
цию =L f x q x f x( )( ) ( ) ( ),2  а функции Чернова этих 
операторов известны. При этом в зависимости от 
задачи есть возможность записать эти функции 
по-разному: как следует из условия (СТ3), функ-
ции, касательные по Чернову к одному оператору, 
на плотном в F подпространстве отличаются друг 
от друга лишь членами порядка o t( ) . Кроме того, 
в работах О.Г. Смолянова и его учеников найдены 
функции Чернова многих операторов, построен-
ных на базе лапласиана [5, 7, 13].

2. КВАЗИФЕйНМАНОВСКИЕ ФОРМУЛЫ

Если оператор  самосопряжённый, то урав-
нение Шрёдингера ′ψ , = ψ ,i t x t x( ) ( )t  с  га-
мильтонианом = −H  можно записать в виде 

′ψ , = ψ ,t x iH t x( ) ( ),t  а решение задачи Коши с на-
чальным условием ψ , = ψt t(0 ) ( )0  даётся формулой 

ψ , = ψt x e x( ) ( )( ).itH
0

При этом, если H – дифференциальный (по пе-
ременной x) оператор второго порядка (в  про-
стейшем слу чае = ∆ −Hf x f V x f x( )( ) ( ) ( )),  то 

′ , = ,u t x Hu t x( ) ( )t  является уравнением тепло-
проводности, и  решение аналогичной задачи 
Коши удовлетворяет аналогичному равенству 

, =u t x e u x( ) ( )( ).tH
0  Трудность решения этих за-

дач Коши заключается в том, что оператор H не- 
ограниченный, и поэтому нельзя вычислять etH  и 
eitH как сумму ряда в пространстве ограниченных 
операторов. Однако, как отмечалось выше, даже 
для неограниченного оператора L операторы etL  
можно находить с  помощью теоремы Чернова, 
если удалось построить функцию Чернова для 
оператора L. На многих примерах в работах шко-
лы О.Г. Смолянова было показано, что в случае 
уравнения теплопроводности строить функции 
Чернова много проще, чем в  случае уравнения 
Шрёдингера. Недавно [2] был обнаружен способ 
построения функции Чернова для оператора iH  
по функции Чернова для оператора H, или даже по 
функции, касательной по Чернову к оператору H.  

Единственным добавочным условием является то, 
что значения функции должны быть самосопря-
жёнными операторами (добиться этого несложно, 
поскольку значения функции Чернова – это всег-
да ограниченные операторы). Результат выража-
ется следующей теоремой.

Т е о р е м а  2. Пусть H – линейный, имеющий 
плотную область определения, самосопряжённый 
оператор в гильбертовом пространстве F. Пусть 
семейство ≥S t( ( ))t 0  касается по Чернову операто-
ра H, и  =∗S t S t( ( )) ( )  для каждого ≥t 0 . Пусть I – 
тождественный оператор в F, и a – произвольное 
ненулевое вещественное число.

Тогда семейство = −R t ia S t I( ) exp[ ( ( ) )]  ограни-
ченных операторов в F касается по Чернову опера-
тора iaH  и является его функцией Чернова. Это 
семейство эквивалентно по Чернову полугруппе 

≥e( )iatH
t 0 , причём для каждого F∈f  и  каждого 

≥t 0  справедливы равенства

 
∑ ∑= −

! − !














 ,

→ → = =

−
e f

iant
q m q

S
t
n

flim lim
( 1) ( )

( )
iatH

n k
m

k

q

m m q m q

∞ ∞
0 0

(3)

∑= ! −
! − !















 ,

→ → =

−
e f

k k iant iant

q k q k
S

t
n

flim lim
( ) ( )

( )
iatH

n k
q

k k q q

k

q

∞ ∞
0

(4)
где пределы берутся по норме в  F .

З а м е ч а н и е  6. Число a в формулировке тео- 
ремы 2 может быть положительным или отри-
цательным, можно брать =a 1  и  = −a 1  в  зави-
симости от записи исходного уравнения и того, 
эволюция “вперед” или “назад” по времени 
рассматривается. Семейство R можно записать 
в виде = | | −R t ia S t I t( ) exp[ ( ( ) )sign( )] , пригодном 
для всех ∈t .�  Заметим также, что в показателе 
экспоненты = −R t ia S t I( ) exp[ ( ( ) )]  стоят только 
ограниченные операторы, поэтому экспоненту 
можно корректно определить рядом в простран-
стве F( ),  что приводит к формуле (3). То, что R 
касается по Чернову оператора iaH , проверяется 
непосредственно [2]; в самом деле, для (СТ2) име-
ем = − = − =R ia S I ia I I I(0) exp[ ( (0) )] exp[ ( )] ,  для 
(СТ3) ′ = ′ − =R iaS ia S I iaH(0) (0)exp[ ( (0) )] . Усло-
вие (E) вытекает из теоремы Стоуна о  C0 -группах 
унитарных операторов [1]. Условие (N) следует из 
неё же и того, что оператор −a S t I( ( ) )  самосопря-
жённый при всех ≥t 0 , поэтому =R t( ) 1.� �  См. 
также примечание в [6, c. 256].

З а м е ч а н и е  7. Квазифейнмановская фор-
мула – это равенство, в левой части которого сто-
ит определяемая равенством функция, а в пра-
вой – выражение, содержащее кратные интегралы 
сколь угодно большой кратности. Если оператор 
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S t( )  интегральный, то (3) и (4) – квазифейнма-
новские формулы. В отличие от фейнмановских, 
квазифейнмановские формулы в  правой части 
могут содержать суммирование или другие опе-
рации. Квазифейнмановские формулы длиннее 
фейнмановских, но их проще доказывать. Так, 
М.С. Бузинов построил в виде квазифейнманов-
ской формулы решение уравнения Шрёдингера 
с гамильтонианом, равным натуральной степе-
ни лапласиана, при этом в виде фейнмановской 
формулы представить решение этого уравнения 
пока не удалось (cм. также работу В.Ж. Сакбаева  
[15]).

3. ОПЕРАТОР СДВИГА  
В РОЛИ ФУНКЦИИ ЧЕРНОВА

Продемонстрируем идею использования сдви-
гов на одномерном примере, т. е. на уравнении 

′ , = ,u t x Lu t x( ) ( ),t  в  котором ∈x ,1� , а  опера-
тор L задан равенством ϕ = ′′ϕ +L x a x x( )( ) ( ( )) ( )2  

ϕ ϕb x x c x x( ) ( ) ( ) ( )+ ′ +  д л я ка ж ды х ∈x �  и 
ϕ ∈ ∞C ( ).b �  Символами ,C ( )b �  F=UC ( ) ,b �  

D=∞C ( )b �  обозначены соответственно множе-
ства всех ограниченных непрерывных, равномер-
но ограниченных непрерывных, ограниченных 
вместе со всеми своими производными функций 

→ ,� �  наделённые нормой � �
�

= | |
∈

f f xsup ( ) .
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Далее мы опираемся на то, что (при выполнении 

стандартных условий на лежащие в  UC ( )b �  ко-
эффициенты a, b, c) замыкание оператора D,L( )  
существует и является генератором C0 -полугруп-
пы ≥e( )tL

t 0  в  UC ( ).b �  Для каждых ∈x � , ≥t 0, 
∈f C ( )b �  положим
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Т е о р е м а  3.  Для каждого ∈u UC ( )b0 �  
ограниченное (и  равномерно непрерывное по 

∈x �  при каждом ≥t 0) решение u задачи Коши 
′ = , , =u Lu u x u x[ (0 ) ( )]t 0  допускает представление 

в виде
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(5), а n-я степень означает композицию n экземпля-

ров линейного ограниченного оператора 
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t
n
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4. ФЕйНМАНОВСКИЕ ФОРМУЛЫ 
С ОБОБЩЁННЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Порождаемые сдвигами формулы для решения 
задачи Коши близки к формулам, порождаемым 
интегральными операторами. Равенство (5) мож-
но переписать в терминах обобщённых функций 
на основе того, что для δ-функции при каждом 

�ω ∈  справедливо соотношение

�
∫ω = δ − ωf y f y dy( ) ( ) ( ) .

Поcле замены переменной = +y x z  равенство (5) 
принимает вид

 
�
∫= Φ , , +S t f x z x t f x z dz( ( ) )( ) ( ) ( ) ,

где Φ , , = δ − + δ + +( ) ( )z x t z a x t z a x t( )
1
4

2 ( )
1
4
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z b x t tc x z
1
2

( 2 ( ) ) ( ) ( )+ δ − + δ .

Тогда (6) является формулой Фейнмана (т. е. 
представлением функции u в виде предела крат-
ного интеграла, кратность которого стремится 
к бесконечности), однако под знаком интеграла 
стоят не гауссовские экспоненты, а δ-функции: 
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Исследование таких равенств с точки зрения 
теории обобщённых функций представляет са-
мостоятельный интерес, пока же мы понимаем их 
формально на основе результатов типа теоремы 3.

5. КВАЗИФЕйНМАНОВСКИЕ ФОРМУЛЫ 
С ОБОБЩЁННЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Если совместно использовать теоремы 2 и 3, то 
получим квазифейнмановские формулы с обоб-
щёнными функциями, дающие решение задачи 
Коши для уравнения Шрёдингера. Простой одно-
мерный случай разобран в [14], но без трактовки 
в терминах обобщённых функций; как провести 
эту трактовку – описано в разделе 4 настоящей 
работы.
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