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Предисловие

Теория вероятностей занимается изучением закономерностей
влияния случая на исход эксперимента с целью получения его ко-
личественных характеристик, дающих прогноз развития различ-
ных реальных процессов. Такие исследования приобретают все
большее значение в различных отраслях, как фундаментальной на-
уки, так и в приложениях, и в настоящее время в математическом
вузовском образовании вероятностным дисциплинам отводится
все большее место. Закладывая теоретические основы, теория ве-
роятностей является основным базовым курсом для многочислен-
ных востребованных временем вероятностных дисциплин, таких
как математическая статистика, случайные процессы, стохастичес-
кое моделирование, теория надежности, теория массового обслу-
живания, статистическая физика, теории игр и др. Поэтому зна-
комство с начальным курсом теории вероятностей является
обязательным для будущих специалистов инженерно-технических
направлений. Для этой цели предлагается данное учебное пособие.
В нем освещены основные вопросы теории вероятностей с выделе-
нием главных ее частей, связанных с обсуждением основных фор-
мул для вероятностей случайных событий, законов распределения
и характеристик случайных величин и предельных теорем теории
вероятностей. В условиях реальной ограниченности учебного вре-
мени доступность и целостность представления о предмете с доста-
точной строгостью изложения предлагается достигать за счет вы-
бора и логики последовательности обсуждаемых тем с акцентом на
основных понятиях теории, их смысле и связях на многочислен-
ных примерах с исключением громоздких доказательств. В связи
с этим пособие рассчитано на его использование в учебном процес-
се для аудиторной и самостоятельной работы студентов. Оно так-
же может быть использовано как справочник для инженерно-тех-
нических работников.

Модуль «Теория вероятностей» является частью курса «Теория
вероятностей и математическая статистика».

В результате изучения курса студенты должны:
знать
• основные формулы для вероятностей случайных событий;



• основные вероятностные распределения случайных величин
и их числовые характеристики;

• предельные теоремы теории вероятностей;
уметь
• решать задачи по теории вероятностей;
владеть
• методами теории вероятностей для решения конкретных за-

дач.



Основные обозначения

СВ — случайная величина;
ч.т.д. — что и требовалось доказать;
нз — независимые;
нк — некоррелированные;
MX — математическое ожидание СВ Х;
DX — дисперсия СВ Х;
KXY — корреляция СВ X и Y;
rXY — коэффициент корреляции СВ X и Y;
СВ Х ~ L(а) — означает, что СВ Х имеет закон распределения L(а),

где а = (а1, …, аk) — k-мерный параметр распределения;
СВ Х ~ B(1, p) — бернуллиевское распределение;
СВ Х ~ B(n, p) — биномиальное распределение;
СВ Х ~ π(λ) — пуассоновское распределение;
СВ Хi ~ G(p) — геометрическое распределение;
СВ Yi ~ сдG(p) — сдвинутое геометрическое распределение;
СВ Z1 ~ Пa(r, p) — распределение Паскаля;
СВ Z2 ~ OB(r, p) — отрицательное биномиальное распределение;
СВ X ~ H(N, M, n) — гипергеометрическое распределение;
СВ X ~ R[a; b] — равномерное распределение на отрезке [a; b];
СВ X0 ~ R[0; 1] — равномерное распределение на отрезке [0; 1];
СВ X ~ N(a, σ) — нормальное распределение с параметрами (a, σ);
СВ X0 ~ N(0, 1) — нормальное распределение с параметрами (0, 1);
СВ X ~ Γα, λ — гамма-распределение;
СВ X ~ E(λ) — экспоненциальное распределение.
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Глава 1
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОБЫТИЙ

В результате изучения данной главы студенты должны:
знать
• свойства операций над событиями;
• основные формулы для вероятностей событий;
уметь
• решать задачи нахождения вероятностей случайных событий;
владеть
• навыками анализа связей событий и их вероятностей.

Основным предметом исследования теории вероятностей являет-
ся понятие «событие» (или «явление», или «исход эксперимента»).
Поэтому цель настоящей главы — знакомство с этим понятием,
не совсем привычным или новым для студентов инженерно-техни-
ческих специальностей 2—3-х курсов и требующим отдельного об-
суждения. Главная трудность в математическом восприятии этого
понятия состоит в способе установления соответствия между со-
бытием и его числовой мерой, являющейся в нашем курсе вероят-
ностью события. Для этого вводится понятие вероятностного про-
странства, описывающего все исходы рассматриваемых опытов
с соответствующей мерой этих исходов, называемых их вероятнос-
тями. Специфика этой вероятностной меры задается аксиоматиче-
ски и является основой всех дальнейших рассмотрений.

Для изучения случайных событий, т.е. исходов опытов, которые
могут меняться от случая к случаю, определяются операции над
ними с их свойствами. Оказывается, что операции над событиями
математически эквивалентны соответствующим операциям над
множествами, которые известны студентам из начального курса
высшей математики.

Далее в главе случайные события изучаются на основании по-
нятия вероятностного пространства по моделям рассматриваемых



опытов, которые упрощенно и адекватно должны описывать реаль-
ные процессы.

Для вычисления вероятностей событий подробно выводятся ос-
новные формулы с комментариями и примерами их применения.

Материалы этой главы дают базовые знания, необходимые для
дальнейшего изучения теории вероятностей и других вероятност-
ных дисциплин.

1.1. Становление теории вероятностей

Возникновение теории вероятностей относится к XVII в. и свя-
зано с комбинаторными задачами азартных игр. Именно потребно-
сти азартных игр привели к задачам, не решаемым известными
к тому времени математическими методами, и тем самым стимули-
ровали появление новых понятий, подходов и идей. Этот период
зарождения теории вероятностей связан с именами таких извест-
ных математиков, как Д. Бернулли, П.-С. Лаплас, К. Ф. Гаусс и др.

В конце XIX — начале XX в. к теории вероятностей проявлялся
повышенный интерес в связи с нуждами естествознания. Это при-
вело к становлению теории вероятностей как самостоятельного,
полноправного раздела математики. До настоящего времени инте-
рес к теории вероятностей не ослабевает, о чем свидетельствуют
интенсивные научные исследования в этой области.

Название предмета «Теория вероятностей» звучит для непосвя-
щенных парадоксально, так как понятие «теория» связывается
с наукой, которая изучает закономерности, а слово «вероятность»
означает неопределенность, случайность. Попробуем объяснить
правомерность такого названия.

На практике мы часто сталкиваемся с так называемыми массо-
выми случайными явлениями (событиями), которые могут появ-
ляться или не появляться при многократном воспроизведении од-
ного и того же опыта и протекают по-разному, например при
бросании монеты или игральной кости — выпадение той или дру-
гой стороны монеты или грани на кости. Неоднозначность (не-
предсказуемость) исхода опыта часто связана с тем, что при сохра-
нении основных его условий второстепенные изменяются
и суммарно влияют на исход опыта. Таким образом, понятие слу-
чайности в этих ситуациях возникает в связи с трудностью или не-
возможностью учесть влияние второстепенных факторов на ре-
зультирующее событие.

Иногда же понятие «случайность» отражает физическую при-
роду изучаемого явления (например, хаотического движения эле-
ментарных частиц).
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Однако оказывается возможным изучать общие закономерно-
сти случайных явлений независимо от их конкретной природы. Так,
замечено, что при большом числе опытов относительная частота
интересующего нас случайного события А (отношения появления
события А к числу проведенных опытов) обладает статистической
устойчивостью, т.е. относительная частота события А (при много-
кратном повторении больших серий опытов) колеблется около од-
ного и того же числа Р(А), которое характеризует данное событие А.
Это число Р(А) дает количественную оценку влияния случая на ис-
ход А эксперимента и в соответствующей математической модели
называется вероятностью события А (это статистическое опреде-
ление вероятности события А). Устойчивость частот — это объек-
тивное свойство массовых, случайных явлений реального мира.
Отсутствие устойчивости частот в сериях испытаний свидетельст-
вует об изменениях основных условий опыта и не является объек-
том, интересующим теорию вероятностей. Другие закономерности
случайных исходов не столь очевидны и являются предметом изу-
чения теории вероятностей.

Таким образом, теория вероятностей занимается изучением за-
кономерностей случайных явлений для получения количественной
оценки влияния случая на исход эксперимента, а также обоснова-
нием математических методов обработки результатов наблюдения.

Теория вероятностей имеет дело не с самими явлениями, а с уп-
рощающими эти явления математическими моделями, в которых
должны быть сохранены существенные стороны явлений, а несуще-
ственные — отброшены. При этом надо иметь в виду, что неоправ-
данное упрощение или усложнение модели может привести к не-
желательным последствиям: упрощение — к грубым или неверным
выводам, а усложнение — к трудностям или невозможности иссле-
дования.

Судить о качестве модели следует по ее соответствию практиче-
ским результатам.

1.2. Операции над событиями

Математические вероятностные модели случайных явлений ис-
следуются на основании понятия вероятностного пространства,
т.е. тройки объектов {Ω, А, Р} или {U, А, Р}. Объясним эти объекты,
предварительно обсудив смысл операций над событиями и дав не-
обходимые определения.

Определение 1.1. Назовем событие достоверным, если оно про-
исходит при каждом повторении опыта (обозначается обычно бук-
вами U, E или Ω).

10
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Определение 1.2. Назовем событие невозможным, если оно
никогда не происходит (обозначается значками V или �).

Определение 1.3. События совместны, если они могут по-
явиться одновременно в одном опыте, и несовместны — в против-
ном случае.

При рассмотрении операций над событиями оказывается, что
при соответствующей интерпретации операции над событиями
аналогичны операциям над множествами. А именно: пусть точка
бросается в некоторую область достоверного события. Будем счи-
тать, что происходит событие А, если точка попадает в подмноже-
ство А. Тогда будем считать, что происходят события А + В, А · В
и А – В, если точка, брошенная в Ω, попадет в соответствующие
подмножества А + В, А · В и А – В. При таком понимании смысла
операций над событиями они сводятся к соответствующим опера-
циям над множествами, которые известны из курса математического
анализа. Теперь более подробно и последовательно обсудим кон-
кретно с вышеизложенных позиций операции над событиями.

1. Операция сложения: происходит событие A + B = A � B, если
точка, брошенная в область достоверного события U, попадает в за-
штрихованное множество А + В (рис. 1.1, а). Вообще (в случае лю-
бого числа слагаемых) происходит сумма событий, если происхо-
дит хотя бы одно из них.

Рис. 1.1. Соответствие операций над событиями операциям
над множествами. Операции:

а — сложения; б — умножения; в — вычитания; г — дополнения; д — влечения

2. Операция умножения: происходит событие АВ = А � В, если
точка, брошенная в область достоверного события U, попадает в за-
штрихованное множество (рис. 1.1, б). Вообще (в случае любого
числа сомножителей) происходит произведение событий, если
происходят все события.

3. Операция вычитания: происходит событие А – В = А \ В, ес-
ли точка, брошенная в область достоверного события U, попадает в за-
штрихованное множество (рис. 1.1, в). Происходит событие А – В,
если происходит событие А, но не происходит событие В.

4. Операция дополнения: происходит событие А, если точка,
брошенная в область достоверного события U, попадает в заштри-
хованное множество (рис. 1.1, г). Происходит событие A, если не



происходит событие А. Если не происходит событие A, то происхо-
дит событие A.

5. Операция влечения: событие А влечет за собой событие В, ес-
ли как только происходит событие А, так обязательно происходит
событие В. Это означает, что событие А является подмножеством
события (рис. 1.1, д).

Определение 1.4. События А и В равносильны (А = В), если
они происходят или не происходят одновременно. Если события
равносильны, то их дополнения также равносильны. Операция до-
полнения в четном числе, примененная к событию А, есть само со-
бытие А, а в нечетном числе — событие A.

Определение 1.5. События А1, А2, …, Аn образуют полную груп-
пу несовместных событий, если их сумма есть достоверное собы-
тие, а произведение каждой пары есть невозможное событие.

Ω или U — пространство элементарных исходов (ПЭИ), т.е.
множество простейших (неделимых) исходов эксперимента, таких
что в каждом опыте происходит ровно один из них. Мощность мно-
жества может быть разная: конечная, счетная и континуум.

Рассмотрим примеры.

Пример 1. Опыт — бросание монеты. Множество исходов состоит
из двух элементов — «орел» и «решка».

Пример 2. Опыт — стрельба с неограниченным боезапасом до перво-
го попадания. Множество исходов счетно и представляет собой все по-
следовательности вида: – – – … – + , где «–» означает промах, а «+» —
попадание.

Пример 3. Опыт — бросание точки на отрезок. Множество исходов
имеет мощность континуум.

Определение 1.6. А — сигма-алгебра (σ-алгебра) событий (эле-
ментарно — это множество всех подмножеств Ω) — множество со-
бытий, замкнутое относительно операций дополнения, объедине-
ния и пересечения не более, чем в счетном числе (σ-алгебра —
обобщение понятия «алгебра» на не более чем счетное число объ-
ектов).

Р = Р(А) — числовая функция, определенная на σ-алгебре собы-
тий А, для которой верны две эквивалентные системы аксиом
(I и II):

I. 1) 0 
 Р(А) 
 1 (неотрицательность);
2) P(U) = 1 (нормированность);

3) если для ∀ i, j = 1, …, n AiAj = V, то P Ai = P(Ai) (конеч-

ная аддитивность); n — конечное число;

n

Σ
i=1







n

Σ
i=1
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4) если A1 ⊃ A2 ... и An = V, то P(An) = 0 (непрерывность).

II. Аксиомы 1 и 2 те же;

3) если для ∀ i, j = 1, …, n AiAj = V, то P Ai = P(Ai) (счетная

аддитивность).
Множество событий образуют булеву алгебру S. Булева алгеб-

ра представляет класс объектов, в котором определяются операции
сложение, умножение и дополнение, обладающие следующими
свойствами:

1) если A ∈ S и В ∈ S, то A + B ∈ S, AВ ∈ S, A ∈ S (замкнутость);
2) АВ = ВА, А + В = В + А (коммутативность);
3) А + (В + С) = (А + В) + С; А(ВС) = (АВ)С (ассоциативность);
4) А(В + С) = АВ + АС (дистрибутивность);
5) А + А = АА = А (идемпотентность);
6) А + В = В � АВ = А (совместимость);
7) A + V = A, AV = V, A + U = U, AU = U (S содержит «0» и «1»);
8) A + A = U, AA = V, U = V, V = U (S содержит дополнительное

событие);
9) А(А + В) = А (поглощение);
10) A + B = A B , AB = A + B (двойственность де Моргана).
Следствия из аксиом.
1. P(V) = 0 — вероятность невозможного события равна нулю.

Доказательство. Имеем U = U + V; из несовместности слагаемых U и V
по аксиоме конечной аддитивности имеем P(U) = P(U) + P(V) = 0, ч.т.д.

2. P(A) = 1 – P(A).

Доказательство. Имеем U = А + A; P(U) = 1 � по аксиоме конечной ад-
дитивности P(U) = P(A) + Р(A) � P(A) = 1 – Р(A), ч.т.д.

3. A1 ⊂ A2 � Р(А1) 
 Р(А2).

Доказательство. А2 = А1 + А1А2; из несовместности слагаемых �
� Р(А2) = Р(А1 + А1А2) = Р(А1) + Р(А1А2), ч.т.д.

Рассмотрим задачи на операции с событиями.

Задача 1.1. Бросается игральная кость. Событие А — выпадение
четного числа; событие В — выпадение не более трех очков. Описать
следующие события: АВ, AB, AB, А + В, А \ В, A B, AB , A + B, A + B .

Решение
Имеем А = {2; 4; 6}; B = {1; 2; 3}; A = {1; 3; 5}; B = {4; 5; 6}. Тогда ясно,

что AB = {2} — выпадение двойки; AB = {1; 3}; AB = {4; 6}; А + В = {1; 2;
3; 4; 6}; А \ В = {4; 6}; A B = {5}; AB = {1; 3; 4; 5; 6}; A + B = {1; 3; 4; 5; 6};
A + B = {5}.

�

Σ
i=1




�

Σ
i=1




lim
n�

�

Σ
n=1
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Задача 1.2. При каких условиях справедливы следующие отноше-
ния: а) (А + В) = АВ; б) AA = А.

Решение
а) (А + В) = АВ � А � В;
б) AA = А � A = V = �; (V — невозможное событие).

Задача 1.3. Производим два выстрела по мишени. Событие А — хо-
тя бы одно попадание; событие В — хотя бы один промах (« + » означа-
ет попадание, «–» — промах, а Ω — все пространство элементарных ис-
ходов). Образуют ли события А и В полную группу несовместных
исходов?

Решение
Выпишем ПЭИ и обозначим на нем все события А и В:

А + В — это все исходы � есть полнота событий � это есть досто-
верное событие.

А � В � V � события совместны � события А и В не образуют пол-
ную группу несовместных исходов.

Задание 1.3. Бросаем игральную кость. Событие А — выпадение не
более двух очков. Событие В — выпадение не менее трех очков. Оп-
ределите, образуют ли события А и В полную группу несовместных ис-
ходов.

Ω =

− −
− +
+ −
+ +























A

B.

Задание 1.2. Определите, при каких условиях справедливы следу-
ющие отношения: а) (А + В) – В = А; б) (А + A) = А; в) А + В = В.

Задание 1.11. Бросаются две игральные кости. Событие А — выпаде-
ние на двух костях очков, сумма которых нечетна; событие В — выпаде-
ние хотя бы одной единицы. Опишите те же события, что в задаче 1.1.

Указание: А + В = АВ + AB + AB, где слагаемые несовместны
(рис. 1.2).

Рис. 1.2. Представление А + В
в виде суммы несовместных слагаемых

14

——————————
1 Здесь и далее под рубрикой «Задание» предлагается самостоятельно решить

в качестве самопроверки задачи, аналогичные тем, решение которых разобрано пе-
ред ними. Кроме того, задачи для самостоятельного решения по каждой главе
предлагаются в приложении 1 к данному учебнику.
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Задача 1.4. А, В и С — три произвольных события. Найти выраже-
ние для событий, состоящих в следующем:

а) событие Х1: происходит только событие А;
б) событие Х2: происходят только события А и В;
в) событие Х3: происходят все три события;
г) событие Х4: происходит по крайней мере одно из событий А,

В или С;
д) событие Х5: происходят хотя бы два из данных событий;
е) событие Х6: произойдет ровно одно из данных событий.
Решение
а) X1 = AB C (рис. 1.3, а);
б) X2 = ABC (рис. 1.3, б);
в) X3 = ABC (рис. 1.3, в);
г) X4 = A + B + C (рис. 1.3, г);
д) Х5 = АВ + АС + ВС (рис. 1.3, д);
е) Х6 = AB C + ABC + A BC (рис. 1.3, е).

Рис. 1.3. К задаче 1.4

Задача 1.5. Упростить следующие выражения:
а) (А + В)(В + С);
б) (А + В)(A + B)(A + B).
Решение
а) (А + В)(В + С) = АВ + ВВ + АС + ВС = В(А + В + С) + АС = В + АС;
б) (А + В)(A + B)(A + B) = (АА + ВА + AB + BB)(A + B) =

= [А + А(B + B)] · ((A + B) = А((A + B) = АВ.

Задание 1.5. Упростите следующие выражения:
а) (А + В)(A + B) + (A + B)(A + B);
б) (А + В)(A + B) + (A + B)(A + B).

Задание 1.4. А, В и С — три произвольных события. Найдите выра-
жения для событий, состоящих в следующем:

а) событие Х7: не произойдет ни одного события из данных;
б) событие Х8: произойдет ровно два события из данных;
в) событие Х9: произойдет не более двух событий из данных.



Задача 1.6. Образуют ли события А, AB, A + B полную группу не-
совместных исходов?

Решение
Проверим полноту: А + AB + A + B = А + AB + A B = А + A(B + B) =

= А + U = U, т.е. их сумма — достоверное событие.
Проверим на несовместность каждую пару событий: А · AB = V;

AB · A + B = AB · A B = V; A(A + B) = AA B = V � пересечение каждой
пары событий есть невозможное событие � данные события образуют
полную группу несовместных исходов.

Замечание 1.1. Можно непосредственно убедиться в положи-
тельном ответе графически, штрихуя проверяемые события разны-
ми штриховками.

1.3. Комбинаторика

Комбинаторика занимается определением мощностей конеч-
ных множеств. Эта тема рассматривается здесь как вспомогатель-
ная в объеме, необходимом для вычисления вероятностей по клас-
сическому определению. Нас будут интересовать мощности
конечных множеств исходов некоторых экспериментов. Опишем
основные комбинаторные принципы и схемы.

• Принцип умножения (ПУ).
Если совершается k действий, i-е из которых можно совершить

ni способами (i = 1, …, k), то общее число способов совершения этих
k действий есть

N = ni.

• Схема делегаций (СД) — cледствие ПУ.
Имеется k групп различных элементов численностями n1, n2, …, nk,

тогда число различных наборов элементов, включающих по одно-
му элементу от каждой группы, есть

N = ni.

• Схема размещений (СР).
В урне n шаров, различимых только номерами. Шары извлека-

ют из урны по одному наугад без возвращения и записывают номе-
ра извлеченных шаров подряд в r позиций. Тогда число различи-
мых заполнений r позиций, которые могут отличаться друг от
друга составом или порядком, есть

N = n(n – 1)(n – 2)...(n – r + 1) = (n)r = Ar
n

и называется размещением из n различимых элементов по r.

k

Π
i=1

k

Π
i=1
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Комбинаторный смысл размещений: число различных выборов
из n элементов по r есть размещение Ar

n, если производится выбор из
n различимых элементов по r без возвращения и с учетом их порядка.

• Схема перестановок (СП).
Это частный случай СР при r = n. В этом случае исходы опыта

могут отличаться друг от друга только порядком номеров выбран-
ных шаров, а их общее число (по СР) есть

N = n(n – 1)(n – 2)...2 · 1 = n!

и называется перестановкой из n элементов или n-факториалом.
Комбинаторный смысл n!: — это число различных порядков n

различимых элементов между собой.
• Схема сочетаний (СС).
В урне n шаров, различимых только номерами. Шары извлека-

ют из урны по одному наугад без возвращения и помещают в пус-
тую урну. Тогда число различных заполнений этой урны меньше,
чем в СР, в r! раз, так как здесь различные исходы отличаются друг
от друга только составом выбранных шаров. Поэтому общее число
исходов СС есть

N = Ar
n/r! = (r

n) = C r
n

и называется сочетанием из n различимых элементов по r.
Комбинаторный смысл сочетаний: число различимых выборов

из n элементов по r есть сочетание C r
n, если производится выбор из

n различимых элементов по r без возвращения и без учета их по-
рядка.

Приведем две формулы для сочетаний, установление которых
не представляет труда:

а) C r
n = ; б) C r

n = Cn
n – r.

Доказательство: а) C r
n = (Ar

n/n!) · ((n – r)!/(n – r)!) = n!/(r! · (n – r)!);
б) получается применением формулы C r

n = n!/(r!(n – r)!) к обеим час-
тям равенства б).

• Схема nr (с.nr ).
В урне n шаров, различимых только номерами. Шары извлека-

ют из урны по одному наугад и записывают номера извлеченных
шаров подряд в r позиций, всякий раз возвращая каждый извлечен-
ный шар обратно в урну. Тогда число различных заполнений этих
r позиций, которые могут отличаться друг от друга составом или
порядком, есть N = nr.

Комбинаторный смысл nr: число различных выборов из n эле-
ментов по r есть nr, если производится выбор из n различимых эле-
ментов по r с возвращением и с учетом их порядка.

n!
——————
r!(n – r)!
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• Схема перестановок с повторением (СПП).
Эта схема может быть представлена в двух интерпретациях.
1-я интерпретация: k типов элементов, неразличимых внутри

типа, численностями n1, n2, …, nk переставляют между собой. Обо-
значим

n = ni.

Тогда общее число исходов этого опыта есть

N = n!/ (ni!) (1.1)

(при k = 2, m = n1 N = C r
n).

Это можно объяснить следующим образом: n! — число тасовок n
различимых элементов, среди которых есть такие, которые отлича-
ются взаимным порядком элементов одного типа, а их число есть

N1 = (ni!),

и эти перестановки не приводят к новым исходам.
2-я интерпретация: n различных элементов делят на k групп

численностями n1, n2, …, nk ( ni = n и группы различимы).

Тогда число способов такого деления на группы вычисляется
следующим образом:

что совпадает с формулой (1.1). Это совпадение неслучайно. На са-
мом деле 1-я и 2-я интерпретации описывают один и тот же опыт,
так как тасовка описанных в 1-й интерпретации элементов и явля-
ется делением различимых элементов (мест для элементов при их
тасовке) на группы во 2-й интерпретации.

• Схема сочетаний с повторениями (ССП).
Обычно эта схема приводится в следующей наглядной интер-

претации: производится случайное размещение r неразличимых
шаров по n различимым ящикам. Если схематично изображать раз-
мещенные шары звездочками «*», а перегородки ящиков — палоч-
ками «|», то очевидно, что все варианты размещений этих r шаров
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по этим n ящикам определяются взаимными расположениями эле-
ментов двух типов, неразличимых внутри типа: r «*» и (n – 1) «|» —
и могут быть вычислены по СПП, т.е. их число по формуле (1.1)
есть

N = = C r
n+r–1.

В данной схеме решим следующую частную задачу: при r 	 n
найдем число N1 размещений шаров по ящикам без пустых ящиков.
Для нахождения N1 представим получение требуемых размещений
шаров так: во все ящики разложим по шару, а остальные (r – n) ша-
ров раскидаем по n ящикам всеми способами. Тогда получим, что

N1 = Cr–1
n–1.

Теперь, ограничившись приведенными комбинаторными схема-
ми, подведем некоторые итоги.

С точки зрения выбора должны быть рассмотрены случаи упо-
рядоченных и неупорядоченных исходов, произведенных без воз-
вращения и с возвращением. А с точки зрения размещений нас ин-
тересуют размещения различимых и неразличимых шаров
с ограничением на число вмещающихся в один ящик шаров (ящик
вмещает только один шар) и без такого ограничения. Установим
соответствия между описанными процедурами выбора элементов
и размещения шаров по ящикам. При размещении шара в ящик мы
по существу производим выбор одного из n различимых ящиков.
Тогда очевидно, что упорядоченный (неупорядоченный) выбор
элементов соответствует размещению различимых (неразличи-
мых) шаров, а выбор без возвращения (с возвращением) соответст-
вует размещению шаров по ящикам с описанным ограничением на
число шаров в ящике (без ограничения).

Бo´льшую часть приведенных здесь сведений из комбинаторики
можно компактно представить в виде небольшой таблицы (табл. 1.1).

(r + n – 1)!
———————
r!(n – 1)!

Таблица 1.1

Связь схем выбора и размещения

Упорядоченный Неупорядоченный

Ar
n C r

n

nr C r
n+r–1

Шары различимы Шары неразличимы

Выбор из n элементов по r

Размещение r шаров по n ящикам

Без возвра-
щения

С ограничением (толь-
ко один шар в ящике)

С возвра-
щением

Без ограничения
на число шаров в ящике



Здесь левые и верхние графы таблицы относятся к схеме выбо-
ра элементов, а соответствующие им нижние и правые графы —
к схеме размещения шаров по ящикам.

Рассмотрим примеры.

Пример 1. Число телефонных семизначных номеров (без повторов
цифр и запретов на первую цифру) есть A7

10.

Пример 2.Число порядков расстановки пяти книг на полке есть 5!.

Пример 3. Число вариантов выбора трех человек из восьми есть C8
3.

Пример 4. Число размещений трех неразличимых шаров по пяти
различимым ящикам есть C 3

3+5–1 = C7
3.

1.4. Классическое определение вероятности

Классическое определение вероятностей (КОВ) не универсаль-
но; оно применимо только в классической схеме (КС), которая оп-
ределяется следующими требованиями:

а) число всех исходов опыта конечно;
б) все исходы опыта должны иметь равные шансы появиться.

Определение 1.7 (КОВ). P{X} = , где n — общее число всех

возможных исходов опыта; m — число тех из них, при которых про-
исходит событие X.

Рассмотрим задачи на применение формулы вероятности.
Во всех задачах требования КС выполнены; через X обозначено со-
бытие, вероятность которого ищется.

Задача 1.7. Найти вероятность того, что при бросании двух играль-
ных костей сумма выпавших очков равна семи, в случаях:

а) кости различимы;
б) кости неразличимы.
Решение

а) n = 62 = 36; m = 6; P{X} = = 1/6;

б) n = C 2
6+2–1 = 21; m = 3; P{X} = = 1/7.

Замечание 1.2. Разные ответы в случаях а) и б) получены при
выборе разных математических моделей процесса бросания иг-
ральных костей. Статистическое исследование показывает, что
верна модель а).

Задача 1.8. В урне шесть шаров с номерами от 1 до 6. Шары извле-
кают наугад по одному без возвращения. С какой вероятностью номе-
ра извлеченных шаров появляются в возраставшем порядке?

m
—
n

m
—
n

m
—
n
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Решение

Имеем n = 6!; m = 1; P{X} = = 1/6! = 1/720.

Задача 1.9. В урне N шаров с номерами от 1 до N. С какой вероят-
ностью при извлечении наугад без возвращения M (M < N) из них но-
мера извлеченных шаров появляются в возраставшем порядке?

Решение
Имеем n = AM

N ; m = CM
N , так как благоприятное число исходов совпа-

дает с общим числом разных составов выбранных номеров без учета их

порядка. Тогда P{X} = = .

Задача 1.10. Из ящика, в котором 15 различимых деталей, из них
10 окрашено, наугад извлекают три детали. С какой вероятностью все
извлеченные детали окрашены?

Решение

Имеем n = C3
15; m = C3

10; P{X} = = = = .

Задача 1.11. В ящике 10 шаров с номерами от 1 до 10. Наугад из-
влекают шесть шаров. Найти вероятность того, что среди них:

а) окажется шар с номером 1;
б) не окажется шара с номером 1;
в) окажутся шары с номерами 1 и 2;
г) не окажутся шары с номерами 1 и 2;
д) окажется хотя бы один из шаров с номерами 1 и 2.
Решение

а) n = C6
10 (по КС); m = C9

5; P{X} = ;

б) m = C9
6; P{X} = ;

в) m = C8
4; P{X} = ;

г) m = C8
6; P{X} = ;

д) m = m1 + m2 + m3, где m1 (m2) — число исходов, содержащих шар
с номером 1 (2) и не содержащих шар с номером 2 (1). Очевидно, что
m1 = m2 = C8

5; m3 = C8
4 найдено в пункте в). Таким образом, m = 2C8

5 + C8
4.

Теперь

P{X} = . (1.2)

Если для события X число благоприятных исходов считается
проще, то P{X} определяют путем перехода к дополнительному со-
бытию (по следствию аксиом):

P{X} = 1 – P{X}.

2C8
5 + C8

4

——————
C6

10

C8
6

——
C6

10

C8
4

——
C6

10

C9
6

——
C6

10

C9
5

——
C6

10

m
—
n

C3
10——

C3
10

8 · 9 · 10
——————
13 · 14 · 15

24
––
91

m
—
n

1
––
M!

m
—
n
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Для примера решим д) с использованием в): событие X состоит
в том, что в выборке не окажется шаров с номерами 1 и 2. Тогда
P{X} определены в пункте г), откуда имеем:

P{X} = 1 – P{X} = 1 – . (1.3)

Задача 1.12. Наугад формируется пятизначный номер так, что на
каждом месте с равной вероятностью ставится любое число от 0 до 9.
С какой вероятностью наугад выбранный номер читается слева напра-
во и справа налево одинаково?

Решение

n = 105; m = 103; P{X} = = 10–2.

Задача 1.13. В телефонном номере забыты последние три цифры.
Найти вероятность выбрать правильный номер, набирая последние
три цифры наугад, если среди них две цифры совпадают.

Решение

P{X} = ; n = A3
10; m = 2 · 3 · C2

10, так как имеем C2
10 вариантов выбора

двух цифр, участвующих в забытой части номера, два варианта, свя-
занного с выбором одной из двух цифр, участвующих в забытой части
номера дважды, и три варианта выбора среди трех мест для однократ-
ной цифры в забытой части номера.

Задача 1.14. Замок из пяти дисков имеет на каждом диске 10 сек-
торов с разными цифрами от 0 до 9. Замок открывает дверь при одной
определенной установке дисков. Найти вероятность при случайной ус-
тановке дисков открыть дверь.

Задание 1.9. В телефонном номере забыты последние три цифры.
Найдите вероятность выбрать правильный номер, набирая последние
три цифры наугад, если:

а) они различны;
б) они одинаковы.

m
—
n

Задание 1.8. Наугад формируется пятизначный номер так, что на
каждом месте с равной вероятностью ставится любое число от 0 до 9.
С какой вероятностью наугад выбранный номер:

а) кратен 5;
б) состоит из нечетных цифр?

m
—
n

Задание 1.7. В ящике 10 шаров с номерами от 1 до 10. Наугад из-
влекают шесть шаров. Найдите вероятность того, что среди них:

а) не окажется хотя бы одного из шаров с номерами 1 и 2;
б) окажется хотя бы один из шаров с номерами 1, 2 и 3.

Задание 1.6. В качестве упражнения для счета проверьте совпаде-
ние результатов по формулам (1.2) и (1.3).

C8
6

——
C6

10
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Решение

Имеем n = 105; m = 1; P{X} = = 10–5.

Задача 1.15. На шахматную доску (8 � 8) наугад ставят две ладьи.
С какой вероятностью они не побьют друг друга?

Решение

Имеем n = A2
64; m = 64 · 49; P{X} = = 7/9.

Задача 1.16. На шахматную доску (N � N) ставят наугад N ладей.
С какой вероятностью они не побьют друг друга?

Решение

Имеем n = AN
N 2; m = (N!)2; P{X} = .

Задача 1.17. В бригаде шесть мужчин и четыре женщины, из них
наугад отобрано семь человек. Найти вероятность того, что среди ото-
бранных ровно три женщины.

Решение

Имеем n = C7
10; m = C3

4 · C6
4; P{X} = = .

Решением задачи 1.17 является гипергеометрическая вероятность,
которая возникает в гипергеометрической схеме. Приведем ее в общем
виде.

• Гипергеометрическая схема (ГГС).
Имеется a различимых элементов первого типа и b различимых

элементов второго типа. Из всей совокупности элементов n = a + b
наугад производится выборка объемом k элементов. Тогда вероят-
ность того, что в выборку попадает ровно r элементов первого типа,
есть

P{X} = .

Это общий вид гипергеометрической вероятности.
Гипергеометрическая схема допускает обобщение. Приведем его.
• Обобщенная гипергеометрическая схема (ОГГС).
Имеется m типов элементов численностями n1, n2, …, nm

( ni = n), различимых внутри каждого типа. Из всей совокупнос-

ти n элементов производится выборка k элементов. Тогда вероят-

ность того, что в выборке окажется ровно ri, i = 1, …, m ( ri = k), эле-

ментов i-го типа, есть P{X} = Cn
ni/Cn

k — это обобщенная

гипергеометрическая вероятность.

m
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m

Σ
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m

Σ
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C r
a · Cb

k–r

—————
Cn

k

m
—
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C3
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Задача 1.18. Колода карт (52 карты) раздается на четырех игроков
(по 13 карт). Найти вероятность того, что данный игрок получит три
короля и два туза.

Решение
Это ОГГС. Тогда искомая вероятность

P{X} = .

Задача 1.19. Найти вероятность того, что дни рождения r наугад
выбранных человек различны (r 
 365).

Решение
Имеем n = 365r; m = Ar

365; P{X} = (оказывается, что при r > 23

P{X} < 1/2).

Задача 1.20 (парадокс де Мере). При многократном бросании трех
игральных костей было замечено, что сумма выпавших очков 11 выпа-
дает чаще, чем 12. Объяснить это.

Решение
Замеченный факт представлялся странным, так как обе суммы мо-

гут быть получены одним и тем же числом комбинаций очков на кос-
тях, а именно шестью. Действительно, перечислим их:

11: (6, 4, 1), (6, 3, 2), (5, 5, 1), (5, 4, 2), (5, 3, 3), (4, 4, 3);
12: (6, 5, 1), (6, 4, 2), (6, 3, 3), (5, 5, 2), (5, 4, 3), (4, 4, 4).
К парадоксу приводит ошибочное представление о неразличимости

костей, что опровергается опытом. Для различимых костей в указан-
ных комбинациях чисел, дающих фиксированную сумму, будем иметь
значение их порядка. С учетом этого имеем, что сумма 11 может быть
получена 27, а сумма 12 — 25 способами. Поэтому вероятность перво-
го из этих событий (27/216) больше, чем второго (25/216), что и на-
блюдалось.

Задача 1.21. N человек садятся в случайном порядке: а) за круглый
стол; б) в ряд.

В обоих случаях найти вероятности того, что два фиксированных
лица окажутся рядом, и сравнить их.

Решение
а) n = N! (по СП); m1 = 2N(N – 2)!, так как имеем два варианта вза-

имного расположения двух лиц, N вариантов выбора двух мест подряд
за столом и (N – 2)! вариантов расположения остальных людей за сто-

лом, и P{X1} = = = ;

б) n = N!; m2 = 2(N – 1)(N – 2)!, так как имеем два варианта взаим-
ного расположения двух лиц, (N – 1) вариантов выбора двух мест под-

m1––
n

2N(N – 2)
———————

N!

2
————
N – 1

m
—
n

C3
4 · C4

2 · C8
44——————

C52
13

Задание 1.10. Найдите вероятность угадать i счастливых номеров
(i = 0, 1, …, 6) в спортлото (6 из 49).

Указание: это ГГС.
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ряд и (N – 2)! вариантов расположения остальных людей, и P{X2} =

= = = .

Сравниваем:

P{X1} – P{X2} = .

Задача 1.22. В США каждый из 52 штатов представлен в конгрес-
се двумя сенаторами. Найти вероятность того, что среди наугад вы-
бранных 52 сенаторов конгресса:

а) данный штат представлен;
б) представлены все штаты.
Решение
а) эта задача может быть решена двумя способами аналогично зада-

че 5 д).

Имеем n = C52
104; m = C50

102 + 2C51
102; P{X} = = , или по-дру-

гому (через дополнительное событие) — P{X} = 1 – ;

б) так как n = C 52
104 (по СС), а m = 252 (по СД), то P{X} = = .

Задача 1.23. Имеется r неразличимых букв A и s неразличимых
букв Б. Найти вероятность того, что при случайной тасовке всех букв
n-й букве A предшествует m букв Б.

Решение
Имеем n = C r

r+s (по СПП); m = C m
n+m–1C

s–m
r+s–m–n (по ПУ и СПП) и

P{X} = = .

Задача 1.24. Найти вероятность, что при случайной группировке
15 детей, среди которых 5 мальчиков и 10 девочек, на пять троек в каж-
дой окажется по одному мальчику.

Решение

Имеем (по СПП и ПУ) n = ; m = и P{X} = = 35/C5
15.

Задача 1.25. Найти вероятность наугад извлечь из всех костей
обычного домино заданную.

Решение

Имеем n = C2
7+2–1 = 28 (по ССП); m = 1 и P{X} = = 1/28.

Задание 1.11. Найдите вероятность наугад извлечь из всех костей
домино из фишек с тремя концами заданную.

Указание: использовать ССП.

m
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15!
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10! · 5!
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(2!)5
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—
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C m
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r+s–m–n—————————

C r
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m
—
n

C50
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Задача 1.26. По n ящикам случайным образом разбрасывают k1

красных, k2 белых и k3 черных шаров. Шары различаются только цве-
том. Найти вероятность того, что при этом:

а) в фиксированном ящике не окажется белых и черных шаров;
б) при k1 	 n – 1 ровно в одном ящике не будет красных шаров;
в) в одном ящике окажется k1 красных, в другом — k2 белых и в тре-

тьем — k3 черных шаров;
г) при k1, k2, k3 	 n во всех ящиках будут шары двух цветов;
д) при k1 + k2 + k3 	 n шары лягут по одному в ящик;
е) при k1 + k2 + k3 = n шары одного цвета будут лежать подряд;
ж) при s = min(k1, k2, k3) в s ящиках будут шары трех цветов.
Решение
Используем формулу P{X} = , где во всех пунктах

(по ССП и ПУ), поэтому решение пунктов теперь
состоит в нахождении чисел m, для чего пользуемся ПУ и соответству-
ющими схемами:

а) (по ССП);

б) (по ССП);

в) (по СР).

Задача 1.27. Пусть r неразличимых шаров случайным образом раз-
брасывают по n ящикам. Найти вероятность, что при этом:

а) ровно k ящиков окажется пустыми при r 	 n – k (занятыми при r 	 k);
б) хотя бы k фиксированных ящиков окажутся пустыми (занятыми

при r 	 k);
Решение
Используем формулу P{X} = , где во всех пунктах n = C r

n+r–1 (по

ССП), поэтому решение пунктов теперь состоит в нахождении чисел
m, для чего пользуемся ПУ и в основном ССП:

а) m = C k
n Cr–1

n–k–1 (m = C k
n Cr–1

k–1) (по ССП и СС);
б) m = C r

n–k+r–1 (m = C r–k
n+k–r–1 = C n–1

n+r–k–1) (по ССП).

Задание 1.13. Пусть r неразличимых шаров случайным образом
разбрасывают по n ящикам. Найти вероятность, что при этом:

а) в k фиксированных ящиках окажется по шару, а в остальных бу-
дет не пусто (r 	 n);

б) в k фиксированных ящиках окажется хотя бы по два шара, а в ос-
тальных ящиках будет не пусто (r 	 k + n).

m
—
n

Задание 1.12. По n ящикам случайным образом разбрасывают k1

красных, k2 белых и k3 черных шаров. Шары различаются только цве-
том. Найти вероятность того, что при этом:

а) при k1, k2, k3 	 n во всех ящиках будут шары двух цветов;
б) при k1 + k2 + k3 	 n шары лягут по одному в ящик;
в) при k1 + k2 + k3 = n шары одного цвета будут лежать подряд;
г) при s = min(k1, k2, k3) в s ящиках будут шары трех цветов.
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1.5. Теоремы сложения и умножения вероятностей

1.5.1. Теорема сложения вероятностей

Изложение этой темы приводим в основном в форме решения
отдельных задач.

1. Для двух произвольных событий А и B теорема сложения
имеет вид

P{A + B} = P{A} + P{B} – P{AB}. (1.4)
Доказательство. По аксиоме конечной аддитивности имеем

P{A + B} = P{AB} + P{AB} + P{AB}; (1.5)
P{A} = P{AB} + P{AB}; P{B} = P{AB} + P{AB},

откуда

P{AB} = P{A} – P{AB}; P{AB} = P{B} – P{AB}. (1.6)

Подставив теперь соотношения (1.6) в равенство (1.5), получим фор-
мулу (1.4).

2. Для трех произвольных событий A, B, C теорема сложения
имеет вид

P{A + B + C} = P{A} + P{B} + P{C} –
– P{AC} – P{AB} – P{BC} + P{ABC}. (1.7)

Доказательство. По формуле (1.4) имеем

P{A + B + C} = P{A + B} + P{C} – P{(A + B)C} =
= P{A} + P{B} – P{AB} + P{C} – P{AC} – P{BC} + P{ABC}, ч.т.д.

3. Общая формула для вероятности суммы n произвольных со-
бытий:

Доказательство. Проведем его методом математической индукции
аналогично доказательству формулы (1.7).

При n = 1 и 2 формула (1.8) доказана в п. 1 и 2. Пусть (1.8) — предпо-
ложение индукции. Тогда для (n + 1)-го события аналогично п. 2 имеем

откуда с учетом предположения индукции, применяемого к

и , получаем ту же структуру формулы, что и в формуле (1.8):
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ч.т.д.

Замечание 1.3. В случае несовместных слагаемых событий фор-
мула (1.8) упрощается и принимает частный вид, следующий непо-
средственно из аксиомы конечной аддитивности, а именно:

4. Докажем методом математической индукции, что

Доказательство. При n = 2 формула (1.10) сразу следует из формулы
(1.4). При n = 3 формула (1.10) следует из доказанного утверждения при
n = 2 и формулы (1.4):

P{A1 + A2 + A3} 
 P{A1 + A2} + P{A3} 
 P{A1} + P{A2} + P{A3}.

Теперь, предполагая по индукции, что формула (1.10) верна для (n – 1),
аналогично предыдущему получаем

ч.т.д.

1.5.2. Теорема умножения вероятностей

Введем понятие условной вероятности (в КС). Пусть P{A} =
= NA/N — (безусловная) вероятность события А, где N — общее
число равновероятных исходов опыта; NA — число исходов, благо-
приятствующих появлению события А.

Определение 1.7. P{A/B} = NAB/NB — условная вероятность
события А при условии события B.

Смысл условной вероятности: сужение пространства всех исхо-
дов до числа исходов, благоприятствующих появлению условия.

1. Теорема умножения для двух произвольных событий имеет
вид

P{AB} = P{A}P{B/A} = P{B}P{A/B}. (1.11)

Доказательство. В классической схеме

P{AB} = NAB/N = (NAB/N)(NA/NA) = P{A}P{B/A}

или аналогично

P{AB} = (NAB/N)(NB/NB) = P{B}P{A/B}, ч.т.д.

Отсюда следует, что P{A/B} = P{AB}/P{B} — формула, выражающая ус-
ловную вероятность через безусловные.
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2. Докажем, что

= P{A1}P{A2/A1}P{A3/A1A2}…P{An/A1…A–1}. (1.12)

Доказательство. Формула (1.12) доказывается по индукции. При n = 3
установим из формулы (1.11):

P{ABC} = P{AB}P{C/AB} = P{A}P{B/A}P{C/AB}.

Пусть формула (1.12) верна для (n – 1) событий, тогда по формуле (1.11)

ч.т.д.

Дадим теперь определения независимости событий парной
и в совокупности.

Определение 1.8 (парной независимости). События A и B не-
зависимы, если выполнено любое из соотношений

P{A/B} = P{A}; P{B/A} = P{B}; P{AB} = P{A}P{B}. (1.13)

Замечание 1.4: а) Равенства (1.13) есть три эквивалентных опре-
деления парной независимости; б) первые два равенства показыва-
ют, что понятие парной независимости симметричное (взаимное);
в) третье равенство есть частный вид теоремы умножения для двух
независимых событий.

Причем все соотношения (1.13) выполняются или не выполня-
ются одновременно.

Определение 1.9 (независимости событий в совокупности).
События A1, …, An независимы в совокупности, если для любого
подмножества этого множества событий его вероятность равна
произведению вероятностей входящих в него событий.

Замечание 1.5. В случае n независимых в совокупности событий
теорема умножения имеет частный вид

Замечание 1.6. Приведенное определение независимости в сово-
купности объясняется тем, что можно привести пример, когда для
подмножества событий вероятность их произведения не совпадает
с произведением вероятностей этих событий, в то время как для

множества n событий Рассмотрим этот пример.

Пример. Имеется шесть карточек, на которых соответственно сто-
ят буквы a, ab, ac, bc, bc, abc, и две пустые карточки. Наугад выбирает-
ся одна карточка. Будем считать, что происходят события A, B или C,
когда соответственно на выбранной карточке есть буквы a, b или c. Тог-
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да P{A} = P{B} = P{C} = 1/2; P{AB} = P{AC} = 1/4; P{BC} = 3/8; P{ABC} =
= 1/8. Оказывается, что P{ABC} = P{A}P{B}P{C} = 1/8; P{AB} = P{A}P{B} =
= 1/4; P{AC} = P{A}P{C} = 1/4, а P{BC} = 3/8 � P{B}P{C}= 1/4.

Из приведенных определений видно, что парная независимость
следует из независимости в совокупности. Обратное неверно. Это
иллюстрируют задача 1.28 и задания 1.14, 1.15, где проверяется пар-
ная и совокупная независимость данных событий.

Задача 1.28 (Бернштейна). На плоскость бросают тетраэдр, грани
которого (правильные треугольники) окрашены так: одна грань в крас-
ный, другая — в белый, третья — в черный цвет, а четвертая — участка-
ми в красный, белый и черный цвета. Исходом опыта считаем событие,
связанное с нижней выпавшей гранью. Пусть события A, B и C состоят
соответственно в наличии красного, белого и черного цвета на выпав-
шей грани. Исследовать характер независимости событий A, B и C.

Решение

P{A} = P{B} = P{C} = 1/2; P{AB} = P{AC} = P{BC} = 1/4;
P{ABC} = 1/4 � P{A}P{B}P{C}= 1/8.

Поэтому события A, B и C попарно независимы, но зависимы в со-
вокупности.

Задача 1.29. Доказать, что если события A и B, A и C независимы
и BC — пустое множество V, то события A и B + C независимы.

Решение (доказательство)
P{A(B + C)}= P{AB} + P{AC} – P{ABC} = P{AB} + P{AC} = P{A}P{B} +

+ P{A}P{C} = P{A}(P{B} + P{C}) = P{A}P{B + C}, ч.т.д.

Замечание 1.7. В задаче 1.29 условие BC = V при независимости
пар событий A и B, A и C является достаточным, но не необходи-
мым для независимых событий А и (В + С). Приведем пример —
это нижеследующая задача 1.30.

Задача 1.30. Из колоды игральных карт (52 карты) наугад выбира-
ют одну карту. Событие А — это туз, В — это карта червовой масти, С —
это карта красной масти. Проверить выполнение условий задачи 4.

Решение
P{A} = 1/13; P{B} = 1/4; P{C} = 1/2; P{A/B} = 1/13; P{A/C} = 1/13;

P{B + C} = P{C} = 1/2; P{A/(B + C)} = 1/13, поэтому события А и В, А и С,
А и (В + С) независимы, в то время как BC � V.

Задание 1.15. В условиях задания 1 события A, B те же, а C — выпа-
дение на монетах разных граней. Исследовать независимость событий
A, B и C.

Задание 1.14. Бросают две монеты. Событие А — выпадение «орла»
на первой монете, событие B — выпадение «орла» на второй монете, со-
бытие С — выпадение на монетах одинаковых граней (грани монеты:
«орел» и «решка»). Исследовать независимость событий A, B и C.
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Задача 1.31. Доказать, что если события A и B, A и C независимы,
то события A и (B + C) независимы тогда и только тогда, когда незави-
симы события A и BC.

Решение (доказательство)
Пусть сначала события A и B, A и C, A и BC независимы, тогда до-

кажем независимость событий A и (B + C):

P{A(B + C)} = P{AB} + P{AC} – P{ABC} = P{A}P{B + C},

ч.т.д. (достаточность).
Пусть теперь события A и B, A и C, A и (B + C) независимы, тогда

докажем независимость событий A и BC:

P{ABC} = –P{A(B + C} + P{AB} + P{AC} =
= P{A}(–P{B + C} + P{B} + P{C}) = P{A}P{BC},

ч.т.д. (необходимость).

Задача 1.32. При извлечении наугад одной игральной карты из 52
провести классификацию событий А и В по признакам совместности
(несовместности) и зависимости (независимости) в случаях:

а) А — извлечения туза, В — извлечения красной карты;
б) А — извлечения красного туза, В — извлечения красной карты.
Решение:
а) P{A} = 1/13; P{B} = 1/2; P{AB} = 1/26 = P{A}P{B}, следовательно,

события А и В совместны и независимы;
б) P{A} = 1/26; P{B} = 1/2; P{AB} = 1/26 = P{A}P{B} = 1/52, следова-

тельно, события А и В совместны и зависимы.

Задача 1.33. Доказать, что если события А и В независимы, то неза-
висимой является любая из пар событий: а) A и B; б) A и B; в) A и B.

Решение (доказательство)
Для полного решения задачи достаточно доказать один из пунктов,

например пункт а), так как пункт б) совпадает с пунктом а) с точнос-
тью до обозначений, а обозначив в б) и в) A = C, приходим в в) к дока-
зательству а). Представим событие А в виде A = AB + AB, где слагае-
мые правой части — несовместные события, поэтому P{A} = P{AB} +
+ P{AB} � P{AB} = P{A} – P{AB} = P{A}(1 – P{B}) = P{A}P{B }, откуда
и следует доказываемое утверждение пункта а), а значит, и пунктов б)
и в).

Задача 1.34. Доказать по индукции обобщение утверждения зада-
чи 8 на случай n событий: если события A1, A2, …, An такие, что

, то вероятность совокупности этих событий или их

дополнений равна произведению их вероятностей.
Решение (доказательство)
Утверждение означает, что если любое число любых событий из со-

вокупности A1, A2, …, An заменить на их дополнения, то вероятность этой
совокупности распадается в произведение вероятностей составляю-
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щих ее событий. Оказывается, достаточно доказать, что так ведет себя
вероятность множества событий A1, A2, …, An, так как из симметрии не
важно, какие из событий заменены на свои дополнения, и если это до-
казано для совокупности событий A1, …, Ak, Ak+1, …, An, то, переобозна-
чив событие Ak на Bk в исходной совокупности событий A1, …, Ak, Ak+1,
…, An и в совокупности A1, …, Ak, Ak+1, Ak+2, …, An, приходим к доказанно-
му выше утверждению для последней совокупности. Таким образом,
такими (k – 1) переобозначениями приходим к доказательству утверж-
дения для совокупности событий A1, A2, …, An. Остается доказать, что из
утверждения для совокупности событий A1, …, An следует то же и для
совокупности событий A1, A2,…, An. Действительно, обозначим A2…An = C.
Тогда задача сводится к доказательству того, что из независимости со-
бытий A1 и C следует независимость событий A1 и C, что было доказа-
но в задаче 1.33.

Задача 1.35. Производится три независимых выстрела по мишени
с вероятностями попаданий, соответственно равными 0,4; 0,5; 0,7. Найти
вероятности того, что при этом произойдут следующие события: а) X —
ровно одно попадание; б) Y — хотя бы одно попадание; в) Z — хотя бы
два попадания.

Решение
Введем события A, B, C — попадания соответственно при первом,

втором и третьем выстрелах. Тогда:
а) X = AB C + ABC + A BC. Применив теперь к P{X} последователь-

но теоремы сложения и умножения вероятностей с учетом утвержде-
ния задачи 9, получим

P{X} = P{A}P{B}P{C} + P{A}P{B}P{C} + P{A}P{B}P{C} =
= 0,4 · 0,5 · 0,3 + 0,6 · 0,5 · 0,3 + 0,6 · 0,5 · 0,7 = 0,36;

б) P{Y} = P{A + B + C} = P{A} + P{B} + P{C} – P{AB} – P{AC} – P{BC} +
+ P{ABC}. Так решать можно, но проще перейти к дополнительному со-
бытию Y — ни одного попадания: P{Y} = 1 – P{Y}, где Y = A B C, поэто-
му P{Y} = 0,6 · 0,5 · 0,3 = 0,09, откуда P{Y} = 1 – 0,09 = 0,91.

Задача 1.36 (о совпадениях). Пусть n писем, написанных n адреса-
там, наугад раскладывают по конвертам с написанными заранее адре-
сами. С какой вероятностью ни одно письмо не попадет в свой кон-
верт?

Решение
Пусть X — искомое событие, а Ai — событие, состоящее в том, что

i-е письмо попало в свой конверт (I = 1, …, n). Тогда X — событие, со-
стоящее в том, что хотя бы одно письмо попадет в свой конверт,

и , которая раскрывается по (1.8). Вычисляем:

P{Ai} = (n – 1)!/n! = 1/n; P{AiAj} = (n – 2)!/n! = 1/[n(n – 1)];

P{AiAjAk} = (n – 3)/n! = 1/[n(n –1)(n – 2)]; …; P{A1A2…An} =1/n!,

P X P Ai
i

n

{ } =
=
∑






1
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откуда имеем

P{X} =1 – P{X} = 1 – C1
n · 1/n + C2

n · 1/[n(n –1)] – C3
n · 1/[n(n –1)(n –2)] +

+ … + (–1)n + 1(1/n!) = 1/2! – 1/3! + … + (–1)n + 1/n!.

Задача 1.37. Четыре лампы из шести — хорошие. Из всех наугад
выбирают три. Найти вероятность того, что все выбранные — хорошие.

Решение
1-й способ. По классическому определению вероятности имеем:

P{X} = m/n, где n = C6
3, m = C4

3, откуда P{X}=1/5.
2-й способ. Пусть X — искомое событие, а A, B, C — события, состо-

ящие в том, что соответственно первая, вторая или третья выбранная
лампа — хорошая. Тогда по теореме умножения для зависимых собы-
тий A, B и C получаем

P{X} = P{ABC} = P{A}P{B/A}P{C/AB} = (4/6)(3/5)(2/4) = 1/5.

Замечание 1.8. Выбор элементов без возвращения — зависимый,
а с возвращением — независимый.

Задача 1.38. При раздаче игральных карт (52 карты) четырем игро-
кам по 13 карт найти вероятность того, что данный игрок получил трех
королей, если известно, что он имеет два туза.

Решение
Пусть событие А — игрок получил трех королей, событие B — он по-

лучил два туза. Тогда требуется найти P{A/B}:

P{A/B} = P{AB}/P{B},

где P{B} = C4
2C11

48/C52
13; P{AB} = C4

3C4
2C 8

44/C52
13.

Задача 1.39. С использованием теорем сложения и умножения со-
ставить справочную таблицу для расчета надежности электрических
цепей, включающих последовательные и параллельные соединения.

Решение
Будем рассматривать исходные данные об элементах схемы двух видов:

1) даны {pi}, где pi — надежность i-го элемента (i = 1, …, n); 2) даны {qi},
где qi — вероятность отказа i-го элемента (i = 1, …, n), так что pi + qi = 1.
В качестве выходных данных нас будут интересовать P — надежность
схемы и Q — вероятность отказа схемы, так что P + Q = 1. Будем решать
задачи нахождения P и Q при исходных данных видов 1) и 2) отдельно
для n последовательно и n параллельно соединенных элементов
(табл. 1.2).

Замечание 1.9. Для расчета надежности произвольной цепи, со-
стоящей из последовательных и параллельных соединений, будем
использовать справочную таблицу для чистых соединений (только
последовательных или только параллельных) путем объединения
на каждом шаге частей схемы, а далее исследуя надежность этих
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частей тем же приемом до того шага, пока исследуемые участки
схемы не окажутся чистыми соединениями простейших составля-
ющих схему элементов. После этого результаты анализа надежно-
стей участков в обратном порядке подставляем друг в друга до по-
лучения результата надежности первого шага, выраженного через
надежности его элементов. Рассмотрим это в следующей задаче.

Задача 1.40. Найти надежность схемы (рис. 1.4), если надежности
всех ее элементов одинаковы и равны p.

Таблица 1.2

Таблица расчета надежности электрической цепи

n последовательно соединенных
элементов

n параллельно соединенных
элементов

1) P = pi

n

Π
i=1

pn 1) P = 1 – (1 – pi)
n

Π
i=1

1– (1– p)n

Q = 1 – pi

n

Π
i=1

1– pn Q = (1 – pi)
n

Π
i=1

(1– p)n

2) P = (1 – qi)
n

Π
i=1

(1– q)n 2) P = 1 – qi

n

Π
i=1

1 – qn

Q = 1 – (1 – qi)
n

Π
i=1

1 – (1– q)n Q = qi

n

Π
i=1

qn

Рис. 1.4. К задаче 1.40
Решение
Обозначим объединенные участки на 1-м шаге — I и II с надежнос-

тями PI и PII, а на втором шаге — 1, 2, 3, 4, 5 с надежностями соответст-
венно P1, P2, P3, P4, P5. Тогда по таблице получаем

P = 1 – (1 – PI)(1 – PII),

где PI = P1P2P3; PII = P4P5; P1 = 1 – (1 – p2)2; P2 = P1; P3 = p; P4 = 1 – (1 – p2)3;
P5 = p2.

Теперь, подставляя результаты в обратном порядке, получаем P —
надежность схемы.



1.6. Основные формулы теории вероятностей

1.6.1. Формула полной вероятности

Формула полной вероятности (ФПВ) имеет вид

P(A) = P(Hi)P(A/Hi), (1.14)

где A — искомое событие, а под {Hi} можно понимать полную груп-
пу несовместных событий или те из них, которые совместны с A.

ФПВ применяется, когда опыт усложняется и становится как
бы двухэтапным. Тогда неопределенность предсостояния, т.е. ре-
зультаты первого этапа, заменяется гипотезами {Hi}, i = 1, …, n.

Признаки задач на ФПВ:
а) неопределенность предсостояния системы;
б) незавершенность опыта (т.е. результат A опыта неизвестен).
Постановка задач на ФПВ. В условиях неопределенности

предсостояния системы проводится опыт. Найти вероятность оп-
ределенного его исхода A.

Вывод ФПВ. Верно представление: A = AHi, где {AHi} — не-

совместные события. Отсюда по аксиоме конечной аддитивности

и теореме умножения имеем P(A) = P(Hi)P(A/Hi), т.е. формулу

(1.14).
Рассмотрим задачи на использование ФПВ.

Задача 1.41. В урну, содержащую два шара неизвестного цвета,
опущен белый шар. Найти вероятность того, что извлеченный после
этого шар — белый, если все возможные количества белых шаров сре-
ди первых двух равновероятны.

Решение
Событие A — извлечь белый шар; Hi (i = 0, 1, 2) — среди первых двух

шаров i белых. Имеем: P(H0) = P(H1) = P(H2) = 1/3; P(A/H0) = 1/3;
P(A/H1) = 2/3; P(A/H2) = 1. Теперь по ФПВ получаем P(A) = 1/3 · 1/3 +
+ 1/3 · 2/3 + 1/3 · 1 = 2/3.

Задача 1.42. В первой урне 10 шаров, из них 8 белых, во второй ур-
не 20 шаров, из них 4 белых (шары различимы). Из каждой урны берут
наугад по шару и помещают в пустую третью урну, после чего из нее
извлекают наугад шар. Найти вероятность того, что он белый.

Решение
1-й способ. Hi — состав третьей урны (i = 1, …, 4): H1 — «бб», H2 —

«бч», H3 — «чб», H4 — «чч», где «б» и «ч» соответственно означают из-
влечение белого и черного шаров из первой и второй урн в порядке на-
писания. Имеем:

n

Σ
i=1

n

Σ
i=1

n

Σ
i=1
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P(H1) = 0,8 · 0,2 = 0,16; P(A/H1) = 1;
P(H2) = 0,8 · 0,8 = 0,64; P(A/H2) = 0,5;
P(H3) = 0,2 · 0,2 = 0,04; P(A/H3) = 0,5;
P(H4) = 0,2 · 0,8 = 0,16; P(A/H4) = 0;
P(A) = 0,16 + 0,5(0,64 + 0,04) = 0,5.
2-й способ. H1 — извлеченный из третьей урны шар был в первой ур-

не; H2 — во второй урне. Имеем:
P(H1) = P(H2) = 0,5; P(A/H1) = 0,8; P(A/H2) = 0,2;
P(A) = 0,5(0,8 + 0,2) = 0,5.
Таким образом, гипотезы можно выбирать по-разному. При удачно

выбранных гипотезах задача решается проще.

1.6.2. Формула Байеса

Формула Байеса (ФБ) имеет вид

P(Hj/A) = , (1.15)

где P(A) = P(Hi)P(A/Hi) — ФПВ (1.14); {P(Hi)}, i = 1, …, n, — апри-

орные (доопытные) вероятности гипотез {Hi}; {P(Hj/A)}, j = 1, …, n, —
апостериорные (послеопытные) вероятности гипотез {Hj} — байе-
совские вероятности. Таким образом, ФБ (1.15) дает апостериор-
ную вероятность гипотезы Hj.

Признаки задач на ФБ:
а) неопределенность предсостояния системы;
б) завершенность опыта с известным результатом A.
Постановка задач на ФБ. В условиях неопределенности пред-

состояния системы проводится опыт, который заканчивается резуль-
татом A. Найти вероятность определенного предсостояния системы.

Отличительный признак задач на ФБ от задач на ФПВ — завер-
шенность опыта с известным результатом A.

Вывод ФБ. P(AHj) = P(A)P(Hj/A) = P(Hj)P(A/Hj) � P(Hj/A) =

= , где P(A) заменяется на выражение (1.14), откуда

и следует формула (1.15).

P(Hj)P(A/Hj)—————————
P(A)

n

Σ
i=1

P(Hj)P(A/Hj)—————————
P(A)

Задание 1.17. Пусть правило переливания крови следующее: номер
группы крови донора меньше либо равен номеру группы крови больного.
Определите, с какой вероятностью случайно взятому больному можно пе-
релить кровь от произвольно взятого донора (первая группа крови — у 33,7%,
вторая — у 37,5, третья — у 20,9, четвертая — у 7,9% населения).

Задание 1.16. Из полного набора домино наугад извлекают кость.
Определите, с какой вероятностью к ней можно приставить вторую,
выбранную наугад.
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Рассмотрим задачи на применение ФБ.

Задача 1.43. В условиях задачи 1 извлеченный шар оказался бе-
лым. С учетом этого найти вероятность всех возможных начальных со-
ставов урны.

Решение
{Hi}, i = 0, 1, 2, и A определены в задаче 1; P(H0) = P(H1) = P(H2) = 1/3;
P(A/H0) = 1/3; P(A/H1) = 2/3; P(A/H2) = 1, отсюда P(A) = 2/3 полу-

чено в задаче 1, откуда по формуле (1.15) имеем:

P(H0/A) = (1/3)(1/3)/(2/3) = 1/6; P(H1/A) = (1/3)(2/3)/(2/3) = 1/3;

P(H2/A) = (1/3)(2/3) = 1/2.

Задача 1.44. Имеется 10 винтовок, из них 4 — с оптическим прицелом.
Вероятность стрелку попасть из простой винтовки равна 0,8, с оптическим
прицелом — 0,9. Стрелок попал из наугад взятой винтовки. Из какой вин-
товки вероятнее он стрелял: из простой или с оптическим прицелом?

Решение
Событие A — попасть в цель, H1 — взята простая винтовка, H2 —

с оптическим прицелом. Тогда P(H1) = 0,6; P(H2) = 0,4; P(A/H1) = 0,8;
P(A/H2) = 0,9;

P(A) = 0,6 · 0,8 + 0,4 · 0,9 = 0,84; P(H1/A) = > 0,5 � вероят-

нее, что стрелок стрелял из простой винтовки.

1.7. Схемы независимых испытаний

1.7.1. Биномиальная схема

Определение 1.10. Испытания Бернулли — независимые ис-
пытания, в каждом из которых различают два исхода: А — успех
(Р(А) = р), A — неуспех (Р(A) = q). При этом p + q = 1 и вероятно-
сти Р(А) и Р(A) не меняются от опыта к опыту.

Проводится n испытаний Бернулли. Тогда вероятность, что в n ис-
пытаниях происходит m успехов, равна

Pn(m) = Cn
mpmqn–m, (1.16)

где pmqn–m — вероятность m успехов, а Cn
m — число различных фик-

саций m мест для успехов среди n опытов.

Задание 1.19. Из n чисел наугад выбрано два числа k и m. Найдите
вероятность того, что k – m 	 r.

Задание 1.18. При рентгеновском обследовании вероятность обна-
ружить туберкулез у больного туберкулезом равна α, вероятность при-
нять здорового за больного — β, а доля больных туберкулезом среди
населения — γ. Найдите вероятность того, что человек здоров, если он
признан больным при обследовании.

0,6 · 0,8
—————

0,84
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Определим наивероятнейшее число успехов m* в биномиаль-
ной схеме (1.16). Проводится n испытаний Бернулли. В них может
быть успехов m = 0, 1, …, m*, …, n c вероятностями соответственно
Рn(0), Рn(1), …, Pn(m*), …, Pn(m), где m* — наивероятнейшее число
успехов — это то число успехов, которому соответствует наиболь-
шая вероятность Рn(m*).

Выпишем соотношения, из которых находится m*:

a) 	 1;

б) 	 1.

Решим эти неравенства относительно m*. Подставим выраже-

ние Cn
m = в формулу (1.16). Получим:

а) = =

= 	 1, откуда m* 
 np + p;

б) = =

= 	 1, откуда: np – q 
 m*.

Таким образом, получаем:

np – q 
 m* 
 np + p. (1.17)

Отрезок, заключающий в себе значение m*, имеет длину едини-
ца, поэтому или оба его конца являются целыми, или оба нецелые:

а) если оба конца целые, то m* принимает два значения в концах
этого отрезка;

б) если оба конца дробные, то m* принимает единственное зна-
чение, заключенное в отрезке.

Рассмотрим задачи на испытания Бернулли.

Задача 1.45. Изготовляется 20 деталей. Вероятность брака — 0,3.
Найти вероятность наивероятнейшего числа брака Pn(m*).

Решение
Имеем n = 20, p = 0,3, q = 1 – p = 1 – 0,3 = 0,7.
По соотношениям (1.17)

20 · 0,3 – 0,7 
 m* 
 20 · 0,3 + 0,3 � 5,3 
 m* 
 6,3 � m* = 6,
P20(m* = 6) = C 6

200,360,714.

(m* + 1)q
———————
(n – m*)p

Cn
m*pm*qn–m*

———————————
Cn

m*+1pm* + 1qn–m*–1

n!
————————
m*!(n – m*)!

(m* + 1)!(n – m* – 1)!
———————————————

n!

q
—
p

(n – m* + 1)p
—————————

m*q

Cn
m*pm*qn–m*

——————————
Cn

m*–1pm*–1qn–m*+1

n!
————————
m*!(n – m*)!

(m* – 1)!(n – m* + 1)!
———————————————

n!

p
—
q

n!
———————
m!(n – m)!

Pn(m*)
———————
Pn(m* + 1)

Pn(m*)
———————
Pn(m* – 1)
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Задача 1.46. Монету бросают n раз. Найти вероятности наивероят-
нейшего числа выпадения «орла» при: а) n = 11 и б) n = 10.

Решение
По соотношениям (1.17) получаем:
а) 11 · 0,5 – 0,5 
 m* 
 11 · 0,5 + 0,5, или 5 
 m* 
 6 � m1* = 5, m2* = 6;
P11(m1* = 5) = C 5

11 · 0,511; P11(m2* = 6) = C 6
11 · 0,511 � P11(5) = P11(6) (так

как Cn
k = Cn

n–k);
б) 10 · 0,5 – 0,5 
 m* 
 10 · 0,5 + 0,5, или 4,5 
 m* 
 5,5 � m* = 5;

P10(m* = 5) = C 5
10 · 0,510 .

Задача 1.47. Имеется 10 независимых рабочих элементов. Надеж-
ность каждого р. Найти вероятности следующих событий: а) ни один
не откажет; б) хотя бы один откажет; в) хотя бы 3 неотказа.

Решение
а) Успех А определяется как один из исходов испытания Бернулли.

Рассмотрим два разных выбора успеха А. Испытание одного элемен-
та — испытание Бернулли:

1) пусть А — неотказ одного элемента, Р(А) = р, A — отказ одного
элемента, Р(A) = 1 – p = q. Тогда Р(Х) = P10(10) = C10

10р10q0 = р10;
2) пусть А — отказ одного элемента, Р(А) = q, A — неотказ одного

элемента Р(A) = p. Тогда Р(Х) = P10(0) = C0
10q0р10 = р10;

б) пусть А — отказ одного элемента, Р(А) = 1 – р = q, A — неотказ
одного элемента, P(A) = p. Тогда Р(Х) = P10(1) + P10(2) + … + P10(10).

Переходим к дополнительному событию X — ни один не откажет:

Р(Х) = 1 – Р(X) = 1 – Р10(0) = 1 – р10;

в) пусть А — неотказ одного элемента, Р(А) = р, A — отказ одного
элемента P(A) = q. Тогда

Р(Х) = P10(3) + P10(4) + … + P10(10) = 1 – P10(0) – P10(1) – P10(2) =

= 1 – C0
10q10 – C1

10р1q9 – C2
10р2q8 = 1– q10 – 10pq9 – 45p2q8.

Замечание 1.10. Рекомендуется за успех испытания Бернулли
брать тот исход, который фигурирует в вопросе задачи.

Замечание 1.11. Переход к дополнительному событию соверша-
ется, когда это упрощает вычисления. Используется соотношение
Рn(0) + Pn(1) + … + Pn(n) = 1, так как это сумма полной группы

несовместных событий. Поэтому если P(X) = Pn(i), то P(X) =

= Pn(i).

Обобщения биномиальной схемы. Обобщить биномиальную
схему можно в двух направлениях:

а) по изменению вероятностей (успеха и неуспеха) различных
исходов от опыта к опыту, тогда получается пуассоновская схема;

n

Σ
i=k+1

k

Σ
i=1
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б) по числу исходов каждого опыта, тогда получается полино-
миальная схема.

Если обобщение ведется в обоих направлениях одновременно,
тогда получается обобщенная схема.

Пример. Пусть студенты сдают зачеты и экзамены независимо друг
от друга. Тогда эти испытания представляют следующие схемы:

1) все студенты равносильны и сдают зачет — биноминальная схема;
2) все студенты разной подготовки и сдают зачет — пуассоновская

схема;
3) все студенты равносильны и сдают экзамен — полиномиальная

схема;
4) все студенты разной подготовки и сдают экзамен — обобщенная

схема.

1.7.2. Пуассоновская схема

Проводится n независимых испытаний, в каждом два исхода:
А — успех и A — неуспех. Вероятности в i-м опыте: Р(А) = рi, P(A) =
= qi, рi + qi = 1, i = 1, …, n (при рi = р для ∀ i получаем биномиальную
схему).

Нас интересует вероятность того, что в n испытаниях этой схе-
мы получается m успехов. Определим ее по формулам сложения
и умножения вероятностей. Вероятность нуля успехов (m = 0):

Pn(0) = q1q2 · … · qn.

Вероятность одного успеха (m = 1):

Вероятность двух успехов (m = 2):

И т.д.
По-другому для определения вероятностей Pn(m), m = 0, 1, …, n,

cоставляют функцию

ϕ(z) = (piz + qi) = a0z
0 + a1z

1 + a2z
2 + ... + anz

n.

Легко заметить, что коэффициенты a0, a1, …, an совпадают с соответ-
ствующими вероятностями вида Рn(m), т.е. a0 = Рn(0); …; an = Рn(n).

Вывод: для нахождения вероятности Рn(m) надо построить ϕ(z)
и найти коэффициент am: Рn(m) = am. Причем сумма всех коэффи-
циентов a0 + a1 + … + an = 1, так как это сумма вероятностей полной
группы несовместных исходов.

n

Π
i=1

2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 1

Число слагаемых

(2)= .

n

n n n n n n

C

P р p q q p q p q q q q p p

1

1 2 1 2 3 1 2 1

Число слагаемых

(1)= .

n

n n n n n

C

P р q q q р q q q q q p

40



41

Задача 1.48. Проводится четыре независимых выстрела по мишени
с вероятностями попадания 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. Найти вероятности всех
возможных количеств попаданий.

Решение
Составляем уравнение:

ϕ(z) = (0,1z + 0,9) · (0,2z + 0,8) · (0,3z + 0,7) · (0,4z + 0,6) =

= 0,302 + 0,460z + 0,205z2 + 0,031z3 + 0,002z4.

Тогда коэффициенты при степенях z и являются искомыми вероятно-
стями всех возможных количеств попаданий от 0 до 4 соответственно.

1.7.3. Полиномиальная схема

Проводится n независимых испытаний. В каждом из испытаний
различается k исходов: А1, А2, …, Аk, где вероятность P(Ai) = pi, i =

= 1, …, n (вероятность pi от опыта к опыту не меняется), pj = 1.

В этой схеме нас интересует вероятность Рn(m1, …, mn) — вероят-
ность того, что в n исходах этой схемы произойдет m1 исходов А1, m2

исходов А2, …, mn исходов Аn, причем сумма mj = n:

Если k = 2, то при m1 = m; m2 = n – m; p1 = p; p2 = q. Тогда

Pn(m, n – m) = pmqn–m = Cn
mpmqn–m = Pn(m).

Задача 1.49. При стрельбе по мишени (рис. 1.5) вероятность попа-
дания в «10» есть р1 = 0,1; в «9» — р2 = 0,2; в «8» — р3 = 0,3.

n!
———————
m!(n – m)!

1 2

1

1 2 1 2
1 2 Вероятность одного

из благоприятных испытанийПерестановка с повторениями
исхесть число способов деления

на групп c заданными
численностями , ,

!
( , , ..., ) = .

! ! !
k

n

mm m
n n k

n

m
n

m m

n
P m m m p p p

m m m

одов , когда места
исходов каждого вида

в нужном числе фиксированы

k

Σ
j=1

k

Σ
j=1

Рис. 1.5. К задаче 1.49
Число исходов k = 4, так как можно с вероятностью p4 не попасть

в мишень.
Найти вероятность того, что:
а) за 3 выстрела мы сможем выбить не менее 29 очков;
б) за 5 выстрелов выбить 28 очков.



Решение
а) Рассматриваемое событие есть сумма двух несовместных спосо-

бов выбить не менее 29 очков: Х = Х1 + Х2. Тогда

Р(Х) = Р(Х1) + Р(Х2) = P3(2, 1, 0, 0) + P3(3, 0, 0, 0) =

= · 0,12 · 0,2 + · 0,13 = 3 · 0,12 · 0,2 + 0,13 = 0,007.

б) Аналогично имеем Х = Х1 + Х2, где Х1 и Х2 — два несовместных
способа выбить 28 очков. Тогда

Р(Х) = P5(2, 0, 1, 2) + P5(1, 2, 0, 2) =

= · 0,12 · 0,3 · 0,42 + · 0,1 · 0,22 · 0,42.

1.7.4. Обобщенная схема

Проводится n независимых испытаний. В каждом испытании
k исходов вида A1, A2, …, Ak, в i-м испытании вероятность исхода Aj

равна pij, i = 1, …, n, j = 1, …, k (i — номер опыта, j — номер исхода);

pij = 1 (т.е. в каждом опыте происходит один из исходов A1, A2, …, Ak).

Нас интересует вероятность Рn(m1, …, mn), введенная в полино-

миальной схеме, где mj = n, тогда Рn(m1, …, mn) равна коэффици-

енту при z1
m1, …, zk

mk в разложении по степеням следующей функции:

ϕ(z1, ..., zn) = (pi1z1 + pi2z2 + ... + pinzn) = am1m2...mk
z1

m1z2
m2…zk

mk,

где m1, m2, …, mk — целые числа mj 	 0, а mj = n.

Тогда Рn(m1, m2, …, mk) = am1m2...mk
.

Задача 1.50. Пусть производится три независимых опыта (n = 3),
в каждом возможно четыре исхода A1, A2, A3, A4 и заданы вероятности
{pij}, i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4.

Найти вероятность того, что произойдет два исхода A1 и один ис-
ход А2.

Решение
Р(два исхода A1 и один исход А2) = Р3(2, 1, 0, 0), n = 3, k = 4.
Составим функцию

ϕ(z1, z2, z3, z4) = (pi1z1 + pi2z2 + pi3z3 + pi4z4) =

= (p11z1 + p12z2 + p13z3 + p14z4) · (p21z1 + p22z2 + p23z3 + p24z4) �

� (p31z1 + p32z2 + p33z3 + p34z4).

n

Π
i=1

k

Σ
j=1

n

Π
i=1

Σ

k

Σ
j=1

k

Σ
j=1

5!
———
2! · 2!

5!
———
2! · 2!

3!
———————
2! · 1! · 0! · 0!

3!
———————
3! · 0! · 0! · 0!
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Тогда P(2, 1, 0, 0) = (коэффициенту при z1
2z2 = a2100) = р11р21р32 +

+ р11р31р22 + р12р21р31, полученному непосредственно из выражения для
ϕ(z1, z2, z3, z4).

Задача 1.51. Производится 20 залпов по 10 независимых выстре-
лов. Вероятность попадания при каждом равна 0,7. Найти вероятность
событий:

а) в двух залпах ровно три попадания;
б) хотя бы в двух залпах не менее двух попаданий.
Решение
Имеем биномиальную схему в биномиальной:
а) пусть событие А — успешный залп: в залпе 3 попадания. Имеем

Р(А) = C3
10 · 0,73 · 0,37; Р(A) = 1 – Р(А). Тогда

Р(Х) = Р20(2) = C2
20(Р(A))2(1 – P(A))18 =

= C2
20(C3

10 · 0,73 · 0,37)2 · (1 – C3
10 · 0,73 · 0,37)18;

б) пусть событие А — успешный залп: в залпе не менее двух попада-
ний. Вероятность успешного залпа Р(А) = 1 – P10(0) – P10(1) = 1 – – C0

10

· 0,710 · 0,30 – C1
10 · 0,79 · 0,31. Тогда

Р(Х) = 1 – Р20(0) – Р20(1) =

= 1 – C0
20(Р(A))0(1 – P(A))20 – C1

20(Р(A))1(1 – P(A))19,

где Р(А) получена выше.

1.8. Геометрические вероятности

Если вероятность события А — попадания случайной точки
в любую часть области — пропорциональна мере этой области, т.е.
Р(А) = SA/S, где S — мера всей области, а SA — мера той ее части, по-
падание случайной точки в которую есть событие А, тогда Р(А) назы-
вается геометрической вероятностью. Для вычисления геометриче-
ских вероятностей классическое определение вероятностей не годит-
ся, так как число всех возможных исходов опыта здесь бесконечно.

Рассмотрим задачи на использование геометрической вероят-
ности. Во всех задачах искомое событие обозначено X.

Задача 1.52. Плоскость разграфлена параллельными прямыми на
расстоянии 2а. На плоскость случайным образом брошена монета ра-
диусом r < a (рис. 1.6). Найти вероятность того, что она не пересечет ни
одной прямой.

Рис. 1.6. К задаче 1.52
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Решение

P(X) = = = 1 – .

Задача 1.53 (Бюффона). Плоскость разграфлена параллельными
прямыми на расстоянии 2а, на плоскость брошена игла длиной 2l. Най-
ти вероятность того, что она пересечет одну из прямых.

Решение
Пусть х — кратчайшее расстояние от середины иглы до одной из

прямых, ϕ — угол между иглой и направлением оси Оx (рис. 1.7, а) тог-
да х и ϕ полностью определяют положение иглы относительно графле-
ния плоскости, х меняется от 0 до а, ϕ — от 0 до π. Тогда прямоугольник
со сторонами а и π есть область возможных положений иглы, а заштри-
хованная ее часть — область благоприятных исходов (рис. 1.7, б).

Задание 1.20. На плоскости нанесена сетка квадратов со стороной а
и наугад брошена монета радиусом r < a/2. Найдите вероятность того,
что:

а) она не пересечет обе стороны квадратов сетки;
б) она не пересечет более одной стороны сетки.

1
––
2a

2(a – r)
—————

2a
r
–
a

Рис. 1.7. К задаче 1.53
Искомая вероятность есть

Задача 1.54. В единичный квадрат, лежащий в первой четверти, на-
угад брошена точка с координатами ξ и η. Найти вероятность того, что:
а) ξη < a; б) min(ξη) < a для 0 
 а 
 1.

Решение
Задача проиллюстрирована рис. 1.8. Получаем:

а) P(X) = a + a = a(1 – ln a); б) P(X) = 1 – (1 – a)2 = a(2 – a).
1

∫
0

dz
––
z

Задание 1.21 (о встрече). Двое договорились встретиться в тече-
ние часа, причем пришедший первым ждет второго четверть часа. Най-
дите вероятность того, что они встретятся, если каждый выбирает мо-
мент своего прихода случайно в течение часа.

P x

l d

a

l

a
l

a
( )

sin
cos

.= = =

ϕ ϕ

π
ϕ

π π

π

π

0 0 2∫ −
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Задача 1.55. На отрезке АВ длиной 1 поставлено наугад две точки
L и М. Найти вероятность Р(Х) того, что точка L ближе к точке M, чем
к точке A, т.е. LM < AL (рис. 1.9).

Задание 1.22. В единичный квадрат, лежащий в первой четверти,
наугад брошена точка с координатами ξ и η. Найдите вероятность того,
что для 0 
 а 
 1:

а) ξ < x, η < y (при 0 
 x, y 
 1);
б) | ξ – η | < a;
в) max(ξη) < a;
г) 2(ξ + η) < a (рассмотреть случаи а < 1/2 и а > 1/2).

Рис. 1.8. К задаче 1.54

Рис. 1.9. К задаче 1.55

Рис. 1.10. К решению задачи 1.55

Решение
Обозначим длины отрезков AL И AM через x и y соответственно.

Тогда условие появления благоприятного события есть | y – x | < x,
или y < 2x при x < y и y > 0 при x > y, откуда из геометрических сооб-
ражений (рис. 1.10) следует, что Р(X) = 3/4.

Задача 1.56. На окружность наугад поставлены три точки. С какой
вероятностью они попадут на одну полуокружность?

Решение
Пусть Х — искомое событие, т.е. означает, что треугольник, образо-

ванный поставленными точками А, В, С, тупоугольный, и событие X —

Задание 1.23. На отрезок длины 1 наугад поставлены две точки.
Найдите, с какой вероятностью из получившихся отрезков можно по-
строить треугольник.
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что этот треугольник остроугольный. Тогда Р(Х) = 1 – Р(X), а при по-
явлении события X для дуг = x и = y должны выполняться ус-
ловия

что приводит к чертежу с заштрихованной благоприятной для появле-
ния события X областью. Область всех возможных значений — x, y > 0;
0 < x + y < 2πr. Отсюда получаем P(X) = 0,25, а значит, P(X) = 0,75.

Задача 1.57 (парадокс Бертрана). Найти вероятность того, что
длина случайно взятой хорды в окружности единичного радиуса пре-
взойдет ���3 (т.е. сторону правильного вписанного треугольника).

Решение
Приведем три решения задачи (с разными ответами) в зависимос-

ти от процедуры случайного выбора хорды, которая приводит к трем
разным задачам (т.е. без уточнения этой процедуры исходная задача
поставлена некорректно, что и приводит к парадоксу). Таким образом,
все три представленных ниже решения верны и относятся к разным за-
дачам.

1. Для выбора случайно хорды наугад берем на окружности две точ-
ки. Возьмем одну из них за вершину правильного вписанного в окруж-
ность треугольника. Тогда (рис. 1.11, а) благоприятная область выбора
второй точки выделена на рисунке утолщением линии. Область всех
возможных вариантов выбора второй точки — вся окружность, поэто-
му Р(Х) = 1/3.

2. Выбор случайно хорды зададим случайным выбором точки осно-
вания перпендикуляра, опущенного из центра окружности на хорду.
Тогда область благоприятных исходов есть вписанный в правильный
треугольник круг радиусом r = 1/2 (рис. 1.11, б), поэтому

P(X) = = 1/4.
π(1/2)2

—————
π

Задание 1.24. Найдите ошибку в следующем рассуждении: ставим
первую точку на окружность произвольно, тогда вторая точка всегда
находится на той же полуокружности, а для третьей точки вероятность
попасть в ту же полуплоскость равна 1/2.







0 < x + y < 2πr,
x + y > πr,
x < πr,
y < πr,

AB BC» BC» »

Рис. 1.11. К задаче 1.57



3. Выбор случайно хорды зададим случайным выбором расстояния
по произвольному диаметру от центра окружности (рис. 1.11, в). Тогда,
чтобы длина хорды была больше ���3, расстояние от выбранной точки
до центра окружности должно быть меньше 1/2, так что Р(Х) = 1/2.

Контрольные вопросы и задания
1. Как проверяется адекватность модели? Приведите примеры выбора

моделей.
2. Каково соответствие схем выбора и размещений?
3. Что такое гипергеометрическая схема и ее обобщение? Приведите

примеры.
4. Выпишите формулу сложения вероятностей для трех произвольных

событий.
5. Выпишите формулу умножения вероятностей для пяти произволь-

ных событий.
6. В чем сходство и различие в постановках задач на ФПВ и ФБ?
7. Когда пуассоновская, полиномиальная и обобщенная схемы незави-

симых испытаний совпадают с биномиальной?
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Глава 2
ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В результате изучения данной главы студенты должны:
знать
• основные вероятностные распределения дискретного и непрерывно-

го типов и их моменты;
уметь
• решать задачи на свойства вероятностных распределений;
владеть
• навыками нахождения вероятностных распределений и их числовых

характеристик.

В главе вводятся понятия случайной величины (СВ) и закона ее
распределения — это одни из главных понятий теории вероятнос-
тей. Изучаются способы задания законов распределения СВ дис-
кретного и непрерывного типов и их свойства. Акцентируется вни-
мание на наиболее важных с теоретической и практической точек
зрения распределениях дискретного и непрерывного типов с по-
дробным их рассмотрением и установлением связей между ними —
точных и асимптотических.

Вводятся понятия различных числовых характеристик (момен-
тов) СВ, выделяются наиболее важные и используемые из них,
прежде всего это математическое ожидание и дисперсия СВ, и по-
дробно изучаются их свойства.

Изучается корреляционная теория и объясняется ее примене-
ние для расширения ранее рассмотренных свойств основных мо-
ментов распределений.

Вопросы настоящей главы лежат в основе освоения всех других
вероятностных дисциплин и составляют главную часть вероятно-
стного образования современного выпускника вуза.



2.1. Одномерная случайная величина

Определение 2.1. Случайной величиной (СВ) ξ = ξ(ω) называ-
ется любая действительная функция, определенная на пространст-
ве элементарных исходов Ω = {ω}, такая что для любого действи-
тельного x {ω: ξ(ω) < x} ∈ A — алгебре событий.

Смысл этого определения в том, что, так как для любого элемен-
та множества А определена его вероятность, имеет смысл говорить
о вероятности события {ξ < x}.

Для дальнейшего покажем, что тогда выполнены аналогичные
соотношения для следующих событий:

а) {ξ 	 x} ∈ A;
б) для x1 < x2 {x1 
 ξ < x2} ∈ A;
в) {ξ = x} ∈ A,

а значит, определены вероятности этих событий.

Доказательство. Так как множество А замкнуто относительно опера-
ций сложения, умножения и дополнения не более чем в счетном числе,
то можно записать:

а) {ξ 	 x} = {ξ < x} ∈ A;
б) для x1 < x2 {x1 
 ξ < x2} = {ξ 	 x1}{ξ < x2} ∈ A;

в) {ξ = x} = {x 
 ξ < x + 1/n} ∈ A.

Задать закон распределения СВ — это значит установить соот-
ветствие между всеми возможными значениями и вероятностями
этих значений.

По способам задания законов распределения СВ делят на дис-
кретные и непрерывные.

Дискретная СВ принимает конечное или счетное множество
значений.

Непрерывная СВ заполняет сплошь конечный или бесконеч-
ный промежуток числовой оси (т.е. принимает множество значе-
ний мощностью континуум).

2.1.1. Задание дискретной случайной величины

Рассмотрим наиболее распространенный способ задания закона
распределения в виде ряда распределения на примерах основных
распределений дискретного типа.

Ряд распределения — это таблица, состоящая из двух граф:
в верхней — имя случайной величины X и все ее возможные значе-
ния в возрастающем порядке без повторов, в нижней — вероятнос-
ти этих значений pk = P(X = xk), т.е. ряд распределения представля-
ет из себя способ задания закона распределения дискретной СВ Х:

�

Π
n=1
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Свойства ряда распределения:
1) так как события {X = x1}, …, {X = xk} есть полная группа не-

совместных событий, то pk = 1;

2) pk 	 0.
Замечание 2.1. Для проверки на ряд распределения нужно про-

верять выполнение свойств 1 и 2.

2.1.2. Основные распределения дискретного типа

1. Вырожденное распределение.
СВ X = C (С — const).

2. Бернуллиевское распределение.
СВ Xi — число успехов в одном из испытаний Бернулли; p =

= P(A); q = P(A); p + q = 1.

Обозначение распределения: СВ Xi ~ B(1, p).
3. Биномиальное распределение.
СВ X — число успехов в n испытаний Бернулли; вероятности

pk = Р(Х = m) = Cn
kpkqn–k, k = 0, ..., n,

где p — вероятность успеха в одном испытании Бернулли.

Проверка на распределение:

pk = Cn
kpkqn–k = (p + q)n = 1n = 1.

Обозначение распределения: СВ X ~ B(n, p).
4. Пуассоновское распределение.
СВ Х — число редких событий. X имеет пуассоновское распре-

деление, если

pk = P(X = k) = ; λ > 0, k = 0, 1, 2, ..., �.
λke–λ

———
k!

n

Σ
k=0

n

Σ
k=0

X 0 1 … n

P p0 p1 … pn

X 0 1

P q p

X C

P 1

n

Σ
k=1

X x1 x2 x3 … xn

P p1 p2 p3 … pn



Проверка на распределение:

pk = = e–λ = 1.

Обозначение распределения: X ~ π(λ).
5. Геометрическое распределение.
СВ Xi — число испытаний Бернулли до появления первого успе-

ха включительно. Пусть р — вероятность успеха в одном испыта-
нии Бернулли. Тогда

pk = P(Xi = k) = pqk–1, k = 1, 2, ..., �.

Проверка на распределение:

pk = pqk–1 = p qk–1 = p = 1.

Обозначение распределения: СВ Xi ~ G(р).
6. Сдвинутое геометрическое распределение.
СВ Yi — число неудач до появления первого успеха в испытании

Бернулли. Вероятности

pk = P(Yi = k) = pqk, k = 0, 1, 2, ..., �.

Проверка на распределение:

pk = pqk = p qk = p = 1.

Обозначение распределения: СВ Yi ~ сдG(р).
7. Распределение Паскаля.
CВ Z1 — число испытаний Бернулли до r-го успеха включитель-

но. Вероятности

pk = P(Z1 = k) = Ck–1
r–1prqk–r, k = r, r + 1, ..., �.

Проверка на распределение:

Обозначение распределения: Z1 ~ Па(r, р).
8. Отрицательное биномиальное распределение.
CВ Z2 — число неудач r-го успеха включительно. Вероятности

pk = P(Z2 = k) = C k
k+r–1p

rqk, k = 0, 1, ..., �.

1
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Проверка на распределение:

pk = C k
k+r–1p

rqk = �k + r = m� = Cm–1
m–rprqm–r = Cm–1

r–1 prqm–r = 1

по результату проверки распределения Паскаля в п. 7.
Обозначение распределения: Z2 ~ OB(r, р).
9. Гипергеометрическое распределение.
X — число элементов первого типа в выборке объема n из N раз-

личных элементов, среди которых M — первого типа. Вероятность

pk = P(X = k) = .

Проверка на распределение: требуется доказать, что при
k1 
 k 
 k2, где k1 = max{0, n – N + M}, k2 = min{M, n},

pk = = 1,

а это эквивалентно равенству C k
MCN–M

n–k = C n
N (равенство Вандер-

монда), которое следует по формуле бинома Ньютона из очевидно-
го соотношения (1 + x)N = (1 + x)M(1 + x)N–M приравниванием коэф-
фициентов при xn справа и слева.

Обозначение распределения: X ~ H(N, M, n).

2.1.3. Связи распределений

Сначала рассмотрим точные связи распределений.
1. Связь биномиальной СВ с бернуллиевскими.
Если СВ X ~ B(n, р), СВ Xi ~ B(1, р) и СВ {Xi} независимы, тогда:
а) B(n, p)n=1 = B(1, p);

б) X = Xi.

2. Связи между случайными величинами, приведенными в пре-
дыдущем подпараграфе в п. 5—7, представлены на рис. 2.1. Здесь
схематично изображены серии испытаний Бернулли с обозначени-
ями: «–» — неудача; «+» — удача; Xi — длина i-й серии; Yi — коли-
чество подряд идущих неудач i-й серии, i = 1, …, r ; Z1 — суммарная
длина r серий; Z2 — суммарное число неудач в r сериях.

Можно отметить следующие соотношения:
1) Xi = Yi + 1;
2) Z1 = Z2 + r;

3) Z1 = Xi, где {Xi} — независимые случайные величины, оди-

наково распределенные по закону G(р);
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4) Z2 = Yi, где {Yi} — независимые случайные величины, оди-

наково распределенные по закону сдG(р);
5) G(р) ~ Па(r = 1, p);
6) сдG(p) ~ ОB(r = 1, p).
Следующие два утверждения задают асимптотические связи

распределений.
Утверждение 2.1. Пусть СВ X ~ H(N, M, n) и условия асимпто-

тики следующие:

N, M  �,  p, 0 < p < 1, (2.1)

тогда

P(X = k) =  Cn
kpkqn–k.

Доказательство. В условиях асимптотики (2.1) будем исследовать по-
ведение гипергеометрической вероятности P(X = k):

так как
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Рис. 2.1. Связи между случайными величинами
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Утверждение 2.2 (Теорема Пуассона). Пусть СВ X ~ B(n, p)
и условия аcимптотики следующие:

n  �, p  0 (успех — редкое событие), np = λ — const > 0. (2.2)
Тогда

Cn
kpkqn–k = .

Доказательство. В условиях асимптотики (2.2) будем исследовать по-
ведение биномиальной вероятности P(X = k):

2.1.4. Функция распределения случайной величины
и ее свойства

Определение 2.2. Функцией распределения называется функ-
ция F(x) = P(X < x), где Х — случайная величина; х — любое дейст-
вительное значение.

Функция F(x) — это способ задания закона распределения лю-
бой случайной величины: дискретной или непрерывной.

Свойства F(x):
1) 0 
 F(x) 
 1;
2) F(–�) = 0, F(�) = 1;
3) F(x) — неубывающая функция по х;
4) F(x) — непрерывная функция слева.

Доказательство. 1. Очевидно, так как F(x) — это вероятность события
(X < x).

2. F(x) = P(X < x), поэтому F(–�) = 0 как вероятность невозможного
события, а F(�) = 1 как вероятность достоверного события.

3. Пусть x1 < x2. Рассмотрим события A = (X < x1); B = (X < x2); C =
= (x1 
 X < x2) (рис. 2.2).

Тогда B = A + C, где события А и С несовместны, поэтому по аксиоме
конечной аддитивности P(B) = P(A) + P(C), или P(X < x2) = P(X < x1) +
+ P(x1 
 X < x2), или F(x2) = F(x1) + P(x1 
 X < x2), откуда в силу неотрица-
тельности слагаемого P(x1 
 X < x2) следует F(x2) 
 F(x1), ч.т.д.

(2.2) (2.2)
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Рис. 2.2. К доказательству свойств F(x)
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4. Выберем возрастающую последовательность x1 < x2 < … < xn < …, схо-
дящуюся к х (например, xn = x – 1/n). Пусть An = {xn 
 X < x}, тогда {An}
удовлетворяет аксиоме непрерывности, т.е. A1 ⊃ A2 ⊃ ..., так что

An = � � P(An) = 0.

Отсюда следует, что

P(An) = P(xn 
 X < x) = (F(x) – F(xn)) =

= F(x) – F(xn) = F(x) – F(x – 0),

т.е. F(x – 0)  F(x), ч.т.д.

Следствия из свойства 3 функции распределения F(x):
1) P(x1 
 X < x2) = F(x2) – F(x1) для x1 < x2;
2) P(X = α) = (F(β) – F(α)). Значит, если Х = α — точка не-

прерывности F(x), то P(X = α) = 0, а если в точке Х = α функция
F(x) разрывна, то P(X = α) равна величине скачка F(x) в точке α.

Рассмотрим задачи на построение F(x) (графически и аналити-
чески).

Задача 2.1. Дан ряд распределения дискретной СВ Х:

Найти F(x) графически и аналитически.
Решение

F(x) = P(X < x) = =

F(x) — ступенчатая функция — функция распределения дискрет-
ной случайной величины (рис. 2.3).
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Рис. 2.3. К задаче 2.1
Задача 2.2. Дана F(x) СВ Х, полученная в задаче 2.1. Найти ряд рас-

пределения СВ Х.
Решение
По следствию 2 СВ Х принимает с ненулевой вероятностью те же зна-

чения, в которых ее функция распределения F(x) разрывна, т.е. верх-



няя графа ряда распределения СВ Х есть числа 1; 2; 4. По тому же след-
ствию 2 значения вероятностей СВ Х в этих точках есть скачки функ-
ции распределения в этих точках. По данным F(x) получаем Р(X = 1) =
= 0,2 – 0 = 0,2; Р(X = 2) = 0,5 – 0,2 = 0,3; Р(X = 4) = 1 – 0,5 = 0,5, т.е. в ниж-
ней графе ряда распределения получаем соответственно числа 0,2; 0,3;
0,5. Полученный ряд распределения совпадает с данными в задаче 1.

Замечание 2.2. В задаче 2.1 хорошо прослеживаются все пере-
численные выше свойства F(x) на ее графике.

Замечание 2.3. Из рассмотренных задач очевидно, что для дискрет-
ной СВ Х ряд распределения (который является способом задания
закона распределения дискретной СВ Х) и функция распределе-
ния F(x) находятся во взаимно-однозначном соответствии. А зна-
чит, F(x) является способом задания закона распределения СВ Х.

Задача 2.3. Из пяти ключей два подходят к двери. Построить ряд
распределения (а также F(x) в случае а)) для числа х выборов ключей
до нужного, если ключи выбирают:

а) без возвращения;
б) с возвращением.
Решение
а) p1 = 2/5 = 0,4; p2 = 3/5 · 2/4 = 0,3; p3 = 3/5 · 2/4 · 2/3 = 0,2; p4 =

= 3/5 · 2/4 · 1/3 · 1/2 = 0,1;

F(x) построить самостоятельно;
б) pk = pqk–1 = 0,4 · 0,6k–1 (A — успех: выбор нужного ключа; p(A) =

= 0,4 = p; q = 1 – p = 0,6).

Задача 2.4. Стрелок имеет четыре патрона и ведет стрельбу:
а) до первого попадания;
б) двух попаданий подряд;
в) двух попаданий не обязательно подряд;
г) двух попаданий не обязательно подряд или пока есть такая воз-

можность;
д) двух попаданий подряд или пока есть такая возможность.
Построить ряд распределения числа x выстрелов.

Задание 2.1. Из шести ключей один подходит к двери. Построить
ряд распределения (а также F(x) в случае а)) для числа x выборов клю-
чей до нужного, если ключи выбирают:

а) без возвращения;
б) с возвращением.

X 1 2 3 … k …
P p1 p2 p3 … pk …

X 1 2 3 4
P p1 p2 p3 p4
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Решение
Пусть p — вероятность попадания при каждом выстреле.
а) Строим ряд: p1 = p; p2 = qp; p3 = q2p; p4 = q3.
Проверка: p + qp + q2p + q3 = 1 – q + q(1 – q) + q2(1 – q) + q3 = 1 – q +

+ q – q2 + q2 – q3 + q3 = 1.
б) Строим ряд: p2 = p2; p3 = qp2; p4 = pq + pq2 + q2.
Проверка: p2 + qp2 + pq + pq2 + q2 = p2 + q2 + pq(p + q + 1) = p2 + q2 +

+ 2pq = (p + q)2 = 1.
в) Строим ряд: p2 = p2; p3 = 2qp2; p4 = q + 2pq2.
Проверка: p2 + 2qp2 + 2pq2 + q2 = p2 + q2 + 2pq(p + q) = (p + q)2 = 1.
г) p2 = p2; p3 = 2qp2; p4 = 3pq2.
Проверка: p2 + 2qp2 + 3pq2 + q3 = p2 + q3 + pq(2p + 3q) = p2 + q3 +

+ pq(2 – 2q + 3q) = p2 + q3 + pq(2 + q) = p2 + q3 + 2pq + pq2 = p2 + 2pq +
+ q2(p + q) = (p + q)2 = 1.

д) p2 = p2; p3 = p2 + 2q2p + q3 = q(p2 + 2qp + q2) = q; p4 = pq2 + p2q = pq.
Проверка: p2 + q + pq = p2 + 1 – p + p(1 – p) = p2 + 1 – p + p – p2 = 1.

Задача 2.5. Два бомбардировщика поочередно сбрасывают бомбы
на цель до первого попадания. Вероятности попадания в цель первого
р1 = 0,7, а второго — р2 = 0,8. Построить ряд распределения числа x
сброшенных бомб, если их боезапас неограничен.

Решение

Проведите проверку на распределение самостоятельно.

2.1.5. Непрерывная случайная величина

Дан ряд распределения СВ Х

X x1 x2 … xk

P p1 p2 ... рk

Задание 2.6. Из колоды (52 карты) наугад извлекают 12 карт. По-
стройте ряд распределения числа х тузов среди выбранных карт.

Задание 2.5. В урне шесть шаров с номерами 1, 2, 3, 4, 5, 6. Шары
извлекают наугад без возвращения до извлечения шара с номером > 4.
Постройте ряд распределения числа х номеров извлеченных шаров.

Задание 2.4. В урне четыре шара с номерами 1, 2, 3, 4. Вынули на-
угад два шара. Постройте ряд распределения суммы х номеров извле-
ченных шаров и F(x) для СВ X.

Задание 2.3. Решите задачу 2.5, если у каждого бомбардировщика
по три бомбы.

X 1 2 3 4 ... … 2n …
P 0,7 0,3 · 0,8 0,3 · 0,2 · 0,8 0,32 · 0,2 · 0,8 ... … 0,3n · 0,2n–1 · 0,8 …

Задание 2.2. Решить задачу 2.4 в случаях трех (а затем пяти) патро-
нов.
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Это система точек с координатами х1, …, хk, в которых соответст-
венно находятся массы р1, …, рk, так что суммарная масса равна 1.

Будем неограниченно уплотнять эти точки, сохраняя суммар-
ную единичную массу. Тогда в пределе мы будем размазывать эту
единичную массу по всей оси абсцисс или ее части. В этом случае
вероятность попадания на любой интервал будет интерпретиро-
ваться как масса этого участка оси абсцисс. Введем функцию
f(x) — удельную плотность массы в точке х, или плотность распре-
деления СВ Х. Тогда

f(x) = ,

что по следствию 1 из свойства 3 функции распределения означает:

f(x) = F �(x); (2.2)
f(x)dx = P(X ∈ (x, x + dx)) (элемент вероятности).

Тогда

F(x) = P(–� < X < x) = f(t)dt. (2.3)

В связи с формулами (2.2) и (2.3) f(x) называют еще дифферен-
циальной функцией распределения, а F(x) — интегральной функ-
цией распределения.

Дадим графическую иллюстрацию связи f(x) c F(x) (рис. 2.4).
Вероятность попадания в интервал (α, β) для непрерывной СВ Х

(рис. 2.5):

P(α < X < β) = P.

x

∫
–�

P(x 
 X < x + dx)
————————————

dx
lim

dx0

Рис. 2.4. Связь f(x) c F(x) Рис. 2.5. Вероятность попадания
в интервал

1. Пусть известно f(x). Тогда из (2.2) P = f(x)dx.

2. Пусть известно F(x). Тогда из (2.3) P = F(β) – F(α).
А это значит, что через задание F(x) и f(x) устанавливаются со-

ответствия между любыми интервалами оси абсцисс и вероятнос-
тью туда попасть СВ Х, а значит, они являются способами задания
закона распределения непрерывной СВ Х.

β

∫
α



Свойства f(x):
1) f(x) 	 0;

2) f(x)dx = 1 (условие нормировки).

Замечание 2.4: а) для проверки функций на плотность распреде-
ления нужно проверять свойства 1 и 2; б) плотность распределения
можно задавать с точностью до константы, которая определяется
из условия нормировки; в) бесконечные пределы интегрирования
нужно заменять на концы интервала, на котором f(x) � 0.

Задача 2.6. Дана

Найти F(x).
Решение

Задание 2.8. Дана плотность распределения

f x
x

x x
x
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0 1

1 2 1 3
1 3
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>







Найдите: а) P(1,5 < X < 2,5); б) P(2,5 < X < 3,5).

Задание 2.7. Дана плотность распределения

f x
x

A x x x
x
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Найдите: а) неизвестную константу A (из условия нормировки);
б) P(1 < X < 2). Постройте график f(x).
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2.1.6. Основные распределения непрерывного типа

Сначала рассмотрим вспомогательную задачу.
Задача 2.7. СВ X имеет FX(x) и fX(x), Y = AX + B, где А и В — соnst.

Найти FY(x) и fY(x).
Решение

1. Равномерное распределение на отрезке [a; b].
Определение 2.3. Распределение равномерно на отрезке, если

его плотность на этом отрезке постоянна, а вне отрезка равна нулю.
Обозначение: СВ Y ~ R[a; b] означает, что СВ Y равномерно рас-

пределена на отрезке [a; b]. В частности, при а = 0 и b = 1 имеем
приведенное равномерное распределение на отрезке [0; 1] СВ Х.

Графики плотностей распределения СВ Х и Y приведены на
рис. 2.6.

Аналитически плотности распределения СВ X и Y имеют вид
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Задание 2.10. Дана функция распределения

F x
x
x x

x
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, .
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0 2
0 5 1 2 3
1 3
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−
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J J

Найдите: а) P(X < 0,2); б) P(X < 3); в) P(X 	 5).

Задание 2.9. Дана функция распределения

F x
x

x x
x
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=
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2 2 3
1 3

2

J
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Найдите f(x).
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Константы с1 и с2 определены из условий нормировки:

Связь СВ X и Y выражается соотношениями

X = и Y = X(b – a) + a.

Функции распределения СВ X и Y:

Отсюда, в частности, при а = 0, b = 1 следует, что

Графики функций распределения СВ X и Y FX (x) и FY (x) приве-
дены на рис. 2.7.
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Рис. 2.6. Графики плотности распределения
равномерно распределенной СВ

Рис. 2.7. Графики функции распределения
равномерно распределенной СВ
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Замечание 2.5. Плотности распределения и функции распреде-
ления можно пересчитывать друг из друга по вышеприведенной
вспомогательной задаче 2.7.

2. Нормальное распределение.
Определение 2.4. СВ Х имеет нормальное распределение (обо-

значается это так: X ~ N(a, σ)), если ее плотность распределения

Нормальное распределение СВ X0 называется стандартным, ес-
ли a = 0, σ = 1 (обозначается X0 ~ N(0, 1)). Плотность распределе-
ния fX 0

, очевидно, имеет вид

Проверка на распределение fX(x): fX(x) 	 0 (это очевидно) и

так как (интеграл Пуассона), т.е. условие нормиров-

ки выполняется.
Графики плотности распределения СВ X и Х0 представлены на

рис. 2.8.
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Рис. 2.8. Графики плотности нормального распределения

Отсюда видно, что a — параметр сдвига (a — абсцисса оси сим-
метрии графика fX(x) и его максимума), а σ — величина, обратно
пропорциональная крутизне (ординате максимума).

Связь СВ X и X0. Из графиков плотности СВ Х и Х0 следует, что
эти СВ линейно связаны: Х0 = (Х – a)/σ и X = σХ0 + a.



Функции распределения СВ FX(x) и FX 0
(x) следующие:

Для определения значений функций нормального распределе-
ния используются специальные табличные функции:

• — четная функция «фи»;

• — нечетная функция Лапласа.

Для установления полезности табличных функций для произ-
вольного нормального распределения СВ X ~ N(a, σ) рассмотрим
несколько задач.

Задача 2.8. Пусть X ~ N(a, σ), α и β — const. Найти P = P(α < X < β).
Решение

Это вероятность попадания нормальной величины X ~ N(a, σ) в про-
извольный промежуток (α; β).

Задача 2.9. Пусть X ~ N(a, σ). Найти P(| X – a | < δ).
Решение

P(| X – a | < δ) = P(a – δ < X < a + δ) = {по задаче 1} =

Таким образом, P(| X — a | < δ) =

В частности, при δ = 3σ и по таблицам ϕ(x) имеем

P(| X — a | < 3δ) = 2ϕ(3) = 0,9973.
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Полученная в задаче 2.9 формула выражает правило трех сигм.
Оно означает, что с вероятностью 0,9973 (близкой к 1) значения СВ
для нормального распределения заключены в интервале (a – 3σ;
a + 3σ), что является характерным свойством нормального распре-
деления X ~ N(a; σ).

Задача 2.10. Установить связь FX(x) и fX(x) с FX0
(x), fX0

(x), ϕ(x)
и Φ(x).

Решение

FX(x) = P(–� < X < x) =

3. Гамма-распределение ΓΓαα, λλ.
Оп ре де ле ние 2.5. СВ Х име ет гам ма-рас пре де ле ние (Х ~ Γα, λ),

ес ли ее плот ность име ет вид

где α > 0, λ > 0 — const; — гам ма-функ ция.

Функ ция рас пре де ле ния

По дроб но про гам ма-рас пре де ле ние см. в па ра гра фе 4.3.
Важ ный ча ст ный слу чай — α = 1 — со от вет ст ву ет экс по нен ци -

аль но му рас пре де ле нию.
3а. Экс по нен ци аль ное (по ка за тель ное) рас пре де ле ние.
Плот ность экс по нен ци аль но го рас пре де ле ния

функ ция рас пре де ле ния

Их гра фи ки пред став ле ны на рис. 2.9.
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4.�Рас пре де ле ние Ко ши.
Оп ре де ле ние 2.6. СВ Х име ет рас пре де ле ние Ко ши (X ~ K), ес -

ли ее плот ность есть f(x) = 1/[π(1 + x2)].
Связь с рав но мер ным рас пре де ле ни ем. Рас пре де ле ние Ко ши

име ют точ ки пе ре се че ния c осью Ox рав но мер но вра ща ю ще го ся во -
круг точ ки О1 с ко ор ди на та ми (0; 1) лу ча (рис. 2.10), ϕ — угол по -

во ро та лу ча от оси Оy; СВ ϕ ~ R .−





π π
2 2

;

Рис. 2.9. Плот ность и функ ция экс по нен ци аль но го рас пре де ле ния

Рис. 2.10. Связь рас пре де ле ния Ко ши с рав но мер ным рас пре де ле ни ем

До ка за тель ст во. Пусть СВ X ~ R[a; b], где a = – , b = , при чем СВ Х

и ϕ свя за ны ко ор ди на та ми X = tg ϕ, тог да ϕ = arctg x.

—�это функ ция рас пре де ле ния Ко ши, ч.т.д.

Рас смо т рим за да чи на при ме не ние за ко нов рас пре де ле ния.

За да ча 2.11. Слу чай ная ве ли чи на Х рас пре де ле на по нор маль но му
за ко ну. Па ра ме т ры этой ве ли чи ны а и со от вет ст вен но рав ны 30 и 10.
Най ти ве ро ят ность то го, что Х при мет зна че ние, при над ле жа щее ин -
тер ва лу (10; 50).
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Ре ше ние

Вос поль зу ем ся фор му лой P(α < X < β) = . По

ус ло вию α = 10, β = 50, σ = 10, сле до ва тель но,

По таб ли це на хо дим Φ(2) = 0,4772. От сю да ис ко мая ве ро ят ность
P(10 < X < 50) = 2 · 0,4772 = 0,9544.

За да ча 2.12. СВ X ~ N(a, σ), a = 20, σ = 10. Най ти P(| X – a | < 3).
Ре ше ние

Вос поль зу ем ся фор му лой .�По ус ло вию a = 20,

σ = 10, δ = 3, сле до ва тель но,

По таб ли це на хо дим Ф(0,3) = 0,1179. От сю да ис ко мая ве ро ят ность
P(| X – 20 | < 3) = 0,2358.

За да ча 2.13. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи на Х рас пре де ле на по
по ка за тель но му за ко ну с плот но с тью

Най ти ве ро ят ность то го, что в ре зуль та те ис пы та ния Х по па дет
в ин тер вал (0,3; 1).

Ре ше ние
По ус ло вию λ = 2. Вос поль зу ем ся фор му лой P(a < X < b) = e–λa – e–λb:

P(0,3 < X < 1) = e–2 · 0,3 – e–2 · 1 = 0,41.

2.2. Дву мер ная слу чай ная ве ли чи на

Оп ре де ле ние 2.7. Дву мер ная слу чай ная ве ли чи на — это па ра
слу чай ных чи сел (X, Y), или точ ка на ко ор ди нат ной пло с ко сти
(рис. 2.11).
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Дву мер ная слу чай ная ве ли чи на — это ча ст ный слу чай мно го -
мер ной слу чай ной ве ли чи ны, или слу чай но го век то ра.

Оп ре де ле ние 2.8. Слу чай ный век тор — это слу чай ная функ -
ция ξ(t) с ко неч ным мно же ст вом воз мож ных зна че ний ар гу мен та t, зна-
че ние ко то рой при лю бом зна че нии t яв ля ет ся слу чай ной ве ли чи ной.

Дву мер ная слу чай ная ве ли чи на на зы ва ет ся не пре рыв ной, ес ли
ее ко ор ди на ты не пре рыв ны, и дис крет ной, ес ли ее ко ор ди на ты дис -
крет ны.

За дать за кон рас пре де ле ния дву мер ных слу чай ных ве ли чин —
это зна чит ус та но вить со от вет ст вие меж ду ее воз мож ны ми зна че -
ни я ми и ве ро ят но с тью этих зна че ний. По спо со бам за да ния слу -
чай ные ве ли чи ны де лят ся на не пре рыв ные и дис крет ные, хо тя есть
об щие спо со бы за да ния за ко на рас пре де ле ния лю бой СВ.

Дис крет ная дву мер ная слу чай ная ве ли чи на

Дис крет ная дву мер ная слу чай ная ве ли чи на за да ет ся с по мо щью
таб ли цы рас пре де ле ний (табл. 2.1).

Таб ли ца 2.1

Таб ли ца рас пре де ле ния (сов ме ст ное рас пре де ле ние) СВ (X, Y)

Эле мен ты таб ли цы оп ре де ля ют ся фор му лой
pij = P(X = xi, Y = yj), i = 1, ..., n, j = 1, ..., m.

Свой ст ва эле мен тов таб ли цы рас пре де ле ния:
1)�pij 	 0;

2) pij = 1.

Рас пре де ле ние по каж дой ко ор ди на те на зы ва ет ся од но мер ным
или мар ги наль ным:

pi
(1) = P(X = xi) — мар ги наль ное рас пре де ле ние СВ Х;

pj
(2) = P(Y = yj) — мар ги наль ное рас пре де ле ние СВ Y.

Связь сов ме ст но го рас пре де ле ния СВ X и Y, за дан но го мно же -
ст вом ве ро ят но с тей {pij }, i = 1, ..., n; j = 1, ..., m (таб ли цей рас пре де -
ле ния), и мар ги наль но го рас пре де ле ния.

n

Σ
i=1

m

Σ
j =1

X
Y

y1 y2 … yj … ym

x1 p11 p12 … p1j … p1m

x2 p21 p22 … p2j … p2m

… … … … … … …
xi pi1 pi2 … pij … pim

… … … … … … …
xn pn1 pn2 … pnj … pnm



Для СВ X

Ана ло гич но для СВ Y pi
(2) = pij.

За да ча 2.14. Да но:

Най ти мар ги наль ные рас пре де ле ния.
Ре ше ние
Из свя зи сов ме ст но го и мар ги наль ных рас пре де ле ний по лу чим сле -

ду ю щие мар ги наль ные ря ды рас пре де ле ний СВ X и Y:

Не пре рыв ная дву мер ная слу чай ная ве ли чи на

f(x, y)dxdy — эле мент ве ро ят но с ти для дву мер ной слу чай ной ве -
ли чи ны (X, Y) — ве ро ят ность по па да ния слу чай ной ве ли чи ны (X, Y)
в пря мо уголь ник со сто ро на ми dx, dy при dx, dy  0:

f(x, y)dxdy = P((X, Y) ∈ �dxdy).

f(x, y) — плот ность рас пре де ле ния дву мер ной слу чай ной ве ли -
чи ны (X, Y). За да ни ем f(x, y) мы да ем пол ную ин фор ма цию о рас -
пре де ле нии дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны.

Мар ги наль ные рас пре де ле ния за да ют ся сле ду ю щим об ра зом:
по X — плот но с тью рас пре де ле ния СВ Х f1(х); по Y — плот но с тью
рас пре де ле ния СВ Y f2(y).

За да ние за ко на рас пре де ле ния дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны
функ ци ей рас пре де ле ния

Уни вер саль ным спо со бом за да ния за ко на рас пре де ле ния для
дис крет ной или не пре рыв ной дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны яв -
ля ет ся функ ция рас пре де ле ния F(x, y).

Оп ре де ле ние 2.9. Функ ция рас пре де ле ния F(x, y) — ве ро ят -
ность сов ме ст но го по яв ле ния со бы тий {X < x} и {Y < y}, т.е. F(x0, y0) =
= P(X < x0, Y < y0) — это ве ро ят ность точ ки с ко ор ди на та ми (x, y), бро -
шен ной на ко ор ди нат ную пло с кость, по пасть в бес ко неч ный ква д рант
с вер ши ной в точ ке М(x0, y0) (в за шт ри хо ван ную на рис. 2.12 об ласть).

X
Y

6 7 8
5 0 0,2 0,3
9 0,1 0 0,4

X 5 9
P 0,5 0,5

Y 6 7 8
P 0,1 0,2 0,7

n

Σ
i=1

(1)

ФПВ
1

1 1

= ( = ) ( = ) ( = / = )==

= ( = , = )= .

m

i i j i i
j

m m

i j ij
j j

p P X x P Y y P X x Y y

P X x Y y p
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Свой ст ва функ ции F(x, y):
1)�0 
 F(x, y) 
 1;
2)�F(–�, –�) = F(x, –�) = F(–�, y) = 0; F(�, �) = 1;
3)�F(x, y) — не убы ва ю щая по каж до му ар гу мен ту;
4)�F(x, y) — не пре рыв на сле ва и сни зу;
5)�со гла со ван но с ть рас пре де ле ний:
F(x, �) — мар ги наль ное рас пре де ле ние по Х: F(x, �) = F1(x);
F(y, �) — мар ги наль ное рас пре де ле ние по Y: F(�, y) = F2(y).
Связь f(x, y) с F(x, y):

Связь сов ме ст ной плот но с ти с мар ги наль ной. Да на f(x, y). По -
лу чим мар ги наль ные плот но с ти рас пре де ле ния f1(x), f2(y):

Слу чай не за ви си мых ко ор ди нат дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны

Оп ре де ле ние 2.10. СВ X и Y не за ви си мы (нз), ес ли не за ви си мы
лю бые со бы тия, свя зан ные с каж дой из этих СВ. Из оп ре де ле ния
нз СВ сле ду ет:

1)�pij = pi
(1)pj

(2);
2)�F(x, y) = F1(x)F2(y).
Ока зы ва ет ся, что для не за ви си мых СВ X и Y вы пол не но и
3)�f(x, y) = f1(x)f2(y).
До ка жем, что для не за ви си мых СВ X и Y 2) � 3).

До ка за тель ст во. а) Пусть вы пол не но 2), т.е.

F x y F x F y f u du f v dv f u f v dudv
x y y

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = =1 2 1 2 1 2
−∞ −∞ −∞
∫ ∫ ∫∫∫

−∞

x

,

f x F x
d

dx
F x

d
dx

f u v dudv f u v dv
x

1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )= = = =′ ∞
−∞

+∞

−∞ −∞

+∞

∫∫ ∫∫

∫
−∞

+∞

;

( ) ( , ) .f y f u v du2 =

∂
∂ ∂ −∞−∞

∫∫
2F x y

x y
f x y F x y f u v dudv

yx( , )
( , ); ( , ) ( , ) .= =

Рис. 2.12. Ил лю с т ра ция функ ции рас пре де ле ния F(x, y)



в то же вре мя от ку да и сле ду ет 3);

б)�пусть те перь вы пол не но 3), тог да

т.е. вер но 2).

Рас смо т рим за да чи.

За да ча 2.15. Рас пре де ле ние за да но сле ду ю щей таб ли цей:

За ви си мы ли СВ X и Y? По ст ро ить F(x, y).
Ре ше ние
Стро им мар ги наль ные рас пре де ле ния:

По лу ча ем P(X = 3, Y = 4) = 0,17 � P(X = 3)P(Y = 4) = 0,1485 �
� СВ X и Y за ви си мы.

Функ ция рас пре де ле ния:

F(x, y) = P(X < x, Y < y) = 

За да ча 2.16. Рас пре де ле ние за да но сле ду ю щей таб ли цей:

За ви си мы ли СВ X и Y?
Ре ше ние
Стро им мар ги наль ные рас пре де ле ния:

X 1 3
P1 0,2 0,8

Y 2 4
P2 0,3 0,7

X
Y

2 4
1 0,06 0,14
3 0,24 0,56

X
Y

4 5
3 0,17 0,10

10 0,13 0,30
12 0,25 0,05

F x y f u v dudv
yx

( , ) ( , ) ,=
−∞−∞
∫∫













0 при x 
 3 или y 
 4,
0,17 при 3 < x 
 10, 4 < y 
 5,
0,27 при 3 < x 
 10, y > 5,
0,3 при 10 < x 
 12, 4 < y 
 5,
0,7 при 10 < x 
 12, y > 5,
0,55 при x > 12, 4 < y 
 5,
1 при x > 12, y > 5.

X 3 10 12
P1 0,27 0,33 0,3

Y 4 5
P2 0,55 0,45

F x y f u v dudv f u f v dudv

f u du

yx yx

( , ) ( , ) ( ) ( )

( )

= = =

=

−∞−∞ −∞−∞

−

∫∫ ∫∫ 1 2

1
∞∞ −∞
∫ ∫
x y

f v dv F x F y2 1 2( ) ( ) ( ),=
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По лу ча ем P11 = 0,2 · 0,3 = 0,06; P12 = 0,2 · 0,7 = 0,14; P21 = 0,8 · 0,3 =
= 0,24; P22 = 0,8 · 0,7 = 0,56 � СВ X и Y нз.

За да ча 2.17. Да на f(x, y) = 1/π · exp[–0,5(x2 + 2xy + 5y2)]. Най ти
f1(x) и f2(y).

Ре ше ние

(до счи тай те са мо сто я тель но).

2.3. Чис ло вые ха рак те ри с ти ки слу чай ных ве ли чин

Ос нов ны ми чис ло вы ми ха рак те ри с ти ка ми слцчай ных ве ли чин
яв ля ют ся:

• αs — s-й на чаль ный мо мент СВ X;
• µs — s-й цен т раль ный мо мент СВ X.
Ес ли X — дис крет ная СВ, то ее ряд рас пре де ле ния есть

Ес ли Х — не пре рыв ная СВ, то f(x) — ее плот ность рас пре де ле ния.
Тог да мо мен ты СВ оп ре де ля ют ся сле ду ю щим об ра зом.
На чаль ные мо мен ты:

При s = 1 по лу ча ем

α1 = MX — ма те ма ти че с кое ожи да ние (МО) СВ Х.
Цен т раль ные мо мен ты:

( ) , если — дискретная СВ,

=
( ) ( ) , если — непрерывная СВ.

s
i i

i

s
s

x MX p X

x MX f x dx X

1

, если — дискретная СВ,

=
( ) , если — непрерывная СВ;

i i
i

x p X

xf x dx X

, если — дискретная СВ,

=
( ) , если — непрерывная СВ.

s
i i

i

s
s

x p X

x f x dx X

X x1 x2 …

P p1 p2 …

f x x xy y dy1
2 21

0 5 2 5( ) exp[ , ( )]= =
π

− + +
−∞

∞

∫ …
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При s = 2 по лу ча ем

µ2 = DX — дис пер сия СВ Х.
Так же ха рак те ри с ти ка ми яв ля ют ся:

— сред нее ква д ра ти че с кое от кло не ние слу чай ной ве -
ли чи ны Х;

Mx — мо да СВ X — на и бо лее ве ро ят ное зна че ние СВ X;
xm — ме ди а на СВ X — зна че ние СВ, для ко то ро го P(X > xm) =

= P(X < xm) = 0,5 (оп ре де ля ет ся для не пре рыв ной СВ);
Sk — ко эф фи ци ент асим ме т рии (ха рак те ри с ти ка ско шен но с ти

рас пре де ле ния, рис. 2.13, а):

Sk = ;

εx — экс цесс (ха рак те ри с ти ка «кру то с ти» рас пре де ле ния,
рис. 2.13, б):

εx = – 3.
µ4––
σ4

µ3––
σ3

σX DX= +

2

2
2

( ) , если — дискретная СВ,

=
( ) ( ) , если — непрерывная СВ;

i i
i

x MX p X

x MX f x dx X

Рис. 2.13. Асим ме т рия (а) и экс цесс (б)

2.3.1. Ма те ма ти че с кое ожи да ние и его свой ст ва

MX су ще ст ву ет при аб со лют ной схо ди мо с ти ря да xi pi (в дис -

крет ном слу чае) и ин те г ра ла xf(x)dx (в не пре рыв ном слу чае);

MX — ве ро ят но ст ное сред нее слу чай ной ве ли чи ны.
Рас смо т рим свой ст ва ма те ма ти че с ко го ожи да ния.

�

∫
–�

Σ
i



1.�Ма те ма ти че с кое ожи да ние по сто ян ной рав но этой по сто ян -
ной: при X = C (C — const) MX = C.

2.�По сто ян ный мно жи тель мож но вы но сить за знак ма те ма ти че -
с ко го ожи да ния (MCX = CMX):

MCX = Cxi pi = C xi pi = CMX

— для дис крет ной слу чай ной ве ли чи ны X;

MCX = Cxf(x)dx = C xf(x)dx = CMX

— для не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи ны X.
3.�Ма те ма ти че с кое ожи да ние сум мы ко неч но го чис ла слу чай ных

ве ли чин рав но сум ме их ма те ма ти че с ких ожи да ний (M(X + Y) =
= MX + MY):

M(X + Y) = (xi + yj)pij = xi pij + yj  pij =

= xi pij + yj pij = xi pi
(1) + yj pj

(2) = MX + MY

—�для дис крет ной слу чай ной ве ли чи ны X;

M(X + Y) = (x + y)f(x, y)dxdy = xf(x, y)dxdy +

+ yf(x, y)dxdy = x f(x, y)dy dx + y f(x, y)dx dy =

= xf(x)dx + yf(y)dy = MX + MY

—�для не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи ны X.
4.�Ма те ма ти че с кое ожи да ние про из ве де ния не за ви си мых слу -

чай ных ве ли чин X и Y рав но про из ве де нию их ма те ма ти че с ких
ожи да ний (MXY = MX · MY):

MXY = xi yj pij = xi yj  pi
(1)pj

(2) = xi  pi
(1) yj  pj

(2) = MX · MY

— для дис крет ной слу чай ной ве ли чи ны X;

MXY = xyf(x, y)dxdy = xyf1(x)f2(y)dxdy =

= xf1(x)dx · yf2(x)dy = MX · MY

—�для не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи ны X.
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При мер. При ве дем при ме ры СВ, для ко то рых ма те ма ти че с кое
ожи да ние не су ще ст ву ет:

a)�pi = P(X = 2i) = 2–i, i = 1, 2, …;
б)�pi = P(X = (–1)i2i) = 2–i, i = 1, 2, …;
в)�pi = P(X =(iπ)2/6) = 6/(πi)2, i = 1, 2, ….
Про верь те са мо сто я тель но, что а) — в) за да ют рас пре де ле ния ве ро -

ят но с тей, и убе ди тесь, что ма те ма ти че с ких ожи да ний для СВ с ука зан -
ны ми рас пре де ле ни я ми не су ще ст ву ет.

2.3.2. Дис пер сия и ее свой ст ва

Фор му лы для DX:
DX = M(X — MX)2 — фор му ла по оп ре де ле нию;
DX = M(X – MX)2 = M(X2 – 2X · MX – (MX)2) = MX2 – 2(MX)2 +

+ (MX)2 = MX2 – (MX)2 — рас чет ная фор му ла для дис пер сии.
DX — ме ра рас се я ния (раз мы то с ти) рас пре де ле ния во круг сво е го

сред не го, так же как и сред нее ква д ра ти че с кое от кло не ние .
Рас смо т рим свой ст ва дис пер сии.
1.�Ес ли C = const, то DC = 0.
До ка за тель ст во. DX = MX2 – (MX)2 = MC2 — (MC)2 = C2 – C2 = 0.

2.�Ес ли C = const, то DCX = C2DX.
До ка за тель ст во. DСX = M(СX)2 – (MСX)2 = С2MX2 – С2(MX)2 = С2(MX2 –

– (MX)2) = С 2DX.

3.�D(X + Y) = DX + DY, ес ли СВ X и Y не за ви си мы.
До ка за тель ст во. D(X + Y) = M(X + Y)2 – (M(X + Y))2 = M(X2 + 2XY +

+ Y 2) – (MX + MY)2 = MX2 + 2MXY + MY2 – (MX)2 – (MY)2 – 2MXMY =
= DX + DY (где 2MXMY = 2MXY, так как X и Y не за ви си мы).

2.3.3. На хож де ние мо мен тов ос нов ных рас пре де ле ний 
дис крет но го ти па

Рас смо т рим за да чи на на хож де ние мо мен тов рас пре де ле ний.

За да ча 2.18. СВ Xi ~ B(1, p). Най ти MXi и DXi.
Ре ше ние
Име ем таб ли цу рас пре де ле ния

где q =1 – p; MXi = 0 · q + 1 · p = p; MXi
2 = 02 · q + 12 · p = p; DXi = MXi

2 –
– (MXi)

2 = pq.

За да ча 2.19. СВ X ~ B(n, p). Най ти MX и DX.
Ре ше ние
СВ Xi — чис ло ус пе хов в i-м ис пы та нии Бер нул ли, тог да

Xi 0 1
P q p

σX DX= +
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X = Xi;   MX = MXi, где СВ Xi ~ B(1, p). MXi = p � MX = np;

DX = DXi,  DXi = pq � DX = npq.

За да ча 2.20. СВ X ~ π(λ). pi = P(X = i) = λie–λ/i!, λ > 0, i = 0, 1, 2, … .
Най ти MX и DX.

Ре ше ние

За да ча 2.21. Най ти MX и DX для СВ X ~ G(p), где P(X = k) = pqk–1,
k = 1, 2, … .

Ре ше ние

Ум но жим на q ряд По лу чим

Про диф фе рен ци ру ем этот ряд по q:

За да ние 2.12. СВ Z1 име ет рас пре де ле ние Па с ка ля (чис ло опы тов
в ис пы та нии Бер нул ли до r-го ус пе ха (СВ Z1 ~ Ра(r, p)). Най ди те MZ1

и DZ1.
Ука за ние. Пред ставь те СВ Z1 в ви де сум мы не за ви си мых СВ, рас -

пре де лен ных по ге о ме т ри че с ко му за ко ну рас пре де ле ния.

За да ние 2.11. Най ди те MY и DY для СВ Y ~ сдG(p), где Р(Y = k) =
= pqk, k = 0, 1, 2, …, ис поль зуя связь этой СВ со СВ Х из за да чи 4.
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За да ча 2.22. СВ X ~ H(N, M, n). Най ти MX и DX.
Ре ше ние

Pi = P(X = i) = ,

где i ∈ [max(0, n – N + M), min(M, n)], но так как CA
B = 0 при B ∉ [0; A],

то мож но счи тать, что i ∈ [0, n].
При вы чис ле нии MX и DX бу дем ис поль зо вать фор му лу C n

N = 

= Ci
MCn–i

N–M, сле ду ю щую из то го, что pi = 1, и эк ви ва лент ные ей фор му-

лы C n–1
N–1 = C i–1

M–1C
n–i

N–M и C n–2
N–2 = C i–2

M–2C
n–i

N–M, а так же лег ко про ве ря е мое ра-

вен ст во iC i
M = MC i–1

M–1 (дей ст ви тель но,

а ).

При вы чис ле нии MX2 ис поль зу ем пред став ле ние i = (i – 1) + 1:

За да ча 2.23. До ка зать, что ес ли СВ Х при ни ма ет зна че ния 0, 1, 2, …, то

MX = P(X > n).
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За да ние 2.13. Най ди те ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сию СВ
Z2, име ю щей от ри ца тель ное би но ми аль ное рас пре де ле ние (СВ Z2 ~
~ OB(r, p)).
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Ре ше ние

За да ча 2.24. Бро са ют N раз по n иг раль ных ко с тей. Най ти ма те ма -
ти че с кое ожи да ние и дис пер сию чис ла Х та ких бро са ний, в каж дом из
ко то рых вы па да ет ров но m «ше с те рок».

Ре ше ние

СВ Х ~ H(N, Р), где P = Cn
mpmqn–m, p = , q = 1 – p.

Тог да из ве ст но, что MX = NP, а DX = NP(1 – p), от ку да окон ча тель -
но по лу ча ем

MX = NCn
mpmqn–m, DX = NCn

mpmqn–m(1 – Cn
mpmqn–m).

За да ча 2.25. Стрель бу ве дут с не о гра ни чен ным бо е за па сом до двух
по па да ний, с ве ро ят но с тью по па да ния при од ном вы ст ре ле р = 0,2. По -
ст ро ить ряд рас пре де ле ния чис ла Х вы ст ре лов и най ти MX.

Ре ше ние

Проверка {pk} на распределение производится с ис поль зо ва ни ем сле-
ду ю щих ра венств (при q = 1 – p):

Про вер ка на рас пре де ле ние:
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За да ние 2.14. Сим ме т рич ную мо не ту под бра сы ва ют не бо лее n раз.
Ес ли она па да ет «гер бом» при j-м бро с ке, то иг рок вы иг ры ва ет 2 j руб.
(j = 1, …, n). Ес ли при всех бро са ни ях мо не ты «герб» не вы па да ет, то иг -
рок про иг ры ва ет n2n руб. До ка зать «бе зо бид ность» иг ры (т.е. что ма те -
ма ти че с кое ожи да ние вы иг ры ша рав но ну лю).
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За да ча 2.26. Да но pk = P(X = (–1)kk) = , k = 1, 2, ... . Про ве -

рить по сле до ва тель ность {pk} на рас пре де ле ние. Су ще ст ву ет ли MX?
Ре ше ние

— рас хо дя щий ся ряд � MX не су ще ст ву ет.

За да ча 2.27. Име ет ся n клю чей. Из них один под хо дит к две ри. Клю-
чи из вле ка ют по од но му из связ ки без воз вра ще ния до по яв ле ния нуж но -
го. По ст ро ить ряд рас пре де ле ния чис ла Х из вле че ния клю чей и най ти MX.

Ре ше ние
Стро им ряд:

pk = P(X = k) = · ··· · = ; k = 1, ..., n.

Про вер ка на рас пре де ле ние: pk = n · = 1.

Ищем ма те ма ти че с кое ожи да ние:

MX = k · = (1 + 2 + ... + n) = (1 + n) = .

За да ча 2.28. До ка зать, что ес ли СВ Х и Y не за ви си мы и MX = m,
MY = n, то DXY = DX · DY + n2 · DX + m2 · DY.

Ре ше ние

За да ча 2.29. До ка зать, что M(x – a)2 = DX, где а — const.

Ре ше ние
Пусть а = MX, тог да M(X – MX)2 = DX.�Пусть те перь а � MXX, тог да
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За да ча 2.30. Бро са ют n иг раль ных ко с тей. Най ти MX и DX, где
СВ Х — сум ма вы пав ших оч ков.

Ре ше ние
СВ Xi — оч ки, вы пав шие на i-й ко с ти, i = 1, …, n.

X = Xi, где {Xi } — не за ви си мые СВ, при ни ма ю щие зна че ния от 1

до 6, каж дое с ве ро ят но с тью 1/6. Тог да МХ = nМХi; DX = nDXi. Вы чис -
ля ем:

В па ра гра фе 3.1 бу дет рас смо т ре но вы чис ле ние мо мен тов с по -
мо щью ме то да про из во дя щих функ ций.

2.3.4. Мо мен ты ос нов ных рас пре де ле ний не пре рыв но го ти па

Рас смо т рим вспо мо га тель ную за да чу.

За да ча 2.31. Пусть СВ X ~ FX(х) и ее плот ность есть fX(x), Y = AX + B,
где А и В — соnst. Най ти MY и DY.

Ре ше ние

MY = A · MX + B; DY = A2 · DX.

Да лее эти фор му лы мо гут ис поль зо вать ся при вы чис ле нии ли -
ней но свя зан ных слу чай ных ве ли чин.

1.�Рав но мер ное рас пре де ле ние. СВ X ~ R[a; b] с плот но с тью
fX(x); СВ X0 ~ R[0; 1] с плот но с тью fX0

(x).
Вы чис лим мoмен ты для СВ X0, а по том пе ре счи та ем их для СВ X,

ис поль зуя фор му лу пе ре хо да X = X0(b – a) + a:

2.�Нор маль ное рас пре де ле ние. СВ X0 ~ N(0, 1) с плот но с тью
fX0

(x); СВ Х ~ N(a, σ) с плот но с тью fX(x), где
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Связь СВ Х и Х0: X0 = � X = X0σ + a.

По фор му лам пе ре хо да рас счи ты ва ем мо мент для СВ Х ~ N(a, σ):

MX = σMX0 + a = a;   DX = σ2DX0 + Da = σ2.

Та ким об ра зом, MX = a, DX = σ2. В этом со сто ит ве ро ят но ст ный
смысл па ра ме т ров нор маль но го за ко на.

3.�Гам ма-рас пре де ле ние. СВ X ~ Γα, λ с плот но с тью

где α > 0, λ > 0 — const; Γ(α) = xα–1e–xdx — гам ма-функ ция.

Мо мен ты:
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3а. Экс по нен ци аль ное (по ка за тель ное) рас пре де ле ние. СВ
X ~ E(λ) с плот но с тью

MX и DX по лу ча ем из п. 3 под ста нов кой α = 1 MX = ; DX = .

4. χχ2-рас пре де ле ние име ет сум ма ква д ра тов при ве ден ных нор -

маль ных не за ви си мых СВ, т.е. X ~ χ2
n = X 2

0i
, где X0i

~ N(0, 1). В гл. 4

бу дет по ка за но, что СВ , и тог да MXn
2 = = = N;

DXn
2 = = = 2n.

5.�Бе та-рас пре де ле ние. Обо зна че ние: СВ ~ Bp, q. Плот ность рас -
пре де ле ния

f(x) = f(x; p, q) = x p–1(1 – x)q–1,

где p, q 	 0, Β(p, q) = x p–1(1 – x)q–1dx = .

Най дем n-й на чаль ный мо мент λn бе та-рас пре де ле ния:
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от сю да

2.4. Эле мен ты кор ре ля ци он но го ана ли за

2.4.1. Ос нов ные по ня тия

Оп ре де ле ние 2.13. Кор ре ля ци ей (ко ва ри а ци ей) слу чай ных ве -
ли чин X, Y (обо зна ча ет ся KXY = cov(X, Y)), на зы ва ют вто рой сме -
шан ный мо мент слу чай ных ве ли чин X и Y, т.е.

KXY = M(X – MX)(Y – MY).

Рас чет ная фор му ла для KXY:

KXY = M(XY – XMY – YMX + MXMY) =

= MXY – MXMY – MYMX + MXMY = MXY – MXMY.

Ес ли KXY = 0, то СВ X и Y — не кор ре ли ро ван ные (нк) СВ.
Ут верж де ние 2.3. а) Из не за ви си мо с ти СВ сле ду ет ее не кор ре -

ли ро ван ность (нк); б) об рат ное не вер но.

До ка за тель ст во. а) KXY = MXY – MXMY = 0, так как ес ли Х и Y не за ви -
си мые СВ, то MXY = MXMY. Для до ка за тель ст ва б) до ста точ но при ве с ти
при мер за ви си мых и нк СВ:

Х и Y — СВ; Y = X2; для СВ Х дан ряд рас пре де ле ния:

Най дем ря ды рас пре де ле ния для СВ Y и XY:

От сю да по рас чет ной фор му ле для KXY по лу ча ем

MX = 0, MY = 2,5 � KXY = MXY – MXMY = 0. MXY = 0,

т.е. по лу ча ем, что СВ X и Y — не кор ре ли ро ван ные, но за ви си мые, что и до -
ка зы ва ет б).

XY = Х 3 –8 –1 1 8
P 1/4 1/4 1/4 1/4

Y = X 2 1 4
P 1/2 1/2

X –2 –1 1 2
P 1/4 1/4 1/4 1/4
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Свой ст ва кор ре ля ции:
1) KXY = KYX;
2) KXX = M(X – MX)(X – MX) = DX;
3) KaX+b, cX+d = M(aX + b – M(aX + b))(cX + d – M(cX + d)) =

= M(aX + b – aMX – b)(cX + d – cMX – d) =
= M(ac(X – MX) · (X – MX)) = acDX;

4) KaX+b, cY+d = M(aX + b – M(aX + b))(cY + d – M(cY + d)) =
= M(aX + b – aMX – b)(cY + d – cMY – d) =
= M(ac(X – MX) · (Y – MY)) = acKXY.

В ча ст но с ти, из ука зан ных свойств кор ре ля ции сле ду ют фор му лы

KX+b, X+d = DX; KX+b, Y+d = KXY; KaX, cX = acDX; KaX, cY = acKXY.

Ко эф фи ци ент кор ре ля ции rXY

Ко эф фи ци ент кор ре ля ции ис поль зу ют в ка че ст ве ко ли че ст вен -
ной оцен ки тес но ты свя зи меж ду слу чай ны ми ве ли чи на ми:

rXY = KXY/(σXσY), σX � 0, σY � 0, σX = , σY = ,

где DX, DY — дис пер сии СВ X и Y со от вет ст вен но.
Про стей шие свой ст ва rXY:
1) rXY = rYX;
2) rXX = KXX/(σXσX) = DX/DX = 1;

3) ;

4) .

За ме ча ние 2.6: а) мно же ст во не кор ре ли ро ван ных ве ли чин ши ре,
чем мно же ст во не за ви си мых СВ; б) свой ст во MXY = MXMY вер но
не толь ко для не за ви си мых СВ, но и для не кор ре ли ро ван ных, так
как KXY = MXY – MXMY = 0; в) свой ст во D(X + Y) = DX + DY вер -
но не толь ко для не за ви си мых СВ, но и для не кор ре ли ро ван ных,
так как при до ка за тель ст ве это го свой ст ва не за ви си мость СВ Х и Y
ис поль зо ва лась в фор ме ра вен ст ва MXY = MXMY, ко то рое вер но
для не кор ре ли ро ван ных СВ; г) свой ст ва 2) и 3) лег ко по ин дукции
обоб ща ют ся на лю бое ко неч ное чис ло не кор ре ли ро ван ных СВ.

Ни же бу дет до ка за но, что ко эф фи ци ент кор ре ля ции из ме ня ет -
ся в пре де лах [–1; 1], а для не кор ре ли ро ван ных СВ он, оче вид но,
ра вен ну лю. Бли зость зна че ния ко эф фи ци ен та кор ре ля ции к 1 сви -
де тель ст ву ет о су ще ст во ва нии меж ду ис сле ду е мы ми СВ поч ти стро-
гой функ ци о наль ной ли ней ной за ви си мо с ти и о ма лом вли я нии слу -
чай ных фак то ров.
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При rXY > 0 с воз ра с та ни ем од ной СВ в сред нем воз ра с та ет
и дру гая. При rXY < 0 с воз ра с та ни ем од ной СВ дру гая убы ва ет. При-
ня то счи тать, что при 0 < | rXY | 
 0,2 меж ду ис сле ду е мы ми ве ли чи на-
ми прак ти че с ки нет свя зи, при 0,2 < | rXY | 
 0,5 су ще ст ву ет сла бая связь,
при 0,5 < | rXY | 
 0,95 — силь ная связь и при 0,95 < | rXY | 
 1,00 —
прак ти че с ки функ ци о наль ная связь.

2.4.2. Ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия 
ли ней ной фор мы

Оп ре де ле ние 2.14. Вы ра же ние ви да L = ai Xi + b, где {Xi}, i =

= 1, …, n, — СВ, {ai} и b — const, на зы ва ет ся ли ней ной фор мой.

ML = ai MXi + b — это сле ду ет из свойств MX. Для вы чис ле ния

DL ре шим сна ча ла бо лее про стую за да чу на хож де ния DSn, где

Sn = Yi, Yi — СВ.

Обо зна чим MYi = mi. Тог да MSn = mi; Sn – MSn = (Yi – mi);

DSn = M(Sn – MSn)
2 = M (Yi – mi)

2 + 2 M(Yi – mi)(Yi – mi) =

= DYi + 2 KXiYj
.

По ло жим Yi = ai Xi. Тог да

DSn = ai
2DXi + 2 ai aj KXiYj

= DL,

так как Sn = ai Xi от ли ча ет ся от L на кон стан ту b, ко то рая не вли -

я ет на дис пер сию DL. Та ким об ра зом,

ML = ai MXi + b;   DL = ai
2DXi + 2 ai aj KXiYj 

.

Из по след ней фор му лы оче вид но, что для не кор ре ли ро ван ных СВ
дис пер сия их сум мы рав на сум ме их дис пер си й.

До ка жем те о ре му о ко эф фи ци ен те кор ре ля ции rXY.
Те о ре ма 2.1 (о ко эф фи ци ен те кор ре ля ции). а) | rXY | 
 1;

б) | rXY | = 1 � СВ X и Y ли ней но за ви си мы.

До ка за тель ст во. Вве дем но вые СВ ; и вы чис -

лим их мо мен ты:
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а)�D(X* ± Y*) = DX* + DY* + 2KXY = 2(1 ± rXY) 	 0 � | rXY | 
 1, ч.т.д.
б) Пусть X и Y ли ней но за ви си мы, т.е. Y = aX + b, где a, b — const. Тог да

Пусть сна ча ла | rXY | = 1.�Тог да

а это ли ней ная за ви си мость меж ду X и Y.
Пусть те перь rXY = –1.�Тог да

а это ли ней ная за ви си мость меж ду X и Y, ч.т.д.

Рас смо т рим за да чи на ис сле до ва ние кор ре ля ции.

За да ча 2.32. Да на таб ли ца рас пре де ле ний. Най ти MX, MY, DX, DY,
rXY, KXY.

Ре ше ние
Най дем мар ги наль ное рас пре де ле ние СВ Х:

MX = 1 · 0,3 + 2 · 0,3 + 4 · 0,4 = 2,5;
MX 2 = 12 · 0,3 + 22 · 0,3 + 42 · 0,4 = 7,9;

DX = MX 2 – (MX)2 = 1,65.
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Ана ло гич но по лу ча ем MY = 2,2; DY = 2,56. Да лее:

За да ча 2.33. Про ана ли зи ро вать на за ви си мость и кор ре ли ро ван -
ность СВ ξ и η:

а)�пусть СВ ξ и η не за ви си мы, Mξ = Mζ = 0, η = ξ · ζ;
б)�η = ξ2 – 1, СВ ξ ~ N(0, 1);
в)�ξ = sin α; η = cos α, где СВ α име ет ряд рас пре де ле ния

Ре ше ние
а)�Kξη = Mξη – Mξ · Mη = Mξ2ζ – Mξ · Mη = Mξ2ζ = Mξ2Mζ = 0 � СВ

ξ и η не кор ре ли ро ва ны, но за ви си мы.
б) Mξ = 0; Mξ2 = Dξ + (Mξ)2 = 1; Mξ3 = 0; Mξ4 = 3!! = 1 · 3 = 3;

Mη = Mξ2 – 1 = 1 – 1 = 0;
Dη = Mη2 – (Mη)2 = M(ξ2 – 1)2 = M(ξ4 – 2ξ2 + 1) = 3 – 2 + 1 = 2;
Kξη = Mξη – Mξ · Mη = Mξη = Mξ(ξ2 – 1) = Mξ3 – Mξ = 0 – 0 = 0.

Сле до ва тель но, СВ ξ и η не кор ре ли ро ва ны, но за ви си мы.
в)�Со ста вим мар ги наль ные ря ды:

Mξ = 1/3; Mη = 0; Kξη = Mξη – Mξ · Mη = 0 � ξη � 0 � Mξη = 0. От -
сю да сле ду ет, что СВ ξ и η не кор ре ли ро ва ны, но за ви си мы.

За да ча 2.34. Пусть СВ Х и Y свя за ны за ви си мо с тью Y = 2 – 3X;
MX = –1; DX = 4. Най ти MY, DY, rXY, KXY.

Ре ше ние

За да ча 2.35. Слу чай ная ве ли чи на (X, Y) рас пре де ле на с по сто ян -
ной ве ро ят но с тью в об ла с ти D (рис. 2.14).
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Рис. 2.14. К за да че 2.35



Най ти f(x, y), f1(x), f2(y), F(x, y). Ис сле до вать СВ на за ви си мость.
Най ти KXY.

Ре ше ние
Так как пло щадь об ла с ти D рав на 1, f(x, y) име ет вид

f(x, y) = 

Най дем мар ги наль ные плот но с ти рас пре де ле ния f1(x) и f2(y) по
фор му лам

f1(x) f(x, y)dy;   f2(y) f(x, y)dx.

По лу ча ем

f1(x) = f2(y) = 

Так как f(x, y) = f1(x)f2(y), то СВX и Y не за ви си мы с мар ги наль ны -
ми функ ци я ми рас пре де ле ния F1(x) и F2(y):

F1(x) = F2(y) = 

Из не за ви си мо с ти СВ Х и Y сле ду ет, что rXY = KXY = 0 и

F(x, y) = F1(x)F2(y) = 

За да ча 2.36. На от рез ке [0; 1] за фик си ро ва на точ ка а, X — слу чай -
ная точ ка на [0; 1], Y = | a – X | — рас сто я ние меж ду точ ка ми а и X. Най -
ти rXY, KXY. При ка ком зна че нии а rXY = 0?

Ре ше ние
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0 при x < 0 или y < 0,
xy при x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 1],
x при x ∈ [0; 1], y > 1,
y при x > 1, y ∈ [0; 1],
1 при x > 1, y > 1.







0 при x < 0,
x при x ∈ [0; 1],
1 при x > 1;







0 при y < 0,
y при y ∈ [0; 1],
1 при y > 1.





0 при x ∉ [0; 1],
1 при x ∈ [0; 1];





0 при y ∉ [0; 1],
1 при y ∈ [0; 1].

�

∫
–�

�

∫
–�





0 при (x, y) ∉ D,
1 при (x, y) ∈ D.
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rXY мо жет рав нять ся ну лю, ког да KXY = 0, т.е. ког да

2a3 – a4 – a2 + 1/12 = 0.
На от рез ке [0; 1] един ст вен ный ко рень это го урав не ния a = 1/2, при

этом , т.е. при a = 1/2 СВ X и Y не -
кор ре ли ро ва ны.

За да ча 2.37. Про во дит ся се рия из n опы тов с ве ро ят но с тью ус пе ха
в i-м опы те pi = P(A), i = 1, ..., n. X — об щее чис ло ус пе хов в n опы тах.
Най ти MX и DX в слу ча ях: а) не за ви си мых опы тов; б) за ви си мых опы тов.

Ре ше ние
а)�Пусть Xi — чис ло ус пе хов в i-м опы те.
СВ Xi ~ B(1, pi), qi = 1 – pi, по это му СВ Xi име ет ряд рас пре де ле ния

От сю да по лу ча ем
MXi = pi;   MXi

2 = pi;   DXi = MXi
2 – (MXi)

2 = pi – pi
2 = pi qi .

СВ X = Xi, где {Xi } — не за ви си мые СВ, по это му

MX = Xi = pi ;   DXi = Pi Xi = pi qi .

б)�Вы чис лим ряд рас пре де ле ния для СВ Xi Xj, где Xi и Xj за ви си мы:

Так как СВ X = Xi, по лу ча ем

где Kij = KXiYj
= MXi Xj – MXi MXj; pij = P(Xi = 1, Xj = 1); MXi = pi; MXj = pj;

Kij = pij – pi pj; DX = pi qii + (pij – pi pj).

В ча ст ном слу чае, ког да pi = p, pij = P = const,

MX = np;   DX = npq + n(n – 1)(P – p2).

За да ча 2.38. СВ X ~ H(N, M, n). С ис поль зо ва ни ем ре зуль та та за да -
чи 2.37 най ти MX и DX.

Ре ше ние
Пусть для на гляд но с ти N — чис ло раз ли чи мых ша ров в ур не, из них

М — бе лых, а n — чис ло на угад из вле чен ных ша ров из ур ны (ша ры из -
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вле ка ют из ур ны сра зу n штук или по сле до ва тель но по од но му без воз -
вра ще ния). Пусть Xi — чис ло бе лых ша ров при i-м из вле че нии. Оче вид -
но, ряд рас пре де ле ния для СВ Xi:

где р — ве ро ят ность для каж до го ша ра быть бе лым, а q = 1 – p. По это -

му р = M/N; q = (N – M)/N. Лег ко ви деть, что СВ X = Xi, где СВ {Xi}

за ви си мы. Тог да по ре зуль та ту за да чи 6 в ча ст ном слу чае (рi = р) име -
ем MX = np = nM/N, а DX = npq + n(n – 1)(P – p2), где Р — ве ро ят ность
то го, что два из вле чен ных ша ра i-й и j-й оба бе лые, т.е. Р = Р(Xi = 1,
Xj = 1) = … . По это му

Эти зна че ния MX и DX сов па да ют с ра нее по лу чен ны ми в за да че
па ра гра фа 2.2 ре зуль та та ми бо лее тру до ем ко го не по сред ст вен но го вы -
чис ле ния MX и DX для СВ X ~ H(N, M, n).

Кон троль ные во про сы и за да ния

1. Как про ве рить таб ли цу ви да на ряд рас пре де ле -

ния? При ве ди те при ме ры.
2. При ве ди те при ме ры точ ных и асимп то ти че с ких свя зей рас пре де ле ний.
3. До ка жи те, что функ ция рас пре де ле ния за да ет за кон рас пре де ле ния СВ.
4. Как вос ста но вить ряд рас пре де ле ния дис крет ной СВ по ее функ ции

рас пре де ле ния?
5. По ка жи те, что плот ность рас пре де ле ния и функ ция рас пре де ле ния

за да ют за кон рас пре де ле ния не пре рыв ной СВ.
6. Ка ков смысл ус ло вия нор ми ров ки и его ис поль зо ва ния при ре ше нии

за дач?
7. В чем за клю ча ет ся ис поль зо ва ние таб лиц нор маль но го за ко на, т.е.

таб лиц для при ве ден ной нор маль ной плот но с ти функ ции

и функ ции Ла пла са ви да Φ(x) = ϕ(z)dz для ре ше ния за дач ис сле до ва ния

нор маль ных рас пре де ле ний N(a, σ)?
8. Ка ко вы свя зи мар ги наль ных рас пре де ле ний с сов ме ст ны ми дву мер -

ной СВ?

9. Как мож но най ти дис пер сию ли ней ной фор мы DL, где L = ai xi + b,

{Xi} — СВ, ai и b — const; DXi за да ны, i = 1, …, n?
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Гла ва 3 
ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 
ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ме то ды про из во дя щих и ха рак те ри с ти че с ких функ ций;
• две груп пы пре дель ных те о рем: ЗБЧ и ЦПТ;
• ис поль зо ва ние ЦПТ в при бли же ни ях би но ми аль ной схе мы;
уметь
• ре шать за да чи на при ме не ние пре дель ных те о рем;
вла деть
• асимп то ти че с ки ми ме то да ми до ка за тель ст ва пре дель ных те о рем.

На сто я щая гла ва вклю ча ет в се бя во про сы, свя зан ные с по ня ти ем
пре дель ных те о рем и ос нов ным ап па ра том их до ка за тель ст ва, в ка -
че ст ве ко то ро го при ве де ны ме то ды про из во дя щих и ха рак те ри с ти -
че с ких функ ций, со сто я щие в ре ше нии кон крет ных ве ро ят но ст ных
за дач пу тем по ст ро е ний этих функ ций для за дан ных рас пре де ле -
ний и ис поль зо ва нии их свойств. По это му свой ст ва про из во дя щих
и ха рак те ри с ти че с ких функ ций по дроб но изу че ны в гла ве с мно го -
чис лен ны ми при ме ра ми.

Под пре дель ны ми те о ре ма ми по ни ма ют ся груп пы те о рем, ус та -
нав ли ва ю щие ус ло вия асимп то ти че с ких свойств рас пре де ле ний
и их чис ло вых ха рак те ри с тик с рос том чис ла слу чай ных ве ли чин.

В гла ве при ве де ны две на и бо лее важ ные груп пы пре дель ных те о -
рем: свя зан ные с за ко ном боль ших чи сел (ЗБЧ), ус та нав ли ва ю щие
ус ло вия ус той чи во с ти боль шо го чис ла слу чай ных ве ли чин от но си -
тель но сред не го ариф ме ти че с ко го их ма те ма ти че с ких ожи да ний,
и груп па цен т раль ных пре дель ных те о рем (ЦПТ), ус та нав ли ва ю -
щих ус ло вия схо ди мо с ти рас пре де ле ния нор ми ро ван ных сумм
боль шо го чис ла слу чай ных ве ли чин к при ве ден но му нор маль но му
за ко ну, а так же их при ме не ние к при бли же ни ям би но ми аль ной
схе мы.
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3.1. Ме то ды про из во дя щих и ха рак те ри с ти че с ких функ ций

Ап па рат ха рак те ри с ти че с ких и про из во дя щих функ ций ока зы -
ва ет ся кон ст рук тив ным и об ра зу ет ме то ды, со сто я щие в ис поль зо -
ва нии свойств этих функ ций для ре ше ния кон крет ных за дач те о -
рии ве ро ят но с ти:

• МПФ — ме тод про из во дя щих функ ций;
• МХФ — ме тод ха рак те ри с ти че с ких функ ций.

3.1.1. Ме тод про из во дя щих функ ций

Оп ре де ле ние 3.1. Пусть СВ ξ 	 0, ξ — це ло чис лен ная, pk = P(ξ = k),
где k — це лое чис ло; pk = 1, тог да про из во дя щей функ ци ей слу -

чай ной ве ли чи ны ξ на зы ва ет ся функ ция

ϕξ(s) = ϕ(s) = pk s
k = Msξ. (3.1)

Свой ст ва про из во дя щих функ ций

1. ϕξ(s) оп ре де ле на в каж дой точ ке от рез ка [–1; 1] (так как

ϕξ(s) = pk s
k 
 pk = 1).

2. ϕξ(1) = 1 (так как ϕξ(1) = pk = 1).

3.�Про из во дя щая функ ция ϕξ(s) вза им но од но знач но со от вет ст -
ву ет ве ро ят но с тям {pk = P(ξ = k)}.

До ка за тель ст во. Ут верж де ние сле ду ет из фор му лы (3.1) и един ст вен -
но с ти раз ло же ния в ряд Тей ло ра. На пи шем ряд раз ло же ния функ ции
ϕξ(s) в ну ле (ряд Мак ло ре на):

ϕξ(s) = ϕ(0) + + s2 + ... +  s t,

от ку да из срав не ния с оп ре де ле ни ем про из во дя щей функ ции ϕ(s) = pt s
t

сле ду ет, что pt = . Эта фор му ла да ет воз мож ность пе ре счи ты вать из

про из во дя щей функ ции ряд рас пре де ле ния. Кро ме то го, эта фор му ла на ря-
ду с оп ре де ле ни ем про из во дя щей функ ции ус та нав ли ва ет вза им но од но знач-
ное со от вет ст вие меж ду раз ны ми фор ма ми за да ния за ко на рас пре де ле ния
рас сма т ри ва е мых СВ в ви де ря да рас пре де ле ния и про из во дя щей функ ции.

4.�Ес ли η = ξ i, {ξ i} — не за ви си мые слу чай ные ве ли чи ны, тог да

ϕξ(s) = ϕξi
(s).

До ка за тель ст во. По оп ре де ле нию
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5.�Ес ли ξ = ai ξ i + bi, {ξ i} — не за ви си мые слу чай ные ве ли чи ны,

тог да

ϕξ(s) = s b ϕξi
(sai).

До ка за тель ст во. По оп ре де ле нию

6.�Пусть Z = Xi, где {Xi} — не за ви си мые оди на ко во рас пре де -

лен ные слу чай ные ве ли чи ны, {Xi} и Y — не за ви си мые, це ло чис лен -
ные, для них из ве ст ны про из во дя щие функ ции: ϕX(s) и ϕY(s). Тог да
ϕZ(s) = ϕY(ϕ(s)).

До ка за тель ст во. Вы пол ня ем пре об ра зо ва ния:

7.�Связь про из во дя щей функ ции с мо мен та ми:

ϕX
(t)(1) = M(X)t = MX(X – 1)...(X – t + 1).

До ка за тель ст во. Возь мем про из вод ную от ϕ(s) = pk s
k и под ста вим

зна че ние s = 1:

В то же вре мя (X)t = X(X – 1)...(X – t + 1), от ку да

M(X)t = M(X(X – 1)...(X – t + 1)) = k(k – 1)...(k – t + 1)pk,

что сов па да ет с пре об ра зо ва ни ем ле вой ча с ти до ка зы ва е мой фор му лы.
Вы пи шем вы ра же ния для MX и DX че рез ϕ(s).
Из ра вен ст ва ϕ(t)(1) = M(X)t сле ду ет, что MX = ϕ�(1);

ϕ��(1) = M(X(X – 1)) = MX2 – MX;

DX = MX2 – (MX)2 = MX2 – MX + MX – (MX)2 = ϕ��(1) + ϕ�(1) – (ϕ�(1))2.
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8.�Мо мен ты слу чай но го чис ла слу чай ных сла га е мых. Z = Xi,

где {Xi } — не за ви си мые оди на ко во рас пре де лен ные слу чай ные ве -
ли чи ны, {Xi } и Y — не за ви си мые, це ло чис лен ные и не от ри ца тель -
ные, и для них из ве ст ны про из во дя щие функ ции ϕX(s) и ϕY(s). Вы -
ра зим мо мен ты MZ и DZ че рез со от вет ст ву ю щие мо мен ты MX, MY,
DX, DY, ко то рые при за дан ных ϕX(s) и ϕY(s) лег ко вы чис ля ют ся по
пре ды ду ще му пунк ту.

Из п. 6 из ве ст но, что ϕZ(s) = ϕY(ϕX(s)). Из п. 7 из ве ст но, что
MZ = (1), DZ = (1) + (1) – ( (1))2. По это му

от ку да

где DX = (1) + (1) – ( (1))2; DY = (1) + (1) – ( (1))2;

Про из во дя щие функ ции хво с тов

Оп ре де ле ние 3.2 (об щее оп ре де ле ние про из во дя щей функ ции
по сле до ва тель но с ти). Пусть a0, a1, ... — по сле до ва тель ность дей ст -
ви тель ных чи сел. Ес ли ряд

A(s) = a0 + a1s + a2s
2 + ... = ai s

i

схо дит ся в ка ком-ни будь ин тер ва ле s0 < s < s1, то A(s) — про из во -
дя щая функ ция по сле до ва тель но с ти {ai }, или про из во дя щая
функ ция хво с тов.

n

Σ
i =0

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

X

X

Y

Y

Z

1 1

2

2

= ( ) = ( ( )) ( ) = ( (1)) (1)=

= (1) (1)= ;

( )= ( ( )) = ( ( ( )) ( )) =

= ( ( ))( ( )) ( ( )) ( );

(1)= ( (1))( (1)) ( (1)) ( ),

(

Z Y X X Y X Xs s

Y X

Z Z Y X X

Y X X Y X X

Z Y X X Y X X

X

MZ s s s

MY MX

s s s s

s s s s

s

2

2

2

2 2

2

2

2 2 2 2

2 2

2

1)= ( ) ,

(1)= ( ) ,

(1) = (1)( ) (1)=

= ( ( ) )( ) ( ( ) ) =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ;

= (1) (1) ( (1)) = ( ) ( )

( )

Y

Z Y X

Z Z Z

DX MX MX

DX MY MY

MX MY

DX MY MY MX DX MX MX MY

DY MX MY MX MY MX DX MY MX MY

DZ DY MX MY MX

MY MX D 2

2 2( ) = ( ) .

X MY MX MY MX MY MX MY

MX MY DY MX DX DY

1 1

2

2

= ( ) = ( ( )) ( ) = ( (1)) (1)=

= (1) (1)= ;

( )= ( ( )) = ( ( ( )) ( )) =

= ( ( ))( ( )) ( ( )) ( );

(1)= ( (1))( (1)) ( (1)) ( ),

(

Z Y X X Y X Xs s

Y X

Z Z Y X X

Y X X Y X X

Z Y X X Y X X

X

MZ s s s

MY MX

s s s s

s s s s

s

2

2

2

2 2

2

2

2 2 2 2

2 2

2

1)= ( ) ,

(1)= ( ) ,

(1) = (1)( ) (1)=

= ( ( ) )( ) ( ( ) ) =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ;

= (1) (1) ( (1)) = ( ) ( )

( )

Y

Z Y X

Z Z Z

DX MX MX

DX MY MY

MX MY

DX MY MY MX DX MX MX MY

DY MX MY MX MY MX DX MY MX MY

DZ DY MX MY MX

MY MX D 2

2 2( ) = ( ) .

X MY MX MY MX MY MX MY

MX MY DY MX DX DY

1 1

2

2

= ( ) = ( ( )) ( ) = ( (1)) (1)=

= (1) (1)= ;

( )= ( ( )) = ( ( ( )) ( )) =

= ( ( ))( ( )) ( ( )) ( );

(1)= ( (1))( (1)) ( (1)) ( ),

(

Z Y X X Y X Xs s

Y X

Z Z Y X X

Y X X Y X X

Z Y X X Y X X

X

MZ s s s

MY MX

s s s s

s s s s

s

2

2

2

2 2

2

2

2 2 2 2

2 2

2

1)= ( ) ,

(1)= ( ) ,

(1) = (1)( ) (1)=

= ( ( ) )( ) ( ( ) ) =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ;

= (1) (1) ( (1)) = ( ) ( )

( )

Y

Z Y X

Z Z Z

DX MX MX

DX MY MY

MX MY

DX MY MY MX DX MX MX MY

DY MX MY MX MY MX DX MY MX MY

DZ DY MX MY MX

MY MX D 2

2 2( ) = ( ) .

X MY MX MY MX MY MX MY

MX MY DY MX DX DY

Y

Σ
i =1

93



Пусть pj = P{X = j}, qj = P{X > j}, j = 0, 1, 2, … . Тог да {pj} — рас пре -
де ле ние ве ро ят но с тей, так как pj = 1, а {qj} не яв ля ет ся рас пре де -

ле ни ем ве ро ят но с тей, так как qj > 1.

Для k 	 0 име ем qk = pk+1 + pk+2 + …; при k = 0 q0 = p1 + p2 + … = 1 – p0.
Cос та вим функ ции ϕ(s) = p0 + p1s + p2s

2 + … ; для ря да Q(s) = q0 +
+ q1s + q2s

2 + … .
Оба ря да схо дят ся хо тя бы при | s | < 1, по это му ϕ(s) — про из во -

дя щая функ ция слу чай ной ве ли чи ны X, а Q(s) — про из во дя щая
функ ция по сле до ва тель но с ти чи сел {qj}.

Те о ре ма 3.1. При –1 < s < 1

Q(s) = . (3.2)

До ка за тель ст во. Ко эф фи ци ент при sn в раз ло же нии по сте пе ням s вы -

ра же ния (1 – s)Q(s) ра вен qn – qn–1 = pi – pi = –pn, ес ли n 	 1,

и q0 = p1 + p2 + … = 1 – p0, ес ли n = 0; ко эф фи ци ент при sn в раз ло же нии по
сте пе ням s вы ра же ния (1 – ϕ(s)) есть –pn при n 	 1 и 1– p0 при n = 0. Та -
ким об ра зом, ко эф фи ци ен ты при sn сов па да ют, от ку да и сле ду ет ут верж -
де ние те о ре мы.

Те о ре ма 3.2. MX = Q(1); DX = 2Q �(1) + Q(1) – (Q(1))2, где MX
и DX — со от вет ст вен но ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия СВ X.

До ка за тель ст во. Из ве ст но, что MX = ϕ′X(1) и DX = ϕ′′(1) + ϕ′(1) –
– (ϕ′(1))2. Тог да по фор му ле (3.2) ϕ(s) = 1 – Q(s)(1 – s); ϕ′(s) = Q(s) –
– Q′(s)(1 – s); ϕ′(1) = Q(1) � име ем

При ме ры ре ше ния за дач на про из во дя щие функ ции

При ме не ние ме то да про из во дя щих функ ций рас смо т рим в за да -
чах.

За да ча 3.1. По лу чить вид про из во дя щей функ ции для сле ду ю щих
рас пре де ле ний: а) B(1, p); б) B(n, p); в) π(λ); г) G(p); д) cдG(р); е) Па(r, p);
ж) OB(r, p).

Ре ше ние
а)�СВ Xi ~ B(1, p); q = 1 – p; ϕXi

(s) = Σpks
k = qs0 + ps = q + ps.

б)�СВ X ~ B(n, p).

1 1

2

2

= (1);

= ( ) ( )(1 ) ( ) = (1) (1)= 2 (1)

= (1) (1) = (1) (1) ( (1)) =

= 2 (1) (1) ( (1)) , ч.т.д.
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1-й спо соб. X = Xi, где {Xi } — не за ви си мые оди на ко во рас пре де -

лен ные по B(1, p) слу чай ные ве ли чи ны. По это му по свой ст ву 4 ϕX(s) =
= ϕXi

= (ps + q)n.
2-й спо соб. Мож но ϕX(s) вы чис лить не по сред ст вен но:

ϕX(s) = Cn
kpkq n–ks k = Cn

k(ps)kq n–k = (ps + q)n

в)�СВ X ~ π(λ);

ϕ(s) = pk s
k = = e–λ = e–λeλs = eλ(s–1).

г)�СВ X ~ G(р); 

ϕ(s) = pk s
k = pq(k–1)s k = ps (qs)(k–1) = .

Оп ре де ле ние 3.3. Ком по зи ци ей за ко нов рас пре де ле ния на зы -
ва ет ся за кон рас пре де ле ния сум мы не за ви си мых слу чай ных ве ли -
чин с со от вет ст ву ю щи ми за ко на ми рас пре де ле ния. С ис поль зо ва -
ни ем свой ст ва 4 за да чи для ком по зи ций ре ша ют ся про сто.

Ме тод про из во дя щих функ ций со сто ит в ис поль зо ва нии пе ре -
чис лен ных свойств про из во дя щей функ ции.

За да ча 3.2. Най ти ком по зи ции и мо мен ты для сле ду ю щих за ко нов
рас пре де ле ния: X ~ π(λ1), Y ~ π(λ2) (cлу чай ные ве ли чи ны X и Y не за ви -
си мы).

Ре ше ние
ϕX(s) = eλ1(s–1); ϕY(s) = eλ2(s–1); ϕX+Y(s) = e(λ1+λ2)(s–1) � за кон рас пре де ле -

ния СВ X +Y — π(λ1 + λ2).

За да ча 3.3. Вы чис лить мо мен ты рас пре де ле ния СВ X ~ B(n, p).
Ре ше ние

MX s ps q MX n ps q p np

DX

n n

s
= = = =

=
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ϕ ϕ
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За да ние 3.2. Най ди те ком по зи ции и мо мен ты для сле ду ю щих за ко -
нов рас пре де ле ния: X ~ B(n1, p), Y ~ B(n2, p) (cлу чай ные ве ли чи ны X и Y
не за ви си мы).

За да ние 3.1. По лу чи те вид про из во дя щей функ ции для сле ду ю щих
рас пре де ле ний: а) cдG(р); б) Па(r, p); в) OB(r, p).

Ука за ние. Для б) и в) ис поль зуй те их свя зи с рас пре де ле ни я ми г)
и д) за да чи 3.1 и вос поль зуйтесь свой ст вом 4.
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За да ча 3.4. Най ти рас пре де ле ние и мо мен ты слу чай ных ве ли чин Z
струк ту ры свой ст ва 6 для X ~ π(λ1), Y ~ B(n, p).

Ука за ние. При ре ше нии ис поль зуйте свой ст ва 6 и 8.
Ре ше ние

Z = Xi, где {Xi} — не за ви си мые оди на ко во рас пре де лен ные СВ,

{Xi} и Y — не за ви си мы. ϕX(s) = eλ(s–1); ϕY (s) = (ps + q)n; ϕZ(s) = ϕX(ϕY(s)) =
= (peλ(s–1) + q)n — про из во дя щая функ ция слу чай ных ве ли чин Z, или за -
ко на рас пре де ле ния слу чай ных ве ли чин Z. Мо мен ты:

MZ = MX · MY = λnp;

DZ = DY(MX)2 + DX · MY = npqλ2 + λnp = npλ(qλ + 1).

За да ча 3.5. По за дан ной про из во дя щей функ ции ϕ(s) най ти за кон
рас пре де ле ния дис крет ной СВ Х.

Ре ше ние
От вет мож но по лу чить, раз ло жив ПФ в ряд Мак ло ре на. По лу ча ем

pk = Р(X = k) = ϕ(k)(0)/k!.

(Это зна чит, что за да ние про из во дя щей функ ции эк ви ва лент но за -
да нию за ко на рас пре де ле ния дис крет ной СВ.)

3.1.2. Ме тод ха рак те ри с ти че с ких функ ций

Оп ре де ле ние 3.4. Ха рак те ри с ти че с кой функ ци ей слу чай ной
ве ли чи ны ξ на зы ва ет ся функ ция

Свой ст ва ха рак те ри с ти че с ких функ ций

1.�g(0) = 1. Оче вид но сле ду ет из оп ре де ле ния.
2. | g(t) | 
 1, так как

3.�g(–t) = g(t), так как g(t) = M(cos tξ + i sin tξ).
4.�g(t) — рав но мер но не пре рыв на.

g t e dF x e dF x dF xitx itx( ) ( ) ( ) ( ) .= = =
−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

∫ ∫ ∫J 1

( = )для дискретной СВ ,

( )= ( ) = =
( ) для непрерывной СВ .

kit
k

k
i t

itx

e P

g t g t Me
e f x dx

За да ние 3.4. Най ди те рас пре де ле ние и мо мен ты слу чай ных ве ли -
чин Z струк ту ры свой ст ва 6 в слу ча ях: а) X ~ π(λ1), Y ~ π(λ2); б) X ~
G(p), Y ~ B(n, p); в) X ~ B(n, p), Y ~ Па(r, p); г) X ~ OB(r, p), Y ~ B(1, p).

Y

Σ
i =1

За да ние 3.3. Вы чис ли те мо мен ты рас пре де ле ний: а) X ~ B(1, p);
б) X ~ π(λ); в) X ~ G(p); г) X ~ сдG(p); д) X ~ Па(r, p); е) X ~ OB(r, p).
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До ка за тель ст во. Дей ст ви тель но,

Пусть ε — лю бое по ло жи тель ное чис ло. Вы бе рем по сто ян ную А до ста -

точ но боль шой, так что бы  Вы бе рем те перь та кое ма лое h,

что бы при | x | < A.

Тог да ч.т.д.

5. gY=ax+b(t) = eitbgx(at), так как gY(t) = Meit(ax+b).
6.�Ес ли x1, …, xn — не за ви си мые СВ, тог да

7.�Cлу чай ная ве ли чи на Z = Xi, Y не за ви сит от {Xi }, где {Xi } —

не за ви си мые, оди на ко во рас пре де лен ные СВ, Y — це ло чис лен ная
СВ с про из во дя щей функ ци ей ϕ(s), g(t) — ха рак те ри с ти че с кая
функ ция СВ Xi при лю бом i. Тог да gZ = ϕ(g(t)).

До ка за тель ст во. Дей ст ви тель но:

где xi, z — воз мож ные зна че ния СВ Xi, Z, i = 1, ..., n.

8.�Фор му ла об ра ще ния:

где f(x) — плот ность распре де ле ния СВ X; g(t) — ха рак те ри с ти че с -
кая функ ция СВ X.

Связь ха рак те ри с ти че с кой функ ции с про из во дя щей функ ци ей
для це ло чис лен ной слу чай ной ве ли чи ны ξ за да ет ся фор му лой

g(t) = Meitξ = (eit)P(ξ = k) = ϕ(eit). (3.3)

За да ние 3.5. Зная про из во дя щие функ ции СВ, рас пре де лен ных по
за ко нам B(n, p), π(λ), G(p), сдG(p), Па(r, p), OB(r, p), най ди те со от вет -
ст ву ю щие им ха рак те ри с ти че с кие функ ции, ис поль зуя фор му лу (3.3).
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Важ ной за да чей яв ля ет ся на хож де ние ха рак те ри с ти че с ких
функ ций, со от вет ст ву ю щих за дан ным рас пре де ле ни ям.

За да ча 3.6. Най ти ха рак те ри с ти че с кую функ цию, со от вет ст ву ю -
щую за ко ну рас пре де ле ния X ~ R[a; b].

Ре ше ние
При X ~ R[a; b]

В ча ст ном слу чае, при X ~ R[–a; a]

При ме не ние ме то да ха рак те ри с ти че с ких функ ций для ком по зи -
ции рас смо т рим на при ме ре сле ду ю щей за да чи.

За да ча 3.7. X и Y — не за ви си мые СВ; X ~ B(n1, p),Y ~ B(n2, p). Най -
ти за кон распре де ле ния СВ Z = X + Y.

Ре ше ние

gZ(t) = gX(t)gY(t) = (peit + q)n1+n2 � Z ~ B(n2, p).

Связь ха рак те ри с ти че с ких функ ций с мо мен та ми МХ и DX за -
да ет ся фор му ла ми

Мξ = g �(0)/i, Dξ = –g ��(0) + ((g �(0))2.

Они вы во дят ся из ра вен ст ва

g(k)(0) = ikMξk (3.4)

(ес ли СВ ξ име ет аб со лют ный мо мент n-го по ряд ка, то g(t) диф фе -
рен ци ру е ма k раз, k 
 n). От сю да при k = 1 и 2 Мξ = g �(0)/i,
Dξ = Mξ2 – (Mξ)2 = –g ��(0) + (g �(0))2, или при Ψ = ln g(t) Мξ = Ψ�(0),
DΨ = –Ψ��(0).

Ме тод ха рак те ри с ти че с ких функ ций со сто ит в ис поль зо ва нии
пе ре чис лен ных свойств ха рак те ри с ти че с кой функ ции.

За да ние 3.8. По лу чи те по след ние фор му лы са мо сто я тель но для Мξ
и Dξ по фор му ле (3.4).

За да ние 3.7. Най ди те ком по зи ции СВ (МХФ) в слу ча ях: а) X ~
~ N(a1, σ1), Y ~ N(a2, σ2); б) X ~ π(λ1), Y ~ π(λ2).

За да ние 3.6. Най ди те ха рак те ри с ти че с кие функ ции, со от вет ст ву ю щие
за дан ным рас пре де ле ни ям: а) X ~ N(0, 1); б) X ~ N(a, σ); в) X ~ E(λ);
г) X ~ Ко ши.
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Те о ре мы о ха рак те ри с ти че с ких функ ци ях

При во ди мые фор му ли ров ки те о рем да ны без до ка за тель ст ва
и пред наз на че ны для прак ти че с ко го ис поль зо ва ния при ре ше нии
за дач.

1.�Пусть a1, …, an — по сто ян ные, ai > 0, ai = 1, g1(t), ..., gn(t) — ха -

ракте ри с ти че с кие функ ции. Тог да g(t) = ai gi(t) — то же ха рак те -

ри с ти че с кая функ ция.
2.�Про из ве де ние ха рак те ри с ти че с ких функ ций — то же ха рак те -

ри с ти че с кая функ ция.
3.�Един ст вен ной ха рак те ри с ти че с кой функ ци ей, та кой что

g(t) = 1 + o(t2) при t  0, яв ля ет ся g(t) � 1.
4.�Ес ли g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция и она име ет g ��(0),

то она вез де име ет g �(t) и g ��(t).
5.�Те о ре ма Пойя. Ес ли g(t) — не пре рыв на, чет на и вы пук ла кни -

зу при t 	 0, g(t) 	 1, g(0) = 1, g(t)  1 при t  �, то g(t) — ха рак -
те ри с ти че с кая функ ция.

6.�Те о ре ма Мар цин ке ви ча. Ес ли ха рак те ри с ти че с кая функ ция
g(t) име ет вид eP(t), где P(t) — по ли ном, то его сте пень мень ше ли бо
рав на 2.

7.�Reg(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция, ес ли g(t) — ха рак те ри -
с ти че с кая функ ция.

8.�Ес ли g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция не вы рож ден но го
рас пре де ле ния и а < 0, то (g(t))a не яв ля ет ся ха рак те ри с ти че с кой
функ ци ей.

9.�Из свой ст ва 3 сле ду ет, что ес ли ха рак те ри с ти че с кая функ ция
дей ст ви тель на, то чет на.

10.�Ес ли g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция, то | g(t) |2 — то же
ха рак те ри с ти че с кая функ ция.

Рас смо т рим при ме ры на рас поз на ва ние ха рак те ри с ти че с ких
функ ций по свой ст вам и те о ре мам. Оп ре де лим, яв ля ют ся ли ха рак -
те ри с ти че с ки ми функ ци я ми сле ду ю щие функ ции g(t), и ес ли да, то
че му они со от вет ст ву ют.

При мер 3.1. Функ ция f(t) за да на гра фи ком (рис. 3.1).
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От вет: нет (по те о ре ме 4), так как в точ ках (–1; 0) и (1; 0) нет g �(t)
и g ��(t).

При мер 3.2. g(t) = exp(t–α), α — це лое.
От вет: нет при α > 2 (по те о ре ме 6); да при α = 2: X ~ N(0, ���2); нет

при α = 1 (по те о ре ме 9).

При мер 3.3. g(t) = cos2t.

От вет: да, так как — ха -

рак те ри с ти че с кая функ ция СВ η, где η за да на ря дом рас пре де ле ния

При мер 3.4. g(t) = e–| t |.
От вет: да (по те о ре ме 5), это за кон Ко ши.

При мер 3.5. g(t) = e2(eit – 1).
От вет: да, это ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ X ~ π(2).

При мер 3.6. g(t) = sin t.
От вет: нет (по те о ре ме 9).

При мер 3.7.

От вет: да (по те о ре ме 6): Y ~ B(5, 2/3), X ~ N(0, 1).

Ос во е ние пред став лен ной те мы тре бу ет ре ше ния боль шо го чис-
ла раз ных за дач на свой ст ва про из во дя щей и ха рак те ри с ти че с кой
функ ций. Ре ше ния боль шин ст ва за дач в ос нов ном не пред став ля -
ют труд но с ти, так как объ яс не ны те о ре ти че с ки и на при ме рах
в пре ды ду щих пунк тах это го па ра гра фа, по это му пред ла га ют ся
для са мо сто я тель но го ре ше ния. Бо лее слож ные при ве де ны с ре ше -
ни я ми.

m

За да ние 3.10. Най ти про из во дя щие функ ции СВ L = ΣaiXi + b, где
i=1

{Xi} — не за ви си мые СВ:
а)�Xi ~ B(n = 5, p = 0,4), m = 1, a = 3, b = –2;
б)�Xi ~ π(L = 2), m = 3, a = –4, a = 5, a = 1, b = –3;
в)�Xi ~ G[1/(I + 1)], I = 1, 2, 3, 4; m = 4, a = –1, a = 2, a = –5, a = –3,

b = –2.

За да ние 3.9. Най ти про из во дя щие функ ции ос нов ных рас пре де -
лений дис крет но го ти па и их мо мен ты: а)�X = С — const; б) X ~ B(1, p);
в) X ~ B(n, p); г) Xi ~ π(L); д)�Xi ~ G(p); е) Xi ~ сдG(p); ж) Z1 ~ Па(r, p);
з) Z2 ~ OB(r, p).
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За да ние 3.17. Ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций най ти мо мен-
ты (MX и DX) ос нов ных рас пре де ле ний за да ния 3.9, а так же для X ~ N(a, b),
X ~ R[a; b] и X ~ E[L].

За да ние 3.16. Най ти ха рак те ри с ти че с кую функ цию СВ, ес ли: а)�X ~ π(t),
Y = 3x – 2; б) X ~ N(a, b), Y = X – 1; в)�X ~ R[0; 1], Y = 1 – 2x; г) X ~ B(n, p),
Y = 3 – X.

За да ние 3.14. Най ти ха рак те ри с ти че с кие функ ции сле ду ю щих рас -
пре де ле ний: а)�X ~ R[a; b]; б) X ~ R[–a; a]; в) X ~ E[L].

За да ние 3.13. Ис поль зуя связь ха рак те ри с ти че с кой функ ции
с про из во дя щей функ ци ей, най ти ха рак те ри с ти че с кую функ цию СВ
с рас пре де ле ни я ми, ука зан ны ми в за да нии 3.9.

За да ние 3.12. Ме то дом про из во дя щих функ ций най ти ком по зи ции
сле ду ю щих СВ: а)�X ~ π(L1), Y ~ π(L2); б) X ~ B(n1, p), Y ~ B(n2, p).
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За да ние 3.11. Z = Xi, где Y, X1, X2, …, Xn — не за ви си мые СВ, име -

ю щие про из во дя щие функ ции, {Xi} оди на ко во рас пре де ле ны.
Най ти про из во дя щие функ ции и мо мен ты (МХ и DX) СВ Z в сле -

ду ю щих слу ча ях:
а)�X ~ B(n = 3, p1 = 0,6), Y ~ G(p2 = 0,3);
б)�Xi ~ π(L1 = 5), Y ~ π(L2 = 4);
в)�Xi ~ π(L = 7), Y ~ cдG(p = 0,4);
г)�Xi ~ G(p = 0,5), Y ~ π(L = 2);
д)�Xi ~ cдG(p1 = 0,1), Y ~ B(n = 2, p1 = 0,2);
е)�Xi ~ Па(r = 4, p1 = 0,3), Y ~ B(n = 1, p2 = 0,3);
ж)�Xi за да ны ря дом рас пре де ле ния

Y ~ π(L).

Xi 1 2 3

P 0,3 0,4 0,3

Y

Σ
i =1

За да ние 3.18. Z = Xi, где Y, X1, X2, …, Xn — не за ви си мые СВ, СВ Y

име ет про из во дя щую функ цию ϕ(s), СВ {Xi} оди на ко во рас пре де ле ны.
Ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций най ти ха рак те ри с ти че с кую
функ цию СВ Z и ее мо мен ты MZ и DZ в слу ча ях за да ния 3.9, а так же
в слу ча ях: а)�X ~ N(0, 1), Y ~ π(L = 2); б)�X ~ R[–2; 2], Y ~ π(L = 3).

Y

Σ
i =1

За да ние 3.19. Ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций най ти ком по -
зи ции СВ за да ния 3.12 и сле ду ю щих СВ: а) X ~ N(a1, σ1), Y ~ N(a2, σ2);
б) X ~ E[L1], Y ~ E[L2].



За да ча 3.8. X1, X2, …, Xn — не за ви си мые оди на ко во рас пре де лен ные
СВ и Xk ~ R[–1; 1] для лю бо го k = 1, …, n. Ме то дом ха рак те ри с ти че с ких
функ ций най ти пре дель ный за кон рас пре де ле ния СВ S*

n L(S*
n) при

n  �, т.е. L(S*
n), где Sn = Xk; S

*
n

Ре ше ние
Име ем

MSn = 0, DSn = ; gXk
(t) = , k = 1, 2, ... ; gSn

(t) = 
n

, S*
n = ;

т.е. рас пре де ле ние СВ S*
n схо дит ся к N(0, 1).

Бо лее труд ны ми и тре бу ю щи ми по яс не ния яв ля ют ся за да чи на
рас поз на ва ние воз мож но с ти для функ ции быть про из во дя щей или
ха рак те ри с ти че с кой. При ве дем при ме ры ре ше ния та ких за дач.

За да ча 3.9. Ка кие из дан ных функ ций яв ля ют ся про из во дя щи ми
функ ци я ми, и ес ли яв ля ют ся, то ка ким рас пре де ле ни ям они со от вет ст -
ву ют:

а)�V(s) = 0,5 + 0,4s2; б) V(s) = 0,3 + 0,2s + 0,1s2 + 0,4s5;
в)�V(s) = 0,5(1 + exp[3(s – 1)]; г) V(s) = 0,8(0,4s + 0,6)3 + 0,2;
д)�V(s) = ехр{2[1 + exp(3(s – 1))] – 4}; е) V(s) = s2(0,3s2 + 0,7)5;
ж)�V(s) = s2exp[4(s3 – 1)]; з) V(s) = 0,001s4/(1 – 0,9s3)3.
Ре ше ние
а)�V(s) — не про из во дя щая функ ция, так как V(1) � 1;
б) V(s) = ϕX(s) — про из во дя щая функ ция СВ X:

X 0 1 2 5
P 0,3 0,2 0,1 0,4

g t
t n t

n t

t n t

n t

S

n

n
∗

⋅( )
⋅















+
⋅( )

⋅
−







( )
sin /

/

sin /

/

= =

=

3

3

1
3

3
1










⋅

⋅( ) − ⋅















×

×
⋅( ) − ⋅

3

3 3

3 3

3

/

sin / /

sin / /

n t

t n t n t

t n t n t

//
exp

sin / /

/

exp
/ !

n t
n

t n t n t

n t
n

⋅
⋅

⋅( ) − ⋅

⋅












 →

→
(

→∞=
3 3

3

1 3 )) ⋅( )





⋅
⋅



















− ⋅
⋅ ⋅

3

3

3 3

3 2 3

3

2/

/
exp

n t

n t
n

t n n

tn n
= 










−









→∞

∗ −

−∞
∫

=

=

exp

lim ( ) ,

t

L S e dy
n n

yx

2

2

2

1
2

2

]

]
π

Sn���3
———
���n

sin t
———

t








sin t
———

t

n
–
3

n

Σ
k=1

lim
n�

=
S MS

DS
n n

n

−
.

102



в) V(s) = ϕZ(s) = ϕY(ϕX(s)), где ϕX(s) = exp[3(s – 1)], ϕY(ϕX(s)) =

= 0,5s + 0,5 � X ~ π(3), Y ~ B(1, 0,5), Z = Xi, {Xi} — оди на ко во рас пре -

де лен ные СВ, и Y, X1, X2, …, Xn — не за ви си мые СВ и ϕXi
(s) = ϕX(s);

г)�V(s) = ϕZ(s) = ϕY (ϕX(s)) — про из во дя щая функ ция СВ Z = Xi,

{Xi} — из свой ст ва 6 про из во дя щих функ ций, где ϕX(s) = (0,4s + 0,6);
ϕY(s) = 0,8s + 0,2 � Xi ~ B(3, 0,4), Y ~ B(1, 0,8);

д) V(s) = ϕZ(s) = ϕY (ϕX(s)) — про из во дя щая функ ция СВ Z = Xi,

{Xi} — из свой ст ва 6 про из во дя щих функ ций, где ϕX(s) = exp[3(s – 1)],
ϕY(s) = exp[2(s – 1)] � Xi ~ π(3), Y ~ π(2);

е)�L = aiXi + b, {Xi} — оди на ко во рас пре де лен ные и не за ви си мые

СВ, тог да V(s) = ϕL(s) = sb ϕxi
(s) — про из во дя щая функ ция СВ L, где

ϕxi
(s) = (0,3s + 0,7) � Xi ~ B(5, 0,3), n = 5, a = 2, b = 2;

ж) L = aiXi + b, {Xi} — оди на ко во рас пре де лен ные и не за ви си мые

СВ, тог да V(s) = ϕL(s) = sb ϕx(s) — про из во дя щая функ ция СВ L, где

ϕx(s) = exp[4(s – 1)] � Xi ~ π(4), n = 5, a = 3, b = 2;

з) L = aiXi + b, {Xi} — оди на ко во рас пре де лен ные и не за ви си мые

СВ, тог да V(s) = ϕL(s) = sb ϕXi
(s) — про из во дя щая функ ция СВ L, где

ϕXi
(s) = � Xi ~ сдG(0,1) (сдви ну тое ге о ме т ри че с кое рас пре де -

ле ние с па ра ме т ром p = 0,1), n = 3, a = 3, b = 4.

За да ча 3.10. Ка кие из функ ций яв ля ют ся ха рак те ри с ти че с ки ми,
и ес ли яв ля ют ся, то ка ким рас пре де ле ни ям со от вет ст ву ют?

а)�g(t) = 0,1 + 0,2exp(it) + 0,7exp(8it);
б)�g(t) = 0,2[0,3exp(it) + 0,7] + 0,8exp(it – 1);
в)�g(t) = exp(4it)cos3t;

г)��g(t) = exp + 5it ;

д)�g(t) = exp(–100it);
е)�g(t) = exp[t(2i – nt)];
ж)�g(t) = cos2t;
з)�g(t) = t;
и)�g(t) = sint/t;
к) g(t) = sint;
л)�g(t) = exp(–t2/4n).





it – 1
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—————
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Ре ше ние
а)�g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ X с ря дом рас пре де ле ния

б) g(t) = gz(t) = a1gz(t) + a2gz(t), где a1 = 0,2; a2 = 0,8; gx(t) =
= 0,3exp(it) + 0,7; gy(s) = exp{it – 1} � X ~ B(1; 0,3), Y ~ π(1);

в)�g(t) = gZ(t) = gX(t)gY(t), где X и Y — не за ви си мые СВ, gX(t) =
= exp(4it); gY(t) = cos 3t = 0,5exp(–3it) + 0,5exp(3it) � X = 4

Z = X + Y;
г)�g(t) = gZ(t) = exp[(it – 1)/3] + 5it; gX(t) = exp[(it – 1)/3] �

� СВ X ~ π(1/3); gY(t) = 5it � Y = 5. Тог да Z = X + Y, где X и Y — не за -
ви си мые СВ;

д)�g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ X = –100;
е)�g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ X ~ N(a = 2, b = );
ж)�g(t) = gy(t) = cos t = 0,25[exp(–it) + exp(it)] = 0,25exp(–2it) + 0,5 +

+ exp(2it) � ряд рас пре де ле ния СВ X

з) g(t) = t — не ха рак те ри с ти че с кая функ ция, так как | g(t) | должен
быть меньше 1, что здесь не вы пол не но;

и)�g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ X ~ R[–1; 1];
к)�g(t) = sint — дей ст ви тель ная и не чет ная функ ция, а дей ст ви тель -

ная ха рак те ри с ти че с кая функ ция обя за тель но чет ная;
л)�g(t) — ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ X ~ N(0; 1/���n).

Ме то ды про из во дя щих и ха рак те ри с ти че с ких функ ций ши ро ко
при ме ня ют ся при до ка за тель ст ве пре дель ных те о рем те о рии ве ро -
ят но с тей.

Пре дель ные те о ре мы те о рии ве ро ят но с тей — об щее на зва -
ние групп те о рем те о рии ве ро ят но с тей, фор му ли ру ю щих ус ло вия
воз ник но ве ния оп ре де лен ных за кон омернос тей, про яв ля ю щих ся
при дей ст вии боль шо го числа слу чай ных фак то ров. Они мо гут вы -
ра жать ся в ус та нов ле нии со от вет ст вия меж ду экс пе ри мен таль ны -
ми и те о ре ти че с ки ми ха рак те ри с ти ка ми ус ред нен ных СВ или пре -
дель ных за ко нов рас пре де ле ния не ко то рых функ ци о на лов СВ,
за ви ся щих от их чис ла.

3.2. За кон боль ших чи сел

За кон боль ших чи сел (ЗБЧ) от ра жа ет ус той чи вость сред не го
ариф ме ти че с ко го боль шо го чис ла слу чай ных ве ли чин от но си тель -
но сред не го ариф ме ти че с ко го их ма те ма ти че с ких ожи да ний.

X –2 2
Р 1/4 1/4

����2n

Y –3 3
P 0,5 0,5

X 0 1 8
Р 0,1 0,2 0,7
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3.2.1. Оп ре де ле ние и суть за ко на боль ших чи сел

Обо зна чим , где Хi — слу чай ные ве ли чи ны.

Фор му ли ров ка ЗБЧ:

где ε > 0 — const, или со от но ше ние (3.5) мож но за пи сать так:

(схо ди мость по ве ро ят но с ти, см. па ра граф 4.7).
Суть ЗБЧ в том, что сов ме ст ное дей ст вие боль шо го чис ла слу -

чай ных фак то ров при не ко то рых весь ма об щих ус ло ви ях при во дит
к ре зуль та ту, поч ти не за ви ся ще му от слу чая.

3.2.2. Не ра вен ст ва груп пы за ко на боль ших чи сел

Не ра вен ст во Мар ко ва. Пусть СВ X > 0, ε > 0 — const, тог да

P{X 	 ε} 
 , (3.6а)

или

P{X < ε} 	 1 – . (3.6б)

До ка за тель ст во. Пер вый ва ри ант. Оче вид но, что не ра вен ст ва (3.6а)
и (3.6б) эк ви ва лент ны.

a)�Пусть X — дис крет ная слу чай ная ве ли чи на с ря дом рас пре де ле ния

и пусть ε > 0 — const, та кая что xk < ε 
 xk+1.
Тог да

МХ = x1p1+ ... + xkpk + xk+1 pk+1 + ... + xnpn + ... 	 ε(pk+1 + ... +pn + ...) = εP{X 	 ε} �

� (3.6а).
б)�Пусть X — не пре рыв ная СВ с плот но с тью рас пре де ле ния f(x), ε —

const. Тог да

Вто рой ва ри ант. P{X 	 ε} 
 , где X — СВ 	 0, ε > 0 — const.
MX
——ε

MX xf x dx xf x dx f x dx P X= =( ) ( ) ( ) { } ( . ).I I I ]
ε ε

ε ε ε
∞ ∞∞

∫ ∫∫ 3 6
0

a

X x1 x2 ... xn ...
P p1 p2 ... pn ...

MX
——

ε
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ε

X
n

MXi
i
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−
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0
1

f
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n
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∞∑1
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∑
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По ст ро им но вую СВ Y = Тог да

MX 	 MY = 0 · P{X < ε} + εP{X 	 ε} = εP{X 	 ε} � P{X 	 ε} 
 , ч.т.д.

Не ра вен ст во Че бы ше ва. Ес ли слу чай ная ве ли чи на X име ет
дис пер сию, то при лю бом ε > 0

P{| X – MX | 	 ε} 
 , (3.7а)

или

P{| X – MX | < ε} 	 1 – . (3.7б)

До ка за тель ст во. Пер вый ва ри ант. Пусть Y = X – MX. При ме ним к Y 2 	 0
не ра вен ст во Мар ко ва в фор ме (3.6б), так как Y 2 	 0. По лу чим

P{Y 2 < ε2} 	 1 – ,

или

P{| X – MX |2 < ε2} = P{| X – MX | < ε} 	 1 – = 1 – � (3.7б).

Оче вид но, что (3.7а) и (3.7б) эк ви ва лент ны.
Вто рой ва ри ант. До ка жем не ра вен ст во в фор ме (3.7а).

По ст ро им но вую СВ Y = Тог да

DX = M(X – MX)2 	 MY = 0 · P(| X — MX | 	 ε) + ε2P(| X – MX | 	 ε) =

= ε2P(| X – MX | 	 ε) � P(| X — MX | 	 ε) 
 , ч.т.д.

Рас смо т рим при мер на не ра вен ст во Че бы ше ва.

При мер. Пусть СВ X ~ В(n, p). Оце ним ее по не ра вен ст ву Че бы ше -
ва (3.7б). Так как MX = np; DX = npq, то име ем

За ме ча ние 3.1. Не ра вен ст ва Че бы ше ва и Мар ко ва до ста точ но
гру бы, но их зна че ние со сто ит в воз мож но с ти по лу че ния оце нок
ве ро ят но с тей по пер вым двум мо мен там, а так же в их про сто те
и уни вер саль но с ти. Кро ме то го, не ра вен ст во Че бы ше ва ис поль зу -

2*

2 2 2 2

= { } = { *} 1 =
( *)

=1 =1 1

0 (теорема Бернулли).

n

n

X DX
P p P X np n P X np

n

npq pq x pq
P p

nn n n

x
P p
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DX
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0, | X – MX | < ε,
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——
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ет ся при до ка за тель ст ве те о рем груп пы ЗБЧ. На до иметь в ви ду
гру бость не ра венств Че бы ше ва и Мар ко ва, ко то рая ни же бу дет
про ил лю с т ри ро ва на при ме ра ми.

Обоб щен ное не ра вен ст во Че бы ше ва. Пусть X1, X2, …, Xn — не -
за ви си мые СВ с ма те ма ти че с ки ми ожи да ни я ми MX1, MX2, ..., MXn

и дис пер си я ми σ1
2, ..., σn

2 со от вет ст вен но, тог да

или

До ка за тель ст во. Оче вид но, что не ра вен ст ва (3.8а) и (3.8б) эк ви ва -

лент ны. Обо зна чим Y = Xi, тог да они по лу ча ют ся со от вет ст вен но из не -

ра венств (3.7а) и (3.7б) как след ст вия.

3.2.3. Те о ре мы груп пы за ко на боль ших чи сел

Те перь рас смо т рим те о ре мы груп пы ЗБЧ, объ е ди нен ные тем, что
все они фор му ли ру ют ус ло вия, при ко то рых дан ная по сле до ва тель-
ность СВ под чи ня ет ся ЗБЧ. Раз ли чия ус ло вий в те о ре мах оп ре де -
ля ют ся раз ны ми свой ст ва ми ис ход ных по сле до ва тель но с тей СВ.

При ве дем на и бо лее про стые те о ре мы груп пы ЗБЧ, да ю щие до -
ста точ ные ус ло вия вы пол ни мо с ти ЗБЧ для дан ных по сле до ва тель но -
с тей СВ. Это зна чит, что на ос но ва нии этих те о рем при вы пол не нии
их ус ло вий мож но ут верж дать, что к дан ным по сле до ва тель но с тям
СВ при ме ним ЗБЧ. Ес ли же ус ло вия этих те о рем вы пол нять ся не
бу дут, то ис сле до ва ния о при ме ня е мо с ти ЗБЧ нуж но про дол жить
на ос но ва нии дру гих те о рем. Те о ре мы бу дут да лее пред став ле ны
в по ряд ке их уси ле ния.

Те о ре ма Хин чи на. Пусть Х1, Х2, ..., Хn — попарно не за ви си мые
оди на ко во рас пре де лен ные СВ с ко неч ным ма те ма ти че с ким ожи -
да ни ем MX. Тог да

Это ЗБЧ в фор ме Хин чи на.

До ка за тель ст во. Ча ст ный слу чай. При ве дем сна ча ла до ка за тель ст во
в слу чае ко неч но с ти DX. Вос поль зу ем ся не ра вен ст вом Че бы ше ва (3.7а):
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P{| X – MX | 	 ε} 
 ,

где X > 0 — СВ, ε > 0 — const.

По ло жив име ем

так как MX = MX; DX = .

Об щий слу чай (до ка за тель ст во ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ -
ций).

Обо зна чим MXi = m, Sn = Xi. Тог да ут верж де ние те о ре мы Хин чи на

мож но за пи сать в ви де – m 0, или m (схо ди мость по ве ро -

ят но с ти).
Вве дем в рас смо т ре ние ха рак те ри с ти че с кие функ ции слу чай ных ве ли -

чин Х1, Х2, …, Хn: gXi
(t) = MeitXi.�Тог да

а это ха рак те ри с ти че с кая функ ция кон стан ты m, т.е. до ка за на схо ди мость

m, т.е. схо ди мость по рас пре де ле нию, а так как m — кон стан та,

то эта схо ди мость эк ви ва лент на схо ди мо с ти по ве ро ят но с ти, что и ут верж -
да ет ся в до ка зы ва е мой те о ре ме.

Те о ре ма Че бы ше ва. Пусть X1, X2, …, Xn — попарно не за ви си мые
СВ, име ю щие рав но мер но ог ра ни чен ные дис пер сии, т.е. су ще ст ву -
ет кон стан та С та кая, что DXi 
 С для всех i = 1, 2, … . Тог да по сле -
до ва тельность СВ {Xi} под чи ня ет ся ЗБЧ в фор ме (3.5).

До ка за тель ст во. По фор му ле (3.6а) P(| X — MX | 	 ε) 
 , где ε > 0 —

const. Пусть

Тог да
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Те о ре ма Мар ко ва. Пусть СВ Х1, Х2, …, Хn — как угод но за ви си -

мые СВ и (или DX 0, где ). Тог да

по сле до ва тель ность СВ {Хi} под чи ня ет ся ЗБЧ.

До ка за тель ст во. По фор му ле (3.6а) P(| X — MX | 	 ε) 
 , где X — СВ,

ε > 0 — const. Пусть

Тог да

Те о ре ма Бер нул ли. Пусть СВ X ~ В(n, p). Тог да

где ε > 0 — const.

До ка за тель ст во. Эта те о ре ма яв ля ет ся след ст ви ем те о ре мы Хин чи на,

так как X = Xi, где Xi ~ В(1, p) и все Xi — не за ви си мые СВ; = X, MX =

= p = MX.

Уси лен ный за кон боль ших чи сел (УЗБЧ).

(это схо ди мость поч ти на вер ное (п.н.), или с ве ро ят но с тью 1 (о ви -
дах схо ди мо с ти см. гл. 4)).

Те о ре ма Кол мо го ро ва. Пусть Х1, Х2, …, Хn — не за ви си мые СВ

и < �. Тог да по сле до ва тель ность СВ {Xi} под чи ня ет ся УЗБЧ

(без до ка за тель ст ва).
Рас смо т рим за да чи на при ме не ние ЗБЧ.

За да ча 3.11. Сред ний срок служ бы мо то ра — 4 го да. Оце нить ве ро -
ят ность то го, что мо тор про слу жит ме нее 20 лет.

Ре ше ние

По фор му ле (3.6б) Р{X < 20} 	 1 – = 0,8, где СВ X — срок служ -

бы мо то ра.
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За да ча 3.12. В ма ши ну на гру зи ли 20 т кар то фе ля меш ка ми, а ве ро -
ят ность то го, что слу чай но взя тый ме шок име ет вес ме нее 100 кг, рав -
на 0,8. Оце нить чис ло n меш ков, ес ли их ве са оди на ко во рас пре де ле ны.

Ре ше ние

По фор му ле (3.6б) P{X < 100} = 0,8 	 1 – � 	 0,2 �

� n 
 1000, так как MX = , где СВ X — раз мер слу чай но го вкла да.

За да ча 3.13. В се ти 18 000 ламп. Ве ро ят ность быть вклю чен ной для
каж дой лам пы — 0,9. Оце нить ве ро ят ность то го, что чис ло вклю чен -
ных ламп от ли ча ет ся от сво е го сред не го X ме нее чем на 200 ламп.

Ре ше ние
Пусть СВ X — чис ло вклю чен ных ламп, тог да по фор му ле (3.7б)

име ем

P(| X – MX | < 200) 	 1 – = 0,955,

так как СВ X ~ В(n, р), n = 18 000, p = 0,9, MX = np = 16 200, DX = npq =
= 1620.

За да ча 3.14. Оце нить ве ро ят ность то го, что ча с то та по яв ле ния гер -
ба при 100 бро са ни ях мо не ты от кло нит ся от сво ей ве ро ят но с ти ме нее
чем на ε = 0,1.

Ре ше ние
По фор му ле (3.7б) (по ло жив х — чис ло гер бов) име ем

так как X ~ В(n, р), MX = np, DX = npq, n = 100, p = 0,5.

За да ча 3.15. Рас пре де ле ние СВ X за да но ря дом рас пре де ле ния

Вы чис лить точ но и оце нить по фор му ле (3.5б) Р(X < 11).
Ре ше ние
По дан но му ря ду рас пре де ле ния Р{X < 11} = 1 – 0,05 = 0,95. По фор -

му ле (3.6б)

P{X < 11} 	 1 – =

= 1 – � 1 – 0,48 = 0,52.

Эта за да ча ил лю с т ри ру ет гру бость оцен ки по не ра вен ст ву Мар -
ко ва по срав не нию с точ ным зна че ни ем P(X < 11).

За да ча 3.16. Оце нить ве ро ят ность то го, что СВ X от кло нит ся от
MX ме нее чем на 3σ, в слу ча ях а) X ~ R[a; b]; б) X ~ N(a, b) в срав не нии
с ве ро ят но с тя ми это го со бы тия.

2 · 0,2 + 4 · 0,3 + 6 · 0,25 + 8 · 0,2 + 12 · 0,05
———————————————————————————
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Ре ше ние
а)�X ~ R[a; b]. По фор му ле (3.7б) по лу ча ем

P{| X – MX | < 3σ} 	 1 – = 1 – = .

В то же вре мя для X ~ R[a; b] име ем

P{| X – MX | < 3σ} = P{MX – 3σ < X < MX + 3σ} =
= F(MX + 3σ) – F(MX – 3σ);

MX = , DX = , σ = , 3σ = > ,

по это му

так как

+ > + = b,

– < – = a.

б)�X ~ N(a, b). По фор му ле (3.7б) по лу ча ем

P{| X – MX | < 3σ} = 0,9973 > = 0,8989.

Эта за да ча ил лю с т ри ру ет гру бость оцен ки НЧ.

За да ча 3.17. Пусть СВ X ~ G(р). Оце нить Р{|X – MX| 	 ε}.
Ре ше ние

Име ем MX = , DX = , где q = 1 – р. По фор му ле (3.7а) по лу ча ем

P{| X – MX | 	 ε} 
 = .

При p2ε2 < q (что мож но сде лать за счет вы бо ра ε) мы име ем три ви -
аль ную оцен ку P{| X – MX | 	 ε} 
 1.

Эта за да ча ил лю с т ри ру ет гру бость не ра вен ст ва Че бы ше ва.

За да ча 3.18. Пусть {Xi} — не за ви си мые СВ, за дан ные ря дом рас пре -
де ле ния

При ме ним ли к ним ЗБЧ?
Ре ше ние
MXn = 0 < С = 1 и СВ оди на ко во рас пре де ле ны, сле до ва тель но,

по те о ре ме Хин чи на ЗБЧ при ме ним.
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За да ча 3.19. Пусть {Xi} — не за ви си мые СВ, за дан ные ря дом рас пре -
де ле ния

При ме ним ли к ним ЗБЧ?
Ре ше ние

СВ {Xi} — не за ви си мы, а так как MXn = 0, DXn = < C = 100, име -

ют рав номер но ог ра ни чен ные дис пер сии, по это му ЗБЧ при ме ним.

За да ча 3.20. X — чис ло гер бов, вы пав ших при бро са нии мо не ты,
Y — чис ло вы пав ших оч ков на иг раль ной ко с ти. Оце нить ве ро ят ность
то го, что X + Y < 14.

Ре ше ние

СВ X ~ B(n, p), где n = 10, р = 0,5, MX = np = 5, MY = (1 + 2 + 3 +

+ 4 + 5 + 6) = 3,5.
По не ра вен ст ву Мар ко ва (3.6б)

P{X + Y < 14} 	 1 – = 1 – = .

За да ча 3.21. В пар тии n из де лий — с пер во го стан ка и m из де лий —
со вто ро го стан ка. По не ра вен ст ву Че бы ше ва оце нить ве ро ят ность то -
го, что чис ло X пер во сорт ных из де лий в пар тии от ли ча ет ся от сво е го
сред не го по аб со лют ной ве ли чи не ме нее чем на ε, ес ли ве ро ят но с ти то -
го, что из де лие — пер во го сор та с пер во го и вто ро го стан ков, со от вет ст -
вен но рав ны r и s.

Ре ше ние

P{| X – MX | < ε} 	 1 – , X = X1 + X2,

где Х1 и Х2 — ко ли че ст во пер во сорт ных из де лий в пар тии со от вет ст вен -
но c пер во го и вто ро го стан ков. СВ Х1 ~ B(n, r), Х2 ~ B(m, s) � MX1 = nr;
MX2 = ms; MX = nr + ms; DX1 = nr(1 – r); DX2 = ms(1 – s); DX = nr(1 – r) +
+ ms(1 – s). По это му

P{| X – MX | < ε} 	 1 – .

За да ча 3.22. Пусть {Хi} — не за ви си мые СВ, за дан ные ря дом рас пре -
де ле ния

При ме ним ли к ним ЗБЧ?
Ре ше ние
MXn = 0; DXn = MXn

2 = ���n � ус ло вие те о ре мы Че бы ше ва не вы пол -
ня ет ся. Про ве рим вы пол не ние ус ло вий те о ре мы Мар ко ва:

Xn –���n 0 ���n
P 1/2���k –1/���k –1/2���k

nr(1 – r) + ms(1 – s)
—————————————

ε2

DX
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14
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50
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P 1/(3n2) 1 – n2 2/3 1/(3n2)
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ЗБЧ при ме ним по те о ре ме Мар ко ва.

3.3. Цен т раль ная пре дель ная те о ре ма

3.3.1. Те о ре мы груп пы цен т раль ной пре дель ной те о ре мы

Груп па цен т раль ной пре дель ной те о ре мы (ЦПТ) — груп па те о -
рем, фор му ли ру ю щих ус ло вия схо ди мо с ти рас пре де ле ний не ко то -
рых сумм СВ к нор маль но му за ко ну с рос том чис ла СВ, за ви ся щие
от свойств рас сма т ри ва е мых по сле до ва тель но с тей СВ.

Для удоб ст ва даль ней ше го об суж де ния те мы вве дем сле ду ю щие
обо зна че ния:

ξ1, ξ2, …, ξn, … — по сле до ва тель ность слу чай ных ве ли чин (СВ);

Sn = ξk; ; Mξk = ak; Dξk = bk
2; M | ξk – ai |

3 = ck
3; An = ak;

Bn
2 = bk

2; Cn
3 = ck

3; L(x) — за кон рас пре де ле ния СВ X; gx(t) = Meitx.

Те о ре ма Ле ви. Пусть ξ1, ξ2, … — не за ви си мые, оди на ко во рас -
пре де лен ные СВ с ко неч ной дис пер си ей. Тог да

До ка за тель ст во. Про во дим его ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций.
Обо зна чим Mξi = m; Dξi = σ2. По свой ст вам ха рак те ри с ти че с ких функ ций
име ем

Те о ре ма Ля пу но ва. Пусть ξ1, ξ2, … — не за ви си мые СВ. Тог да, ес -

ли ak, bk, ck при лю бом k существуют и 0, где ,
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, то , или L(Sn
*)  N(0, 1) (без

до ка за тель ст ва).
Рас смо т рим за да чи на про вер ку вы пол не ния ус ло вий те о ре мы

Ля пу но ва.

За да ча 3.23. {ξk } — не за ви си мые СВ, за дан ные ря дом рас пре де ле ния

Про ве рить, что L(Sn
*) N(0, 1).

Ре ше ние

Mξk = ak = 0; Dξk = bk
2 = k2; M | ξk |3 = ck

3 = k3; An = 0; Bn
2 = k2 ~ n3; Cn

3 =

= k3 ~ n4; 0 � ус ло вия те о ре мы вы пол не ны.

За да ча 3.24. ξk ~ R[–k; k]; {ξk} — не за ви си мые СВ. Оп ре де лить, вы -
пол ня ют ся ли ус ло вия те о ре мы Ля пу но ва для {ξk}.

Ре ше ние

Mξk = ak = 0; Dξk = = = bk
2; M| ξk |3 = 2 dx = = ck; An = 0;

Bn
2 = k2 ~ n3; Cn

3 = k3 ~ n4; 0 � ус ло вия те о ре мы

Ля пу но ва для {ξk} вы пол не ны.

Те о ре ма Пу ас со на. Пусть вы пол не ны ус ло вия

n  �, p  0, np = λ < �, (3.10)

тог да для фик си ро ван но го це ло го m ~ B(n, p) (0 
 m 
 n) и λ > 0 —
const

Pn(m) = , (3.11)

где Pn(m) = Cn
mpmqn–m; q = 1– p.

До ка за тель ст во. Проводим выкладки:
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Обоб щен ная те о ре ма Пу ас со на. Пусть {ξk} — по сле до ва тель -

ность бер нул ли ев ских СВ, ξk ~ B(1, pk); Sn = ξk. Ус ло вия асимп то -

ти ки:

n  �; pk  0; pk  λ; 0 < λ < �. (3.12)

Тог да P(Sn = m) = (это сла бая схо ди мость рас пре де ле -

ния СВ Sn к π(λ)).

До ка за тель ст во. Про ве дем его ме то дом про из во дя щих функ ций:

ч.т.д., так как это про из во дя щая функ ция за ко на Пу ас со на с па ра ме т ром λ.

Прак ти че с кая ре ко мен да ция. При ме нять фор му лу (3.11) при
боль ших n и npq < 9.

3.3.2. При бли же ния би но ми аль ной схе мы

Про из во дит ся n ис пы та ний Бер нул ли с ве ро ят но с тью ус пе ха A
в од ном опы те Р(А) = р (Р(A) = 1 – р = q). Тог да ве ро ят ность по лу -
чить ров но m ус пе хов в n ис пы та ни ях есть

Pn(m) = Cn
mpmqn–m (3.13)

(би но ми аль ная ве ро ят ность).
При боль ших n вы чис ле ние по (3.13) за труд ни тель но, по это му

ис поль зу ют при бли же ния, сфор му ли ро ван ные в ви де сле ду ю щих
те о рем.

Ло каль ная те о ре ма Му а в ра — Ла пла са (ЛТМЛ). При n  �

P m

npq
x
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1
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при 0
ln ( )= ln(1 ( 1)) = =
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где — таб лич ная функ ция, (без до ка за -

тель ст ва).
Прак ти че с кая ре ко мен да ция. При ме нять фор му лу (3.14) при

npq 	 9.
Ин те г раль ная те о ре ма Му а в ра — Ла пла са (ИТМЛ). Рав но мер -

но от но си тель но x′ и x′′ (–� < x′ < x′′ < �) при n  �

где Φ(x) = ϕ(t)dt — таб лич ная функ ция, а ϕ(x) см. вы ше.

Прак ти че с кая ре ко мен да ция. При ме нять (3.14) и (3.15) при
боль ших n и npq 	 9.

Прак ти че с кий смысл ИТМЛ. По ло жим в ка че ст ве x1 и x2 зна че ния:

ко то рые удов ле тво ря ют ус ло ви ям ИТМЛ.

Тог да прак ти че с ки при боль ших n име ем по фор му ле (3.14) сле -
ду ю щее при бли жен ное ра вен ст во:

или

За ме ча ние 3.2. Ут верж де ние ИТМЛ мож но пред став лять в сле -
ду ю щих ви дах:

или 

До ка за тель ст во ИТМЛ. Оно сле ду ет из те о ре мы Ле ви, так как СВ

m ~ B(n, p), Mm = p, Dm = , m = Xi, где {Xi} — не за ви си мые оди на -

ко во рас пре де лен ные по B(1, p) СВ. По то му в фор му ле (3.16) —

нор ми ро ван ная сум ма не за ви си мых оди на ко во рас пре де лен ных бер нул -
лиев ских СВ, рас пре де ле ние ко то рой по те о ре ме Ле ви при n  � схо дит -
ся к N(0, 1), от ку да сле ду ет ИТМЛ в фор ме (3.15).
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След ст вие из ИТМЛ

m ~ B(n, p).

До ка за тель ст во. m = Xi, где СВ Xi ~ B(1, p), {Xi} — не за ви си мые СВ,

Mm = np, Dm = . Тог да

За ме ча ние 3.3. Из фор му лы (3.17) сле ду ет, что для m ~ B(n, p)

а это зна чит, что с за дан ной на деж но с тью P мож но ука зать ин тер -
вал из ме не ния m в пре де лах m1 = np – εn и m2 = np – εn, т.е.

Та ким об ра зом, по фор му лам (3.17) и (3.18) с за дан ной на деж -
но с тью P (P — до ве ри тель ная ве ро ят ность) лег ко вы пи сы ва ют ся

до ве ри тель ные ин тер ва лы для от но си тель ной ча с то ты и ча с то ты

m, где m ~ B(n, p):

За ме ча ние 3.4. При при ме не нии след ст вия из ИТМЛ воз ни ка ют
сле ду ю щие за да чи: пря мая — из ве ст ны n, p, ε, най ти P, и об рат -
ная — из ве ст ны P и два из па ра ме т ров n, p, ε, най ти не из ве ст ный па -
ра метр.
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Рас смо т рим за да чи на при ме не ние при бли же ний би но ми аль ной
схе мы (за да чи 3.25—3.32) и ЦПТ (за да чи 3.33—3.41).

За да ча 3.25. Най ти ве ро ят ность то го, что в n = 300 ис пы та ни ях Бер -
нул ли с ве ро ят но с тью ус пе ха P(A) = 0,25 со бы тие А на сту пит: а) 75 раз;
б) 100 раз.

Ре ше ние

а) ;

б) P300(75, 100) Φ( ) – Φ( ), где да -

лее до счи тать са мо сто я тель но с ис поль зо ва ни ем таб лиц функ ции Ла -
пла са Ф(х).

За да ча 3.26. Сколь ко нуж но про ве с ти ис пы та ний Бер нул ли, что бы
с ве ро ят но с тью 0,9 мож но было ожи дать, что ус пех (Р(А) = 0,8) про -
изой дет не ме нее 75 раз.

Ре ше ние
Вос поль зу ем ся фор му лой (3.16), где р = 0,8, q = 0,2, m1 = 75, m2 = n —

ис ко мое чис ло ис пы та ний.

так как n > 75, 

За да ча 3.27. Мо не ту бро са ют 2N раз (N ве ли ко). Най ти ве ро ят -
ность то го, что герб вы па да ет на 2m раз боль ше, чем реш ка.

Ре ше ние
По фор му ле (3.14)

За да ча 3.28. На ба зу от прав ле но 5000 до б ро ка че ст вен ных из де лий.
Ве ро ят ность то го, что из де лие по вре дит ся, рав на 0,0002 для каж до го
не за ви си мо от дру гих. Най ти ве ро ят но с ти со бы тий: а) по вре дит ся два
из де лия; б) по вре дит ся не ме нее треx из де лий.

Ре ше ние
По фор му ле (3.11) име ем:

а) P5000(3) � = = � 0,6;

б) P5000(3) + P5000(4) + ... + P5000(5000) = 1 – P5000(0) – P5000(1) – P5000(2)
(до счи тай те са мо сто я тель но).
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За да ча 3.29. С кон вей е ра схо дит в сред нем 85% из де лий 1-го сор та.
Сколь ко из де лий не об хо ди мо взять, что бы с ве ро ят но с тью 0,9973 от -
кло не ние ча с то ты из де лий 1-го сор та в них по мо ду лю от сво ей ве ро ят -
но с ти не пре вос хо ди ло бы 0,01?

Ре ше ние
По фор му ле (3.17) ре ша ем об рат ную за да чу при р = 0,85, q = 0,15,

ε = 0,01, P = 0,9973. На хо дим n из урав не ния

По таб ли цам Φ(t) = 0,9973 � t = 3 � = 3 � n = 11 475.

За да ча 3.30. Мо не ту бро са ют 100 раз. Най ти ин тер вал, в ко то рый
с ве ро ят но с тью 0,9973 бу дет за клю че но чис ло вы па де ний гер бов.

Ре ше ние
По вто рой фор му ле си с те мы (3.15) (n = 100, p = q = 0,5, P = 0,9973)

име ем

Ис ко мый ин тер вал (np – ε, np + ε) = (50 – 15, 50 + 15) = (35, 65).

За да ча 3.31. Про из во дит ся 1500 не за ви си мых ис пы та ний с ве ро ят -
но с тью ус пе ха в од ном опы те, рав ной 0,3. Най ти ве ро ят ность то го, что
чис ло ус пе хов от кло нит ся от сво е го сред не го не бо лее чем на 150.

Ре ше ние
По фор му ле (3.18) (n = 1500, p = 0,3, q = 0,7, ε = 150) име ем

За да ча 3.32. В се ти 180 лам по чек. Ве ро ят ность быть вклю чен ной
для каж дой лам поч ки рав на 0,9 (не за ви си мо от дру гих). Най ти ве ро ят -
ность то го, что от кло не ние от но си тель ной ча с то ты вклю чен ных лам -
по чек от сво ей ве ро ят но с ти (0,9) по мо ду лю не пре взой дет 0,1.

Ре ше ние
По фор му ле (3.17) (n = 180, p = 0,9, q = 0,1, ε = 0,1) име ем

За да ча 3.33. До ка зать, что 

Ре ше ние (до ка за т ель ст во)

СВ ξk ~ π(1); Mξk = 1; Sn = ξk ~ π(n); MSn = n; DSn = ���n 
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С ис поль зо ва ни ем фор му лы Стир лин га (n! � nne–n )�по лу ча ем

За да ча 3.34. Зри те ли при хо дят в те атр па ра ми. Чис ло мест в те а т -
ре 1000. Зри те ли рав но ве ро ят но поль зу ют ся дву мя вхо да ми, око ло
каж до го из них име ет ся гар де роб. Сколь ко мест долж но быть в каж дом
гар де ро бе, что бы с ве ро ят но с тью 0,99 каж дый зри тель мог вос поль зо -
вать ся бли жай шим гар де ро бом?

Ре ше ние
Обо зна чим X — чис ло мест в каж дом гар де ро бе; m — чис ло пар, во шед-

ших в пер вый вход; n — об щее чис ло пар зри те лей (2n =1000 � n = 500).
Тог да 0,99 = Р(X 	 2m; X 	 2n – 2m), т.е.

За да ча 3.35. В таб ли це слу чай ных чи сел каж дое це лое от 0 до 9 по -
яв ля ет ся с ве ро ят но с тью 0,1 (не за ви си мо от дру гих). Сколь ко нуж но
слу чай ных чи сел, что бы с ве ро ят но с тью 0,99 сре ди них по яви лись
	 100 ну лей?

Ре ше ние
СВ X — чис ло ну лей; СВ X ~ B(n, p = 0,1).
По ИТМЛ по лу ча ем Pn(100, n) = 0,99 �

Так как n 	 100 � 3���n 	 30 � Φ(3���n) = 0,5. От сю да по таб ли це

Ф(x) по лу ча ем 
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За да ча 3.36. В стра хо вой ком па нии (n = 10 000 кли ен тов) стра хо -
вой взнос каж до го ра вен 500 руб. Р — ве ро ят ность ка та ст ро фы. На ка -
кую при быль с ве ро ят но с тью 0,95 мо жет рас счи ты вать ком па ния?

Ре ше ние
S = 10 000 · 500 = 5 000 000 — стра хо вая сум ма; X — слу чай по те ри

(вы пла ты) ком па нии; Y = S – X — при быль. СВ X ~ B(n, p). По ИТМЛ
име ем

� зна че ние ξ на хо дит ся из ра вен ст ва .

Тог да 0,95 = Р(np – ξ 
 X 
 np + ξ) = P(S – np – ξ 
 S – X 
 S – np + ξ) =
= P(I1 
 Y 
 I2). Са мо сто я тель но до счи тай те ис ко мые I1 и I2.

За да ча 3.37. {Xi} — не за ви си мы, gxi
(t) = ; Sn = Xi, Sn

* = .

Най ти L(Sn
*).

Ре ше ние

СВ Xi ~ R[–1; 1]; MXi = 0; DXi = = ; MSn = 0; DSn = ; = Sn
*.

По те о ре ме Ле ви 

За да ча 3.38. gxi
(t) = cos t; Sn = Xi, Sn

* = . Най ти L(Sn
*).

Ре ше ние

cos t = � ряд рас пре де ле ния

MXi = 0; DXi = 1; MSn= 0; DXn= n; Sn
* = � по те о ре ме

Ле ви 

За да ча 3.39. gxi
(t) = ; Sn = Xi, Sn

* = . Най ти L(Sn
*).

Ре ше ние

СВ Xi ~ E(λ = 1); MXi = DXi = 1; MSn = DSn = n; Sn
* = �
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За да ча 3.40. При ка ких зна че ни ях α и β к по сле до ва тель но с ти {ξk}
при ме ни ма те о ре ма Ля пу но ва, ес ли дан сле ду ю щий ряд рас пре де ле -
ния СВ ξk?

Ре ше ние
Име ем

ak = Mξk = 0; bk
2 = Dξk = k2α–β; Bn

2 = k2α–β � n2α–β+1;

Ck
3 = M | ξk |3 = k2α–β; Cn

3 = k3α–β � n3α–β+1;

п ри – > 0;

6α – 3β + 3 – 6α + 2β – 2 � 1 – β > 0 � β < 1 при лю бых α.

За да ча 3.41. X1, X2, …, Xn, … — оди на ко во рас пре де лен ные СВ,

Xk ~ R[–1; 1], k = 1, 2, …; Sn = Xk; Sn
* = . Най ти за кон рас пре де ле -

ния СВ Sn
* при n  �.

Ре ше ние
Име ем

так как MSn = 0, DSn = ;
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Кон троль ные во про сы и за да ния
1. При ве ди те при ме ры на хож де ния ха рак те ри с ти че с ких функ ций по

про из во дя щим.
2. Опи ши те ис поль зо ва ние ме то дов про из во дя щих и ха рак те ри с ти че с -

ких функ ций для ком по зи ций. При ве ди те при ме ры.
3. Как оп ре де ля ют ся рас пре де ле ние и мо мен ты слу чай но го чис ла не за -

ви си мых слу чай ных сла га е мых?
4. Ка ко вы смысл, зна че ние и сфе ра при ме не ния не ра венств груп пы ЗБЧ?
5. При ве ди те срав ни тель ную ха рак те ри с ти ку те о рем груп пы ЗБЧ

и по ря док про вер ки их ус ло вий.
6. Дай те об щую ха рак те ри с ти ку те о рем ЦТП.
7. Как осу ще ств ля ет ся про вер ка ус ло вий те о рем ЦПТ? При ве ди те

при ме ры.
8. Опи ши те при ме не ние ЦТП для при бли же ния би но ми аль ной схе мы.
9. Сфор му ли руй те след ст вие из ин те г раль ной те о ре мы Му а в ра — Ла п -

ла са и ука жи те ее при ме не ние. При ве ди те при ме ры.
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Гла ва 4 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ТЕМЫ 

К ОСНОВНОМУ КУРСУ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

В ре зуль та те изу че ния дан ной гла вы сту ден ты долж ны:
знать
• ус лов ные рас пре де ле ния;
• ком по зи ции;
• рас пре де ле ния функ ций от слу чай ных ве ли чин;
• све де ния о важ ных в при ло же ни ях ве ро ят но ст ных рас пре де ле ни ях;
• ви ды ве ро ят но ст ных схо ди мо с тей;
уметь
• при ме нять до пол ни тель ные све де ния гла вы к ре ше нию кон крет ных

за дач;
вла деть
• ме то да ми ана ли за ве ро ят но ст ных рас пре де ле ний функ ций от слу -

чай ных ве ли чин.

Дан ная гла ва опи ра ет ся на зна ние ос нов но го на чаль но го кур са
те о рии ве ро ят но с тей (гл. 1—3) и име ет це лью изу че ние бо лее ши -
ро ко го кру га во про сов, свя зан ных с рас пре де ле ни ем слу чай ных ве -
ли чин. Это ока зы ва ет ся не об хо ди мым при ре ше нии мно гих те о ре -
ти че с ких и прак ти че с ких за дач как те о рии ве ро ят но с тей, так
и смеж ных ве ро ят но ст ных дис цип лин, преж де все го ма те ма ти че с -
кой ста ти с ти ки и ста ти с ти че с ко го мо де ли ро ва ния ве ро ят но ст ных
про цес сов. Здесь ра зо бра но мно го при ме ров, объ яс ня ю щих и ил -
лю с т ри ру ю щих те о рию.

Имея в ви ду раз лич ные вре мен ные рам ки кур сов те о рии ве ро ят -
но с тей на раз ных ин же нер но-тех ни че с ких фа куль те тах, от дель ные
те мы гла вы мо гут вклю чать ся в ос нов ной курс в за ви си мо с ти от ак -
цен тов спе ци а ли за ции в со от вет ст вии с их про грам ма ми.
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4.1. Нор маль ное рас пре де ле ние

Функ ция рас пре де ле ния и плот ность нор маль но го рас пре де ле -
ния, а так же не ко то рые его свой ст ва при ве де ны в па ра гра фе 2.3.
При ве дем здесь не сколь ко до пол ни тель ных све де ний.

1.�Вы чис ле ние мо мен тов нор маль ной СВ X1 ~ N(a, σ).

в си лу не чет но с ти по дын те г раль ной функ ции;

Из па ра гра фа 2.3 из ве ст но, что X1 = σX0 + a, от ку да по свой ст вам
ма те ма ти че с ко го ожи да ния и дис пер сии по лу ча ем, что MX1 =
= σMX0 + a = a; DX1 = σ2DX0 = σ2.

2.�Вы чис ле ние ха рак те ри с ти че с кой функ ции gX1
(t) нор маль ной

СВ X1 ~ N(a, σ).
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т.е. g �(t) = –g(t)t. Ре шим это диф фе рен ци аль ное урав не ние с на -
чаль ным ус ло ви ем g(0) = 1:

При t = 0 g(0) = C = 1 � g(t) = ;

3.�Мно го мер ное нор маль ное рас пре де ле ние.
Функ ция рас пре де ле ния

где |C | — оп ре де ли тель ма т ри цы C = ||Cij ||, об рат ной кор ре ля ци он -

ной ма т ри це K = || Kij ||, |C | = ; Cij = (–1)i + j ; | K | > 0 — оп ре де ли -

тель кор ре ля ци он ной ма т ри цы K; Mij — ми нор оп ре де ли те ля | K |,
по лу ча е мый из не го вы чер ки ва ни ем i-й стро ки и j-го столб ца.

В ча ст но с ти, при n = 2 || Kij || = .

Обо зна чим rXY = r, DX = σ2
X, DY = σ2

Y, MX = mX, MY = mY. Тог да
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Рас смо т рим при ме ры ре ше ния за дач.

За да ча 4.1. Ша рик бра ку ют, ес ли он про хо дит в от вер стие ди а ме т -
ром d1 или не про хо дит в от вер стие ди а ме т ром d2. Най ти P(X) — ве ро -
ят ность за бра ко вать ша рик, ес ли его ди а метр 

D ~ N m = , σ = .

Ре ше ние

P(X) = 1 – P(d1 < D < d2) = 1 – Φ + Φ =

= 1 – Φ + Φ = 1 – 2Φ(1) = 1 – 2 · 0,3413 = 0,3174.

За да ча 4.2. В ус ло ви ях за да чи 4.1, счи тая те перь, что σ не из ве ст но,
а Р(X) = 0,1, оп ре де лить σ.

Ре ше ние

P(X) = 0,1 = 1 – 2Φ � Φ = 0,45 �

� = 1,25 � σ = .

За да ча 4.3. СВ X ~ N(a, σ). FX(x) = 0,5 + Ф(х – 1). Най ти P(1 < X < 2)
при a = 1.

Ре ше ние

FX(x) = Φ + 0,5 = 0,5 + Φ(x – 1) � Φ = Φ(x – 1) �

� σ = 1;

P(1 < X < 2) = Φ – Φ = Φ(1).
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За да ча 4.4. СВ X и Y — не за ви си мы, Z = 2X + Y, Y ~ N(0, 1). Най ти
FZ(x) и P(Z < 0), ес ли X за да на ря дом рас пре де ле ния

Ре ше ние

FZ(x) = P(2X + Y < x) = P(X = –1, Y = x + 2) + P(X = 1, Y < x – 2) =

= P(X = –1)FY (x + 2) + P(X = 1)FY (x – 2) = 0,6(Φ(х + 2) + 0,5) + 

+ 0,4(Φ(х – 2) + 0,5) = 0,5 + 0,6Φ(х + 2) + 0,4Φ(х – 2);
Р(Z < 0) = FZ(0) = 0,5 + 0,6Φ(2) + 0,4Φ(–2) =

= 0,5 + 0,2Φ(2) = 0,5 + 0,2 · 0,4772 = 0,5954.

За да ча 4.5. СВ X ~ N(a = 25, σ); Р(10 < X < 15) = 0,09. Най ти
Р(0 < X < 35).

Ре ше ние

0,09 = Φ – Φ = Φ – Φ .

По таб ли це Φ(X) най дем ар гу мен ты X1 и X2 та кие, что бы Φ(X2) –
– Φ(X1) � 0,09 и X1 · 1,5 = X2, — это зна че ния X1 = 0,6 и X2 = 0,9, так как
Φ(0,9) – Φ(0,6) = 0,3159 – 0,2957 � 0,09 � 10/σ = 0,6 � σ � 10/0,60 �
� 17 �

� P(0 < X < 35) � Φ – Φ = 0,6 + Φ �

� 0,237 + Φ(1,4) � 0,237 + 0,42 � 0,66.

За да ча 4.6. СВ X ~ N(a, σ). Най ти а и σ, ес ли 0,2 = F(20); 0,4 =
= F(3,5).

Ре ше ние

� на хо дим t1 и t2 по таб ли це Φ(х):

(до счи тай те са мо сто я тель но).

t
a

t
a

1

2

20

35

=

=

−

−










σ

σ

,

F x
x a

F
0

F

X ( ) ,

( ) , , ,

( ) ,

=

= =

=

Φ

Φ

−





+

−





+

σ

σ

0 5

20 0 2
20

0 5

35 0

]

]
44

35
0 5

0 3
20

0 1
35

=

=

=Φ

Φ

Φ−





+










− −





− −


0

0

0
σ

σ

σ
,

, ,

,

]














0 – 25
————

17



25
––
17













35 – 25
—————

17






10
––
σ







10 – 25
—————

σ






15
––
σ







15 – 25
—————

σ



X –1 1
Р 0,6 0,4

128



За да ча 4.7. Най ти все на чаль ные мо мен ты при ве ден но го нор маль -
но го за ко на (X0 ~ N(0, 1)).

Ре ше ние

Обо зна чим 

m0 = 1 (из ус ло вия нор ми ров ки ), m2 = 1, m4 =

= 3 · 1; m6 = 5 · 3 · 1; m2k = (2k – 1)(2k – 3) … · 3 · 1 = (2k – 1)!!.

4.2. Ус лов ные раcпре де ле ния

4.2.1. Спо со бы за да ния за ко на рас пре де ле ния 
дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны

1.�С по мо щью функ ции рас пре де ле ния СВ (X, Y) F(x, y) = P(X < x,
Y < y). Она оп ре де ля ет ся для дис крет ных и не пре рыв ных со став -
ля ю щих. Свой ст ва F(x, y) ука за ны в па ра гра фе 2.2.

2.�Рас пре де ле ние дис крет ной СВ (X, Y) мож но за дать таб ли цей
рас пре де ле ния:

Pij = P{X = xi, Y = yj} = pij = 1;
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P(X = xi) = pij — мар ги наль ное рас пре де ле ние СВ X;

P(Y = yj) = pij — мар ги наль ное рас пре де ле ние СВ Y.

3.�Рас пре де ле ние не пре рыв ной СВ (X, Y) мож но за дать плот но -

с тью распре де ле ния f(x, y) = ; тог да

f1(x) = f(x, y)dy — мар ги наль ная плот ность рас пре де ле ния СВ X;

f2(y) = f(x, y)dx — мар ги наль ная плот ность рас пре де ле ния СВ Y;

F(x, y) = P{X < x, Y < y} = f(u, v)dudv.

4.2.2. Ус лов ные рас пре де ле ния 
и ус лов ные ма те ма ти че с кие ожи да ния

1.�В дис крет ном слу чае

Pij = P{X = xi / Y = yj} = ;

M(X / Y = yi) = xiP(X = xi / Y = yi)

—�ус лов ное ма те ма ти че с кое ожи да ние (УМО) (при фик си ро ван ном
ус ло вии — это чис ло). Ана ло гич но оп ре де ля ют ся P(Y = yi / X = xj)
и M(Y / X = xi).

2.�В не пре рыв ном слу чае

ϕ(x / Y = y) = , ψ(x / Y = y) =

— ус лов ные плот но с ти при фик си ро ван ной дру гой ко ор ди на те.
УМО для не пре рыв ной СВ при фик си ро ван ном ус ло вии есть

M(X / Y = y) = xϕ(X / Y = y)dx;

M(Y / X = x) = yψ(Y / X = x)dy

(это чис ла).
Ес ли рас сма т ри вать зна че ние y СВ Y как слу чай ное, то M(X/ Y) —

СВ, за ви ся щая от СВ Y, — и на зы ва ет ся УМО.
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Про стей шие свой ст ва УМО M(X / Y):
1) M(C / Y) = C;
2) M(CX / Y) = CM(X / Y);
3) M(X + Y / Z) = M(X / Z) + M(Y / Z).
Оп ре де ле ние 4.1. Под ре г рес си ей бу дем по ни мать за ви си мость

сред не го зна че ния ка кой	ли бо ве ли чи ны от не ко то рой дру гой (или
дру гих). Вид этой за ви си мо с ти да ет урав не ние ре г рес сии.

Ес ли рас сма т ри вать зна че ния x и y как воз мож ные те ку щие зна -
че ния СВ X и Y, то M(X / Y = y) = V1(y), M(Y / X = x) = V2(x), где V1

и V2 — не ко то рые функ ции од ной пе ре мен ной. Тог да урав не ния ре -
г рес сии со от вет ст вен но по x и y есть:

• x = M(X / Y = y) — сред нее зна че ние СВ X при фик си ро ван ном
Y = y;

• y = M(Y / X = x) — сред нее зна че ние СВ Y при фик си ро ван ном
X = x.

Ес ли урав не ние ре г рес сии есть урав не ние пря мой (т.е. опи сы ва ет
ли ней ную за ви си мость), то ре г рес сия на зы ва ет ся пря мо ли ней ной.

Те ма ус лов ных рас пре де ле ний име ет важ ное те о ре ти че с кое
и прак ти че с кое зна че ние, так как ап па рат ус лов ных рас пре де ле ний
и УМО ис поль зу ет ся при ре ше нии раз лич ных ста ти с ти че с ких за -
дач, а ли нии ре г рес сии от ра жа ют за ви си мость меж ду ком по нен та -
ми дву мер ной СВ (X, Y).

Пусть од на из ком по нент дву мер ной СВ (X, Y) не до ступ на для
на блю де ний, на при мер ком по нен та Y. Тог да воз ни ка ет за да ча про г -
но за воз мож ных зна че ний СВ Y по на блю ден ным зна че ни ям СВ X.
Это оз на ча ет по иск за ви си мо с ти ком по нент X и Y: ϕ(X), на и луч -
шим об ра зом при бли жа ю щей воз мож ные зна че ния СВ Y. Вид за -
ви си мо с ти ϕ(X) ищет ся, ис хо дя из ми ни ми за ции вы бран ной ме ры
бли зо с ти СВ ϕ(X) к Y. На и бо лее рас про ст ра нен ной яв ля ет ся ме ра
бли зо с ти в сред нем ква д ра ти че с ком:

µ = M(Y – ϕ(X))2.

Тог да ϕ(X) ищет ся из ус ло вий
µ = M(Y – ϕ(X))2.

Ни же до ка зы ва ет ся, что этот ми ни мум до сти га ет ся на ϕ(X) =
= M(Y / X).

При ве дем свой ст ва ли ний ре г рес сии.
1.�Ес ли X и Y — не за ви си мые СВ, то ли нии ре г рес сии па рал -

лель ны ко ор ди нат ным осям.

До ка за тель ст во. Из не за ви си мо с ти X и Y �
x = M(X / Y = y) = MX — пря мая па рал лель на оси OY;
y = M(Y / X = x) = MY — пря мая па рал лель на оси OX.

min
ϕ(X)

min
ϕ(X)
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2.�Ес ли Y = aX + b (a и b — const), то ли нии ре г рес сии сов па да -
ют и име ют урав не ние y = ax + b.

До ка за тель ст во. Зна че ния СВ X и Y вза им но од но знач но оп ре де ля ют
друг дру га и не яв ля ют ся слу чай ны ми при за да нии од но го из них, по это -
му урав не ния ре г рес сии есть

а это урав не ние од ной и той же пря мой: y = ax + b.

При ве дем не ко то рые важ ные те о ре ти че с кие све де ния по те ме
в ви де сле ду ю щих за дач.

За да ча 4.8. До ка зать, что ког да X и Y — не за ви си мые СВ, то

f(x, y) = f1(x)f2(y);   ϕ(X / Y = y) = f1(x);   ψ(Y / X = x) = f2(y);

M(X / Y = y) = MX;   M(Y / X = x) = MY.

Ре ше ние (до ка за тель ст во)
Име ем

F(x, y) = f(u, v)dudv = f1(u)du f2(v)dv,

от ку да сле ду ет, что

f(x, y) = f1(x)f2(y); ϕ(X / Y = y) = = = f1(x).

Ана ло гич но ψ(Y / X = x) = f2(y).
Для не за ви си мых СВ X и Y

M(X / Y = y) = xϕ(X / Y = y)dy = xf1(x)dx = MX.

Ана ло гич но M(Y / X = x) = MY.

За да ча 4.9. До ка зать, что M(M(X / Y) = MX.
Ре ше ние (до ка за тель ст во)
1.�Пусть X и Y — дис крет ные СВ, тог да

где {pi
(1)} — мар ги наль ное рас пре де ле ние СВ X (pi

(1) = P(X = xi)).
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2.�Пусть те перь X и Y — не пре рыв ные СВ, тог да

За да ча 4.10. До ка зать, что min M(Y – ϕ(X))2 до сти га ет на ϕ(X) =
= M(Y / X) = mY (X), т.е. все воз мож ные в ука зан ном вы ше смыс ле про г -
но зи ру е мые зна че ния СВ Y ле жат на ли нии ре г рес сии y = M(Y / X = x).

Ре ше ние (до ка за тель ст во)

Ес ли до ка зать, что (*) = 0, то по лу ча ем

M(Y – ϕ(X))2 = M(Y – mY (X))2 + M(mY (X) – ϕ(X))2 �
�M(Y – ϕ(X))2 	 M(Y – mY (X))2.

Ра вен ст во до сти га ет ся тог да, ког да ϕ(X) = mY (X), что и ут верж да лось.
Ос та ет ся до ка зать, что M(Y – mY (X))(mY (X) – ϕ(X)) = 0.
Пред ста вим по до ка зан но му в за да че 4.9:

M(X + mY (X))(mY (X) – ϕ(X)) = M {M[Y – mY (X))(mY (X) – ϕ(X))/X]}.

По свой ст ву 2 УМО име ем

M[Y – mY (X))(mY (X) – ϕ(X))/X] = (mY (X) – ϕ(X))M(Y – mY (X)/X).

По ка жем, что M(Y – mY (X)/X) = 0 по свой ст вам 1—3 УМО:

M(Y – mY (X)/X) = mY(X) – mY(X) = 0,

что и за вер ша ет до ка за тель ст во ут верж де ния за да чи.

4.2.3. Фор му ла пол но го ма те ма ти че с ко го ожи да ния

Пусть X — дис крет ная СВ с воз мож ны ми зна че ни я ми x1, ..., xm;
{Bk}, k = 1, …, n, — пол ная груп па не со вме ст ных со бы тий. Тог да

M(X / Bk) = xi P(xi/Bk);

MX = P(Bk)M(X / Bk)

—�это фор му ла пол но го ма те ма ти че с ко го ожи да ния (ФПМО), от -
сю да сле ду ет, что

M(X) = M(M(X / Bk).
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За да ча 4.11. Z = Xi, где Y — це ло чис лен ная СВ; {Xi} и Y — не за -

ви си мые СВ, СВ {Xi} оди на ко во рас пре де ле ны. Най ти MZ, зная
MXi = mx и MYi = my.

Ре ше ние
По ло жим Bk = {Y = k}, k = 1, …, n. Тог да по ФПМО

За ме ча ние 4.1. Та кой же ре зуль тат в дан ной за да че был по лу чен
ра нее ме то дом про из во дя щих функ ций.

При ве дем ре ше ние не ко то рых за дач по рас сма т ри ва е мой те ме.

За да ча 4.12. Да но сов ме ст ное рас пре де ле ние СВ X и Y. Най ти мар -
ги наль ные рас пре де ле ния СВ X и Y, МХ, МY, ус лов ные рас пре де ле ния
СВ X при Y = yj, j = 1, 2; M(X / y) и F(x, y).

(Про вер ка: 0,15 + 0,30 + 0,35 + 0,05 + 0,12 + 0,03 = 1.)
Ре ше ние
По фор му лам для мар ги наль ных рас пре де ле ний по лу ча ем ря ды

Вы чис ля ем:

MX = 2 · 0,2 + 5 · 0,42 + 8 · 0,38 = 5,54;

MY = 0,4 · 0,8 + 5 · 0,8 + 8 · 0,2 = 0,48;

P(X = 2 / Y = 0,4) = = ;

P(X = 5 / Y = 0,4) = = ;

P(X = 8 / Y = 0,4) = = .

Ана ло гич но по лу ча ем:
P(X = 2 / Y = 0,8) = 0,25; P(X = 5 / Y = 0,8) = 0,6;

P(X = 8 / Y = 0,8) = 0,15.
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Тог да

M(X / Y = 0,4) = 2 · + 5 · + 8 · = 5,75;

M(X / Y = 0,8) = 2 · 0,25 + 5 · 0,6 + 8 · 0,15 = 4,7.

От сю да вид но, что M(X / Y) есть СВ с ря дом рас пре де ле ния

По это му M(M(X / Y)) = 4,7 · 0,2 + 5,75 · 0,8 = 5,54.

За да ча 4.13. В счет чик по па да ет по ток ко с ми че с ких ча с тиц. Чис ло
ξ1 по пав ших в счет чик ча с тиц в те че ние вре ме ни t рас пре де ле но по за -
ко ну Пу ас со на Π(λt) (λ > 0). Каж дая ча с ти ца не за ви си мо от дру гих мо -
жет быть за ре ги с т ри ро ва на с ве ро ят но с тью p. ξ2 — чис ло за ре ги с т ри ро -
ван ных ча с тиц за вре мя t. Най ти ус лов ное рас пре де ле ние СВ ξ1 при
ус ло вии, что ξ2 = j, и M(ξ1 / ξ2 = j).

Ре ше ние

Ис поль зу ем фор му лу P(ξ1 = k / ξ2 = j) = :

� ус лов ное рас пре де ле ние СВ ξ1 (при ξ2 = j)�есть Π(λtq).
Ма те ма ти че с кое ожи да ние:

За да ча 4.14. Слу чай ная точ ка (X, Y) рас пре де ле на рав но мер но
в об ла с ти D ~ R[D]. Най ти f(x, y), f1(x), f2(y), ϕ(x / y), ψ(y / x) и урав не -
ния ре г рес сий.
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Ре ше ние

Изо б ра зим по лу чен ную об ласть D на ри сун ке (рис. 4.1). Это ква д -
рат с ука зан ны ми урав не ни я ми сто рон, вы ра жен ны ми для на гляд но с -
ти даль ней ших вы чис ле ний как функ ции x или y.
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Рис. 4.1. Об ласть D к за да че 4.14

Урав не ния ре г рес сии: x = 0, y = 0, т.е. ли нии ре г рес сии — ко ор ди -
нат ные оси.

За да ча 4.15. Слу чай ная точ ка рас пре де ле на на пло с ко сти с плот но -
с тью
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где r — ко эф фи ци ент кор ре ля ции, m1 = MX, m2 = MY, σ1
2 = DX, σ2

2 = DY
(это дву мер ная нор маль ная плот ность). Най ти урав не ния ли ний ре г рес сии.

Ре ше ние

Ана ло гич но по лу ча ем

Тог да

что со от вет ст ву ет нор маль но му рас пре де ле нию

от ку да сле ду ет, что M(Y / x) = m2 + r (x – m1). Ана ло гич но по лу ча ем
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от ку да M(X / y) = m1 + r (y – m2). Та ким об ра зом, име ем урав не ния

ли ний ре г рес сии x = m1 + r (y – m2); y = m2 + r (x – m1).

За да ча 4.16. Ра бо чий об слу жи ва ет n од но тип ных стан ков, рас по ло -
жен ных в ряд на рас сто я нии а друг от дру га. Ра бо чий при хо дит к ним
в по ряд ке по яв ле ния не ис прав но с тей. X — дли на пе ре хо да к сле ду ю -
ще му тре бу ю ще му ре мон та стан ку. Най ти МХ.

Ре ше ние
Пусть со бы тие Bk — ра бо чий на хо дит ся у k-го стан ка, k = 1, …, n; xi —

воз мож ное зна че ние СВ; X — дли на пе ре хо да к i-му стан ку. Име ем

P{Bk} = ;   P{X = xi / Bk} = ; k = 1, …, n;

Тог да по лу ча ем:

За да ча 4.17. X ~ R[0; 1]; при X = x Y ~ R[x; 1]. Най ти f1(x), f2(y),
ϕ(x / y), ψ(y / x) и ли нии ре г рес сии.

Ре ше ние
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Ре г рес сия СВ X на Y (x = M(X/y)):

Ре г рес сия СВ Y на X (y = M(Y/x)): 

За да ча 4.18. X1 ~ R[0; 1]; при X1 = x1 X2 ~ R[x1; 1], …; при Xn–1 = xn–1

Xn ~ R[xn–1; 1]. Най ти MXn.
Ре ше ние

Это яс но и сра зу, так как Xn ~ R[xn–1; 1] при Xn–1 = xn–1. MX =
= M(M(X / Bk)); X — дис крет ная СВ с воз мож ны ми зна че ни я ми x1, ..., xm;
Bk = P(X = xk), k = 1, …, n. Тог да {Bk } — пол ная груп па не со вме ст ных со -
бы тий и

От сю да сле ду ет: MXn = M(M(Xn / Xn–1 = xn–1)), т.е. MXn = MXn–1 + —

ре кур рент ное со от но ше ние. Так как MX1 = , по лу ча ем

4.3. До пол ни тель ные све де ния о рас пре де ле ни ях

В об щем кур се те о рии ве ро ят но с тей рас сма т ри вал ся во прос
о за ко нах рас пре де ле ния на и бо лее рас про ст ра нен ных про стей ших
слу чай ных ве ли чин. Здесь бу дут изу чать ся не ко то рые дру гие бо -
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кой ста ти с ти ке. Кро ме не по сред ст вен ных вы чис ле ний бу дем при
этом поль зо вать ся ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций.

Из ло же ние те мы бу дет пред став ле но в ос нов ном в ви де за дач
с ре ше ни я ми с при ве де ни ем све де ний по изу ча е мым рас пре де ле -
ни ям.

4.3.1. Гам ма-рас пре де ле ние

Плот ность гам ма-рас пре де ле ния име ет вид

f (x; α, λ) = 

где α, λ > 0 — const и Γ(α) = xα–1e–xdx.

Свой ст ва Γ(α):
1)�Γ(α + 1) = αΓ(α); Γ(0) = 1; Γ(1) = 1;
2)�при це лом α Γ(α + 1) = α!.
За пись X ~ Гα, λ оз на ча ет, что СВ X име ет плот ность рас пре де ле -

ния f(x; α, λ).

За да ча 4.19. По ка зать, что f(x; α, λ) яв ля ет ся плот но с тью рас пре де -
ле ния.

Ре ше ние
f(x; α, λ) 	 0. Ос та ет ся про ве рить ус ло вие нор ми ров ки:

За да ча 4.20. Най ти ха рак те ри с ти че с кую функ цию гам ма-рас пре -
де ле ния.

Ре ше ние

За да ча 4.21. Слу чай ные ве ли чи ны Х1 и Х2 не за ви си мы; Х1 ~ Γα1, λ,
Х2 ~ Γα2, λ. Най ти за кон рас пре де ле ния СВ Z = Х1 + Х2.

Ре ше ние
Ре шать за да чу бу дем ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций:
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gz(t) = gz(t; α, λ) = gx1
(t; α1, λ1)gx2

(t; α2, λ2)gX1
(t; α1, λ)gX2

(t; α2, λ) =

= (1 – it/λ)(α1+α2),

от ку да сле ду ет, что СВ Х1 + Х2 = Z име ет гам ма-рас пре де ле ние с плот -
но с тью f(x; λ, α1 + α2) (обо зна чим это рас пре де ле ние че рез Γα, λ, где α =
= α1 + α2).

За да ча 4.22. До ка зать, что ес ли СВ X рас пре де ле на по Γα, λ, а СВ Y =
= λX, то СВ Y рас пре де ле на по Γ1, λ.

Ре ше ние (до ка за тель ст во)

f(x; α, λ) = , x 	 0, α, λ > 0;   

x 	 0, λ 	 0, т.е. fY(x) = f(x; α, 1).

За да ча 4.23. По ка зать, что экс по нен ци аль ное рас пре де ле ние яв ля -
ет ся ча ст ным слу ча ем гам ма-рас пре де ле ния, и вы пи сать ха рак те ри с ти -
че с кую функ цию для экс по нен ци аль но го рас пре де ле ния.

Ре ше ние

—�ха рак те ри с ти че с кая функ ция экс по нен ци аль но го рас пре де ле ния.
Най дем мо мен ты гам ма-рас пре де ле ния. Вос поль зу ем ся из ве ст ной

свя зью ха рак те ри с ти че с кой функ ции с мо мен та ми СВ X: inMX = g(n)(0).
Тог да ес ли СВ X ~ Γα, λ, то

Итак, MX = , DX = .

Для экс по нен ци аль но го рас пре де ле ния (X ~ E(λ)) по лу чим от сю да
мо мен ты при α = 1:
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4.3.2. Рас пре де ле ние χχ2

За да ча 4.24. Най ти рас пре де ле ние СВ χn
2 = Xi

2, где СВ рас пре де -

ле на по нор маль но му за ко ну N(0, 1) и все Хi не за ви си мы, i = 1, …, n.
Ре ше ние
Най дем сна ча ла рас пре де ле ние СВ χ1

2 = X1
2, т.е.

От сю да сле ду ет, что плот ность рас пре де ле ния χ1
2 есть ча ст ный вид

плот но с ти гам ма-рас пре де ле ния, так как

Ха рак те ри с ти че с кая функ ция СВ χ1
2 есть .

Тог да по свой ст ву ха рак те ри с ти че с кой функ ции име ем

Най дем мо мен ты рас пре де ле ния χn
2:

Mχn
2 = = = n;   DXχn

2 = = = 2n.

За да ча 4.25. Най ти пре дель ное рас пре де ле ние для СВ

и СВ χn
2, оп ре де лен ной в за да че 4.24, при n  �.

Ре ше ние

χn
2 = Xi

2, где Хi рас пре де ле ны по N(0, 1) и все Хi не за ви си мые, сле -

до ва тель но, СВ χn
2 то же оди на ко во рас пре де ле ны, не за ви си мы и по
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цен т раль ной пре дель ной те о ре ме (те о ре ма Ле ви) рас пре де ле ние СВ

схо дит ся при n  � к нор маль но му за ко ну N(0, 1).

Име ем Mχn
2 = = = n;   DXχn

2 = = = 2n, т.е. рас пре де ле ние

СВ при n  � схо дит ся к N(0, 1).

За да ча 4.26. СВ X рас пре де ле на по за ко ну N(0, σ2). Най ти рас пре -

де ле ние СВ Z = Xi
2, где {Xi} — не за ви си мые СВ, и ее мо мен ты.

Ре ше ние

СВ рас пре де ле на по нор маль но му за ко ну N(0, 1), СВ U = 

= ~ χn
2, тог да Xi

2 = Uσ2 = Z.

Най дем ха рак те ри с ти че с кую функ цию СВ Z — gZ(t) — и ее мо мен -
ты MZ и DZ:

Из срав не ния с ха рак те ри с ти че с кой функ ци ей СВ, рас пре де лен ной

по Γα, λ, , сле ду ет, что СВ Z ~ Γα=n/2, λ=1/(2σ2) � MZ = = nσ2; DZ =

= = 2nσ2.

4.3.3. Рас пре де ле ние Стью ден та

СВ X име ет рас пре де ле ние Стью ден та, ес ли ее плот ность рас -
пре де ле ния име ет вид
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В па ра гра фе 4.6 бу дет по ка за но, что СВ рас пре де ле -

на по за ко ну Стью ден та, ес ли СВ U рас пре де ле на по нор маль но -
му за ко ну N(0, 1), а СВ V рас пре де ле на по за ко ну χn

2; –� < V < +�;
–� < U < +�; U, V — не за ви си мые СВ.

При n = 1 за кон Стью ден та на зы ва ет ся за ко ном Ко ши с плот но -
с тью распре де ле ния

4.3.4. Рас пре де ле ние Фи ше ра

Плот ность рас пре де ле ния Фи ше ра есть

Мож но по ка зать, что ес ли СВ X1, X2, …, Хm не за ви си мы, X = Xi
2;

Y1, Y2, ..., Yn не за ви си мы, Y = Yj
2; Xi, Yj при всех i = 1, …, n, j = 1, …, m

рас пре де ле ны нор маль но по за ко ну N(0, σ2), тог да СВ Z = име ет

рас пре де ле ние Фи ше ра.
Най дем мо мен ты СВ Z:

так как бе та-функ ция
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В ча ст но с ти, при i = 1 и i = 2 име ем

4.3.5. Бе та-рас пре де ле ние

СВ Z име ет бе та-рас пре де ле ние с па ра ме т ра ми p и q (p, q > 0),
ес ли ее плот ность рас пре де ле ния пред став ля ет ся в ви де

За да ча 4.27. По ка зать, что бе та-рас пре де ле ние при p = q = 1 есть
рав но мер ное рас пре де ле ние на от рез ке [0; 1].

Ре ше ние

— это плот ность рав -

но мер но го рас пре де ле ния на от рез ке [0; 1] при x ∈ [0; 1].

За да ча 4.28. Пусть СВ Х1, Х2, …, Хm не за ви си мы, рав но мер но рас -
пре де ле ны на [0; 1], а X(1), X(2), …, X(n) — упо ря до чен ные в по ряд ке воз -
ра с та ния ис ход ные СВ. По ка зать, что СВ X(k) име ет бе та-рас пре де ле -
ние (X(k) — k-я по ряд ко вая ста ти с ти ка).

Ре ше ние
Из ве ст но, что плот ность рас пре де ле ния k-й по ряд ко вой ста ти с ти ки

fk(x) име ет вид fk(x) = nCn–1
k–1f(x)F k–1(x)(1 – F(x))n–k, где f(x) и F(x) — со -

от вет ст вен но плот ность и функ ция рас пре де ле ния СВ X.
В рас сма т ри ва е мом слу чае X ~ R[0; 1], по это му
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т.е. это бе та-рас пре де ле ние с па ра ме т ра ми p = k, q = n – k + 1 (p + q =
= k + n – k + 1 = n + 1).

За да ча 4.29. Най ти n-й мо мент mn бе та-рас пре де ле ния (mn = MZ n)
и дис пер сию.

Ре ше ние

так как (Re p > 0, Re q > 0); от -

сюда

4.4. Рас пре де ле ния функ ций от слу чай ных ве ли чин

В дан ном па ра гра фе изу ча ет ся во прос о на хож де нии за ко нов рас-
пре де ле ния функ ций от слу чай ных ве ли чин. Вы во дит ся, на при мер,
фор му ла плот но с ти рас преде ле ния функ ции от не пре рыв ной слу -
чай ной ве ли чи ны. Это да ет воз мож ность за ме нять не по сред ст вен -
ное ре ше ние за да чи на пе ре счет ис ко мо го рас пре де ле ния из дан но -
го для на хож де ния слу чай ной ве ли чи ны, что зна чи тель но про ще.

Ис поль зу ем сле ду ю щее обо зна че ние: X ~ L(х) оз на ча ет, что СВ X
име ет за кон рас пре де ле ния L(х) в ви де функ ции рас пре де ле ния
или плот но с ти рас пре де ле ния.

4.4.1. Од но мер ный слу чай

Пусть СВ Y = W (X).
1.�X — дис крет ная СВ с дан ны ми ве ро ят но с тя ми pk

(1) = P(X = xk),
k = 1, 2, … и W(X) — вза им но-од но знач ная функ ция, тог да pk

(2) =
= P(Y = yk) = pk

(1), k = 1, 2, ….
2.�X — не пре рыв ная СВ.
2а. Пусть W(X) — функ ция мо но тон ная и диф фе рен ци ру е мая

на ин тер ва ле (а, b), где ле жат все воз мож ные зна че ния СВ X. Тог да
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об рат ная функ ция x = Ψ(y) = W –1(y) су ще ст ву ет и яв ля ет ся так же мо-
но тон ной не пре рыв ной и диф фе рен ци ру е мой функ ци ей. Ин тер ва -
лу (у, у + ∆у) со от вет ст ву ет ин тер вал (x = Ψ(y), x + ∆x = Ψ(y + ∆y)).
Тог да со бы тия (y < Y < y + ∆y) и (x < X < X + ∆X) тож де ст вен ны.
Най дем плот ность рас пре де ле ния СВ Y, обо зна чив ее g(y):

ес ли W(х) — мо но тон но воз ра с та ю щая функ ция.
Ес ли y = W(х) — мо но тон но убы ва ю ща я  функ ция, то при ра ще -

ние ∆у > 0 со от вет ст ву ет при ра ще нию ∆х < 0 �

Объ е ди няя фор му лы, по лу ча ем, что ес ли у = W(х) — мо но тон -
ная диф фе ренци ру е мая функ ция, то

g(y) = f(Ψ(y))|Ψ�(y)|. (4.1)

За да ча 4.30. СВ X ~ N(0, 1); . Най ти за кон рас -

пре де ле ния СВ Y = X3.
Ре ше ние
Y = X3 — мо но тон ная функ ция на (–�, �) � Ψ(y) = .

До ка жем сле ду ю щее пред ло же ние.
Пред ло же ние 4.1. Ли ней ное пре об ра зо ва ние СВ не из ме ня ет

ви да за ко на рас пре де ле ния.

До ка за тель ст во. Пусть Y = aX + b, где а и b — const; Y — мо но тон ная

функ ция;  X = Ψ(Y) = , Ψ�(Y) = � по фор му ле (4.1)

За ме ча ние 4.2. Этот же ре зуль тат мож но по лу чить не по сред ст -
вен но, не ис поль зуя фор му лу (4.1):
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За да ча 4.31. СВ X ~ N(mx, σx); Y = aX + b, a, b — const. Най ти fY(x).
Ре ше ние
Име ем

По фор му ле (4.2)

2б. Пусть Y = W(X) — не мо но тон ная функ ция � об рат ная функ -
ция не од но знач на, т.е. су ще ст ву ет не сколь ко зна че ний х1, …, хn, та ких
что хi = W – 1(уi), i = 1, …, n, где n — чис ло уча ст ков мо но тон но с ти,
тог да со бы тие (y < Y < y + ∆y) про ис хо дит при на ступ ле нии хо тя бы
од но го из не со вме ст ных со бы тий х1 < X < x1 + ∆x, x1 < X < x1 + ∆x,
…, xn < X < xn + ∆x.

По это му плот ность рас пре де ле ния СВ Y — g(y) — на хо дим сле -
ду ю щим об ра зом:

За да ча 4.32. X ~ N(0, 1). Най ти за кон рас пре де ле ния СВ Y = X2,
плот ность ко то рой обо зна чим g(y).
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Рис. 4.2. К за да че 4.34

Ре ше ние

, Y = Φ(X) = Х2. Об рат ная функ ция x = Ψ(y)

не од но знач на:

x1 = Ψ1(y) = ���y;   x2 = Ψ2(y) = –���y.

Тог да

За да ча 4.33. fx(x) = — плот ность рас пре де ле ния Ко ши.

Най ти плот ность рас пре де ле ния СВ Y = 1 – X 3.
Ре ше ние
у = Φ(х) = 1 – х3 — мо но тон ная функ ция при –� < x < �;

За да ча 4.34. СВ Най ти за кон рас -

пре де ле ния СВ Y = cos X.
Ре ше ние

В ин тер ва ле – ; y = cos x — не мо но тон ная функ ция (рис. 4.2):

Так как fx(x) = при x ∈ [0; 1], то
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Та ким об ра зом, 

За да ча 4.35. СВ X ~ f(x) = — плот ность рас пре де ле ния

Ко ши. Най ти плот ность рас пре де ле ния СВ Y = .

Ре ше ние

Гра фик y = (рис. 4.3) тер пит раз рыв при x = 0.
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Рис. 4.3. К за да че 4.35

Об рат ная функ ция x = од но знач на � g(y) = f(Ψ(y)),

а это сно ва тот же за кон Ко ши.

За да ча 4.36. Дли на ра ди у са кру га X рас пре де ле на по за ко ну Ре лея

с па ра ме т ром σ: , x 	 0.�Най ти за кон рас пре де ле -

ния СВ Y — пло ща ди кру га.
Ре ше ние
Y = πX2 = Φ(X) — мо но тон ная функ ция при X 	 0.

от ку да
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За да ча 4.37. Пусть fX(x) — плот ность рас пре де ле ния СВ X. Най ти
плот ность рас пре де ле ния СВ Y = | X |.

Гра фик за дан ной функ ции y = y(x) пред став лен на рис. 4.4.
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Рис. 4.4. К за да че 4.37

Функ ция y не мо но тон на.
Уча ст ки мо но тон но с ти: (–�, 0) и (0, +�); Ψ1(у) = –у; Ψ2(у) = у;

| Ψ�(y)| = 1 � g(y) = 2f(y), y > 0.

За да ча 4.38. СВ СВ Y = sin X, – < X < .�Най ти

плот ность рас пре де ле ния СВ Y.
Ре ше ние

В ука зан ном ин тер ва ле – < X < ϕ(х) = sin x мо но тон на � g(y) =

= f(Ψ(y))| Ψ�(y)|; y = sin x; x = arcsin y = Ψ(y); ;

ес ли , т.е. 

За да ча 4.39. СВ .�Най ти плот ность рас пре де ле ния

СВ Y = | sin X |.
Ре ше ние
По лу ча ем

(ре ша ет ся ана ло гич но за да че 4.38).
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За да ча 4.40. fX(х) — плот ность рас пре де ле ния СВ X. Най ти плот -
ность рас пре де ле ния СВ Y = |1 – X |.

Ре ше ние
Y = Φ(x) = |1 – x | — не мо но тон ная функ ция (рис. 4.5): 

x1 = Ψ1(y) = 1 – y,
x2 = Ψ2(y) = 1 + y.
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Рис. 4.5. К за да че 4.40

Тог да | Ψ�1(y)| = | Ψ�2(y)| = 1; g(y) = fX(1 – y) + fX(1 + y) при y 
 0.

За да ча 4.41. СВ X ~ R(0; 1), Y = Φ(X) — мо но тон ная функ ция. Най -
ти плот ность g(y) и функ цию рас пре де ле ния G(y) СВ Y.

Ре ше ние
f(x) = 1 при x ∈ [0; 1], x = Ψ(y); g(y) = f(1)Ψ�(y) = Ψ�(y) � G(y) =

= Ψ(y), т.е. G(y) — об рат ная к Φ(х) функ ция в об ла с ти воз мож ных зна -
че ний СВ Y.

За да ча 4.42. Ка ко му функ ци о наль но му пре об ра зо ва нию на до под -
верг нуть СВ X ~ R(0; 1), что бы СВ Y ~ E(λ) c плот но с тью рас пре де ле -
ния g(y) = λe–λy, y 	 0?

Ре ше ние
На ос но ва нии ре зуль та та за да чи 4.41 ис ко мая за ви си мость Y = W(X)

есть об рат ная к тре бу е мой функ ции рас пре де ле ния:

G(y) = λe–λydy = 1 – e–λy, y 	 0; FX(x) = x, x ∈ [0; 1] � 1 – e–λy = x �

� y = ln(1 – x) = W(x).

За да ча 4.43. Пусть X ~ f1(x), Y ~ f2(y). Y = W(X) — мо но тон но воз -
ра с та ю щая функ ция от X. Най ти эту функ цию.

Ре ше ние
Пусть со от вет ст вен но F1(x) и F2(y) — функ ции рас пре де ле ния СВ X

и Y, X = W–1(Y); F1(X) = f1(u)du; f1(x) = f2(W(x))| W �(x) | = f2(W(x))W �(x);

y = W(x);  dy = W �(x)dx � W �(x) = � F1(x) = f2(W(u)) du =

= f2(y)dy = F2(y) = F2(W(x));  –� < X 
 x;  –� < Y 
 W(x).
x

∫
–�

dy
——
du

dy
——
dx

W(x)

∫
–�

x

∫
–�

1
–
λ

y

∫
0



Те перь для на хож де ния функ ции W(х) ре шим от но си тель но нее
урав не ние F1(x) = F(2(W(x)): W(x) = F2

–1(F1(x)).

За да ча 4.44. СВ Y ~ f2 (за кон Ко ши); X ~ E(λ) c f(λ) =

= λe–λy, x 	 0. Ка ким функ ци о наль ным пре об ра зо ва ни ем на до под верг -
нуть СВ X, что бы по лу чить Y?

Ре ше ние
По ре зуль та там за да чи 4.43 ис ко мое функ ци о наль ное пре об ра зо ва -

ние ϕ(x) = F2
–1(F1(x)), где F1(x) = 1 – e–λx, x 	 0, F2(y) = arctg y + ;

F2
–1(y) — ре ше ние от но си тель но y урав не ния arctg y + = u:

y = F2
–1(u) = tg uπ – = –ctg(πu) � y = F2

–1(F1(x)) = –ctg(πe–λx), x 	 0.

За ме ча ние 4.3. На ос но ва нии ре зуль та тов за дач 4.41—4.44 мож -
но мо де ли ро вать рас пре де ле ние СВ Y из СВ X. В ча ст но с ти, ес ли
СВ X ~ R[0; 1] с F(x) = x при x ∈ [0; 1], а рас пре де ле ние СВ Y ~ F2(y),
то воз мож ные зна че ния СВ Y мож но по лу чать из зна че ний СВ X по
фор му ле y = W(x) = F2

–1(x) (ме тод об рат ных функ ций).

За да ча 4.45. СВ Y = X2, СВ X ~ N(0, 1). Най ти плот ность рас пре де -
ле ния СВ Y.

Ре ше ние
Об рат ная функ ция x = Ψ(y) не од но знач на: x1 = ���y; x2 = –���y; f(x) =

;

4.4.2. Мно го мер ный слу чай

Пусть Z = ϕ(X, Y). Тог да за кон рас пре де ле ния СВ Z в ви де функ ции
рас пре де ле ния есть G(z) = f(x, y)dxdy, где f(x, y) — плот ность рас -

пре де ле ния СВ (X, Y); D — об ласть на пло с ко сти xOy, где ϕ(x, y) < z;
тог да g(z) = G �(z).

Рас смо т рим те перь на и бо лее важ ные кон крет ные ви ды ϕ(x, y).
1.�За кон рас пре де ле ния сум мы СВ Z = X + Y:

∫∫
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В ча ст но с ти, ког да СВ X и Y не за ви си мы, фор му ла (4.3) при ни -
ма ет вид

G(z) = f1(x)f2(z – x)dx (4.4)

и на зы ва ет ся плот но с тью рас пре де ле ния ком по зи ции СВ X ~ f1(x)
и Y ~ f2(x).

За да ча 4.46. Най ти сум му двух по ка за тель ных за ко нов СВ
X ~ E(λ1) и Y ~ E(λ2).

Ре ше ние
СВ Z = X + Y. По фор му ле (4.4) СВ Z име ет плот ность рас пре де ле -

ния

—�это за кон Эр лан га 1-го по ряд ка.

2.�За кон рас пре де ле ния раз но сти СВ: Z = X – Y:

В ча ст но с ти, ког да X и Y не за ви си мы, то

g(z) = f1(x)f2(x – z)dx = f1(y)f2(y + z)dy. (4.5)

За да ча 4.47. Най ти раз ность двух по ка за тель ных за ко нов СВ
X ~ E(λ1) и Y ~ E(λ2), ес ли СВ X и Y не за ви си мы.

Ре ше ние
Z = X – Y; по фор му ле (4.5) по лу ча ем
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3.�За кон рас пре де ле ния про из ве де ния СВ Z = XY:

xy < z (рис. 4.6 — за шт ри хо ван ная об ласть D);

G z f x y dxdy dx f x y dy dx f x y dy
xy z z

x

( ) ( , ) ( , ) ( , )= =
< −∞

+∞ +∞

−∞
∫∫ ∫ ∫ ∫+

0

0

zz
x

∫ ,
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Рис. 4.6. К за ко ну рас пре де ле ния про из ве де ния СВ

В ча ст но с ти, при не за ви си мых X и Y

За да ча 4.48. Слу чай ная точ ка (X, Y) рас пре де ле на рав но мер но
(~ R(D)). Най ти за кон рас пре де ле ния пло ща ди об ла с ти D: Z = XY.

Ре ше ние

4.�За кон рас пре де ле ния ча ст но го Z = Y/X:
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Об ласть, где < z (или y < xz), ука за на на рис. 4.7 за шт ри хо ван -

ной об ла с тью D.
В ча ст но с ти, при не за ви си мых X и Y

За да ча 4.49. СВ X ~ N(0, 1) и Y ~ N(0, 1) — не за ви си мы. Най ти за -
кон рас пре де ле ния СВ Z = Y/X.

Ре ше ние

—�это пол но стью за кон Ко ши.

4.4.3. За кон рас пре де ле ния функ ци о на ла 
от слу чай ных ве ли чин

Пусть за да но вза им но од но знач ное функ ци о наль ное пре об ра зо -
ва ние си с те мы СВ

и из ве ст но об рат ное пре об ра зо ва ние

Тре бу ет ся най ти плот ность рас пре де ле ния g(U, V) си с те мы СВ
(U, V), ес ли из ве ст на плот ность рас пре де ле ния f(x, y) си с те мы СВ
(X, Y). В си лу взаим но од ноз нач но с ти пре об ра зо ва ния каж дой точ -
ке M1 на пло с ко сти xOy со от вет ст ву ет точ ка M2 на пло с ко сти uOv,

X = X(U, V),
Y = Y(U, V).





U = U(X, Y),
V = V(X, Y)
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Рис. 4.7. К за ко ну рас пре де ле ния ча ст но го СВ



по это му со бы тия {(x, y) ⊂ ∆1} и {(u, v) ∈ ∆2} эк ви ва лент ны и их ве -
ро ят но с ти рав ны. По это му

где | J | — яко би ан пре об ра зо ва ния в точ ке M1.

При мер 4.1. Пусть

�

—�это пре об ра зо ва ние пря мо уголь ных ко ор ди нат, со сто я щее в по во ро -
те осей ко ор ди нат на угол α:

Это зна чит, что плот ность рас пре де ле ния в точ ке (U, V) сов па да ет
с плот но с тью рас пре де ле ния в со от вет ст ву ю щей точ ке (X, Y).

В ча ст но с ти, ес ли Z = ϕ(X, Y) и f(x, y) — плот ность рас пре де ле -
ния СВ (X, Y), вве дем СВ Z1 = X и рас смо т рим пре об ра зо ва ния

Пусть об рат ное пре об ра зо ва ние, од но знач но ему со от вет ст ву ю -
щее, есть

и оно диф фе рен ци ру е мо. Тог да по фор му ле (4.6) по лу чим g(z, z1):
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Ин те г ри руя это вы ра же ние по z1 = x в бес ко неч ных пре де лах,
по лу чим ис ко мую плот ность g1(z) СВ Z:

Те перь из фор му лы (4.7) мож но сно ва по лу чить фор му лы плот -
но с тей кон крет ных форм функ ций ϕ(X, Y).

1.�За кон рас пре де ле ния сум мы СВ Z = X + Y.

Тог да по фор му ле (4.7)

g(z) = f(y, z – y)dy = f(x, z – x)dx.

В слу чае не за ви си мых СВ X и Y

g(z) = f1(y)f2(z – y)dy = f1(x)f2(z – x)dx.

2.�За кон рас пре де ле ния раз но сти Z = X – Y.

Тог да по фор му ле (4.7)

g(z) = f(y, z + y)dy = f(x, x – z)dx.

В слу чае не за ви си мых СВ X и Y

g(z) = f2(y)f1(z + y)dy = f1(x)f2(x – z)dx.

3.�За кон рас пре де ле ния про из ве де ния Z = XY.

Тог да по фор му ле (4.7)

В ча ст но с ти, при не за ви си мых СВ X и Y
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Рис. 4.8. Оп ре де ле ние функ ции
рас пре де ле ния сме си

C F x
x

x

C F x

x

x x

1

2

0 0
1
3

0

0 0
2
3

0 1

2
3

ξ

η

( )
, ,

, ;

( )

, ,

, ( ; ],

=

=

 

 

 

 

J

J

>







∈

,, ;

( )

, ,

, ( ; ],

, .

 

 

 

 

x

F x

x

x x

x

>














∈

>










1

0 0
2
3

0 1

1 1

=

J

C F x
x

x

C F x

x

x x

1

2

0 0
1
3

0

0 0
2
3

0 1

2
3

ξ

η

( )
, ,

, ;

( )

, ,

, ( ; ],

=

=

 

 

 

 

J

J

>







∈

,, ;

( )

, ,

, ( ; ],

, .

 

 

 

 

x

F x

x

x x

x

>














∈

>










1

0 0
2
3

0 1

1 1

=

J

C F x
x

x

C F x

x

x x

1

2

0 0
1
3

0

0 0
2
3

0 1

2
3

ξ

η

( )
, ,

, ;

( )

, ,

, ( ; ],

=

=

 

 

 

 

J

J

>







∈

,, ;

( )

, ,

, ( ; ],

, .

 

 

 

 

x

F x

x

x x

x

>














∈

>










1

0 0
2
3

0 1

1 1

=

J

4.�За кон рас пре де ле ния ча ст но го Z = .

Тог да по фор му ле (4.7)

В ча ст но с ти, при не за ви си мых СВ X и Y

4.4.4. Сме си рас пре де ле ний

Оп ре де ле ние 4.2. Ес ли Fξ(x) — функ ция рас пре де ле ния дис крет -
ной слу чай ной ве ли чи ны ξ, а Fη(x) — функ ция рас пре де ле ния не -
пре рыв ной СВ η, C1 	 0 и C2 	 0 — по сто ян ные, та кие что C1 + C2 = 1,
то F(x) = C1Fξ(x) + C2Fη(x) на зы ва ет ся функ ци ей рас пре де ле ния
сме си рас пре де ле ний СВ ξ и η.

За да ча 4.50 (пря мая за да ча 1). СВ ξ = 0 СВ η ~ R[0; 1], C1 = , C2 = .

Най ти функ ци ию рас пре де ле ния сме си F(x) = C1Fξ(x) + C2Fη(x) и по -
стро ить гра фик F(x).

Ре ше ние
По сле до ва тель но оп ре де ля ем сла га е мые ис хо дя из гра фи ков (рис. 4.8).
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За да ча 4.51 (об рат ная за да ча). Да на функ ция рас пре де ле ния сме -
си рас пре де ле ний F(x). Най ти Fξ(x), Fη(x), C1, C2 (дать гра фи че с кое
и ана ли ти че с кое ре ше ние).

Об щие со об ра же ния к ре ше нию об рат ной за да чи
а)�чис ло то чек раз ры ва и их аб сцис сы сов па да ют у F(x) и Fξ(x);
б)�сум ма раз ме ров скач ков F(x) = C1 � C2 = 1 – C1;
в)�ес ли раз ме ры скач ков F(x) раз де лить на C1, то по лу чим со от вет -

ст ву ю щие (при тех же x) раз ме ры скач ков Fξ(x);

г) Fη(x) = .

Ре ше ние
Ре ше ние об рат ной за да чи про во дим в по ряд ке пе ре чис ле ния об -

щих со об ра же ний:
а) Fξ(x) име ет один ска чок при х = 0;

б) C1 = , C2 = ;

в) 

г)

Гра фи че с кое ре ше ние мож но на блю дать, рас сма т ри вая рис. 4.8 в об-
рат ном по ряд ке.
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За да ние 4.1. Ре шить пря мую и об рат ную за да чи:

а)�СВ ξ ~ B(1, 0, 5), C1 = , C2 = , η ~ R(0; 1);

б)�СВ ξ = 0,5; Fξ(x) = C1 = C2 = 1/2.0, x ∉ [0; 1],
2, x ∈ [0; 1];





3
—
5

2
—
5

4.5. Ком по зи ции

При изу че нии во про са о за ко не рас пре де ле ния функ ций от слу -
чай ных ве ли чин на и бо лее те о ре ти че с ки и прак ти че с ки важ ным яв -
ля ет ся на хож де ние рас пре де ле ния сумм слу чай ных ве ли чин. Это
свя за но с тем, что во мно гих ре аль ных про цес сах раз лич ные фак то -
ры ока зы ва ют сум мар ное дей ст вие. В слу чае, ког да эти фак то ры не
свя за ны или край не сла бо свя за ны меж ду со бой, их прак ти че с ки
мож но счи тать не за ви си мы ми, что су ще ст вен но уп ро ща ет ис сле до -
ва ние про цес са.

Од ним из уни вер саль ных ме то дов на хож де ния за ко нов рас пре -
де ле ния сумм не за ви си мых слу чай ных ве ли чин, т.е. ком по зи ций,
яв ля ют ся ме то ды про из во дя щих и ха рак те ри с ти че с ких функ ций.
Ре зуль тат тог да по лу ча ет ся в фор ме про из вод ных или ха рак те ри с -



ти че с ких функ ций сумм слу чай ных ве ли чин, что вза им но од но -
знач но со от вет ст ву ет ис ко мо му рас пре де ле нию, и мо жет быть пе -
ре счи тан к тре бу е мой тра ди ци он ной фор ме за ко на рас пре де ле ния
(ря да рас пре де ле ния, плот но с ти рас пре де ле ния, функ ции рас пре -
де ле ния). Ока зы ва ет ся, что этот пе ре счет мо жет при во дить к тех -
ни че с ким слож но с тям. В ча ст но с ти, это от но сит ся к слу чаю сум -
ми ро ва ния не за ви си мых рав но мер но рас пре де лен ных слу чай ных
ве ли чин. По это му пред став ля ет ин те рес пря мое на хож де ние ком -
по зи ций в тер ми нах при выч ных форм за ко нов рас пре де ле ния.

В дан ном па ра гра фе при ве де ны ос нов ные фор му лы и при ме ры
ре ше ния та ких за дач.

4.5.1. Ос нов ные фор му лы для ком по зи ций

На пом ним, что ком по зи ци ей (сверт кой) на зы ва ет ся за кон рас -
пре де ле ния сум мы не за ви си мых СВ.

Пусть СВ X и Y — не за ви си мы, СВ Z = X + Y.
1.�X, Y — не пре рыв ные СВ; X ~ f1(х), Y ~ f2(у); f1(х), f2(х), f(x, y) —

со от вет ст вен но плот но с ти рас пре де ле ния СВ X, Y и (X, Y). Тог да
(рис. 4.9, на ко то ром за шт ри хо ва на об ласть D)
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Рис. 4.9. К фор му ле для сум мы не за ви си мых СВ

2.�X, Y — це ло чис лен ные дис крет ные СВ; pk
(1) = P(X = k); pl

(2) =
= P(Y = l), k и l — це лые чис ла. Тог да
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3.�СВ X — дис крет ная це ло чис лен ная СВ; pk = P(X = k), k — це -
лое чис ло, СВ Y — не пре рыв ная СВ с плот но с тью рас пре де ле ния
fY(x) и функ ци ей рас пре де ле ния FY(x). Тог да

За ме ча ние 4.4. С ис поль зо ва ни ем фор мул (4.8)—(4.10) в со от -
вет ст ву ю щих слу ча ях мож но на хо дить за ко ны рас пре де ле ния ли -
ней ных форм от не за ви си мых СВ X и Y на ос но ва нии свя зи за ко на
рас пре де ле ния СВ и ее ли ней ной фор мы, т.е. рас пре де ле ний СВ ξ и
η = aξ + b, где a и b — const.

Ес ли ξ — дис крет ная це ло чис лен ная СВ и pk = P(ξ = k), то

Ес ли ξ — не пре рыв ная СВ с плот но с тью и функ ци ей рас пре де -
ле ния со от вет ст вен но fξ(x) и Fξ(x), то

4.5.2. За да чи по ком по зи ции

Рас смо т рим за да чи на ис поль зо ва ние при ве ден ных фор мул (за -
да чи 4.52—4.55 — на фор му лу (4.8), 4.56—4.58 — на фор му лу (4.9),
4.59 — на фор му лу (4.10)).

За да ча 4.52. СВ X и Y не за ви си мы, X ~ E(λ1), Y ~ E(λ2), т.е.

f1(x) и f2(x) — со от вет ст вен но плот но с ти рас пре де ле ния СВ X и Y.
Най ти плот ность рас пре де ле ния g(z) СВ Z = X + Y.

Ре ше ние

По фор му ле (4.8) g(z) = f1(x)f2(z – x)dx; в на шем слу чае име емf z
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При λ1 = λ2 это обоб щен ный за кон Эр лан га вто ро го по ряд ка с плот -
но с тью

g(z) = λ2y–λz, z > 0.

За да ча 4.53. СВ X и Y не за ви си мы, СВ X ~ N(a1, σ1), СВ Y ~ N(a2, σ2).
Най ти fZ(z) — плот ность рас пре де ле ния СВ Z = X + Y.

Ре ше ние
По фор му ле (4.8)

где 

Ис поль зу ем фор му лу

Тог да СВ Z ~ N(a = a1 + a2, ).

За да ча 4.54. Най ти плот ность сум мы двух не за ви си мых СВ X и Y,
име ю щих χ2-рас пре де ле ние с па ра ме т ра ми k и l (сте пе ня ми сво бо ды)
со от вет ст вен но: X ~ χk

2; Y ~ χl
2.

Ре ше ние

Оп ре де лим ин ди ка тор ную функ цию I(z) =

Тог да плот но с ти рас пре де ле ния СВ X и Y g1(x) и g2(y) есть со от вет -
ст вен но

0, z < 0,
1, z 	 0.
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т.е. и 

В даль ней шем бу дет ис поль зо ва на бе та-функ ция B(p, q):

Для Z = X + Y по фор му ле (4.8)

� СВ Z ~ χ2
k+l.

За ме ча ние 4.5. По ин дук ции лег ко ус та но вить, что сум ма не за -
ви си мых СВ, рас пре де лен ных по χ2, име ет χ2-рас пре де ле ние с чис -
лом сте пе ней сво бо ды, рав ным сум ме чи сел сте пе ней сво бо ды сла -
га е мых СВ.

За да ча 4.55. СВ X и Y — не за ви си мы и име ют гам ма-рас пре де ле -
ние: X ~ Гα, λ, Y ~ Гβ, λ. Най ти плот ность рас пре де ле ния g(z) СВ Z = X + Y.

Ре ше ние

По фор му ле (4.8) g(z) = f1(x)f2(z – x)dx, где

Тог да
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а это плот ность гам ма-рас пре де ле ния Гα+β, λ.

За ме ча ние 4.6. По ин дук ции оче вид но, что ес ли СВ Х1, …, Хn не -
за ви си мы и име ют со от вет ст вен но гам ма-рас пре де ле ния Гα1, λ, Гα2, λ,

..., Гαn, λ, то Z = Xi име ет гам ма-рас пре де ле ние .

За да ча 4.56. Пусть X и Y — со от вет ст вен но мо мен ты пер во го и вто -
ро го ус пе хов в се рии ис пы та ний Бер нул ли В(1, р). Най ти рас пре де ле -
ние СВ Y при фик си ро ван ном зна че нии СВ X.

Ре ше ние
Вве дем СВ Z = Y – X � Y = X + Z, где СВ X и Z не за ви си мы и оди -

на ко во рас пре де ле ны. Тог да

� СВ Y ~ Па(r = 2, p).

За ме ча ние 4.7. Этот ре зуль тат сра зу сле ду ет из смыс ла рас пре -
де ле ния Па с ка ля.

За да ча 4.57. СВ X, Y не за ви си мы, X ~ П(λ1), Y ~ П(λ2), Z = X + Y.
Най ти P(Z = n).

Ре ше ние

� СВ Z ~ П(λ1 + λ2).

За ме ча ние 4.8. По ин дук ции лег ко ус та но вить, что ес ли Х1, …, Хm —

не за ви си мые СВ, Xi ~ П(λ1), i = 1, …, m, то 

За да ча 4.58. СВ X ~ В(n1, p), Y ~ В(n2, p), X и Y — не за ви си мые. Най -
ти рас пре деле ние СВ Z = X + Y.
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Ре ше ние

1-й спо соб. Пред ста вим СВ X и Y как сум мы: X = Xi, Y = Yj, где

{Xi}, {Yj} — не за ви си мые СВ ~ B(1, p). Тог да СВ Z = X + Y = Vk, где

{Vk} — не за ви си мые СВ, име ю щие рас пре де ле ние B(1, p), � СВ Z ~
~ B(n1 + n2, p).

2-й спо соб. Ис поль зу ем ра вен ст во Ван дер мон да .

За ме ча ние 4.9. По ин дук ции лег ко ус та но вить, что ес ли Х1, …,

Хn — не за ви си мые СВ, где Xi ~ B(ni, p), i = 1, …, n, Z = Xi, то СВ

.

За да ча 4.59. СВ X и Y не за ви си мы; X за да на ря дом рас пре де ле ния

Y ~ N(0, 1); Z = 2X + Y. Най ти Fz(X) — функ цию рас пре де ле ния СВ Z.
Ре ше ние
Стро им ряд рас пре де ле ния СВ X1 = 2X:

Тог да Z = X1 + Y;

где — таб лич ная функ ция Ла пла са.

4.5.3. Ком по зи ции рав но мер но го за ко на

Рас смо т рим за да чи, свя зан ные с рав но мер ным за ко ном рас пре -
де ле ния.
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За да ча 4.60. СВ X и Y — не за ви си мые, X, Y ~ R[0; 1]. Най ти за кон
рас пре де ле ния СВ Z = X + Y.

Ре ше ние
g(z) — ис ко мая плот ность СВ Z.

По фор му ле (4.8) g(z) = f1(x)f2(z – x)dx;

f1(x) = f2(x) = — мар ги наль ные плот но с ти рас пре де -

ле ния СВ X и Y; тог да

f2(z – x) = = 

по это му:

а)�при z < 0 g(z) = 0 (рис. 4.10, а);

б)�при 0 
 z < 1 g(z) = dx = z (рис. 4.10, б);

в)�при 1 
 z 
 2 g(z) = dx = 2 – z (рис. 4.10, в);

г)�при z > 2 g(z) = 0 (рис. 4.10, г).
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∫
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z

∫
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0, x < z,
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 x 
 z,
0, x > z,
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 z 
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0, z > x
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∫
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Рис. 4.10. К за да че 4.60

Рис. 4.11. Гра фик g(z)

Окон ча тель но име ем g(z) = 

Гра фик этой функ ции изо б ра жен на рис. 4.11.
Это за кон Симп со на на уча ст ке [0; 2], или за кон рав но бе д рен но го

тре у голь ни ка.

0, z < 0,
z, 0 
 z < 1,
2 – z, 1 
 z 
 2,
0, z > 2.









За да ча 4.61. СВ X и Y не за ви си мы, X, Y ~ R[a; b]. Най ти за кон рас -
пре де ле ния СВ Z = X + Y.

Ре ше ние
Вве дем СВ X0, Y0 ~ R(0; 1), X0 и Y0 не за ви си мые, Z0 = X0 + Y0. Тог да

где A = b – a > 0; B = 2a. Име ем

а вид gz0
(z) най ден рань ше в за да че 9, от ку да по лу ча ем:

В ча ст но с ти, при a = –k, b = k; X, Y ~ R[–k; k] име ем (рис. 4.12)

Это за кон Симп со на на уча ст ке [–2k; 2k].

За да ча 4.62. СВ X0, Y0, Z0 не за ви си мы; X0, Y0, Z0 ~ R[0; 1], W0 = X0 +
+ Y0 + Z0. Най ти за кон рас пре де ле ния СВ W0 в ви де ее плот но с ти рас -
пре де ле ния fW0

(x).
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Ре ше ние
По фор му ле (4.8)

fX0
(x) = fY0

(x) = fZ0
(x) — мар ги наль ные плот но с ти со от вет ст вен но

СВ X0, Y0, Z0;

fX0
(x) =

а СВ Y0 + Z0 рас пре де ле на по за ко ну Симп со на на от рез ке [0; 2] (см. за -
да чу 9):

Функ цию fW0
(v) на хо дим по ука зан ной вы ше фор му ле в со от вет ст -

вии с рис. 4.13 как пло ща ди со от вет ст ву ю щих за шт ри хо ван ных об ла с -
тей:

а)�v < 0 fW0
(v) = 0 (рис. 4.13, а);

б)�0 < v < 1 fW0
(v) = (рис. 4.13, б);

в)�1 < v < 2 fW0
(v) = 1 – – (рис. 4.13, в);

(v – 1)2

—————
2

(v – 2)2

—————
2

v2

––
2

f v x

v x
v x v x

v x v x
v x

Y Z0 0

0 0
0 1

2 1 2
0 2

+ −

− <
− < − <
− + < − <

− >



( )

, ,
, ,

, ,
,

=

 
 

 
 







>
− − <
− + − −

< −









=

0
1

2 2 1
0 2

, ,
, ,

, ,
, .

 
 

 
 

x v
v x v x v

v x v x v
x v

J
J J

0, x ∉ [0; 1],
1, x ∈ [0; 1],





f v f x f v x dx f v x dxW X Y Z Y Z0 0 0 0 0 0

0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ;= =
−∞

+∞

+ +∫ ∫− −

169

Рис. 4.12. К за да че 4.61

Рис. 4.13. К за да че 4.62



г)�2 < v < 3 fW0
(v) = 1 – (рис. 4.13, г);

д)�v > 3 fW0
(v) = 0 (рис. 4.13, д).

Окон ча тель но по лу ча ем (рис. 4.14)
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Рис. 4.14. Вид плот но с ти рас пре де ле ния

За да ча 4.63. Пусть X и Y — не за ви си мые СВ, Z = X + Y, X — не пре -
рыв ная СВ с плот но с тью рас пре де ле ния fX(x) и функ ци ей рас пре де ле -
ния FX(x), а Y ~ R[0; 1]. До ка зать, что fz(z) = Fx(z) – Fx(z – 1).

Ре ше ние (до ка за тель ст во)

f x
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 1;

За да ние 4.2. СВ X, Y, Z не за ви си мы; X, Y, Z ~ R[a; b], W = X + Y + Z.
Най ти за кон рас пре де ле ния СВ W, т.е. fW(x).

Ука за ние. Вве с ти не за ви си мые СВ X0, Y0, Z0; X0, Y0, Z0 ~ R[0; 1]. Пусть
W0 = X0 + Y0 + Z0, тог да W = (b – a)W0 + 3a = BW0 + A, где B = b – a > 0;
A = 3a.

где fW0
(v) по лу че на в за да че 10. Ос та ет ся под -

ста вить этот вид fW0
(v) в фор му лу для fW(v).�В ча ст но с ти, при a = –k,

b = k при ве дем от вет:

f v

v k

k v

k
k v k

k v
k

v k

W ( )

, ,

( )
, ,

( )
, .

=

0 3

3

16
3

3
8

2

3

2 2

3

 

 

 

>

−
<

−












J

J



f v
A

f
v B

AW W( ) ,=
1

0

−







так как X и Y не за ви си мы, то по фор му ле (4.8)

ч.т.д.

За да ча 4.64. Пусть в пре ды ду щей за да че X ~ R[0; 1]. Най ти fX+ Y(z) =
= fZ(z) и FX + Y = FZ(z).

Ре ше ние
По ре зуль та ту за да чи 4.63 име ем fZ(z) = F(z) – F(z – 1), где

Тог да по ре зуль та ту за да чи 4.63 по лу ча ем

Этот же ре зуль тат мож но по лу чить гра фи че с ки (рис. 4.15).
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Рис. 4.15. К за да че 4.64

Най дем FZ(z) = FX+Y(z) = fz(x)dx :
z

∫
–�



За да ча 4.65 (ком по зи ция ко неч но го чис ла n рав но мер но рас пре де-
лен ных СВ на от рез ке [0; 1]). Пусть Х1, …, Хn — не за ви си мые, оди на ко во
рас пре де лен ные СВ ~ R[0; 1]. Обо зна чим

До ка зать, что

Ре ше ние (до ка за тель ст во)
До ка за тель ст во про во дим ме то дом ма те ма ти че с кой ин дук ции с ис -

поль зо ва ни ем ут верж де ния за да чи 4.63.
Про ве рим фор му лу (4.11) для пер вых ша гов ин дук ции:
1)�n = 2 (f2(z) по лу че на рань ше):

т.е. за пи са ли f2(z) в фор ме (4.11);
2)�n = 3 (f3(z) по лу че на рань ше):
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т.е. за пи са ли f3(z) в фор ме (4.11).
Пусть те перь фор му ла (4.11) есть пред по ло же ние ин дук ции. По ка -

жем, что fn+1(z) за пи сы ва ет ся ана ло гич но по ло ги ке фор му лы (4.11). Для
это го вос поль зу ем ся ре зуль та том за да чи 4.63: fn+1(z) = Fn(z) – Fn(z – 1),
най дя Fn(z) и Fn(z – 1).

Для 0 
 z 
 n име ем:

Уп ро с тим вы ра же ние, вос поль зо вав шись фор му лой Cn
k + Cn

k–1 = C k
n+1,

ко то рая до ка зы ва ет ся про сты ми пре об ра зо ва ни я ми:

По лу ча ем

За да ча 4.66. Пусть Y1, …, Yn — не за ви си мые, оди на ко во рас пре де -
лен ные СВ, Yi ~ R[a; b]. Най ти .

Ре ше ние

Yi = (b – a) Xi + an;

Вы пи ши те са мо сто я тель но и в яв ном ви де.F z
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4.6. Свя зи рас пре де ле ний
Ус та нов ле ние свя зей меж ду рас пре де ле ни я ми име ет боль шое

те о ре ти че с кое и прак ти че с кое, кон ст рук тив ное зна че ние при изу -
че нии и мо де ли ро ва нии рас пре де ле ний. Этот ас пект обыч но упо -
ми на ет ся в кур сах те о рии ве ро ят но с ти вскользь. В дан ном па ра гра -
фе де ла ет ся по пыт ка си с те ма ти че с ко го из ло же ния во про са
в фор ме ус та нов ле ния ин те ре су ю щих нас свя зей меж ду кон крет -
ны ми рас пре де ле ни я ми. Из ло же ние ма те ри а ла про во дит ся в фор -
ме от дель ных ут верж де ний с до ка за тель ст ва ми (кро ме тех, ко то -
рые до ка за ны ра нее в ос нов ном кур се ве ро ят но с ти).

Ут верж де ние 4.1. Из не за ви си мо с ти СВ Хi ~ В(1, p) � СВ

X = Xi ~ В(n, p) (до ка за но в гл. 2).

Ут верж де ние 4.2. Пусть не за ви си мые СВ Xi ~ G(p); Yi ~ сдG(p);
Z1 ~ Па(r, p), Z2 ~ ОВ(r, p). Тог да вер ны ра вен ст ва Хi = Yi + 1; Z1 = Z2 + r ;

Z1 = Xi; Z2 = Yi (до ка за но в гл. 2).

Ут верж де ние 4.3. СВ X ~ H(N, M, n); СВ Y ~ B(n, p); ус ло вия
асимп то ти ки:

N, M  �,   p, 0 
 p 
 1 � (*)

� L(X) L(Y).

До ка за тель ст во

Ут верж де ние 4.4. СВ X ~ B(n, p), СВ Y ~ P(λ). Ус ло вия асимп -
то ти ки:

n  �,  p  �, np  λ, 0 
 λ = const � (**)
� L(X) L(Y).

До ка за тель ст во
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Ут верж де ние 4.5. Пусть r не раз ли чи мых ша ров раз ме ща ют по
n ящи кам без ог ра ни че ний на чис ло ша ров в ящи ке. Ус ло вия
асимп то ти ки:

n, r  �,   λ, 0 
 λ = const. (***)

Пусть X — чис ло ша ров в фик си ро ван ном ящи ке, Y ~ 

~ сдG p = . Тог да

L(X) L(Y).

До ка за тель ст во

где p + q = 1, p = � L(X) L(Y).

Ут верж де ние 4.6. Из N эле мен тов, сре ди ко то рых М пер во го ти па,
про из во дит ся вы бор ка без воз вра ще ния до по яв ле ния в вы бор ке
впер вые эле мен та пер во го ти па; X — чис ло вы бран ных эле мен тов;

Ус ло вия асимп то ти ки:

N, M  �,   p, 0 < p < 1; q = 1 – p � (****)

� L(X) G(p).

До ка за тель ст во

� L(X) G(Y).
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За ме ча ние 4.10. Ана ло гич но до ка зы ва ет ся, что ес ли вы бор ка про-
из во дит ся до по яв ле ния в вы бор ке r эле мен тов пер во го ти па в ус -
ло ви ях асимп то ти ки (****) и СВ Z1 — чис ло вы бран ных эле мен тов,
Z2 — чис ло эле мен тов вто ро го ти па сре ди вы бран ных, а Y = Z2 при
r = 1, то име ем: L(Y) сдG(Y); L(Z1) Па(r, p); L(Z2) OB(r, p).

Ут верж де ние 4.7. СВ X0 ~ R[0; 1]; СВ X ~ R[a; b]; тог да СВ X =
= X0(b – a) + a (до ка за но в гл. 2).

Ут верж де ние 4.8. СВ X0 ~ N(0, 1); СВ X ~ N(a, σ); тог да СВ X =
= σX0 + a (до ка за но в гл. 2).

Ут верж де ние 4.9. СВ X ~ E(λ); Y ~ Γα, λ � E(λ) = Γα = 1, λ (до ка за но
в гл. 2).

Ут верж де ние 4.10. Пусть СВ X ~ B(n, p); Y ~ P0(n, m1, m2, …, mk;

p1, p2, …, pk); pi = 1; mi = n.�Тог да при k = 2, L(X) = L(Y).

До ка за тель ст во. Оче вид но, что при k = 2, p1 = p, m1 + m2 = n из ви да
L(Y).

Ут верж де ние 4.11. СВ — угол вра ще ния лу ча во -

круг точ ки с ко ор ди на та ми (0; 1); СВ X — точ ка пе ре се че ния это го
лу ча с осью Ox (рис. 4.16). Тог да СВ X име ет рас пре де ле ние Ко ши

с плот но с тью рас пре де ле ния fX(x) = (до ка за но в гл. 2).
1

——————
π(1 + x2)
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π π
2 2

k

Σ
i=1

k
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Рис. 4.16. К ут верж де нию 4.11

Ут верж де ние 4.12. 

— плот ность рас пре де ле ния Стью ден та. СВ Y ~ Коши ~ fY(x) =

= .�Тог да при k = 1 име ем L(X) = L(Y) (до ка за но в па ра гра -

фе 4.3).
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Ут верж де ние 4.13. СВ X ~ N(0, σx), СВ Y ~ N (0, σy), X и Y — не -

за ви си мы, σx = σy = σ. Тог да СВ Z = рас пре де ле на по за ко ну Ко -

ши с плот но с тью рас пре де ле ния gz(x) = .

До ка за тель ст во

, D — за шт ри хо ван ная об ласть на

рис. 4.17.

G z f x y dxdy P
Y
X

zZ
D

( ) ( , )= =∫∫ <





1
——————
π(1 + x 2)

Y
—
X
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Рис. 4.17. К ут верж де нию 4.13
Рас смо т рим сле ду ю щие слу чаи:

а)�x > 0, тог да < z, y < xz;

б)�x < 0, тог да > z, y > xz.

Тог да .

Ес ли X и Y не за ви си мы, то

тог да при X, Y ~ N(0, σ = 1)

—�а это плот ность рас пре де ле ния за ко на Ко ши.

При σx = σy = σ ��1 име ем Z = = , где X1 = ; Y1 = ; σX1
= σY1

=

= 1 � g(z) = .
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В об щем слу чае σX � σY и тог да 

Ут верж де ние 4.14. СВ X име ет бе та-рас пре де ле ние с плот но с тью

, x ∈ [0; 1]. При p = q = 1 СВ X ~

~ В(1, 1) име ет рас пре де ле ние R[0; 1].

До ка за тель ст во. Пусть p = q = 1, тог да

а это плот ность рас пре де ле ния СВ X ~ R[0; 1].

Ут верж де ние 4.15. СВ X ~ B(n, p), n  �, npq 	 9. Тог да

До ка за тель ст во. Пер вое ут веж де ние сле ду ет из ЛТМЛ, а вто рое — из
ИТМЛ.

Ут верж де ние 4.16. СВ X ~ R[0; 1]; X(k) — k-я по ряд ко вая ста ти -
с ти ка; fk(x) — ее плот ность рас пре де ле ния (X(k) — k-е на блю де ние
над СВ X по воз ра с та нию). Тог да L(X(k)) = B(k, n – k + 1).

До ка за тель ст во. f(x) = 1, F(x) = x при x ∈ [0; 1].
В ма те ма ти че с кой ста ти с ти ке бу дет по лу че но рас пре де ле ние СВ X(k)

в ви де

а это плот ность бе та-рас пре де ле ния с p = k; q = n – k + 1 (так как p + q =
= n + 1) с плот но с тью рас пре де ле ния ви да

Ут верж де ние 4.17. Пусть СВ Y ~ N(0, 1). Тог да СВ Z = Y 2 ~ χ1
2,

т.е. име ет рас пре де ле ние хи-ква д рат с па ра ме т ром (чис лом сте пе -
ней сво бо ды), рав ным 1, и в то же вре мя Z ~ Γ1/2, 1/2. Кро ме то го, име -
ет ся эк ви ва лент ность рас пре де ний: χn

2 ~ Γn/2, 1/2.
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До ка за тель ст во. Име ем

� плот ность рас пре де ле ния

так как .

Вы пи шем по лу чен ную в па ра гра фе 4.3 ха рак те ри с ти че с кую функ цию
для СВ X ~ Γα, λ:

Тог да ха рак те ри с ти че с кая функ ция χ1
2 есть , а для χn

2

по лу ча ем , от сю да

т.е. χn
2 ~ Γα, λ, где α = , λ = .

Ут верж де ние 4.18. СВ , где U ~ N(0, 1); V ~ χn
2, –� < x < �,

име ет рас пре де ле ние Стью ден та.

До ка за тель ст во. Обо зна чим че рез G(t) функ цию рас пре де ле ния СВ T:

Най дем сов ме ст ную плот ность рас пре де ле ния СВ U и V:
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� плот ность рас пре де ле ния СВ T, т.е. , ч.т.д.

Ут верж де ние 4.19. Пусть СВ ξ1, …, ξm — не за ви си мы, ξ = ξ i
2;

СВ η1, …, ηn — не за ви си мы, η = η j
2; ξi, ηj ~ N(0, σ2); i = 1, …, m; j =

= 1, …, n; X = ; тог да СВ X име ет рас пре де ле ние Фи ше ра с плот -

но с тью

ξ
—
η

n

Σ
j =1

m

Σ
i=1

S t

n

n
n

t
nn

n

( )=

Γ

Γ

+











+










− +1
2

2

1
2

1
2

π

f u v
n

u v
v

G t
n

n

n

n

( , ) exp ;

( )

=

=

1

2 2
2

2 2

1

2 2
2

2

2
2

1

2

π

π

Γ

Γ







− −










−







− −










−

<

∫∫ exp

; ;

u v
v dudv

x
u

v
x v u dx v d

n

U
t n

v

2
2

1

2 2
=

=

= = =  uu u
t

n
v

a
t

n
x a A

nn

; ;

; ;

−∞ < <

−∞ < <































= =
1

2 2
2

2 πΓ


− +









+









−

−∞

+∞

∫∫

=

= =A dv
u v

v du A dv
x

v v
na v

exp exp
2

2
1

0

2

2
1

2

nna

na

dx

A dx v
x

v dv

x
v

−

−∞

+∞

−+∞

−∞

∫∫

∫∫ − +





+

1
2

0

1
2

2

0

2

1
2

1
2

=

= =exp
== =

= =

y dv
dy

x

v
y

x
x e dxx

; ;

; ( )

2
1

2
1

2

2
1

0

+

+





















−
+∞

−∫

 

 Γ α α

==

= =A dx
x

e
y

x

dy A dx

x

a
y

n n

n

n

2
1

2

1

2
2

0

1
2

1
2

2 2
1
2

2
1
2

2+
+

+∞

−∞

−

− −

−

+

∫∫
( ) ( ++

+

+

−
−

+∞

−∞

+

+

+∞ −+

∫∫

∫

1

2
1

2
1
2

1
2

0

1
2

2
1

2

1
2

0

)

( )

n

n
y

a

n

n
a

n

y e dy

A
dx

x

y

=

=
∞∞

−
+

+
−∞

∫ ∫
+

+





+


e dy A
dx

x

n

n

y
n

n

a

n

= =

=

2
1

1
2

2 2
1

2

1
2

2
1

2

2
1
2

( )
Γ

Γ 








+

+











+
−∞
∫

2 2
2

1

1
2

2
2 2

1
2

n n

a

n

dx

x

n

n

dx

π πΓ

Γ

Γ( )

=

(( )

; ;

; ;

x

x
y

n
x

t

n

dx
dy

n
y t

y x n

n

t

n

2
1

21+

− ∞ < <

− ∞ < <













+
−∞
∫ =

=

=

=

=

 

 


















+









 +











+
−∞
∫=

Γ

Γ

n

n
n

dy

y
n

n

t

1
2

2 1
2

1
2π

]

180



До ка за тель ст во. СВ ξ и η не за ви си мы �

Диф фе рен ци ру ем Fmn(t) по t, по лу чим fmn(t) — плот ность рас пре де ле -
ния Фи ше ра.

] f x y f x f y

x
x

n

y
n

n
n

m

ξ η ξ η

σ

σ
, ( , ) ( ) ( )

exp

= =

2
1 2

2

2

2

2
2

−
−

















Γ

−−

+
+

−
















<

1 2

2

2

2

2

2
2

1

2

exp

;

( ) ( )

y

m

F t P X t

m
m

mn m n
m n

σ

σ

σ

Γ

Γ
= =

nn m
x y

x y
dxdy

m n

y
x ty

2 2

2
2

1
2

1

2
0

0












− +





− −

>
< <

∫
Γ

exp
σ∫∫

< < < <




















=

=

= = =

= =

x
y

u y v x vu

dx ydu dy dv
x ty u t

; ; ;

; ;
;

  

 
 0 0






− +





− −
+∞

−

∫∫= =

=

a x y
x y

dxdy

a u v

mn

m nty

mn

m m

2
1

2
1

2
00

2
1

2
exp

σ

22
1

2
1

2
00

2
1

0

2

2

− −
+∞

− +

− +



∫∫

∫

v
uv v

vdudv

a u du v

nt

mn

mt m n

exp
σ

=

=
−−

+∞

−
+ −

− +





+





∫

∫

1

2
0

2
1

0
2

2

1
2

1
2

exp
u

v dv

a u du
u

mn

mt
m n

σ

σ

=

=
11

0

2 2
1

2
1

2

2

2
1

1
2

2
1

+∞
+ −

+ −

∫ +










− +



 +

+

σ

σ
σ

u

v
u

v
u

u

m n

m n

=

= exp
11

2

2
1

2
1 2

2

2
1

0

2 2
1 2

σ

σ σ

dv

a u
u u

du
m n

mn

mt
m n

=

= =
−

+ −

∫ +








 +

+





Γ

==

2
2

2
2 2

1

2

2

2
1

m n
m n

m n
m n

m
m n

m n

u

u

+
+

+
+

−
+

















+

σ

σ

Γ

Γ Γ ( )) ( )
.

m n

t
m
n

m n
du

m n

m n

u

u

du+

−

+∫

+

















+20

1

2

2

2 2
1

=

Γ

Γ Γ 00

t

∫

f t

m n

m n

t

t

tmn

m

m n
( )

( )
, .=

Γ

Γ Γ

+

















+
>

−

+

2

2 2
1

0
2

1

2

181



Ут верж де ние 4.20. За кон рас пре де ле ния Фи ше ра Fmn в точ ке

сов па да ет с бе та-рас пре де ле ни ем с плот но с тью рас пре де ле -

ния fβ(x; p, q) при p = , q = .

До ка за тель ст во. Про ве рим это ут верж де ние не по сред ст вен ным вы -
чис ле ни ем:

При p = , q = име ем

т.е. fβ(t; p, q) сов па да ет с плот но с тью рас пре де ле ния Фи ше ра в точ ке ,

ч.т.д.

Ут верж де ние 4.21 (cвязь ге о ме т ри че с ко го и по ка за тель но го рас -
пре де ле ний). По ка за тель ное рас пре де ле ние воз ни ка ет как пре дель-
ное для ге о ме т ри че с ко го рас пре де ле ния G(p) в сле ду ю щей схе ме:
в мо мен ты вре ме ни 0, h, 2h, … (h  0) про из во дят ся не за ви си мые
ис пы та ния с ве ро ят но с тью ус пе ха, рав ной Ph = λh (λ = const > 0);
Xh — мо мент пер во го ус пе ха. Тог да чис ло ис пы та ний до пер во го ус -

пе ха Y = ~ Γ(p = λh).

До ка за тель ст во

(m — чис ло ис пы та ний, m = , где опе ра ция [] — взя тие це лой ча с ти
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Ут верж де ние 4.22. Пусть ξ ~ P(λ), P(x = k) = , k = 0, 1, 2, …;

тог да .

До ка за тель ст во. Име ем

lnP(ξ = k) = k ln λ – λ – ln k!. (*)

Пусть из ве ст но, что ; кро ме то го,

Г(k + 1) = k!, так как k — це лое; по это му

Под ста вив по лу чен ное вы ра же ние в фор му лу (*), по лу чим

что со от вет ст ву ет , ч.т.д.

Для сле ду ю ще го ут верж де ния нам по на до бит ся оп ре де ле ние
пу ас со нов ско го по то ка. Пу ас со нов ским по то ком на зы ва ет ся по ток
со бы тий, та ких что:

1)�чис ла на ступ ле ний со бы тий в не пе ре се ка ю щих ся ин тер ва лах
не за ви си мы (не за ви си мость при ра ще ний);

2)�ξ(t + t0) – ξ(t0) = ξ(γ) – ξ(0) = ξ(t) (од но род ность, или ста ци о-
нар ность);
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3) P(x(t) = k) = ; k = 0, 1, 2, …

Ут верж де ние 4.23. Связь рас пре де ле ний E(λ) и π(λt). Пусть
в пу ас со нов ском по то ке ξ(t) — ко ли че ст во со бы тий ξ за вре мя t.

Тог да ξ(t) ~ π(λt), т.е. P(x(t) = k) = , а ин тер ва лы вре ме ни

меж ду со бы ти я ми Ti ~ E(λ).

До ка за тель ст во. Обо зна чим Ti — вре мя меж ду со сед ни ми со бы ти я ми
пу ас со нов ско го по то ка. Тог да

при t 	 0 и G(t) = 0 при t < 0, т.е. ч.т.д.

Ут верж де ние 4.24 (связь рас пре де ле ний Γα, λ и π(λ)). Пусть ξ ~ Γα, λ,
η ~ π(λx). Ес ли брать α — на ту раль ные чис ла и λ =1, то при ука зан -
ных ча ст ных зна че ни ях па ра ме т ров α и λ в це лых точ ках гам ма-рас-
пре де ле ние сов па да ет с пу ас со нов ским и яв ля ет ся при этих зна че -
ни ях па ра ме т ров не пре рыв ным ана ло гом рас пре де ле ния Пу ас со на.

До ка за тель ст во. Име ем P(η = k) = e–λx при x 	 0;

При λ = 1, α — це лое fξ(x; α — целое, λ = 1) = e–x и при α = 1, 2, …

сов па да ет с P(η = α – 1) = e–x, ч.т.д.

4.7. Ви ды ве ро ят но ст ных схо ди мо с тей
При до ка за тель ст ве пре дель ных ре зуль та тов те о рии ве ро ят но с -

тей исполь зу ют ся раз лич ные ви ды схо ди мо с ти слу чай ных ве ли -
чин. По это му для по ни ма ния этих ре зуль та тов не об хо ди мо чет ко
оп ре де лить ви ды ве ро ят но ст ной схо ди мо с ти с ус та нов ле ни ем свя -
зей меж ду ни ми.
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Пусть {Ω, A, P} — ве ро ят но ст ное про ст ран ст во, на ко то ром за да -
ны слу чай ная ве ли чи на ξ = ξ(ω) и по сле до ва тель ность слу чай ных
ве ли чин {ξn} = {ξn(ω)}.

1.�Схо ди мость по ве ро ят но с ти (п.в.).
По сле до ва тель ность СВ {ξn} схо дит ся к СВ ξ по ве ро ят но с ти, ес -

ли для лю бо го ε > 0 P{| ξn – ξ | > ε} 0. Обо зна ча ет ся ξn ξ или
ξn ξ.

2.�Схо ди мость с ве ро ят но с тью 1, или поч ти на вер ное, или поч ти
всю ду (п.н.).

По сле до ва тель ность {ξn} схо дит ся к ξ поч ти на вер ное от но си -
тель но ме ры Φ, ес ли P{ξn  ξ} 0, т.е. ξn  ξ при n  � для всех
ω ∈ Ω, кро ме, мо жет быть, при над ле жа щих мно же ст ву ме ры нуль

(ω ∈ R, P(R) = 0), или (до ка за тель ст во см. ни же)

Обо зна ча ет ся ξn ξ.

3.�Схо ди мость в сред нем r-го по ряд ка (с.п.r) (в сред не ква д ра ти -
че с ком при r = 2 (с.к.)).

По сле до ва тель ность СВ {ξn} схо дит ся к СВ ξ в с.п.r, ес ли
M| ξn – ξ |r 0. Обо зна ча ет ся ξn ξ или ξn ξ.

4.�Сла бая схо ди мость (с.с.), или схо ди мость по рас пре де ле нию
или в ос нов ном (п.р.).

По сле до ва тель ность функ ций рас пре де ле ния {Fn} = {Fn(x)} сла -
бо схо дит ся к функ ции рас пре де ле ния F = F(x), ес ли для лю бой не -
пре рыв ной ог ра ни чен ной функ ции g(x)

g(x)dFn(x)dx g(x)dF(x), 

или (без до ка за тель ст ва) Fn(x)  F(x) в каж дой точ ке не пре рыв но -
с ти F(x).�Обо зна ча ет ся ξn ξ, или ξn ξ, или Fn � F.

При ве дем в ви де схе мы свя зи оп ре де лен ных ви дов ве ро ят но ст -
ных схо ди мо с тей (рис. 4.18).
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Рис. 4.18. Свя зи схо ди мо с тей



Изо б ра же ние оз на ча ет сле до ва ние схо ди мо с тей в на прав ле нии
стре лок. При ве дем до ка за тель ст во этой схе мы в ви де до ка за тельств
от дель ных ут верж де ний.

Ут верж де ние 4.25. п.н. � п.в.

До ка за тель ст во. Пусть ξn ξ. Это зна чит, что P(| ξm – ξ | > ε хотя бы
при одном m 	 n) 0.

Пусть A = {| ξm – ξ | > ε хотя бы при одном m 	 n}, B = {| ξm – ξ | > ε}. Тог да

B ⊂ A � P(B) 
 P(A),

от ку да и сле ду ет ут верж де ние, так как при P(B) 0 име ем схо ди мость

по ве ро ят но с ти.

Ут верж де ние 4.26. Lr � п.в.

До ка за тель ст во. Пусть X = ξn – ξ.�Тог да за пись P(| X | 	 0) 0 оз на -
ча ет схо ди мость по ве ро ят но с ти, и при лю бом ε > 0.

от ку да и сле ду ет ут верж де ние.

Ут верж де ние 4.27. п.в. � с.с.

До ка за тель ст во. Пусть ξn ξ, т.е. P(| ξn – ξ | > ε) 0, или СВ ηn =

= (ξn – ξ) 0.�Тог да

так как {ξn – ε < ξ < ξn + ε, ξn < x} ⊂ {ξ < x + ε}.
По ме няв ме с та ми в пред ше ст ву ю щем со от но ше нии ξ и ξn, ана ло гич но

по лу чим F(x) 
 Fn(x), от ку да сле ду ет, что Fn(x) F(x) в каж дой точ ке не -
пре рыв но с ти F(x), что и оз на ча ет сла бую схо ди мость.

Та ким об ра зом, все сле до ва ния до ка за ны. Для обос но ва ния не сле-
до ва ний схе мы не об хо ди мо при ве с ти со от вет ст ву ю щие при ме ры.

При мер 1. По ка жем на при ме ре, что п.в. /� п.н. Пусть да на СВ с ря -
дом рас пре де ле ния
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Пусть {ξn} — не за ви си мые СВ,

так как N мож но брать как угод но боль шим, � ξn 0.

При мер 2. По ка жем на при ме ре, что п.в. /� с.п. r = 2.�Пусть да на
СВ ξ с ря дом рас пре де ле ния

M| ξn |2 = 1 / 0 � ξn 0.

При мер 3. По ка жем на при ме ре, что п.н. /� с.п. r = 2. Пусть да на
СВ ξ с ря дом рас пре де ле ния

P(ξn / 0) = P(| ξm | 	 ε хотя бы при одном m 	 n) 
 P(ξm = n) =

= 0 � ξn 0. M| ξn |2 = 1 0 � ξn 0.

При мер 4. По ка жем на при ме ре, что с.п. r = 2 /� п.н. Пусть да на СВ ξ
с ря дом рас пре де ле ния

{ξn} — не за ви си мые. Тог да (см. при мер 1) ξn 0;

M| ξn |2 = 0 � ξn 0.

При мер 5. По ка жем на при ме ре, что  с.c. /� п.в. Пусть да на СВ ξ
с ря дом рас пре де ле ния

Yn = –Xn. Тог да Xn Y, но P(| Xn – Y | < ε) = 0, ес ли ε < 2 � Xn Y.
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При мер 6. По ка жем на при ме ре воз мож ность од но вре мен ной схо -
ди мо с ти п.в., п.н., с.п. r = 2. Пусть да на СВ ξ с ря дом рас пре де ле ния

В при ме рах 2 и 3 по ка за но, что при ξn 0, ξn 0. Кро ме то го,

M| ξn |2 = 0 � ξn 0.

Схе ма свя зей схо ди мо с тей рас пре де ле ний в об щем слу чае пол -
но стью до ка за на. Од на ко в от дель ных ча ст ных слу ча ях ока зы ва ет -
ся, что при ве ден ные ви ды схо ди мо с тей мо гут быть сов па да ю щи ми,
т.е. эк ви ва лент ны ми. Сфор му ли ру ем эти и не ко то рые дру гие ню -
ан сы в ви де ут верж де ний с до ка за тель ст вом бо лее про стых из них.

Ут верж де ние 4.28. Ес ли ξn ξ и {ξn} мо но тон но воз ра с та ет

или убы ва ет, то ξn ξ.

До ка за тель ст во. Не ог ра ни чи вая общ но с ти, пред по ло жим, что ξ = 0
(ина че возь мем вме с то ξn слу чай ную ве ли чи ну ηn = ξn – ξ), ξn > 0, ξn� —
мо но тон но убы ва ет. Тог да факт P(ξn / 0) оз на чал бы, что су ще ст ву ет ε > 0
и мно же ст во A та кое, что P(A) > δ > 0 и ξk > ε при ω ⊂ A и при всех n.

Но так как ξn�, то ξk = ξn, и это зна чит, что P(ξn > ε) 
 P(A) > δ > 0, что

про ти во ре чит схо ди мо с ти по ве ро ят но с ти: P(ξn > ε) 0.

Ут верж де ние 4.29. Ес ли ξn a, где a = const, то ξn a.

До ка за тель ст во. Не на ру шая общ но с ти, по ло жим a = 0 (ина че рас смо т -
рим слу чай ную ве ли чи ну ηn = ξn – a). Пусть Fn(x) — функ ция рас пре де ле -
ния слу чай ной ве ли чи ны ξn. Тог да для лю бо го ε > 0 Fn(ε)  1, Fn(–ε)  0,
сле до ва тель но,

P(| ξn | 	 ε) = P(ξn 
 –ε, ξn 	 ε) = 1 – Fn(ε) + Fn(–ε)  0 � ξn a = 0, ч.т.д.

Ут верж де ние 4.30. Из ξn ξ не сле ду ет схо ди мость мо мен тов.

До ка за тель ст во. Для до ка за тель ст ва ут верж де ния ис поль зу ем тот же
при мер, что рас сма т ри вал ся вы ше. Пусть да на СВ ξ с ря дом рас пре де ле -
ния
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P(| ξn | > ε) = P(ξn = n) = 0 � ξn 0 � ξn 0;

Mξn = 1;   ξn  ξ = 0 � Mξ = 0 � Mξn / Mξ.

Схо ди мо с ти мо мен тов нет, так как в пер вом оп ре де ле нии сла бой схо -
ди мо с ти для лю бой не пре рыв ной ог ра ни чен ной функ ции

а для схо ди мо с ти мо мен тов g(x) име ет вид x n и не яв ля ет ся ог ра ни чен ной.

Ут верж де ние 4.31. Для схо ди мо с ти ξn  ξ в сред не ква д ра ти че -
с ком не об хо ди мо и до ста точ но сле ду ю щее:

1)�схо ди мость по сле до ва тель но с ти Mξn Mξ;

2)�схо ди мость дис пер сии D(ξn – ξ) 0.

До ка за тель ст во

M| ξn – ξ |2 = D(ξn – ξ) + (Mξn – Mξ)2.

Ут верж де ние 4.32. Ес ли рас сма т ри ва ет ся схо ди мость не слу чай-
ных ве ли чин, то схо ди мо с ти п.в., п.н. и с.п.r сов па да ют (оче вид но).

Ут верж де ние 4.33. ξn ξ тог да и толь ко тог да, ког да ηn =

= | ξn – ξ |  0.

До ка за тель ст во. Оче вид но, что ξn ξ � ηn 0. Но по сле до ва тель -

ность ηn� (мо но тон но убы ва ю щая). Тог да по ут верж де нию 1 ηn 0, ч.т.д.

Ут верж де ние 4.34. Ес ли ряд P(| ξn – ξ | > ε) при лю бом ε > 0

схо дит ся, то ξn ξ.

До ка за тель ст во. Ут верж де ние сле ду ет из оче вид но го не ра вен ст ва

Ут верж де ние 4.35. Ес ли  ξn ξ, то су ще ст ву ет под пос ле до ва -

тель ность {nk} та кая, что  ξnk
ξ.

До ка за тель ст во. Ут верж де ние сле ду ет из то го, что до ста точ но взять

{nk} та кие, что бы P(| ξnk
– ξ | > ε) 
 , и вос поль зо вать ся ут верж де ни -

ем 4.28.
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Ут верж де ние 4.36 (без до ка за тель ст ва). Ес ли ξn = ηk, {ηk} —

не за ви си мые СВ, то схо ди мость ξn ξ вле чет за со бой схо ди -

мость ξn ξ.

Ут верж де ние 4.37. При до ка за тель ст ве те о ре мы Хин чи на ме то -
дом ха рак тери с ти че с ких функ ций из со от вет ст вия схо ди мо с ти
функ ций рас пре де ле ния и ха рак те ри с ти че с ких функ ций сле ду ет,

что ξi m = const, а это на ос но ва нии ут верж де ния 4.29 при -

во дит к ξi m, что и ут верж да ет ся те о ре мой Хин чи на.

Рас смо т рим за да чи на ис сле до ва ние схо ди мо с ти.

За да ча 4.67. СВ ξn за да ны ря дом рас пре де ле ния

Про ве рить схо ди мость п.в. и с.п.r СВ ξn к 0.
Ре ше ние

P(| ξn | > ε) = P(ξn = ���n) = 0 � ξn 0;

Mξn
2 = 1 0 при r > 2, Mξn

r = n
– 1

; Mξn
r 0 � ξn 0.

За да ча 4.68. СВ ξn за да ны ря дом рас пре де ле ния

Ис сле до вать схо ди мость ξn к 0 п.в., п.н. и с.п. r.
Ре ше ние

P(| ξn | > ε) = pn  0 при n  0 � ξn 0.

P(ξn / 0) = P(| ξm | 	 ξ хотя бы при одном m 	 n) = P(ξm = 1) =

= pm  0, ес ли pn < � (схо дит ся), и тог да ξn 0.

M| ξn |r = pn  0 при n  0, тог да ξn 0.

За да ча 4.69. Не за ви си мые СВ ξn за да ны ря дом рас пре де ле ния
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Ис сле до вать схо ди мость ξn к 0.
Ре ше ние

P(ξn > ε) = 0 � ξn 0 � ξn 0;

P(ξm > ε при всех m 	 n) 
 P(ξm < ξ при всех n 
 m 
 N) =

= ··· =  0

за счет вы бо ра боль шо го N � ξn 0.

За да ча 4.70. СВ ξn за да ны ря дом рас пре де ле ния

Ис сле до вать схо ди мость СВ ξn к 0.
Ре ше ние

P(ξn > ε) = 0 � ξn 0;

P(ξn  0) = P(ξm < ε при всех m 	 n) 
 P(ξm < ε при всех n 
 m 
 N) =

= ··· = 0

за счет вы бо ра боль шо го N � ξn 0; M| ξn
2 | = 0 � ξn 0.

За да ча 4.71. СВ ξn за да ны ря дом рас пре де ле ния

Ис сле до вать схо ди мость СВ ξn к 0.
Ре ше ние

P(ξn > ε) = 0 � ξn 0;

P(ξn / 0) = P(| ξm | 	 ε хотя бы при одном m 	 n) =

= 0 � ξn 0;

M| ξn |2 = 0 � ξn 0.
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Кон троль ные во про сы и за да ния
1. Как вы гля дят ха рак те ри с ти че с кие функ ции для СВ X ~ N(а, σ) и СВ

Z = Xi, где {Xi} — не за ви си мые СВ, Xi ~ N(аi, σi), i = 1, …, n?

2. До ка жи те, что на и луч шим при бли же ни ем в сред не ква д ра тич ном
для не на блю да е мой ком по нен ты по на блю да е мой ком по нен те X яв ля ет ся
ус лов ное ма те ма ти че с кое ожи да ние M(Y/X).

3. До ка жи те ли ней ность нор маль ных ре г рес сий.
4. Как рас пре де ле ние χn

2 (хи-ква д рат) свя за но с гам ма-рас пре де ле -
нием?

5. Че му рав на плот ность рас пре де ле ния за ко на Симп со на — за ко на рас-
пре де ле ния сум мы двух не за ви си мых СВ с рав но мер ным рас пре де ле ни ем
R[0; 1]?

6. По ка жи те связь за ко нов рас пре де ле ния Стью ден та и Ко ши.
7. При ве ди те при мер по сле до ва тель но с ти СВ, для ко то рой есть схо ди -

мость к пре дель ной по ве ро ят но с ти, но нет схо ди мо с ти в сред не ква д ра ти -
че с ком.

8. До ка жи те схе му свя зей ве ро ят но ст ных схо ди мо с тей.

9. В слу чае m = const по ка жи те эк ви ва лент ность схо ди мо с тей ξn 0

и ξn 0.
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При ло же ние 1

Задачи для самостоятельного решения 

Раз дел I

Гла ва 1

1.�До ка зать, что ес ли А � Ω, А � � и P(B/A) = P(B/A), то со бы -
тия А и B не за ви си мы.

2.�До ка зать, что ес ли со бы тия А и B1, А и B2 не за ви си мы, то
собы тия А и B1B2 не за ви си мы тог да, ког да не за ви си мы со бы тия А
и B1 + B2.

3.�Пусть АB ⊂ C. До ка зать, что тог да P(C) 	 P(А) + P(B) – 1.
4.�АBC ⊂ D. До ка зать, что тог да P(D) 	 P(А) + P(B) + P(C) – 2.
5.�До ка зать, что из не за ви си мо с ти со бы тий А, B и C сле ду ет не -

за ви си мость со бы тий A, B и C.
6.�Со бы тия А, B и C име ют оди на ко вые ве ро ят но с ти, по пар но

не за ви си мые и все три про изой ти не мо гут. Най ти мак си маль но
воз мож ное зна че ние ве ро ят но с тей этих со бы тий.

7.�Име ет ся N пред ме тов раз но го ка че ст ва. С ка кой ве ро ят но с -
тью при вы бо ре из них на угад по од но му без воз вра ще ния r пред -
ме тов каж дый сле ду ю щий бу дет луч ше пре ды ду ще го?

8.�На шах мат ную до с ку раз ме ром N � N слу чай ным об ра зом ста -
вят N ла дей. С ка кой ве ро ят но с тью они не по бьют друг дру га?

9.�С ка кой ве ро ят но с тью при слу чай ной рас ста нов ке k чер ных
и n крас ных раз лич ных толь ко цве том ша ров (n 	 k) ни ка кие два
крас ные ша ра не ока жут ся ря дом?

10.�Име ет ся n1 букв «a» и n2 букв «b». Най ти ве ро ят ность то го,
что n-й бук ве «a» при слу чай ном упо ря до чи ва нии всех букв пред -
ше ст ву ет ров но m букв «b» (n < n1, m < n2).

11.�Име ет ся k пар раз лич ных пер ча ток. Из них слу чай ным об ра -
зом вы бра но s штук. С ка кой ве ро ят но с тью сре ди них ока жет ся
ров но m пар (2m < s < 2k).

12.�m1 крас ных и m2 чер ных ну ме ро ван ных ша ров слу чай ным об -
ра зом раз ме ща ют по 2n ящи кам (m1 
 n, m2 
 n). С ка кой ве ро ят но -
с тью крас ные ша ры ока жут ся в m1 ящи ках с чет ны ми но ме ра ми,
а чер ные — в m2 ящи ках с не чет ны ми но ме ра ми?



13.�В ко роб ке 10 пар пер ча ток раз но го цве та. С ка кой ве ро ят но -
с тью сре ди 10 на угад вы бран ных пер ча ток най дет ся хо тя бы од на
па ра, ес ли пер чат ки в па ре раз ли чи мы.

14.�kn раз ли чи мых ша ров на угад раз ме ща ют по n раз ли чи мым
ящи кам. С ка кой ве ро ят но с тью во всех ящи ках ока жет ся по ров ну
ша ров?

15.�n не раз ли чи мых ша ров на угад раз ме ща ют по n раз ли чи мым
ящи кам. С ка кой ве ро ят но с тью при этом ров но один ящик ока жет -
ся пу с тым?

16.�Из 10 кар то чек с но ме ра ми от 0 до 9 на угад вы би ра ют че ты -
ре кар точ ки с воз вра ще ни ем. Най ти ве ро ят ность то го, что в по лу -
чен ном че ты рех знач ном но ме ре бу дет три оди на ко вых ци ф ры.

17.�Ко ло да карт (52) раз да ет ся по ров ну иг ро кам А, B, C и D.
Най ти ве ро ят ность то го, что иг ро ки А и B по лу ча ют по два ту за.

18.�В пар тии 25 де та лей, из них пять — с де фек та ми. Из пар тии
на угад вы бра но че ты ре де та ли. С ка кой ве ро ят но с тью сре ди них
хо тя бы од на без де фек та?

19.�10 маль чи ков и 10 де во чек в слу чай ном по ряд ке са дят ся на
20 рас поло жен ных в ряд сту ль ев. Най ти ве ро ят ность то го, что
маль чи ки зай мут сту лья с чет ны ми но ме ра ми.

20.�М че ло век са дят ся в по езд, со сто я щий из N ва го нов. Каж дый
вы би ра ет ва гон на угад, не за ви си мо от дру гих. Ка ко ва ве ро ят ность
то го, что все они ся дут в раз ные ва го ны, при M 
 N.

21.�20 спорт с ме нов, из ко то рых шесть — ма с те ра спор та, слу -
чайным об ра зом де лят на две груп пы по 10 че ло век. С ка кой ве ро -
ят но с тью обе груп пы бу дут иметь оди на ко вое чис ло ма с те ров
спор та?

22.�Из ко ло ды карт (52) на угад вы бра но 13 карт. С ка кой ве ро -
ят но с тью сре ди них бу дет три ко ро ля, два ту за и не бу дет дам?

23.�Де таль про хо дит по сле до ва тель ную не за ви си мую об ра бот ку
на n стан ках с ве ро ят но с тью бра ка pi на i-м стан ке, i = 1, ..., n. Най -
ти ве ро ят ность по лу че ния де фект ной де та ли.

24.�Бро са ют две раз ли чи мые иг раль ные ко с ти. С ка кой ве ро ят -
но с тью вы па дет две ше с тер ки, ес ли из ве ст но, что на обе их гра нях
вы па ло чис ло, боль шее 3?

25.�Стре лок име ет пять па тро нов и стре ля ет до пер во го по па да -
ния с ве ро ят но с тью по па да ния при каж дом вы ст ре ле, рав ной 0,7.
С ка кой ве ро ят но с тью не все па тро ны бу дут из рас хо до ва ны?

26.�Бро са ют три раз ли чи мые иг раль ные ко с ти. С ка кой ве ро ят -
но с тью вы па ли три ше с тер ки, ес ли из ве ст но, что сре ди вы пав ших
чи сел есть ше с тер ки?

27.�Най ти на деж ность ра бо ты эле к т ри че с кой це пи, ес ли на деж -
ность каж до го эле мен та рав на p (рис. П.1).
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28.�В ур не 30 ну ме ро ван ных ша ров по 10 каж до го цве та: крас -
ный, жел тый, зе ле ный. С ка кой ве ро ят но с тью три на угад вы бран -
ных ша ра ока жут ся раз ных цве тов?

29.�В пар тии из N раз ли чи мых де та лей M бра ко ван ных. Про ве -
ря ют n на угад взя тых де та лей (n 
 N). Най ти ве ро ят ность то го, что
сре ди них ока жет ся не бо лее m бра ко ван ных.

30.�Двое по оче ред но стре ля ют по це ли до пер во го по па да ния
с ве ро ят но с тя ми по па да ния для стрел ков А и B со от вет ст вен но рав-
ны ми 0,3 и 0,5. Для ка ко го стрел ка ве ро ят нее по пасть в цель, ес ли
они име ют вме с те пять па тро нов и пер вым стре ля ет стре лок А?

31.�По са мо ле ту про из во дит ся три не за ви си мых вы ст ре ла с ве -
ро ят но с тя ми по па да ний, со от вет ст вен но рав ны ми 0,1; 0,2 и 0,3.
При трех по па да ни ях са мо лет все гда вы хо дит из строя, при двух —
с ве ро ят но с тью 0,5, а при од ном — с ве ро ят но с тью 0,3. Най ти ве ро -
ят ность то го, что са мо лет вый дет из строя.

32.�Оп ре де лить ве ро ят ность то го, что 100 лам по чек, взя тых на -
угад из 1000, ока жут ся ис прав ны ми, ес ли из ве ст но, что чис ло ис -
пор чен ных лам по чек рав но воз мож но от ну ля до пя ти штук.

33.�В пер вой спор тив ной ко ман де 5 ма с те ров спор та и 10 пер во -
раз ряд ни ков, во вто рой — со от вет ст вен но 6 и 9. Слу чай ным об ра -
зом фор ми ру ют но вую ко ман ду, в ко то рую во шли на угад взя тые
7 спорт с ме нов из пер вой ко ман ды и 8 — из вто рой. На угад вы бран -
ный спорт с мен но вой ко ман ды ока зал ся ма с те ром спор та. С ка кой
ве ро ят но с тью он — из пер вой ко ман ды?

34.�Име ет ся три ур ны: в пер вой все ша ры бе лые, во вто рой — a
бе лых и b чер ных, в тре ть ей — c бе лых и d чер ных. Най ти ве ро ят -
ность то го, что сре ди двух на угад вы бран ных ша ров из про из воль -
но взя той ур ны есть хо тя бы один чер ный шар. Ша ры раз ли чи мы.

35.�В ур не N раз ли чи мых ша ров, из них M бе лых. По те ря но два
ша ра. Най ти ве ро ят ность то го, что по те рян один бе лый шар, ес ли
вы ну тый по сле это го шар ока зал ся бе лым.

36.�Име ет ся две пар тии раз ли чи мых де та лей. В пер вой — 10 де -
та лей, из них од на де фект ная, во вто рой — 12 де та лей, из них две
де фект ных. Од ну на угад взя тую де таль из вто рой пар тии по ло жи -
ли в пер вую пар тию. С ка кой ве ро ят но с тью взя тая на угад де таль из
пер вой пар тии по сле то го ока жет ся де фект ной?

Рис. П.1. Эле к т ри че с кая цепь (эле мен ты це пи изо б ра же ны круж ка ми)



37.�Из всех фи шек до ми но на угад по сле до ва тель но из вле ка ют
две фиш ки. С ка кой ве ро ят но с тью вто рую фиш ку мож но при ста -
вить к пер вой?

38.�Про из во дят 10 не за ви си мых бро са ний двух раз ли чи мых иг -
раль ных ко с тей. Най ти ве ро ят ность то го, что вы па де ние ше с тер ки
на од ной из двух ко с тей про изой дет хо тя бы дваж ды.

39.�Опыт со сто ит в про ве де нии n не за ви си мых ис пы та ний с ве -

ро ят но с тью ус пе ха P(A) = . Опыт счи та ет ся удач ным, ес ли в нем

чис ло по яв ле ний со бы тия А на и ве ро ят ней шее (ис ход опы та на зы -
ва ет ся на и ве ро ят ней шим, ес ли он име ет на и боль шую ве ро ят ность
сре ди всех воз мож ных ис хо дов). Най ти ве ро ят ность то го, что сре -
ди N опы тов бу дет M удач ных.

40.�Два стрел ка стре ля ют пять раз каж дый по сво ей ми ше ни. Ве -
ро ят но с ти их по па да ний со от вет ст вен но рав ны 0,4 и 0,3. Най ти ве -
ро ят ность то го, что пер вый стре лок по па дет на k раз боль ше, чем
вто рой.

41.�Ми шень со сто ит из яб ло ка и двух ко лец. Ве ро ят но с ти по па -
да ния в них со от вет ст вен но рав ны p1, p2, p3, при чем p1 + p2 + p3 = 1.
Най ти ве ро ят ность то го, что при пя ти вы ст ре лах про изой дет два
по па да ния в яб ло ко и од но во вто рое коль цо.

42.�Най ти ве ро ят ность то го, что в 2n ис пы та ни ях Бер нул ли в пер -
вых n опы тах бу дет m ус пе хов, а в по след них u опы тах — k ус пе хов
(m, k < n), при чем каж дые n опы тов нач нут ся и за кон чат ся ус пе ха -
ми. Ве ро ят ность ус пе ха в каж дом опы те рав на p.

43.�Два стрел ка про из во дят 20 зал пов по ми ше ни с ве ро ят но с тя -
ми по па да ний, со от вет ст вен но рав ны ми 0,5 и 0,4. Най ти ве ро ят -
ность на и ве ро ят ней ше го чис ла зал пов, при ко то рых бу дет хо тя бы
од но по па да ние в ми шень.

44.�Ис пы ты ва ют N при бо ров, каж дый из ко то рых со сто ит из n
по сле до ва тель но со еди нен ных эле мен тов. Най ти ве ро ят ность то го,
что за вре мя ис пы та ния из строя вый дет M при бо ров, ес ли ве ро ят -
ность от ка за каж до го эле мен та рав на p.

Гла ва 2

45.�Че ты ре раз ли чи мых ша ра слу чай ным об ра зом раз ме ща ют по
че ты рем раз лич ным ящи кам. Слу чай ная ве ли чи на X — чис ло ша -
ров в пер вом ящи ке. По ст ро ить ряд рас пре де ле ния слу чай ной ве -
ли чи ны X и ее функ цию рас пре де ле ния.

46.�Че ты ре не раз ли чи мых ша ра слу чай ным об ра зом раз ме ща ют
по че ты рем раз лич ным ящи кам. Най ти ряд рас пре де ле ния и функ -
цию рас пре де ле ния чис ла пу с тых ящи ков.

k
—
n
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47.�Стре ля ют по це ли до двух по па да ний, имея пять па тро нов,
с ве ро ят но с тью по па да ния в каж дом вы ст ре ле, рав ной 0,3. Най ти
ряд рас пре де ле ния чис ла вы ст ре лов.

48.�Три би ле та из ше с ти — вы иг рыш ные. Вы би ра ют би ле ты по
од но му на угад без воз вра ще ния до по яв ле ния двух вы иг рыш ных.
Най ти ряд рас пре де ле ния чис ла вы бран ных би ле тов.

49.�Из трех бе лых и двух чер ных раз ли чи мых ша ров на угад вы -
би ра ют че ты ре. По ст ро ить ряд рас пре де ле ния чис ла X бе лых ша -
ров сре ди вы бран ных. Най ти MX и DX.

50.�Три из се ми клю чей под хо дят к две ри. Клю чи оп ро бу ют по
од но му без воз вра ще ния до от кры тия две ри. По ст ро ить ряд рас -
пре де ле ния чис ла X оп ро бо ва ний клю чей и функ цию его рас пре де -
ле ния, MX и DX.

51.�Двое по оче ред но стре ля ют по од ной це ли, имея по три па -
тро на, до пер во го по па да ния. По ст ро ить ряд рас пре де ле ния чис ла
вы ст ре лов по це ли.

52.�Ста нок про из во дит X де та лей в час, где СВ X име ет рас пре -
де ле ние Пу ас со на П(λ). Из этих X де та лей каж дая мо жет быть де -
фект ной не за ви си мо от дру гих с ве ро ят но с тью p. До ка зать, что
чис ла де фект ных и до б ро ка че ст вен ных де та лей из X не за ви си мы.

53.�Плот ность рас пре де ле ния СВ X f(x) = 

Най ти А, F(x), P(X < π/4), MX и DX.
54.�Плот ность рас пре де ле ния СВ X f(x) = Най ти А,

F(x), P(1 < X < 2), MX и DX.
55.�СВ X име ет нор маль ное рас пре де ле ние N(а = 5; σ = 3), СВ

Y = 2X – 1. Вы пи сать плот ность рас пре де ле ния СВ Y.
56.�Чис ло от ка зов эле мен та рас пре де ле но по пу ас со нов ско му

за ко ну с па ра ме т ром λ. При от ка зе эле мент сра зу за ме ня ют но вым.
Най ти ве ро ят ность то го, что за вре мя t про изой дет не ме нее трех
от ка зов.

57.�Гра фик плот но с ти f(x) СВ X изо б ра жен на рис. П.2. Вы пи -
сать плот ность рас пре де ле ния и най ти
функ цию рас пре де ле ния СВ X.

58.�Слу чай ные ве ли чи ны X и Y не за -
ви си мы и при ни ма ют зна че ния из мно -
же ст ва на ту раль ных чи сел. До ка зать, что

M min(X, Y) = P(X 	 n)P(X 	 n).
�
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59.�Слу чай ные ве ли чи ны X и Y не за ви си мы и и при ни ма ют зна че -
ния из мно же ст ва на ту раль ных чи сел. До ка зать, что M max(X, Y) =

= 1 – P(X < n)P(Y < n).

60.�В ко ло де n карт. Най ти сред нее чис ло сов па да ю щих на оди -
на ко вых ме с тах карт в двух оди на ко вых хо ро шо пе ре ме шан ных ко -
ло дах.

61.�Слу чай ная ве ли чи на X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x).
Y = min(X, 1). Най ти MY и DY.

62.�До ка зать, что ес ли СВ X при ни ма ет зна че ния 0, 1, 2, …, то

MX = P(X > n).

63.�До ка зать, что для не за ви си мых СВ X и Y DXY = DX · DY +
+ (MY)2DX + (MX)2DY.

64.�Си с те ма СВ (X1, Y) име ет плот ность рас пре де ле ния f(x, y).
Най ти функ цию рас пре де ле ния g(z) СВ Z = max(X, Y).

65.�Слу чай ная ве ли чи на X име ет плот ность рас пре де ле ния
f(x) = e–x2/4π. Без вы чис ле ний най ти MX и DX.

66.�СВ X рас пре де ле на по R[0; 1], 0 < a < 1, a — const, СВ Y —
рас сто я ние от СВ X до a, т. е. Y = | a – X |. Най ти rXY. Мо гут ли СВ X
и Y быть не кор ре ли ро ва ны?

67.�СВ X ~ E(1, 2), Y = 5 – 2X. Най ти MY, DY, KXY, rXY.
68.�СВ X ~ π(2); Y ~ N(0, σ2 = 5), rXY = 0,1, U = 3X2 + Y – 2XY + 1.

Най ти MU.
69.�СВ U ~ N(0, 1), V ~ R[–3; 3]; X = U + V; Y = U – V, rUV = 0,1.

Най ти kXY, rXY.
70.�СВ Y = 3 – 4X, где ряд рас пре де ле ния СВ X:

Най ти MY, DY, kXY, rXY.
71.�СВ X ~ B(8, 1/2), Y ~ R[0; 1]; Z ~ B(3, 1/2), U = 2X + Y – 3Z + 1;

Най ти MU, DU.

72.�СВ X ~ π(3), Y ~ N(1, σ2 = 4), Z ~ R[0; 4]; ,

U = –2X + Y – 3Z + 3. Най ти MU, DU.
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Гла ва 3

73.�Яв ля ет ся ли ха рак те ри с ти че с кой функ ция g(t) = ?

Ес ли да, то ка кой СВ она со от вет ст ву ет?
74.�Яв ля ет ся ли ха рак те ри с ти че с кой функ ция

g(t) = exp[2(e3i–1cos25t – 1)]?

Ес ли да, то ка кой СВ она со от вет ст ву ет?
75.�{ξi} — не за ви си мые оди на ко во рас пре де лен ные слу чай ные

ве ли чи ны с ря дом рас пре де ле ния ; ηn = akξk,

ak = 1/2k. Най ти пре дель ное рас пре де ле ние СВ ηn при n  � ме то -
дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций.

76.�До ка зать, что для вся кой ве ще ст вен ной ха рак те ри с ти че с кой

функ ции g(t) вер но, что 

77.�До ка зать, что для вся кой ве ще ст вен ной ха рак те ри с ти че с кой
функ ции g(t) вер но, что 1 – g(t) 
 4(1 – g(2t)).

78.�СВ X ~ N(0, 1); СВ Y = eX. Без пря мых вы чис ле ний най ти MY
и DY.

79.�СВ {Xk} — не за ви си мые и Xk ~ R[–(1 + k); 1 + k]. Удов ле тво -
ря ют ли СВ {Xk} те о ре ме Ля пу но ва?

80.�СВ {Xk} по пар но не за ви си мы и Xk име ет ряд рас пре де ле ния

Под чи ня ют ся ли {Xk} ЗБЧ?
81.�Ве ро ят ность от ка за каж до го из 20 не за ви си мо ра бо та ю щих

эле мен тов рав на 0,2. Оце нить ве ро ят ность ук ло не ния чис ла от ка -
зав ших эле мен тов от сво е го сред не го на ве ли чи ну бо лее 3.

82.�Про из во дит ся 800 ис пы та ний Бер нул ли с ве ро ят но с тью ус -
пе ха, рав ной 1/4. Оце нить ве ро ят ность то го, что чис ло ус пе хов ле -
жит в пре де лах от 150 до 250.

83.�8000 кг кар то фе ля ук ла ды ва ют в меш ки. Ве ро ят ность то го,
что в меш ке мень ше 20 кг, есть 0,1. Оце нить чис ло меш ков кар то -
фе ля.

84.�СВ {Xk} не за ви си мы и Xk ~ R[–k2; k2]. При ме ни ма ли к СВ
{Xk} те о ре ма Ля пу но ва?

85.�Оце нить ве ро ят ность то го, что ча с то та вы па де ния ше с тер ки
при 600 бро са ни ях иг раль ной ко с ти от кло нит ся от сво ей ча с то ты
ме нее чем на 0,1.
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86.�Иг раль ную кость бро са ют 80 раз. Най ти гра ни цы, в ко то рых
с ве ро ят но с тью 0,9973 бу дет за клю че но чис ло вы па де ний ше с -
терок.

87.�Ка ко ва ве ро ят ность бра ка, ес ли при про вер ке 200 де та лей ве -
ро ят ность от кло не ния чис ла бра ка от сво е го сред не го мень ше чем
на 14 ока за лась рав ной 0,9973.

88.�Мо не ту бро са ют 100 раз. Най ти гра ни цы ин тер ва ла, ко то рый
с ве ро ят но с тью 0,79 бу дет за клю чать чис ло вы пав ших «гер бов».

89.�Най ти чис ло ис пы та ний Бер нул ли (с ве ро ят но с тью ус пе ха
в каж дом, рав ной 0,5), при ко то ром мож но ожи дать, что от кло не -
ние от но си тель ной ча с то ты от 0,5 (по мо ду лю) ме нее 0,2 име ет ве -
ро ят ность 0,79.

90.�ОТК мо гут про пу с тить брак с ве ро ят но с тью 0,001. С ка кой
ве ро ят но с тью в пар тии из 1000 про ве рен ных ОТК де та лей ока жет -
ся не ме нее трех де фект ных.

91.�Про из во дит ся 1500 не за ви си мых ис пы та ний с ве ро ят но с тью
ус пе ха в каж дом, рав ной 0,3. Най ти ве ро ят ность то го, что чис ло ус -
пе хов от кло нит ся от сво е го сред не го не бо лее чем на 150.

92.�Про из во дит ся 1000 не за ви си мых вы ст ре лов с ве ро ят но с тью
по па да ния при каж дом, рав ной 0,7. Ка кое от кло не ние от но си тель -
но ча с то ты по па да ния от его ве ро ят но с ти мож но ожи дать с ве ро ят -
но с тью 0,9973?

Гла ва 4

93.�Най ти ха рак те ри с ти че с кую функ цию СВ X ~ N(5, σ = 3).
94.�СВ X ~ N(а, σ), i = 1, …, n. Най ти за кон рас пре де ле ния СВ

Y = Xi ме то дом ха рак те ри с ти че с ких функ ций.

95.�СВ X ~ N(а, σ). За дан ин тер вал (α; β), не вклю ча ю щий на ча -
ло ко ор ди нат. При ка ком зна че нии σ ве ро ят ность по па да ния СВ X
в ин тер ва ле (α; β) до сти га ет мак си му ма?

96.�За вод из го тов ля ет ша рик для под шип ни ков с но ми наль ным
ди а ме т ром d0 = 5 мм. Вслед ст вие не точ но с ти фак ти че с кий ди а метр
ша ри ка пред став ля ет СВ X ~ N(d0, σd = 0,05 мм). Ша ри ки бра ку ют -
ся, ес ли от ли чие их ди а ме т ров от d0 боль ше 0,1 мм. Най ти ве ро ят -
ность бра ка.

97.�Плот ность рас пре де ле ния си с те мы СВ (X, Y) за да на фор му -

лой f(x, y) = exp – [(x – 2)2 – 1,2(x – 2)(y + 3) + (y + 3)2] .

Най ти ко эф фи ци ент кор ре ля ции rXY.
98.�СВ X ~ N(а, σ). Ве ро ят ность P(–a < X < a) = 0,5. Най ти σ

и вы пи сать плот ность нор маль но го за ко на СВ X.
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99.�СВ X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x). СВ Y = min(X, 1).
Най ти за кон рас пре де ле ния СВ Y, ее ма те ма ти че с кое ожи да ние
и дис пер сию.

100.�СВ X име ет плот ность рас пре де ле ния f(x). СВ Y = max(X, 1).
Най ти за кон рас пре де ле ния СВ Y, ее ма те ма ти че с кое ожи да ние
и дис пер сию.

101.�Пусть СВ Y1, ..., Yn — не за ви си мые оди на ко во рас пре де лен -
ные, Yi ~ R[a; b]. Вы пи сать функ цию рас пре де ле ния и плот ность

рас пре де ле ния СВ S = Yi.

102.�Ис сле до вать ха рак тер схо ди мо с ти СВ Xn к 0, ес ли ряд рас -
пре де ле ния СВ Xn

103.�До ка зать, что СВ рас пре де ле ны по

N(0, 1), ес ли СВ R1 и R2 рас пре де ле ны по рав но мер но му за ко ну R[0; 1]
и не за ви си мы.

104.�До ка зать, что fZ = FX(z) – FX(z – 1), где Z = X + Y, X и Y — не -
за ви си мые не пре рыв ные СВ, FX — функ ция рас пре де ле ния СВ X,
Y ~ R[0; 1].

105.�До ка зать, что ес ли СВ X ~ π(λ), то L(X) N(a = λ, σ = ���λ). 
λ�
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