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ЛОРЕНЦЕВЫ СЛОЕНИЯ КОРАЗМЕРНОСТИ ДВА1 

 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Лоренцева геометрия коренным образом отличается 

от римановой геометрии и находит широкое применение в различных физиче-
ских теориях. Целью данной работы является исследование структуры транс-
версально аналитических лоренцевых слоений ( , )M F  коразмерности два на 

n-мерных многообразиях.  
Материалы и методы. Применяются методы слоеных расслоений и псев-

догрупп голономии. 
Результаты. Найдены необходимые и достаточные условия для того, что-

бы лоренцево слоение коразмерности два, допускающее связность Эресмана, 
было римановым. Дано описание структуры неримановых трансверсально 
аналитических лоренцевых слоений коразмерности два со связностью Эре-
смана.  

Выводы. Любое трансверсально аналитическое лоренцево слоение кораз-
мерности два со связностью Эресмана является либо римановым и имеет 
структуру одного из следующих типов: 1) все слои замкнуты, а пространство 
слоев – гладкий орбифолд; 2) замыкание слоев образует риманово слоение, 
каждый слой которого – минимальное множество; 3) каждый слой всюду пло-
тен; либо имеет постоянную трансверсальную гауссову кривизну и накрыто 

тривиальным расслоением 2 2
0L  R R , где 0L  – многообразие, диф-

феоморфное любому слою без голономии. 

Ключевые слова: лоренцевы слоения, связность Эресмана, ростковая 
группа голономии слоя. 
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TRANSVERSELY ANALYTICAL  
LORENTZIAN FOLIATIONS OF CODIMENSION TWO 

 
Abstract. 
Background. The Lorentzian geometry is radically different from the Riemanni-

an geometry and finds widespread application in various physical theories. The goal 
of this work is to investigate the structure of transversely analytical Lorentzian folia-
tions ( , )M F  of codimension two on n-dimensional manifolds.  

Methods. The methods of foliated bundles and holonomy pseudogroups are ap-
plied. 

Results. We prove a criterion for Lorentzian foliations of codimension two with 
Ehresmann connection to be Riemannian. A description of the structure of transversely 
analytical non-Riemannian Lorentzian foliations of codimension two is given. 

Conclusions. Any transversely analytical Lorentzian foliation of codimension 
two with an Ehresmann connection is either a Riemannian and has the structure of 
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one of the following types: 1) all leaves are closed and the leaf space is a smooth or-
bifold; 2) closures of leaves form a Riemannian foliation of codimension one, each leaf 
of which is a minimal set; 3) each leaf is dense everywhere; or its transversely Gaussi-

an curvature is constant and it is covered by the trivial fibration 2 2
0L  R R , 

where 0L  is a manifold diffeomorphic to any leaf without holonomy. 

Key words: Lorentzian foliation, Ehresmann connection, germ holonomy group 
of a leaf. 

Введение 

Исследуются лоренцевы слоения. Напомним, что слоение ( , )M F , за-

данное N -коциклом ,{ , , }i i ij i j JU f  , называется лоренцевым, если на мно-

гообразии N  (возможно несвязном) задана лоренцева метрика Ng  и все пре-

образования трансверсальных координат ij  являются локальными изометри-

ями лоренцева многообразия ( , )NN g . 

В работе [1] дано описание трансверсально полных лоренцевых слое-
ний коразмерности два на замкнутых трехмерных многообразиях. Нами ис-
следуется структура трансверсально аналитических лоренцевых слоений ко-
размерности два на n-мерных многообразиях. В отличие от [1], мы не предпо-
лагаем компактности слоеного многообразия и не накладываем ограничений на 
размерность слоев. Требование трасверсальной полноты заменено более сла-
бым условием существования связности Эресмана для слоения ( , )M F . 

Понятие связности Эресмана для слоения введено в [2] как естествен-
ное обобщение связности в расслоении. По определению, связность Эресмана 
для слоения ( , )M F  коразмерности q  есть такое q -мерное распределение Q , 
трансверсальное слоению, для интегральных кривых которого определен пе-
ренос вдоль кривых в слоях. 

В настоящее время римановы слоения образуют наиболее глубоко изу-
ченный класс среди слоений с трансверсальными геометрическими структу-
рами. Напомним, что слоение, все слои которого компактны, называется 
компактным. Р. А. Волак [3] доказал, что любое полное компактное  
G-слоение конечного типа является римановым. В работе [4] им получен ана-
логичный результат для полных компактных слоений, допускающих транс-
версальную систему дифференциальных уравнений произвольного порядка. 
Этот результат распространен на полные компактные картановы слоения [5].  

В работе [6] получен критерий римановости конформных слоений, 
утверждающий, что полное конформное слоение коразмерности q , где 3,q   
является римановым тогда и только тогда, когда все его группы голономии 
относительно компактны. Этот результат обобщен на слоения с трансвер-
сальной параболической геометрией ранга один [7]. В работе [8, теорема 5] 
доказано, что любое картаново слоение типа g/h, где подалгебра Ли h ком-
пактно вложена в алгебру Ли g, является римановым слоением. 

Под группой голономии ( , )L x  слоя L  мы понимаем ростковую груп-
пу голономии, общепринятую в теории слоений [9]. Слой с тривиальной 
группой голономии называется слоем без голономии. Если все слои слоения 
( , )M F  без голономии, то ( , )M F  называется слоением без голономии. 
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Нами доказан следующий критерий. 
Теорема 1. Лоренцево слоение ( , )M F  коразмерности два на n -мерном 

многообразии, допускающее связность Эресмана, является римановым тогда 
и только тогда, когда группа голономии каждого его слоя конечна и либо 
тривиальна, либо изоморфна 2Z  или 2 2Z Z . 

Пусть ( , )M F  – произвольное слоение. Подмножество многообразия M 
называется насыщенным, если его можно представить как объединение ка-
ких-либо слоев этого слоения. 

Слой ( )L L x  слоения ( , )M F  коразмерности q  называется локально 
стабильным в смысле Эресмана и Риба, если существует такое семейство 
насыщенных открытых множеств W , ,J  содержащих L , что:  

1) существует локально тривиальное расслоение : ,f W L    ,J  

слои которого диффеоморфны q -мерному диску qD  и трансверсальны слоям 

слоения ( , )WW F
 ;  

2) для J   следы окрестностей W  образуют базу топологии слоя 

1( )f x
  расслоения :f W L    в точке x L . 

Применяя методы из [10], основанные на свойствах связности Эресмана 
для римановых слоений, мы доказали следующую структурную теорему. 

Теорема 2. Если лоренцево слоение ( , )M F  коразмерности два на  
n -мерном многообразии, допускающее связность Эресмана, является рима-
новым, то реализуется одна из следующих трех возможностей: 

1) все слои слоения замкнуты, локально стабильны, а пространство сло-
ев является гладким двумерным орбифолдом, нетривиальные группы орби-
фолдности которого изоморфны 2Z  или 2 2Z Z ; 

2) замыкания слоев слоения ( , )M F  образуют риманово слоение ( , )M F  

коразмерности один, причем каждый слой слоения ( , )M F  является мини-
мальным множеством исходного слоения; 

3) каждый слой слоения ( , )M F  всюду плотен в M.  

Слоение ( , )M F , заданное N -коциклом ,{ , , }i i ij i j JU f  , называется 

трансверсально аналитическим, если N  – вещественное аналитическое мно-
гообразие, и все преобразования трансверсальных координат ij , , ,i j J  – 

аналитические отображения. В случае, когда N  – однородное пространство 
/G H , а ij  – ограничения на открытые подмножества сдвигов пространства 

/G H  элементами группы Ли G , то ( , )M F  называется трансверсально од-
нородным слоением или ( , / )G G H -слоением [11]. 

Следующая теорема доказана без предположения о существовании 
связности Эресмана для слоения ( , )M F . 

Теорема 3. Пусть ( , )M F  – трансверсально аналитическое лоренцево 
слоение коразмерности два, не являющееся римановым. Тогда его трансвер-
сальная гауссова кривизна постоянна и равна 0K , а ( , )M F  является транс-
версально однородным ( , / )G G H -слоением, причем: 
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1) если 0 0,K   то G  – группа всех изометрий псевдоевклидовой плос-

кости, (1,1)H O  – псевдоортогональная группа квадратных матриц второго 

порядка; 
2) если 0 0,K   то (1,2),G O  (1,1)H O . 

Нами доказана следующая структурная теорема. 
Теорема 4. Пусть ( , )M F  – трансверсально аналитическое нериманово 

лоренцево слоение коразмерности два со связностью Эресмана Q . Тогда: 

1) существует регулярное накрывающее отображение : ,k M M  где 

0 ,M L B   B  – лоренцево многообразие постоянной гауссовой кривизны, 

диффеоморфное плоскости ,2R  0L  – многообразие, диффеоморфное любому 

слою без голономии, а индуцированное слоение *
0{ { }F k F L z z B     

тривиально и образовано слоями проекции 0: ;s M L B B    

2) существует гомоморфизм 1: ( ) ( )M Iso B    фундаментальной 

группы 1( )M  в группу изометрий ( )Iso B  лоренцева многообразия ,B  при-

чем группа 1: ( ( ))M     изоморфна группе накрывающих преобразований 

регулярного накрытия : ;k M M  
3) группа голономии ( , )L x , ,x M  произвольного слоя ( )L L x  сло-

ения ( , )M F  изоморфна как стационарной подгруппе b  группы   в точке 
1( ( )) ,b s k x B   так и группе Q -голономии ( , )QH L x  этого слоя. 

Группа  , удовлетворяющая теореме 4, называется глобальной группой 
голономии слоения ( , )M F .  

1. Доказательство теоремы 1 

Нетрудно доказать следующее утверждение без предположения о су-
ществовании связности Эресмана для слоения ( , )M F . 

Лемма 1. Пусть ( , )M F  – лоренцево слоение коразмерности два. Если 

слоение ( , )M F  риманово, то группа голономии каждого его слоя конечна и 

либо тривиальна, либо изоморфна 2Z  или 2 2Z Z . 

Из леммы 1 вытекает утверждение теоремы 1 в предположении рима-
новости слоения ( , )M F .  

Предположим обратное: пусть все группы голономии лоренцева слое-
ния ( , )M F  коразмерности два конечны. Покажем, что слоение ( , )M F  рима-

ново. 
Расслоение трансверсальных реперов представляет собой главное рас-

слоение : M R  со структурной группой (1,1)H O  и H -инваринтным 

слоением ( , )R F , обладающее некоторыми дополнительными свойствами [8]. 

Оно называется слоеным H -расслоением, а ( , )R F  – поднятым слоением. 

Компонента единицы (1,1)eO  группы (1,1)O  свободно действует на R , следо-

вательно, фактор-пространство M  R / (1,1)eO  является гладким многообра-
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зием. На M  определено гладкое действие группы (1,1) / (1,1)eO O    

2 2 Z Z , причем пространство орбит /M   совпадает с M и имеет место 

равенство r q   , где :q R M  , :r M M  – фактор-отображения. Про-

екция :r M M  является регулярным накрытием с группой накрывающих 
преобразований, изоморфной группе 2 2  Z Z . Слоение F  на M посред-

ством накрытия :r M M  определяет слоение F  на многообразии M . 

Обозначим F  через * .r F  
Как известно, группа (1,1)O  имеет четыре компоненты связности, сле-

довательно, / (1,1)eM O R  как и R  может иметь 1, 2 или 4 компоненты 

связности. В случае, когда многообразие R  несвязно, будем рассматривать 
одну его компоненту связности и обозначать ее через 0R , положим 

0 0( ),M q R  
0

0 M
F F 
  . Обозначим через 0 , 0 ,q 0r  сужения отображений 

, ,q r  на выбранные компоненты связности. 

Заметим, что 0 0 0:q MR   – слоеное (1,1)eO -расслоение для слоения 

0 0( , )M F  , следовательно, 0 0( , )M F   является лоренцевым слоением коразмер-

ности два. Как известно, для любого слоя L F  сужение 

0 0: ( )q L q 
L

L L  – регулярное накрытие с группой накрывающих преоб-

разований, изоморфной группе голономии слоя .L  Поскольку все группы го-
лономии слоения ( , )M F  конечны, а группа (1,1)eO  не имеет нетривиальных 

конечных подгрупп, то сужение 0q
L

 является диффеоморфизмом слоя L  на 

слой .L  Следовательно, все группы голономии слоения 0 0( , )M F   тривиальны. 

Нетрудно видеть, что слоение ( , )M F  является римановым тогда и 

только тогда, когда слоение 0 0( , )M F   риманово. Таким образом, при доказа-

тельстве римановости слоения ( , )M F , не нарушая общности, можно считать, 

что ( , )M F  – слоение без голономии. Будем обозначать через : M R  

проекцию слоеного H -расслоения, где (1,1).eH O  Так как : L L L  – 

диффеоморфизм произвольного слоя L  поднятого слоения ( , )R F , то соглас-

но [6, предложение 4] существует такое сечение : M  R  расслоения 

: M R , что ˆ ( )M M   есть F -насыщенное подмногообразие в .R  По-

скольку главное H -расслоение ( , )M HR  имеет сечение, то оно тривиально, 

т.е. M H R  и действие aR  элемента a H  на R  определено равенством 

( , ) ( , )aR x b x ba  ( , ) .x b M H    Заметим, что ˆ ( ) { }M M M e     – замкну-

тое вложенное помногообразие в R .  
Обозначим через Q  связность Эресмана для слоения ( , )M F . Тогда 
* Q Q  – индуцированная связность Эресмана для ( , )R F . Из работы [12, 

глава 2] известно, что замыкания слоев e -слоения ( , )R F  образуют новое 

слоение ( , )R F  со связностью Эресмана.  
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Для любой точки ˆu M обозначим через ( )uL L  слой слоения 
ˆ ˆ( , ),M F  проходящий через ,u  где ˆ

ˆ .
M

F  F  Обозначим через L  замыкание 

слоя L  в R . Поскольку M̂  – замкнутое подмножество в R , то ˆ .ML  Та-

ким образом, согласно сказанному выше, замыкания слоев слоения ˆ ˆ( , )M F  

образуют новое слоение ˆ( , ),M F  слои которого являются слоями локально 

тривиального расслоения ˆ ˆˆ :b M W   [12, глава 2]. При этом ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )M F M F  

тогда и только тогда, когда все слои слоения ( , )M F  замкнуты. В произволь-

ной точке ˆz W  существует окрестность U  и диффеоморфизм 
1ˆ: ( )U bf U U  L . Заметим, что ( , )LL F  – слоение Ли с всюду плотными 

слоями. Оно является 0 0( , )G G -слоением, где 0G  – односвязная группа Ли, 

алгебра Ли которой является структурной алгеброй слоения Ли ( , )LL F . Под-

черкнем, что 0 { }G e  тогда и только тогда, когда ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )M F M F . Так как 

L
Q  – связность Эресмана для этого слоения, то согласно [6] оно накрыто ло-

кально тривиальным расслоением с базой 0.G  Следовательно, на L  существует 

трансверсально проектируемая риманова метрика .d  Зафиксируем риманову 

метрику ĝ  на ˆ .W  Тогда на U L  определена метрика ˆ .Ug d  Диффеомор-

физм 1ˆ: ( )U bf U U  L  определяет риманову метрику *ˆ ˆ( )U U
h f g d   на 

1ˆ ( )b U . Подчеркнем, что риманова метрика ĥ  на 1ˆ ( )b U  является трансвер-

сально проектируемой относительно слоения 1
1

ˆ ( )
ˆ( ( ), ).

b
b UU 


 F  

Пусть { }iU i  J  – открытое покрытие Ŵ  стягиваемыми окрестно-

стями, в которых расслоение ˆ ˆˆ :b M W   тривиализуемо и ˆ
ih   – риманова 

метрика на 1ˆ ( ),i b iU U   определенная указанным выше образом, являющая-

ся трансверсально проектируемой относительно слоения ( , ).
i

i UU F   Обозна-

чим через  i i J  разбиение единицы на Ŵ , подчиненное покрытию .  

Пусть 1ˆ ˆ .i b i
     Нетрудно проверить, что ˆ consti L  . L F  Тогда 

ˆˆ
i i

i

g h


 
J

 – риманова метрика на ˆ ,M  трансверсально проектируемая отно-

сительно слоения ˆ ˆ( , ).M F  Таким образом, слоение ˆ ˆ( , )M F  – риманово.  

Так как ˆ
ˆ:M M M  – изоморфизм слоений ˆ ˆ( , )M F  и ( , )M F , то 

( , )M F  также риманово слоение. □ 

2. Доказательство теоремы 2 

Предположим, что лоренцево слоение ( , )M F  коразмерности два на  

n -мерном многообразии M  является римановым. 
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Случай 1: существует слой ,L  всюду плотный в .M  Согласно [6, тео-
рема 1] замыкание каждого слоя риманова слоения ( , )M F  со связностью 

Эресмана образует минимальное множество, следовательно, любой слой L  
этого слоения всюду плотен в .M   

Случай 2: существует замкнутый слой L . Согласно теореме 1 группа 
голономии ( , )L x  конечна. Так как ( , )M F  – риманово слоение со связно-

стью Эресмана, то аналогично [10, теорема 2] мы доказываем, что существо-
вание замкнутого слоя с конечной группой голономии влечет замкнутость 
всех слоев этого слоения, при этом группы голономии всех слоев конечны,  
а пространство слоев /M F  является гладким двумерным орбифолдом. 

Случай 3: существует незамкнутый слой ,L  замыкание которого не 
совпадает с .M  По свойству риманова слоения со связностью Эресмана, ука-
занному выше, замыкание слоев слоения ( , )M F  образует новое риманово 

слоение ( , )M F  со связностью Эресмана, вообще говоря, с особенностями.  

В рассматриваемом случае слои слоения ( , )M F  отличны от M  и от слоев 

( , )M F , поэтому ( , )M F  – риманово слоение (без особенностей) коразмерно-

сти один, и замыкание L  каждого слоя L  – минимальное множество для 
( , )M F . □ 

3. Доказательство теоремы 3 

Пусть лоренцево слоение ( , )M F  коразмерности два задано N -коцик-

лом ,{ , , }i i ij i j JU f    , где ( , )NN g  – двумерное, вообще говоря, несвязное 

лоренцево многообразие. Обозначим через ( ),K K y  ,y N  гауссову кри-

визну лоренцева многообразия ( , )NN g . Для любой точки x M  существует 

такая субмерсия :i i if U V  из N -коцикла ,  что .ix U  Определим функ-

цию : M K R , полагая  

 ( ) ( ( )).ix K f xK   (1) 

Если ,i jx U U   то *( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )),j ji i ji i iK f x K f x K f x K f x      

поскольку ji  – локальная изометрия лоренцева многообразия ( , )NN g , удо-

влетворяющая равенству ji i jf f   на пересечении i jU U . Таким обра-

зом, функция : M K R  определена корректно и является гладкой. Функция 
: M K R , определенная равенством (1), называется трансверсальной гаус-

совой кривизной лоренцева слоения ( , )M F . Из этого определения вытекает, 

что ( )xK K  – базисная функция, т.е. постоянная на слоях слоения ( , )M F .  

Пусть ( , )M F  – нериманово трансверсально аналитическое лоренцево 

слоение коразмерности два, заданное N -коциклом ,{ , , }i i ij i j JU f    . По-

скольку ( , )M F  – нериманово, то согласно теореме 1 существует слой L  

с бесконечной группой голономии ( , )L x . Найдется такая субмерсия 
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: ( )i i i i if U V f U   из N -коцикла, что .ix U  Пусть ( ) .i iv f x V   Заметим, 

что группа голономии ( , )L x  изоморфна бесконечной подгруппе псевдо-

ортогональной группы (1,1)O , содержащей элемент 

 
ch sh

(1,1),
sh ch e

t t
O

t t

 
  
 

A   (2) 

где (1,1)eO  – компонента единицы группы (1,1)O ; t  – некоторое фиксиро-

ванное число, отличное от нуля. Собственными значениями матрицы A  яв-

ляются 1 ,te  2 .te   Не нарушая общности, будем считать, что 0,t    

в противном случае рассмотрим 1.A  Напомним, что локальные изометрии 

ij  из N -коцикла   порождают псевдогруппу изометрий лоренцева много-

образия ( , )NN g , которая называется псевдогруппой голономии слоения 

( , )M F  и обозначается через ( , )M FH H . Предположим, что локальная 

изометрия ,H  для которой ( )v v   и * ,v  A  определена в нормальной 

окрестности V  точки ,v  а экспоненциальное отображение vExp  определено  

в такой окрестности W  нуля касательного векторного пространства vT N   

в ,v N  что ( ) .vExp W V  Пусть X W  – собственный вектор, соответству-

ющий 1.  Обозначим 0 ( ).vv Exp X  Поскольку   – локальная изометрия, то  

 * .v v vExp Exp      (3) 

Так как 1 (0,1),te    то 1
n X W  n  N . Подчеркнем, что 

* .n n
v  A  Следовательно, 1: ( )n

n vv Exp X V   ; в силу (3) и свойства локаль-

ной изометрии n  имеет место цепочка равенств: 

1 0( ) ( ) ( ) ( )n n n n
n v v vv Exp X Exp X Exp X v      A   n  N . 

Поскольку функция гауссовой кривизны K  лоренцева многообразия 

( , )NN g  инвариантна относительно локальных изометрий, то 

0 0( ) ( ( )) ( ).n
nK v K v K v    С другой стороны, условие 10 1    и непрерыв-

ность экспоненты влекут 1lim lim (0) .n
n v v

n n
v Exp X Exp v

 
     
 

 В силу не-

прерывности K  имеем 0 0( ) ( ) ( ).nK K v K v K v    Так как слоение ( , )M F  – 

трансверсально аналитическое, то гауссова кривизна является вещественной 
аналитической функцией. Следовательно, 0( )K z K  .z V   Более того, 

0( )K z K  на всей связной компоненте ,N  содержащей .v  Отсюда вытекает, 

что слой L  имеет открытую насыщенную окрестность, в которой трансвер-
сальная гауссова кривизна K  постоянна и равна 0.K   

Соединим любую точку x M  с x  гладкой кривой  : 0,1 ,h M  

(0) ,h x  (1) .h x   Покроем   0,1h  конечной цепочкой окрестностей 1,U  
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2 ,U  …, mU  из N -коцикла  .  Поскольку 1s sU U      1, , 1s m     

и функции перехода 1, 1 1 1: ( ) ( )s s s s s s s sf U U f U U        – локальные 

изометрии лоренцева многообразия ( , )NN g , то    
1 1

*
1, ( )s s s

s s f U UK
     

1( )s s sf U UK
 . Откуда, учитывая, что ( )K z  – вещественная аналитическая 

функция на ,N  следует K ( )x   K 0( ) .x K  Таким образом, трансверсальная 

гауссова кривизна K  на M  постоянна и равна 0.K   

Итак, ( , )NN g  – двумерное лоренцево многообразие постоянной гаус-

совой кривизны 0.K  Поэтому локально N  представляет собой редуктивное 

однородное пространство с канонической связностью второго рода [13]. Сле-
довательно, можно считать, что ( )i i iV f U  i J   есть открытое подмноже-

ство в односвязном редуктивном однородном пространстве / .i iG H  Редук-

тивное однородное пространство является вещественно-аналитическим мно-
гообразием, а каноническая связность второго рода – полной аналитической 
связностью. Так как функции перехода : ( ) ( )ji i i j j i jf U U f U U     явля-

ются изометриями, и, следовательно, аффинными диффеоморфизмами между 
открытыми подмножествами в /i iG H  и /j jG H , то ji  могут быть продол-

жены до аффинного диффеоморфизма между /i iG H  и /j jG H . Положим 

,iG G  ,iH H  / .N G H  Как известно, полной группой аффинных диф-

феоморфизмов однородного пространства /G H  является группа ,G  дей-
ствующая транзитивно на /G H  левыми сдвигами. Таким образом, можно 
считать, что ( )i if U  – открытое подмножество в односвязном редуктивном 

однородном пространстве /G H , а функции перехода ji  –  ограничения на 

открытые подмножества сдвигов пространства /G H  элементами группы Ли 
G  при , .i j J  Следовательно, ( , )M F  может рассматриваться как трансвер-

сально однородное  , /G G H -слоение.  

Заметим, что при 0 0K   в качестве однородного пространства /G H , 

на котором моделируется слоение ( , )M F , можно взять пространство Де Сит-

тера, при этом  1,2 ,G O  (1,1)H O . Если 0 0K  , то положим 2
1N E  – 

псевдоевклидова плоскость, а G  – полная группа изометрий 2
1 ,E  изоморфная 

полупрямому произведению стационарной подгруппы (1,1)H O  и нормаль-

ной подгруппы сдвигов 2R . □ 

4. Доказательство теоремы 4 

Напомним определение ( , )G N -слоения. Говорят, что группа диф-

феоморфизмов G  действует на N  квазианалитически, если из существова-
ния открытого подмножества U  в N  и элемента g G  таких, что ,UUg id  

вытекает ,g e  где e  – единица группы .G  Пусть G  – некоторая группа 
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диффеоморфизмов связного многообразия N , действующая квазианалитиче-
ски на N . Cлоение ( , )M F , заданное N -коциклом ,{ , , }i i ij i j JU f    , назы-

вается ( , )G N -слоением, если при i jU U  , , ,i j J  для ij  существует 

такой элемент ,g G  что ( )j i j
ij f U Ug   .  

Пусть ( , )M F  – трансверсально аналитическое нериманово лоренцево 

слоение коразмерности два. Согласно теореме 3 слоение ( , )M F  является 

трансверсально однородным /G H -слоением или  , /G G H -слоением. Так 

как по условию ( , )M F  обладает связностью Эресмана, то ( , )M F  является 

 , /G G H -слоением со связностью Эресмана. Поэтому из теоремы 2, дока-

занной в [6] для ( , )G N -слоений, вытекают утверждения теоремы 4. □ 

5. Пример 

Пусть 2
pS  – двумерная сфера с p  ручками, 1.p   Как известно, фун-

даментальная группа 2
1( )pS  равна  

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1, , , , 1 .p p p p p pG a b a b a b a b a b a b       

Пусть 2( , )T g  – двумерный тор с лоренцевой метрикой ,g  заданной  

в стандартном базисе 1,e  2e  матрицей  

2
( ) ,

2ij
c a d

g
a d b

  
   

 

где   – произвольное действительное число, отличное от нуля , , ,a b c d  – це-
лые числа, удовлетворяющие условиям: 1,ad bc   2.a d   Как показано  

в [14, теорема 1], в этом случае полная группа изометрий 2Iso( , )H T g  не-

компактна и содержит элемент ,  заданный матрицей .
a b

c d

 
  
 

A  Опреде-

лим гомоморфизм групп 2: ( ),G Diff T   задав его на образующих группы 

G  следующим образом: 1( ) ,a    2( )i Ta id    2, ,i p   , 2( )j Tb id   

 1, ,j p   . Пусть :k 2R 2
pS  – универсальное накрывающее отображе-

ние и 0z  2R . При этом G  действует на 2R  как группа накрывающих пре-

образований и определено действие группы G  на цилиндре 2R 2T : 

: G  2R 2T  2R 2T 1
1 2 1 2: ( ,( , )) ( ( ), ( )( ))g z z g z g z    

1 2( , )z z  2R 2T . 

Поскольку группа накрывающих преобразований действует свободно  

и собственно разрывно, то действие группы G  на 2R 2T  также свободное  
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и собственно разрывное. Следовательно, определено фактор-многообразие 

M  2R 2
G T . Так как (g 2R { })z  2R  ( )( )g z   g G  , то   сохра-

няет тривиальное слоение {trF  2R { }z 2}z T  произведения 2R 2T . 

Поэтому на M  индуцируется слоение ,F  слои которого являются образами 

слоев слоения ( 2R 2T , )trF  при фактор-отображении  :
~
k 2R 2T M . 

Напомним, что ( , )M F  называется слоением, полученным надстройкой го-

моморфизма   и обозначается через ( , )M F .  

Подчеркнем, что ( , )M F  является 2( , )H T -слоением, где H  – полная 

группа Ли изометрий лоренцева тора 2( , )T g , изоморфная полупрямому про-

изведению группы (1,1)O  и нормальной подгруппы 2.T  Таким образом, 

( , )M F  – трансверсально аналитическое лоренцево слоение коразмерности 

два. 

Определено отображение 2: pq M B S  , переводящее орбиту 

1 2( , )G z z  в орбиту 1Gz , которое является локально тривиальным расслоением  

со стандартным слоем 2.T  Слои этого расслоения трансверсальны слоям сло-
ения ( , )M F . Многообразие M  компактно как пространство локально триви-

ального расслоения над компактной базой 2
pS  и компактным слоем 2.T   

Будем рассматривать 2T  как фактор-многообразие 2R / 2Z ; обозначим 

через 2O T  образ нуля 2R  при фактор-отображении 2R  2R / 2Z 2T . 

Поскольку 2O T  – неподвижная точка группы ( )G     , то слой 

0( { })L k L O   компактен и диффеоморфен 2R / 2 .pG S  Согласно утвержде-

нию 3 теоремы 4 группа голономии слоя L  изоморфна стационарной под-
группе O    Z  группы   и по теореме 1 ( , )M F  – нериманово лорен-

цево слоение. 

Так как   – аносовский автоморфизм тора 2T , то, как известно, группа  

  имеет всюду плотное множество конечных (периодических) орбит в 2T . 
Следовательно, слоение ( , )M F  имеет всюду плотное множество компактных 

слоев. Кроме того, согласно свойству аносовского автоморфизма тора суще-
ствует всюду плотная орбита группы  , это означает существование всюду 
плотного слоя слоения ( , )M F . Таким образом, трансверсально аналитиче-

ское двумерное слоение ( , )M F  является хаотическим. 
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