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Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà

Íàó÷íûé æóðíàë

Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè:

ÏÈ � ÔÑ77-37887 îò 23 îêòÿáðÿ 2009 ã.

Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è
òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îòðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Îñíîâíûå ðóáðèêè æóðíàëà:
� ¾Ìàòåìàòèêà¿,
� ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿,
� ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà¿.
Ðóáðèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ:

01.01.00 Ìàòåìàòèêà, 01.02.00 Ìåõàíèêà, 05.13.00 Èíôîðìàòèêà, âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà
è óïðàâëåíèÿ.

Æóðíàë âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH
(zbMATH), à ñòàòüè îïóáëèêîâàííûå â íåì ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ (çàêëþ÷åíèå ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ 2015 ã. � 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ðîññèéñêèõ
ó÷¼íûõ � ÐÈÍÖ.

Ïîäïèñêà íà æóðíàë îñóùåñòâëÿåòñÿ â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ñâÿçè íà âñåé òåððè-
òîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ïîäïèñíîé èíäåêñ èçäàíèÿ â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåñ-
ñà Ðîññèè¿ � 94016.

Ó×ÐÅÄÈÒÅËÈ: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-
ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâà-
òåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68).
ÈÇÄÀÒÅËÜ: ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâà-
íèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿
(430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68)

ÐÅÄÀÊÖÈß: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-

ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), òåë.: 8(8342)270-256, e-mail: journal@svmo.ru, web:

http://journal.svmo.ru

c⃝ ÔÃÁÎÓÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿, 2017
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Ñïèðàëüíûé õàîñ â ìîäåëÿõ òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððû

c⃝ Þ. Â. Áàõàíîâà1 À. Î. Êàçàêîâ2 À. Ã. Êîðîòêîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñïèðàëüíîãî õàîñà â îáîáùåííîé ñèñòåìå
Ëîòêè-Âîëüòåððû è ñèñòåìå Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ïî-
ïóëÿöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â èññëåäóåìûõ ñèñòåìàõ ñïèðàëüíûé õàîñ âîçíèêàåò ïî ñöåíàðèþ
Øèëüíèêîâà. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà â ñèñòåìå èç óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæ-
äàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë è ñåäëî-ôîêóñíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ïîñëåäíåãî ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà îáðàçóåò âîðîíêó, íàìàòû-
âàÿñü íà óñòîé÷èâûé öèêë, è â íåêîòîðûé ìîìåíò êàñàåòñÿ îäíîìåðíîãî óñòîé÷èâîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ, îáðàçóÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ê ñåäëó-ôîêóñó. Åñëè ïðè ýòîì ïðåäåëüíûé
öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ
ïåðèîäà), à ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëà-ôîêóñà îòðèöàòåëüíàÿ, òî íà îñíîâå ãîìîêëèíè÷åñêîé
òðàåêòîðèè âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïèðàëüíûé õàîñ, ñèñòåìà òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððû, ñòðàííûé àòòðàêòîð.

1. Ââåäåíèå

Ñïèðàëüíûé õàîñ, ñâÿçàííûé ñ âîçíèêíîâåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèìåðîâ õàîòè÷å-
ñêîé äèíàìèêè â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ. Òåîðåìà Ë.Ï. Øèëüíèêîâà [1] óòâåðæäàåò, ÷òî â
ëþáîé îêðåñòíîñòè òàêîé ïåòëè (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ, ò. í. óñëîâèÿ Øèëü-
íèêîâà, íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñåäëî-ôîêóñà) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ãèïåðáîëè÷å-
ñêîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà ñðàçó ãîâîðèò î ñëîæ-
íîñòè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â èññëåäóåìîé ñèñòåìå.

Ñòàòüè Arneodo, Coullet è Tresser [2], [3], [4] áûëè, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ðàáîòàìè, â
êîòîðûõ ÷èñëåííî ïîêàçàíî âîçíèêíîâåíèå ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, ñâÿçàííîãî ñ
ñóùåñòâîâàíèåì øèëüíèêîâñêîé ïåòëè. Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåííî ýòè ðàáîòû ïðèâëåêëè
âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ê ñïèðàëüíîìó õàîñó. Ïîñëå ÷åãî ïî-
ÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïî èññëåäîâàíèþ êîíêðåòíûõ ñèñòåì èç ïðèëîæåíèé
ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû, â êîòîðûõ àâòîðû ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè óñòàíàâëèâàëè íàëè÷èå
ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà è òåì ñàìûì äîêàçûâàëè, ÷òî îáíàðóæåííûå ñòðàííûå àòòðàêòîðû îò-
íîñÿòñÿ ê ñïèðàëüíîìó òèïó. Òàêèì îáðàçîì ñïèðàëüíûå àòòðàêòîðû óäàëîñü îáíàðóæèòü

1 Áàõàíîâà Þëèÿ Âèêòîðîâíà, ñòóäåíò, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÍÈÓ ÍÍÃÓ (603950,
Í.Íîâãîðîä, ïðîñïåêò Ãàãàðèíà, 23); ORCID: 0000-0002-4067-1226, jul95-8@mail.ru

2Êàçàêîâ Àëåêñåé Îëåãîâè÷, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
äèíàìèêå, ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12); ñòàðøèé
ïðåïîäàâàòåëü, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÍÈÓ ÍÍÃÓ (603950, Í.Íîâãîðîä, ïðîñïåêò Ãàãàðèíà, 23);
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: 0000-0003-0002-6553, kazakovdz@yandex.ru

3Êîðîòêîâ Àëåêñàíäð Ãåííàäüåâè÷, àñïèðàíò, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÍÈÓ ÍÍÃÓ (603950,
Í.Íîâãîðîä, ïðîñïåêò Ãàãàðèíà, 23); ORCID: 0000-0002-9256-1643, koral81@bk.ru

Þ. Â. Áàõàíîâà, À. Î. Êàçàêîâ, À. Ã. Êîðîòêîâ. Ñïèðàëüíûé õàîñ â ìîäåëÿõ òèïà . . .
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â ðàäèî-ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ, òàêèõ êàê öåïü ×óà [5], ãåíåðàòîð Àíèùåíêî-Àñòàõîâà
[6], â ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [7] è ò. ä.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñöåíàðèåâ âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíîãî
õàîñà â äâóõ ìîäåëÿõ òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððû âèäà

Ṅi = NiFi(N1, N2, N3), i = 1, 2, 3, (1.1)

îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå òðåõ âèäîâ îñîáåé N1 ,N2 è N3 .
Ïåðâàÿ ìîäåëü, îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó îáîáùåííûõ ìîäåëåé Ëîòêè-Âîëüòåððû, èìååò

âèä
·
Ni = Ni(γi −

3∑
j=1

νijNj), i = 1, 2, 3. (1.2)

Òàêàÿ ìîäåëü áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [8, 2, 9]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [8] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî õàîñ â ñèñòåìàõ âèäà (1.2) ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè õîòÿ
áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ νij îòðèöàòåëüíûé. Àâòîðû ðàáîòû [2] ïîëàãàëè, ÷òî õàîñ,
âîçíèêàþùèé â ñèñòåìå (1.2), ìîæåò èìåòü ñïèðàëüíóþ (¾øèëüíèêîâñêóþ¿) ïðèðîäó è
ñâÿçûâàëè åãî ñ âîçíèêíîâåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó ñ îäíîìåð-
íûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ñèñòåìå
(1.2) ïðè èçìåíåíèè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé Øèëüíèêîâà [10], â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà
ñåäëî-ôîêóñ ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Âòîðàÿ ìîäåëü îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèñòåì Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà [11]. Ñ ïîäðîáíûì
èññëåäîâàíèåì òàêèõ ñèñòåì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [12-14], â êîòîðûõ ïîìèìî
àíàëèçà ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé, òàêæå èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè-
÷åñêîé äèíàìèêè. ×òî êàñàåòñÿ ñïèðàëüíîãî õàîñà, òî îí âïåðâûå áûë îáíàðóæåí â ðàáî-
òå [13]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ñèñòåìå
Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå õèùíèêà è æåðòâû ïðè óñëîâèè,
÷òî ÷àñòü ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ çàðàæåíà ïàðàçèòàìè. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è áûëà èñ-
ñëåäîâàíà â ðàáîòå [15], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà â ñèñòåìå ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ öåïî÷êà áèôóðêàöèé: óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ → ïðåäåëüíûé öèêë
→ öèêë óäâîåííîãî ïåðèîäà → . . .→ àòòðàêòîð òèïà Ôåéãåíáàóìà. Ìû ïîêàçûâàåì â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå, ÷òî ðàçâèòèå õàîñà çäåñü íà ýòîì íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà âîçíèêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó, äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå Øèëüíèêîâà [1], ÷òî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ óæå
ñïèðàëüíîãî õàîñà.

Â ðàçäåëå 2 ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Øèëüíèêîâà î ñëîæíîé ñòðóêòóðå â îêðåñòíî-
ñòè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà òðåõìåðíîé ñèñòåìû, à òàêæå îïèñàí ñöåíàðèé Øèëüíèêîâà [10],
ñîãëàñíî êîòîðîìó â ðåçóëüòàòå ðÿäà áèôóðêàöèé èç óñòîé÷èâîé òî÷êè ìîæåò âîçíèê-
íóòü ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé ïåòëþ ñåäëî-ôîêóñà ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîáðàçèåì. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñïèðàëüíîãî õàîñà â îáîá-
ùåííîé ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððû, à â ðàçäåëå 4 � àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû
Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà.

2. Î ñïèðàëüíîì õàîñå

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ òðåõìåðíûì ïîòîêîì è çàâèñÿùóþ îò
ïàðàìåòðà µ . Ïóñòü ïðè µ = µ∗ ýòà ñèñòåìà èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè λ ± iω è γ , ãäå λ < 0 , γ > 0 è ω ̸= 0 . Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
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íàçûâàåòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (2.1); îíî èìååò äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå W S è îäíîìåð-
íîå íåóñòîé÷èâîå WU èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ìíîãîîáðàçèå WU ðàçáèâàåòñÿ òî÷-
êîé O íà 2 ñâÿçíûå êîìïîíåíòû-òðàåêòîðèè, íàçûâàåìûå íåóñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè µ = µ∗ îäíà èç ýòèõ ñåïàðàòðèñ âîçâðàùàåòñÿ â ñåäëî-ôîêóñ ïðè
t→ +∞ , òî åñòü îáðàçóåò ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåòëþ (ñì. ðèñ. 2.1à).

O

WS

WU

a)

O(1,2)

WS

WU

WU

b)

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó (2,1)

Â 1965 ã. Ë.Ï. Øèëüíèêîâ [1] äîêàçàë òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà
ñåäëî-ôîêóñà ρ = λ + γ ïîëîæèòåëüíà, òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïåòëè Γ ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè Γ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
ñëîæíûì.4

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè ñåäëî-ôîêóñ òèïà (2.1) ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-
ôîêóñîì òèïà (1.2) . Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíàÿ äèíàìèêà âáëèçè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà (1,2)
áóäåò èìåòü ìåñòî â ñëó÷àå ρ < 0 .

Ôàêòè÷åñêè, òåîðåìà Øèëüíèêîâà èç ðàáîòû [1] äàåò ïðîñòîé êðèòåðèé íàëè÷èÿ õàîñà
äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ïåòëåé ñåäëî-ôîêóñà. Âïîñëåäñòâèè äëÿ òàêîãî
õàîñà çàêðåïèëîñü íàçâàíèå ¾øèëüíèêîâñêèé¿, à òàêæå ¾ñïèðàëüíûé¿5 õàîñ. Â 1967 ã.
Øèëüíèêîâ îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ÷åòûðåõìåðíîé ñèñòåìû ñ ïåòëåé ñåäëî-
ôîêóñà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíû λ± iω1 , γ ± iω2 , ãäå ωi ̸= 0 , λ < 0 , γ > 0
[17], à â 1970 ã. â ðàáîòå [18] ðàññìîòðåë îáùèé ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû Øèëüíèêîâà âîçíèêíîâåíèå
ñëîæíîé äèíàìèêè, ñâÿçàííîé ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íå âñåãäà âåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ. Áîëåå òîãî,
ñëîæíàÿ äèíàìèêà ìîæåò âîîáùå íå ïðîÿâëÿòüñÿ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ñèñòåìà çàäàíà íà
íåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, òðàåêòîðèè, çàïóùåííûå â îêðåñòíîñòè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà,

4 Â ñëó÷àå ρ < 0 äèíàìèêà ñèñòåìû âáëèçè Γ òðèâèàëüíà, à ïðè ðàçðóøåíèè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà
ìîæåò ðîäèòñÿ òîëüêî îäíî (óñòîé÷èâîå) ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå.

5 Çàìåòèì, ÷òî âïåðâûå òåðìèí ¾ñïèðàëüíûé õàîñ¿ áûë ââåäåí â 1976 ãîäó Î. Å. Ðåññëåðîì [16]. Àâòîð,
ïî-âèäèìîìó, íå çíàë î ðàáîòàõ Øèëüíèêîâà è íàçûâàë ñïèðàëüíûì õàîñ, âîçíèêàþùèé â ñêîíñòðóèðî-
âàííîé èì ìîäåëè. Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïèðàëüíûé õàîñ, îáíàðóæåííûé â ðàáîòå [16], âîçíè-
êàåò âáëèçè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà. Ïîñëå ÷åãî ýòîò òåðìèí ïðèæèëñÿ è òàê ñòàëè íàçûâàòü õàîñ, èìåþùèé
¾øèëüíèêîâñêóþ¿ ïðèðîäó.
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ìîãóò óáåãàòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Òàêæå, òàêèå òðàåêòîðèè ìîãóò óáåãàòü íà ïðîñòûå (ðå-
ãóëÿðíûå) àòòðàêòîðû, âîçíèêíîâåíèå êîòîðûõ íèêàê íå ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ïåòëè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû èç ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà âîçíèê ñòðàííûé àòòðàêòîð, äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäè-
ìî íàëè÷èå ïîãëîùàþùåé îáëàñòè, âíóòðè êîòîðîé íå äîëæíî áûòü ïðîñòûõ (ðåãóëÿðíûõ)
àòòðàêòîðîâ.

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà òèïà (2, 1) ñòðàííûé
àòòðàêòîð ìîæåò âîçíèêíóòü ëèøü â ñëó÷àå íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ïîâå-
äåíèå âòîðîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû. Îäíàêî, â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé ( x→ −x, y → −y, z → −z ), âîçíèêíîâåíèå îäíîé ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà àâòîìà-
òè÷åñêè âëå÷åò çà ñîáîé âîçíèêíîâåíèå âòîðîé (ñì. ðèñ. ??á). Îòìåòèì, ÷òî èìåííî òàêèå
ñèñòåìû áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [19], [3], [5]. Äàëåå ñòðàííûå àòòðàêòîðû, âîçíèêàþ-
ùèå íà îñíîâå ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà (2, 1) , áóäåì íàçûâàòü ñïèðàëüíûìè àòòðàêòîðàìè.

×òî êàñàåòñÿ ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà òèïà (1, 2) , òî â ðàáîòå [10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòðàí-
íûå àòòðàêòîðû çäåñü ìîãóò âîçíèêàòü â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ áåç êàêèõ-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðèé. Ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ îïèñàí íèæå.

2.1. Ñöåíàðèé Øèëüíèêîâà

Ñíîâà ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ òðåõìåðíûì ïîòîêîì. Ïóñòü
ïðè µ < µ1 ñèñòåìà îáëàäàåò óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ O (ñì. ðèñ. 2.2a),
ïðè µ = µ1 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé èç O ìÿãêî ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë L , à ñàìî ñîñòîÿíèå ðàâíî-
âåñèÿ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Íà ðèñóíêå
2.2b ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò âáëèçè òî÷êè O ñðàçó ïîñëå áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïôà (µ > µ1 ). Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè µ = µ2 > µ1 ïðåäåëüíûé
öèêë L ïðåòåðïåâàåò ¾äèôôåðåíöèðóåìóþ áèôóðêàöèþ¿, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îáà ìóëü-
òèïëèêàòîðà öèêëà L ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, ïîñëå ÷åãî íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O íà÷èíàåò íàìàòûâàòüñÿ íà ïðåäåëüíûé öèêë L ,
îáðàçóÿ ¾âîðîíêó¿ (ñì. ðèñ. 2.2ñ). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà µ äî µ = µ∗
îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W S ñåäëî-ôîêóñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæåò
ëå÷ü íà äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå WU (ñì. ðèñ. ??d), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îá-
ðàçóåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ïåòëÿ ñåäëî-ôîêóñà (÷åðíàÿ ëèíèÿ ñî ñòðåëêîé íà ðèñ. 2.2d).
Ñîãëàñíî ðàáîòå [1], åñëè â ýòîò ìîìåíò ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëî-ôîêóñà îòðèöàòåëüíà,
òî â ñèñòåìå âîçíèêàåò ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèðàëüíûé õàîñ), êîòîðàÿ, îäíàêî, èç-çà íà-
ëè÷èÿ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà L íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Äàëåå, âîçìîæíû 2 ñöåíàðèÿ, â
ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âíóòðè îáðàçîâàâøåéñÿ âîðîíêè íå îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíîãî àòòðàêòîðà:

• óñòîé÷èâûé öèêë L ïðåòåðïåâàåò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà;

• óñòîé÷èâûé öèêë L ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ ðîæäåíèÿ òîðà, ïîñëå ÷åãî àòòðàê-
òîðîì ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûé äâóìåðíûé òîð T 2 , êîòîðûé, çàòåì, ðàçðóøàåòñÿ ñî-
ãëàñíî îäíîìó èç ñöåíàðèåâ Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà [20].

Â ëþáîì èç ñëó÷àåâ, îáðàçîâàâøèéñÿ ñîãëàñíî îïèñàííîìó ñöåíàðèþ àòòðàêòîð áóäåì
íàçûâàòü àòòðàêòîðîì Øèëüíèêîâà.

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ñöåíàðèÿ, ïðåäåëüíûé öèêë L
ìîæåò íà÷àòü áèôóðöèðîâàòü äî òîãî, êàê îáðàçîâàëàñü ïåòëÿ ñåäëî-ôîêóñà. Íàïðèìåð,
èç ýòîãî öèêëà, â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ìîæåò
ðîäèòüñÿ àòòðàêòîð òèïà Ôåéãåíáàóìà, è ëèøü ïîñëå ýòîãî îäíà èç óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ
ñåäëî-ôîêóñà O ëîæèòñÿ íà äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå WU , îáðàçóÿ ïåòëþ
ñåäëî-ôîêóñà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî àòòðàêòîð ñòàíîâèòñÿ øèëüíèêîâñêèì.

Þ. Â. Áàõàíîâà, À. Î. Êàçàêîâ, À. Ã. Êîðîòêîâ. Ñïèðàëüíûé õàîñ â ìîäåëÿõ òèïà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2 17
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WS

WSS
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O

WUU

WS
loc

loc

b)

WS
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c) d)

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ñöåíàðèé ðîæäåíèÿ àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà

3. Àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà â îáîáùåííîé ìîäåëè Ëîòêè-
Âîëüòåððû.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððû âèäà6:
·
x = x(α11(1− x) + α12(1− y) + α13(1− z))
·
y = y(α21(1− x) + α22(1− y) + α23(1− z))
·
z = z(α31(1− x) + α32(1− y) + α33(1− z))

. (3.3)

a) b)

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ê ñåäëî-ôîêóñíîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ,

îïèñàííûé â ðàáîòå [2]

Â ðàáîòå [2] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñïèðàëüíîãî õàîñà â ñèñòåìå (3.3) ïðî-
èñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü A � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ (2,1),
à B � óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ñ êîîðäèíàòàìè (1, 1, 1) ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

6 Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (1.2) çàìåíîé êîîðäèíàò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ, íå ëåæàùåå â èíâàðèàíòíûõ ïëîñêîñòÿõ x = 0 , y = 0 è z = 0 , ïåðåõîäèò â òî÷êó (1, 1, 1) ,
à òàêæå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.

Þ. Â. Áàõàíîâà, À. Î. Êàçàêîâ, À. Ã. Êîðîòêîâ. Ñïèðàëüíûé õàîñ â ìîäåëÿõ òèïà . . .
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ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ B ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-
Õîïôà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à îäíà èç íåóñòîé-
÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëî-ôîêóñà A ñòðåìèòñÿ íà ýòîò öèêë èëè âîçíèêàþùèé èç íåãî
õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð (ñì. ðèñ. 3.1à). Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð àòòðàêòîðà ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðàâíî-
âåñèÿ A è B , è â êàêîé-òî ìîìåíò âîçíèêàåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó
A (ñì. ðèñ. 3.1b).

Îäíàêî, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñïèðàëüíûé õàîñ âîçíèêàåò çäåñü íå çà ñ÷åò ïåòëè ñåäëî-
ôîêóñà (2, 1) , à ïî ñöåíàðèþ Øèëüíèêîâà íà îñíîâå ñåäëî-ôîêóñà B òèïà (1, 2) . Äàëåå
çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(αij) =

0.486 0.5 0.1
−0.5 −0.1 0.1
α31 0.1 0.1

 (3.4)

è ïðîâåäåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç, óâåëè÷èâàÿ ïàðàìåòð α31 .

a) α31 = 0.8 b) α31 = 1.1 c) α31 = 1.3

d) α31 = 1.35 e) α31 = 1.38 f) α31 = 1.49

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ýâîëþöèÿ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìå (3.3) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α31

Ïðè α31 < 0.9343 àòòðàêòîðîì â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
B (ñì. ðèñ. 3.2a). Ïðè α31 ≈ 0.9343 B ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòà-
íîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1, 2) (ñì. ðèñ. 3.2b). Ïðè α31 ≈ 1.1092 ìóëüòèïëèêàòîðû
ïðåäåëüíîãî öèêëà ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äâóìåðíîå
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íà÷èíàåò íàìàòûâàòüñÿ íà öèêë, îáðàçóÿ âîðîíêó, à íà÷èíàÿ
ñ α31 ≈ 1.2719 ïðåäåëüíûé öèêë ïðåòåðïåâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ

Þ. Â. Áàõàíîâà, À. Î. Êàçàêîâ, À. Ã. Êîðîòêîâ. Ñïèðàëüíûé õàîñ â ìîäåëÿõ òèïà . . .
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ïåðèîäà (ñì. ðèñ. 3.2c è 3.2d ïîñëå ïåðâûõ äâóõ áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà), â ðåçóëüòà-
òå ÷åãî âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà Ôåéãåíáàóìà (ñì. ðèñ. 3.2e). Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α31 îáðàçóåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó B ,
âîçíèêàåò àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà (ñì. ðèñ. 3.2f).

Äëÿ ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó, óäîáíî ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîàíàëèçèðîâàòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê íà àòòðàêòîðå äî ñåäëî-
ôîêóñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå Ôåéãåíáàóìà
(ñì. ðèñ. 3.2e) íå ïîñåùàþò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ îêðåñòíîñòü ñåäëî-ôîêóñà B . Îäíà-
êî, ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α31 ðàçìåð ýòîé îêðåñòíîñòè óìåíüøàåòñÿ,
à ïðè âîçíèêíîâåíèè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ðàññòîÿíèå îò òî÷åê àòòðàêòîðà äî
ñåäëî-ôîêóñíîé òî÷êè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì âðåìåíè ñ÷åòà (ñì. ðèñ. 3.3a). Íà ðè-
ñóíêå 3.3b èçîáðàæåíà ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó B , ïîñòðîåííàÿ ïðè
α31 ≈ 1.4874 , îòâå÷àþùåì ìèíèìóìó íà ãðàôèêå 3.3a. Çàìåòèì, ÷òî â ìîìåíò âîçíèêíî-
âåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëî-ôîêóñà B ÿâëÿåòñÿ îòðèöà-
òåëüíîé, à çíà÷èò, ïðèìåíèìà òåîðåìà Øèëüíèêîâà.

a) b)

Ð è ñ ó í î ê 3.3

(a) Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëî-ôîêóñà B ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α31

(b) Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó B òèïà (1,2)

4. Àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà â ìîäåëè Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ìîäåëü Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà, èññëåäîâàííóþ â ðàáîòå
[15] è îïèñûâàþùóþ âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ïîïóëÿöèé: æåðòâ, õèùíèêîâ è õèùíèêîâ, çà-
ðàæåííûõ ïàðàçèòàìè: 

·
U = U(1− U)− αU(V+bW )

1+b1U·
V = mUV

1+b1U
− βVW

1+b2V
− d1V

·
W = nbUW

1+b1U
+ βVW

1+b2V
− d2W

. (4.5)

Ïîäðîáíî ñ âûâîäîì ìîäåëè è åå àíàëèçîì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòå [15]. Çäåñü
ìû ïðîâåäåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé ÷èñëåííûé àíàëèç ñèñòåìû (4.5), âàðüèðóÿ ïàðàìåòð
β , çàôèêñèðîâàâ îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α = 5, b = 0.001, b1 = 3.09077,m = 5, n = 0.05, b2 = 2, d1 = 0.4, d2 = 0.01.
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Ïðè 0.0615 ≈ β1 < β < β2 ≈ 0.0771 àòòðàêòîðîì â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ñîñòî-
ÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 4.1a). Ïðè β ≈ 0.0771 ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðåòåðïåâàåò
áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé
öèêë, à ñàìî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì (1,2) (ñì. ðèñ. 4.1b). Ïðè
β ≈ 0.0785 ìóëüòèïëèêàòîðû ïðåäåëüíîãî öèêëà ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëî-ôîêóñà, íàìàòûâàÿñü íà
öèêë, îáðàçóåò âîðîíêó. Íà÷èíàÿ ñ β ≈ 0.0801 öèêë ïðåòåðïåâàåò êàñêàä áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ (ñì. ðèñ. 4.1ñ è 4.1d), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà
Ôåéãåíáàóìà (ñì. ðèñ. 4.1e). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β îáðàçóåòñÿ ãîìî-
êëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó (1,2), âîçíèêàåò àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà (ñì. ðèñ.
4.1f).

a) β = 0.075 b) β = 0.078 c) β = 0.081

d) β = 0.0818 e) β = 0.085 f) β = 0.206643

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ýâîëþöèÿ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìå (4.5) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β

Íà ðèñóíêå 4.2 èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëî-
ôîêóñà. Ïðè β ≈ 0.2067 ìèíèìóì íà ãðàôèêå ïðàêòè÷åñêè äîñòèãàåò íóëÿ, âîçíèêàåò
ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ïðè ýòîì ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëî-ôîêóñà îòðèöàòåëüíàÿ.

Þ. Â. Áàõàíîâà, À. Î. Êàçàêîâ, À. Ã. Êîðîòêîâ. Ñïèðàëüíûé õàîñ â ìîäåëÿõ òèïà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2 21

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëî-ôîêóñà òèïà (1,2) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ñ.Â. Ãîí÷åíêî, Ã.Â. Îñèïîâà, Å.À. Ãðèíåñà çà
öåííûå çàìå÷àíèÿ. Ðàáîòà íàä ðàçäåëîì 2 âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 17-11-
01041. Ðàáîòà íàä ðàçäåëîì 3 âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 14-12-00811. Ðàáîòà
íàä ðàçäåëîì 4 âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÖÔÈ ÍÈÓ ÂØÝ (ïðîåêò 90 â 2017 ãîäó). Òàêæå
À.Î. Êàçàêîâ ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ôîíäîì Äèíàñòèÿ.
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Spiral chaos in Lotka-Volterra like models

c⃝ Yu.V. Bakhanova7 A.O. Kazakov8 A.G. Korotkov9

Abstract. In this work investigations are made of spiral chaos in generalized Lotka-Volterra
systems and Rosenzweig-MacArthur systems that describe the interaction of three species. It is
shown that in systems under study the spiral chaos appears in agreement with Shilnikov's scenario.
When changing a parameter in the system a stable limiting cycle and a saddle-focus equilibrium
are born from stable equilibrium. Then the unstable invariant manifold of saddle-focus winds on
the stable limit cycle and forms a whirlpool. For some parameter's value the unstable invariant
manifold touches one-dimensional stable invariant manifold and forms homoclinic trajectory to
saddle-focus. If in this case the limiting cycle loses stability (for example, as result of sequence of
period-doubling bifurcations) and saddle value of the saddle-focus is negative then strange attractor
appears on base of homoclinic trajectory.

Key Words: spiral chaos, Lotka-Volterra-like systems, strange attractor.
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Î ïðîñòåéøèõ ïîòîêàõ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ

ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ïåðåñå÷åíèÿìè íà ñôåðå Sn

c⃝ Å.ß. Ãóðåâè÷1, Ä.À. Ïàâëîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äåëàåòñÿ ïåðâûé øàã â èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 íà òðàåêòîðèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà (ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ
ïîòîêîâ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
ñèÿ è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé), äîïóñêàþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ. Áîëåå òî÷íî,
ðàññìîòðåí êëàññ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ
ñîñòîèò èç äâóõ óçëîâûõ è äâóõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîòîêà èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïåðåñå÷åíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äâóõ ðàçëè÷íûõ
ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íåïóñòî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñåïàðàòîðîâ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, èçó÷åíèå ñòðóêòóðû êîòîðûõ, êàê è âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðèíöè-
ïèàëüíûõ ïðîáëåì ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, íàçûâàåìûå ñåé÷àñ ñèñòåìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà, áûëè ââåäå-
íû Ñ. Ñìåéëîì â 1960 ã. â êà÷åñòâå ïðåòåíäåíòà íà êëàññ âñåõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé äâóõ. Óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå ýòîò êëàññ, áûëè ñôîðìó-
ëèðîâàíû ïî àíàëîãèè ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ãðóáîñòè ïîòîêîâ íà
ïëîñêîñòè, íàéäåííûìè À. À. Àíäðîíîâûì è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì â 1937 ãîäó. Îñíîâíûì
àòðèáóòîì ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷íîñòü íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è
êîíå÷íîñòü ÷èñëà åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Âñêîðå ñàì Ñ. Ñìåéë ïîíÿë, ÷òî ìíîãîìåðíûå
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå ñèñòåìû óñòðîåíû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è ìîãóò îáëàäàòü ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îäíàêî, èçó÷åíèå ñèñòåì
Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, èìåþùåé êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (äëÿ
îïèñàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ â åñòåñòâîçíàíèè), òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
áèôóðêàöèé äëÿ ïîíèìàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

Ãëàäêèé ïîòîê f t : Mn → Mn , çàäàííûé íà çàìêíóòîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Mn

ðàçìåðíîñòè n , íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

• íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t ïîòîêà f
t ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, âñå îíè ãèïåðáîëè÷åñêèå;

• èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ èëè çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

1 Ãóðåâè÷ Åëåíà ßêîâëåâíà, äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ (603155,
Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ORCID: http://orcid.org/0000-0003-1815-3120, egurevich@hse.ru

2Ïàâëîâà Äàðüÿ Àëåêñàíäðîâíà, ñòóäåíò ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë.
Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-8634-4143, dapavlova _1@mail.ru
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Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ L,N ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïåðåñåêàþòñÿòðàíñ-
âåðàëüíî, åñëè ëèáî L∩N = ∅ , ëèáî â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ x ∈ L∩N êàñàòåëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ê L,N ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Mn .

Êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàìè ïî èçó÷åíèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, îòêðûâøèìè ýòó òåìà-
òèêó, ñòàëè ðàáîòû À. À. Àíäðîíîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å. À. Ëåîíòîâè÷ è À. Ã. Ìàéåðà
1937 - 1955 ãîäîâ, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ
òðàåêòîðèé (â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò è êëàññèôèêàöèÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé
ñôåðå, ñì. [1]). Îòïðàâíîé òî÷êîé ýòîé ðàáîòû ïîñëóæèëè èäåè À. Ïóàíêàpå è È. Áåíäèê-
ñîíà î âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ îñîáûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü òàêèõ òpàåêòîpèé, âçàèìíîå
pàñïîëîæåíèå êîòîpûõ îäíîçíà÷íî çàäàåò êà÷åñòâåííóþ ñòpóêòópó pàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïpîñòpàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òpàåêòîpèè, à òàêæå èäåÿ ãpóáîñòè, ïpèíàäëåæà-
ùàÿ À. À. Àíäpîíîâó è Ë. Ñ. Ïîíòpÿãèíó.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ, îòëè÷íûõ îò
äâóìåðíîé ñôåðû, ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ M. Ïåéêøîòî, à òàê æå À. À. Îøåìêîâà è Â. Â.Øàð-
êî. Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ñõîæåñòü äâóìåðíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà è ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ïîñëåäíèõ îêàçàëàñü âñå æå ñëîæíåå, ÷åì â äâóìåðíîì ñëó÷àå, áëàãîäàðÿ, â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèþ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàèáîëåå ñî-
äåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïîêà òîëüêî äëÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ â ñëó-
÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ðàáîòàõ Æ. Ôëåéòàñà [2] è
ß. Ë. Óìàíñêîãî [3], à â áîëüøåé ðàçìåðíîñòè � Ñ. Þ. Ïèëþãèíûì [4] äëÿ êëàññà
ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà ñôåðå, è íå îáëàäàþùèõ çàìêíóòûìè è ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè òðàåê-
òîðèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äåëàåòñÿ ïåðâûõ øàã â èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ñôåðå ðàçìåðíîñòè
4 è âûøå, è äîïóñêàþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ. Ïóñòü Gi,j(S

n) � êëàññ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ñôåðå Sn , òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f t ∈ Gi,j(S

n)
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ:
èñòî÷íèêà α , ñòîêà ω è äâóõ ñåäåë σi, σj , èìåþùèõ íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàç-
ìåðíîñòè i, j ñîîòâåòñòâåííî, i, j ∈ {1, . . . , n − 1} . Èç ôîðìóëû Ëåôøåöà ñëåäóåò, ÷òî
ðàçíîñòü j − i ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ∈ Ωf t îáîçíà-
÷èì ÷åðåç W s

p ,W
u
p åãî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîîáðàçèå ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâíîé

ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t ∈ Gi,j(S
n) , j > i . Òîãäà:

1. W u
σi
∩W s

σj
= ∅ .

2. W s
σi
∩W u

σj
íåïóñòî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíóòûõ òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åí â ðàáîòå [5]. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
êðèâûõ ó ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàçëè÷-
íîé îáùíîñòè ðåøàëñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [6, 7, 8], à äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè n > 3 , òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ñîñòîèò èç
òî÷åê èíäåêñà 1 è (n− 1) � â ðàáîòå [9].
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2. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîòîêîâ èç êëàññà Gi,j(S
n)

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.3 ðàáî-
òû [10].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü f t :Mn →Mn � ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà. Òîãäà:

1) Mn =
∪

p∈Ωft

W u
p ;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf t ìíîãîîáðàçèå W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

ìíîãîîáðàçèÿ Mn ;

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf t , è êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè lup ìíîæåñòâà W u
p \ p âåðíî

ðàâåíñòâî cl lup \ (lup ∪ p) =
∪

q∈Ωf :W s
q ∩lup ̸=∅

W u
q

3.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.1. îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè
ïîñëå ôîðìàëüíîé çàìåíû ñèìâîëîâ u, s íà ñèìâîëû s, u ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Äîêàæåì ï.1). Åñëè W u
σi

∩ W s
σj

̸= ∅ , òî êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê W u
σi
,W s

σj
â

êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Sn , ñëåäîâàòåëüíî
dim W u

σi
+dim W s

σj
≥ n . Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê dim W u

σi
= i , à dim W s

σj
= n−j , è j > i .

Äîêàæåì ï. 2). Èç ï.1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.1. ñëåäóåò, ÷òî çàìûêàíèå clW s
σj

ÿâëÿåòñÿ

ñôåðîé Sn−jα = α∪W s
σj
. Èç ãèïåðáîëè÷íîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ σj ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ãëàäêî âëîæåííàÿ ñôåðà Sj−1 ⊂ W u
σj
, îãðàíè÷èâàþùàÿ øàð Bj ⊂ W u

σj
òàêîé, ÷òî

σj ⊂ intBj , ÿâëÿþùàÿñÿ ãëîáàëüíîé ñåêóùåé äëÿ ïîòîêà f t|Wu
σj

\σj . Òîãäà êîýôôèöèåíò

çàöåïëåíèÿ ñôåð Sn−jα , Sj−1 ðàâåí ±1 .
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Sn =

∪
p∈Ωft

W s
p . Åñëè W u

σj
∩W s

σi
= ∅ , òî Sj−1 ⊂ W s

ω . Òàê êàê

W s
ω∩(W s

σi
∪α) = ∅ , òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü uω òî÷êè ω â W s

ω òàêàÿ, ÷òî uω∩Sn−jα = ∅ .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî f t(Sj−1) ⊂ int uω äëÿ âñåõ t > T . Òàê êàê
ãðóïïà πj−1(Rn) òðèâèàëüíà, òî f t(Si−2) îãðàíè÷èâàåò øàð Dj ⊂ uω (âîçìîæíî, ñ ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿìè). Òîãäà êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ñôåð f t(Sn−jα ) è f t(Sj−1) ðàâåí íóëþ, íî
òîãäà è êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ñôåð Sn−jα , Sj−1 ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî W s

σi
∩W u

σj
̸= 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s
σi

∩ W u
σj

ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè. Ïîëîæèì Σ = W s
σi

∩ Sj−1 . Òîãäà ìíîæåñòâî W s
σi

∩ W u
σj

ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ Σ×R , è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êîíå÷íîñòü êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Σ . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà Σ è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç X . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñôåðû
Sj−1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ⊂ X , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ⊂ Sj−1 .
Òîãäà x∗ ∈ cl W s

σi
. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1. cl W s

σi
= W s

σi
∪W s

σj
∪ α , ïîýòîìó x∗ ∈ W s

σi

è ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

σi
∩W u

σj
.

3 Çäåñü cl lup îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà lup .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ òî÷êè x∗ ∈ W s

σi
∩W u

σj
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü u(x∗) ⊂ Sn è ãîìåîìîðôèçì

h : u(x∗) → Rn òàêîé, ÷òî h(W u
σj
) ⊂ {(x1, ..., xn) ∈ Rn xj+1 = xi+2 = ... = xn = 0} ,

h(W s
σi
) = {(x1, ..., xn) ∈ Rn x1 = x2 = ... = xi = 0} . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

u(x∗) ∩ (W s
σi
∩W u

σj
) ñâÿçíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà êîì-

ïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ W s
σi
∩W u

σj
.
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On the simplest Morse-Smale �ows with heteroclinical

intersections on the sphere Sn

c⃝ E. Gurevich4, D. Pavlova5

Abstract. This paper is the �rst step in stydying structure of decomposition of phase space with
dimension n ≥ 4 on the trajectories of Morse-Smale �ows (structurally stable �ows with non-
wandering set consisting of �nite number of equilibria and closed trajectories) allowing heteroclinic
intersections. More precisely, special class of Morse-Smale �ows on the sphere Sn is studied. The
non-wandering set of the �ow of interest consists of two nodal and two saddle equilibrium states.
It is proved that for every �ow from the class under consideration the intersection of invariant
manifolds of two di�erent saddle equilibrium states is nonempty and consists of a �nite number
of connectivity components. Heteroclinic intersections are mathematical models for magnetic �eld
separators. Study of their structure, as well as the question of their existence, is one of the principal
problems of magnetic hydrodynamics.

Key Words: Morse-Smale �ows, heteroclinic intersections.

References

1. A. Andronov, E. Leontovich, I. Gordon, A. Mayer, Kachestvennaya toriya dynamicheskich
system vtorogo poryadka [Qualitative theory of dynamical systems of the second order],
Nauka, M., 1966 (In Russ.), 568 ñ.

2. G. Fleitas, �Classi�cation of gradient-like �ows in dimension two and three�, Bol. Soc.
Mat. Brasil, 6 (1975), 155 - 183 (In English)

3. Y. Umanskii, �Neobhodimiye i dostatochnie usloviya topologicheskoi equivalentnosti
trechmernych dynamicheskich system Morsa-Smeila s konechnym chislom osobych
trayectorii [Nessecary and su�cient conditions of topological equivalence of three-
dimensional Morse-Smale dynamical systems with �nite number of singular trajectories]�,
Sbornic Mathematics, 181:2 (1990), 212 - 239 (In Russ.)

4. S. Pilyugin, �Fazivye diagrammy opredelyayushieu systemy Morsa-Smeila bez
periodicheskich traectorii na spherach [Phaze diagrammes de�ned Morse-Smale dynamical
systems without periodical trajectories on spheres]�, Di�erencialnye uravneniya, 14:2
(1978), 245-254 (In Russ.)

5. V. Grines, E. Zhuzhoma, V. Medvedev, �On Morse�Smale Di�eomorphisms with Four
Periodic Points on Closed Orientable Manifolds�, Mathematical Notes, 74:3 (2003),
352�366 (In English).

6. Ch. Bonatti, V. Grines, V. Medvedev and E. Pecou, �Three-manifolds admitting Morse-
Smale di�eomorphisms without heteroclinic curves�, Topology and its applications, 117
(2002), 335-344 (In English).

4 Elena Gurevich, Associate Professor, Department of Fundamental Mathematics, National Research
University Higher School of Economics (25 Bolshaya Pechyorskaya Str., Nizhnii Novgorod 603155, Russia),
Ph.D. (Physics and Mathematics), ORCID: http://orcid.org/0000-0003-1815-3120, egurevich@hse.ru

5Daria Pavlova, student, National Research University Higher School of Economics (25 Bolshaya
Pechyorskaya Str., Nizhnii Novgorod 603155, Russia), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-8634-4143,
dapavlova _1@mail.ru

E. Gurevich, D. Pavlova. On the simplest Morse-Smale �ows with heteroclinical . . .



30 Zhurnal SVMO. 2017. Vol. 19, No. 2

7. V. Grines, E. V. Zhuzhoma, O. Pochinka, T. V. Medvedev, �On heteroclinic separators of
magnetic �elds in electrically conducting �uids�, Physica D: Nonlinear Phenomena, 294
(2015), 1-5 (In English).

8. V. Grines, E. Gurevich, O. Pochinka, �On the number of heteroclinic curves of
di�eomorphisms with surface dynamics�, Regular and Chaotic Dynamics, 22:2 (2017),
122-135 (In English).

9. V. Grines, E. Gurevich, O. Pochinka, �Topological classi�cation of Morse-Smale
di�eomorphisms without heteroclinic intersection�, Journal of Mathematical Sciences,
208:1 (2015), 81-91 (In English).

10. S. Smale, �Di�erentiable dynamical systems�, Bull. Amer. Math. Soc., 73:6 (1967), 747 -
817 (In English).

Submitted 21.03.2017

E. Gurevich, D. Pavlova. On the simplest Morse-Smale �ows with heteroclinical . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2 31

DOI 10.15507/2079-6900.19.201701.031-052

ÓÄÊ 517.929

Ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè îäíîãî êëàññà àâòîíîìíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ �ïñåâäîëèíåéíûõ� óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì

c⃝ Ì. Á. Åðìîëàåâ1, Ï. Ì. Ñèìîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ýôôåêòèâíûõ ïðèçíàêîâ ýêñïîíåíöèàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì. Äàí îáçîð ðàáîò èç ã. Ïåðìè è èç ã. Èâàíîâà ïî ýòîé
òåìå. Ïðèâåäåí êðèòåðèé Ñ.À. Ãóñàðåíêî î íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñ àâòîðåãóëèðóåìûì
çàïàçäûâàíèåì. Ïðèâåäåíî óñëîâèå Â.Ï. Ìàêñèìîâà î ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñ
àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì. Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-
íèþ. Ýòè òåîðåìû îñíîâàíû íà òåîðåìàõ èç êíèãè è ñòàòåé Í.Â. Àçáåëåâà è Ï.Ì. Ñèìîíîâà.
Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ïî âíåøíåìó âèäó õîòÿ è íàïîìèíàþò
èçâåñòíûå òåîðåìû Ëÿïóíîâà î ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àþòñÿ îò ïîñëåäíèõ. Òåîðåìû Ëÿïóíîâà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàþò ìåòîäèêó èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíî-
ãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî óæå
äîêàçàíû ýôôåêòèâíûå ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ëèíåàðèçîâàòü
íåëèíåéíûå ÷àñòè óðàâíåíèé, à ïîòîìó âûøåóïîìÿíóòàÿ ìåòîäèêà çäåñü íå ïðèìåíèìà. Â
ñòàòüå, çàìåíÿÿ ïðîöåññ ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ �ïñåâäîëèíåàðèçàöèåé�, à òàêæå èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû ñòàòüè Â.Â. Ìàëûãèíîé, ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðûå àíàëîãè òåîðåì î ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè äëÿ ñêàëÿðíûõ, àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì. Îñíîâíûå
âûâîäû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâàíèè ýòîé èäåè, ìîæíî îôîðìèòü ñëåäóþùåé ôðàçîé: àâòîíîì-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì îáëàäàþò ñâîéñòâàìè
óñòîé÷èâîñòè, ïîäîáíûìè ñâîéñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óðàâíåíèé ñ ñîñðåäîòî÷åííûì çà-
ïàçäûâàíèåì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàç-
äûâàíèåì, óñòîé÷èâîñòü, íåëèíåéíûé îïåðàòîð âíóòðåííåé ñóïåðïîçèöèè, òåîðåìà Ëÿïóíîâà
îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, îïåðàòîð ñæàòèÿ, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà,
äîïóñòèìîñòü ïàð ïðîñòðàíñòâ.

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì ñ çàïàçäûâàíè-
åì, çàâèñÿùèì ÿâíî èëè íåÿâíî îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ îäèí äîñòàòî÷íî îáùèé êëàññ òàêèõ óðàâíåíèé � óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå

1 Åðìîëàåâ Ìèõàèë Áîðèñîâè÷, è.î. çàâåäóþùåãî êàôåäðîé ýêîíîìèêè è ôèíàíñîâ, ïðîôåññîð
êàôåäðû ýêîíîìèêè è ôèíàíñîâ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Èâàíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò" (153000, Ðîññèÿ, Èâàíîâñêàÿ îáëàñòü, ã. Èâàíîâî, ïð. Øåðåìåòåâñêèé, ä. 7.), äîêòîð ýêî-
íîìè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-9502-3621, ermol-mb@mail.ru

2 Ñèìîíîâ Ï¼òð Ìèõàéëîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ â ýêîíîìèêå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåð-
ñèòåò" (614990, Ðîññèÿ, Ïåðìñêèé êðàé, ã. Ïåðìü, óë. Áóêèðåâà, ä. 15.), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-6357-662Õ, simpm@mail.ru
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êîìïîíåíòû âûðàæåíèå x[h(t, x(t))], ãäå x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëåäíåå óðàâíå-
íèå, ñëåäóÿ ðàáîòàì [1], [2], â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ñ àâòîðåãóëèðóåìûì
çàïàçäûâàíèåì.

Â 1963 ãîäó Ð. Äðàéâåð îïóáëèêîâàë ðàáîòó [3], â êîòîðîé îí èññëåäîâàë âîïðîñû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

ẋ(t) = f(t, x(t), x[h(t, x(t))]), t ≥ a,
x(ξ) = φ(ξ), åñëè ξ < a.

(1.1)

Ïîçäíåå ïîÿâèëèñü ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ òàêèõ óðàâ-
íåíèé [4], [5], [6], [7], [8], à òàêæå ðàáîòû, óòî÷íÿþùèå ðåçóëüòàòû Ð. Äðàéâåðà [9], [10].
Îäíàêî, îáùèì äëÿ âñåõ ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òðåáîâàíèÿ òàê íàçûâàåìîé
�íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè": x(a) = φ(a) , ÷òî ñóùåñòâåííî ñóæàåò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòêàç îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ðÿäó ïàðàäîêñàëüíûõ ÿâëå-
íèé. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò èì-
ïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé (ïðè ñêîëüêî óãîäíî ìàëîì âîçäåéñòâèè êàðòèíà ðàñïîëîæåíèÿ èí-
òåãðàëüíûõ êðèâûõ ìîæåò ïðèíöèïèàëüíî èçìåíèòüñÿ, âïëîòü äî èñ÷åçíîâåíèÿ ðåøåíèé
(ñì., íàïðèìåð, [11], [12], [13], [14][ñ. 278]).

Ïðè÷èíà òàêèõ ÿâëåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàòîð F : C[0, b] → Lp[0, b] , îïðåäåëÿå-
ìûé ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (1.1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå òðàäèöèîííûõ ñõåì èññëåäîâàíèÿ ðàçðå-
øèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.1), èñïîëüçóþùèõ êëàññè÷åñêèå ïðèíöèïû íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ïðåîäîëåíèþ ýòèõ òðóäíîñòåé áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ì.Å. Äðàõëèíà [15], [16]; Ì.Å.
Äðàõëèíà è Ò.Ê. Ïëûøåâñêîé [17]; À.È. Áóëãàêîâà è Â.Ï. Ìàêñèìîâà [18]; Â.Ï. Ìàêñèìîâà
[19], [20]; Å.Ñ. Æóêîâñêîãî [21], [22]; Ñ.À. Ãóñàðåíêî [23], [24], [25]; Ñ.À. Ãóñàðåíêî, Å.Ñ.
Æóêîâñêîãî è Â.Ï. Ìàêñèìîâà [26].

Áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ [15], [19], à, ïîçäíåå è êðèòåðèé [26] íåïðåðûâíî-
ñòè îïåðàòîðà Hφ : C[0, b] → Lp[0, b] , 1 ≤ p <∞ :

(Hφx)(t) =

{
x[h(t, x(t))], ïðè h(t, x(t)) ≥ 0,

φ[h(t, x(t))], ïðè h(t, x(t)) < 0,

à òàêæå ýôôåêòèâíûå ïðèçíàêè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êîøè è íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûõ çàïàçäûâàíèåì. Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè â ýòèõ ðàáîòàõ
íå ðàññìàòðèâàëèñü. Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ áûëè â ðàáîòàõ [11], [12], [27], [28]. Ïîñâÿùåííûå
ýòîìó îáçîðû èìåþòñÿ â ñòàòüÿõ [29], [30], [31], [32], [33]. Çàìåòèì, ÷òî íàøå èññëåäîâàíèå
îòëè÷àåòñÿ ñâîèì ïîäõîäîì îò ñòàòåé çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, ñì., íàïðèìåð, [34], [35], [36].

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì
çàïàçäûâàíèåì, à èìåííî, óðàâíåíèÿ âèäà:

Lx = Φ{x,Hφx}, (1.2)

ãäå L : Dloc → Lloc � ëèíåéíûé âîëüòåððîâ îïåðàòîð, Φ : Cloc×Lmloc → Lloc � íåïðåðûâíûé
âîëüòåððîâ îïåðàòîð, à Hφ � îïåðàòîðû, îïðåäåëÿþùèå ñïåöèôèêó èññëåäóåìûõ êëàññîâ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Õîòÿ îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé
(1.2), ìû íå ìîãëè íå çàòðîíóòü ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé, ñîãëàñíî òðåáî-
âàíèÿì ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Àêòóàëüíîñòü ýòîé ïðîáëåìû íå ñòîëü ÿðêî âûðàæåíà â ñëó÷àå
óðàâíåíèé Lx = Fx, â êîòîðûõ îïåðàòîð F : Dr[a, b] → Lp[a, b] âïîëíå íåïðåðûâåí äëÿ
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ëþáîãî b > a è äëÿ íåêîòîðûõ 1 < r ≤ ∞, 1 ≤ p < ∞. Àïðèîðíàÿ îöåíêà, ñëåäóþùàÿ
èç óñòîé÷èâîñòè çàäàííîãî ðåøåíèÿ, âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà âñåé ïîëóîñè â ñè-
ëó òåîðåìû î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèÿ. Îäíàêî, êàê ñêàçàíî
âûøå, óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñîáûé êëàññ
è äëÿ íèõ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè è ðàçðåøèìîñòè íóæíî òåñíî óâÿçûâàòü äðóã ñ äðóãîì.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé (1.2) ìû èñïîëüçîâàëè äâà ïîäõîäà � êëàñ-
ñè÷åñêèé, ïðè êîòîðîì óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ α è íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ [37], [38], è áîëåå ñïåöè-
ôè÷íûé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì óñòîé÷èâîñòü � ýòî êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè
â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå V îòíîñèòåëüíî α è àääèòèâíîãî âîçìóùåíèÿ ψ ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ.

Èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè è ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.2) ïðåäøåñòâóåò èññëåäîâàíèå
îïåðàòîðà Hφ. Ýòè ñâîéñòâà, à òàêæå îáùèå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè è ðàçðåøèìîñòè
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Lx = Fx, ïîçâîëèëè íàì ïîëó÷èòü ðÿä óòâåðæäåíèé î ñóùåñòâî-
âàíèè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.2).

Ïóíêòû 4 è 5 ñòàòüè ïîñâÿù¼íû ïîëó÷åíèþ ýôôåêòèâíûõ ïðèçíàêîâ íåêîòîðûõ êëàñ-
ñîâ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ
èäåÿ ñâåäåíèÿ âîïðîñà óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê âîïðîñó óñòîé-
÷èâîñòè êëàññà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé áûë ïîäðîáíî èçó÷åí â ðàáîòàõ [39], [40],
[41], [42]. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâàíèè ýòîé èäåè, âîëüíî òðàêòóÿ, ìîæíî îôîð-
ìèòü ñëåäóþùåé ôðàçîé: àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûìè çàïàçäûâàíèÿìè,
âîîáùå ãîâîðÿ, îáëàäàþò ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå èì
óðàâíåíèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûì çàïàçäûâàíèåì.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè: Rn � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ
âåêòîð�ñòîëáöîâ α = col {α1, . . . , αn} ñ íåêîòîðîé íîðìîé | · | ; S[a, b], � ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé y : [a, b] → Rn èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó −∞ < a < b ≤ ∞ ; Lp[a, b], � ïðîñòðàíñòâî
Ëåáåãà, 1 ≤ p < ∞ , −∞ < a < b ≤ ∞ : áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè) ñóììèðóåìûõ ñ p -îé ñòåïåíüþ (èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ñ p -îé ñòåïåíüþ) ôóíê-

öèé z : [a, b] → Rn ñ íîðìîé ∥z∥Lp[a,b]
def
=
( b∫
a

|z(t)|p dt
)1/p

; Lloc � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

(êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé z : [a,∞) → Rn ; Lp � ïðî-
ñòðàíñòâî Ëåáåãà, 1 ≤ p <∞ : áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) ôóíêöèé

z : [a,∞) → Rn , ñóììèðóåìûõ â ñòåïåíè p è ñ íîðìîé ∥z∥Lp
def
=
( ∞∫
a

|z(t)|p dt
)1/p

; L∞[a, b],

� ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, −∞ < a < b ≤ ∞ : áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè) èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ â ñóùåñòâåííîì ôóíêöèé z : [a, b] → Rn ñ íîðìîé

∥z∥L∞[a,b]
def
= vrai sup

t∈[a,b]
|z(t)| ; L∞ � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà: áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè) èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ â ñóùåñòâåííîì ôóíêöèé z : [a,∞) → Rn

ñ íîðìîé ∥z∥L∞
def
= vrai sup

t≥a
|z(t)| ; L∞

0 � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé z ∈ L∞ ,

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò vrai lim
t→∞

z(t) = 0 , ñ íîðìîé ∥z∥L∞
0

def
= ∥z∥L∞ ; L∞

γ �

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé z : [a,∞) → Rn , γ ∈ R, , äëÿ êàæäîé èç êî-

òîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå z = yγ, ãäå yγ(t)
def
= y(t) exp(−γ t) è y ∈ L∞, ñ íîðìîé

∥z∥L∞
γ

def
= ∥y∥L∞ ; C[a, b] � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn

ñ íîðìîé ∥x∥C[a,b]
def
= max

t∈[a,b]
|x(t)| , −∞ < a < b < ∞ ; Cloc � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé x : [a,∞) → Rn ; C � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé
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x ∈ Cloc ñ íîðìîé ∥x∥C
def
= sup

t≥a
|x(t)| ; C0 � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé x ∈ C ,

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ lim
t→∞

x(t) = 0 , ñ íîðìîé ∥x∥C0

def
= ∥x∥C ; Cγ , γ ∈ R , � áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé x ∈ Cloc , äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåä-

ñòàâëåíèå x = yγ, ãäå y ∈ C, ñ íîðìîé ∥x∥Cγ

def
= ∥y∥C ; Dp[a, b], � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

òàêèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn , 1 ≤ p ≤ ∞, −∞ < a < b < ∞ ,

äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà ∥x∥D[a,b]
def
= ∥ẋ∥Lp[a,b] + |x(a)| ; Dloc � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå ôóíêöèé x : [a,∞) → Rn ;
D � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a,∞) → Rn òàêèõ,

÷òî x ∈ C , ẋ ∈ L∞ , ñ íîðìîé ∥x∥D
def
= ∥x∥C + ∥ẋ∥L∞ ; D0 � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a,∞) → Rn òàêèõ, ÷òî x ∈ C0 , ẋ ∈ L∞
0 , ñ íîðìîé

∥x∥D0

def
= ∥x∥C0 + ∥ẋ∥L∞

0
; Dγ � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

x : [a,∞) → Rn òàêèõ, ÷òî x ∈ Cγ , ẋ ∈ L∞
γ , ñ íîðìîé ∥x∥Dγ

def
= ∥x∥Cγ +∥ẋ∥L∞

γ
; Lip(q, [a, b])

� ìíîæåñòâî ôóíêöèé y : [c,∞) → Rn, c ≤ a, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà [a, b] óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ êîíñòàíòîé q > 0 .

2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäû-
âàíèåì. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé

Íåêîòîðûå ìîäåëè èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé [43], [6], çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ
òåë â ýëåêòðîäèíàìèêå [3], [44], [45], [46], à òàêæå äðóãèå çàäà÷è [47], [4], [48] ïðèâîäÿò ê
çàäà÷àì Êîøè âèäà:

ẋ(t) = f(t, x(t), x[h(t, x(t))]), t ≥ 0,

x(ξ) = φ(ξ), åñëè ξ < 0, x(0) = α.
(2.1)

Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ðÿäîì íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ. Â
÷àñòíîñòè, íèêàêàÿ ñòåïåíü ãëàäêîñòè ôóíêöèé f , h , φ íå îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòè
è äàæå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ [11], [12],
[13], [14][ñ. 278], [58][p. 230].

Äëÿ ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1) è åìó ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå îïåðàòîð Hφ , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì:

(Hφx)(t) =

{
x[(Θx)(t)], ïðè (Θx)(t) ≥ a,

φ[(Θx)(t)], ïðè (Θx)(t) < a.
(2.2)

Çäåñü ïðè âñåõ b > a îïåðàòîð Θ : C[a, b] → S[a, b] íåïðåðûâåí ïî ìåðå è (Θx)(t) ≤ t
ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ a, è âñåõ x ∈ C[a, b] ; ôóíêöèÿ φ = col{φ1, ..., φn} : (ν, a] → Rn

íåïðåðûâíà, ν = min
1≤i≤n

vrai inf
t≥a

(Θx)i(t); çàïèñè x[Θx] è φ[Θx] îçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî,

col{xi[(Θx)i(t)]}, i = 1, ..., n, è col{φi[(Θx)i(t)]}, i = 1, ..., n. Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

ẋ(t) = f(t, x(t), (Hφx)(t)),

ãäå îïåðàòîð Hφ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.2) ïðè (Θx)(t) = h(t, x(t)) .
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

a∫
ν

|φ(s)|pds <∞ ïðè 1 ≤ p <∞, vrai sup
s∈(ν,a)

|φ(s)| <∞ ïðè p = ∞,
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òî îïåðàòîð Hφ äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà C[a, b] â ïðîñòðàíñòâî Lp[a, b]. Îäíàêî, âîîáùå
ãîâîðÿ, îïåðàòîð Hφ : C[a, b] → Lp[a, b] íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ýòèì è îáúÿñíÿþòñÿ
òå íåîáû÷íûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1.1), î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå. Èññëåäóåì óñëîâèÿ
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Hφ : C[a, b] → Lp[a, b] , 1 ≤ p <∞ .

Ë å ì ì à 2.1. ([25]) Îïåðàòîð Hφ : C[a, b] → Lp[a, b] , 1 ≤ p < ∞, íåïðåðûâåí â
òî÷êå x ∈ C[a, b] òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(k)} ⊂ C[a, b] òàêîé,
÷òî lim

k→∞
x(k) = x âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

(xi(a)− φi(a)) lim
k→∞

mes[{t ∈ [a, b] : (Θx)i(t) = a}∪

∪{t ∈ [a, b] : (Θx(k))i(t) < a}] = 0, i = 1, ..., n.
(2.3)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèå (2.3) íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
Hφ : C[a, b] → Lp[a, b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ëèøü â ñëó÷àå 1 ≤ p < ∞. Åñëè æå
p = ∞, òî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Hφ ñóùåñòâåííî �óæå. Ñëåäóþùèé íèæå
ïðîñòîé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ñèòóàöèþ, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ, ñõîäÿ-
ùèõñÿ â C[a, b], îòîáðàæàåòñÿ îïåðàòîðîì Hφ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèò-
ñÿ â Lp[a, b] , 1 ≤ p < ∞, íî óæå íå ñõîäèòñÿ â L∞[a, b]. Ïóñòü (Θx)(t) = t − |x(t)| ,
t ∈ [0, 2] ; φ(ξ) ≡ 0 ïðè ξ < 0 ; x(k)(t) ≡ 1 − 1/k , k = 1, 2, ..., x(0)(t) ≡ 1 . Òîãäà ñîãëàñíî
(2.2) èìååì:

(Hφx
(k))(t) =

{
0, t ∈ [0, 1− 1/k),

1− 1/k, t ∈ [1− 1/k, 2];
(Hφx

(0))(t) =

{
0, t ∈ [0, 1),

1, t ∈ [1, 2];

lim
k→∞

∥Hφx
(k) −Hφx

(0)∥Lp[0,2] = lim
k→∞

(1 + 1/k)(1/(kp)) = 0;

lim
k→∞

∥Hφx
(k) −Hφx

(0)∥L∞[0,2] = lim
k→∞

(1− 1/k) = 1.

Ðàíåå îïåðàòîð Hφ èññëåäîâàëñÿ â ñëó÷àå, êîãäà Θ : C[a, b] → S[a, b] ÿâëÿåòñÿ îïåðà-
òîðîì Íåìûöêîãî, ïîðîæäåííûì ôóíêöèåé h(t, x) , óäîâåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì Êàðàòåî-
äîðè, òî åñòü h(·, x) èçìåðèìà ïðè âñåõ x ∈ Rn è h(t, ·) íåïðåðûâíà ïðè ïî÷òè âñåõ
t ≥ a .

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ñóùåñòâåííî áëèçêèå ê óñëîâèÿì (2.3) íåïðåðûâíîñòè òàêîãî
îïåðàòîðà âïåðâûå ïîëó÷èë Ì.Å. Äðàõëèí [15]. Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Hφ :
C[a, b] → Lp[a, b] â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äîêàçàë Ñ.À. Ãóñàðåíêî [49]. Â ðàáîòå Ñ.À. Ãóñàðåíêî
[25] ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé îïåðàòîðà Θ .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (Θx)(t) = h(t, x(t)) , ãäå ôóíêöèÿ h(t, x) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì, íå óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè: x(a) = φ(a) , ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàííîå áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå [19].

Ë å ì ì à 2.2. ([19]) Ïóñòü Ωb ⊂ Dr[a, b] , 1 < r ≤ ∞ , òàêîå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ωb âûïîëíåíî óñëîâèå:

mes{t ∈ [a, b] : hi(t, x(t)) = a} = 0, i = 1, ..., n.
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Òîãäà ñóæåíèå îïåðàòîðà Hφ : Dr[a, b] → Lp[a, b] , 1 ≤ p < ∞ , îïðåäåëåííîãî ðà-
âåíñòâîì (2.2), íà ìíîæåñòâî Ωb íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ωb , è îáðàç âñÿ-
êîãî îãðàíè÷åííîãî (â ìåòðèêå Dr[a, b] ) ìíîæåñòâà èç Ωb îòíîñèòåëüíî êîìïàêòåí â
Lp[a, b] .

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 2.1, à òàêæå èç èçâåñòíîãî ôàêòà ïîëíîé íåïðåðûâ-
íîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Dr[a, b] â ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ïðè 1 ≤ r ≤ ∞ .

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ

Lx = Φ{x,Hφx} (2.4)

â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: ëèíåéíàÿ çàäà÷à Êîøè Lx = f , x(a) = α îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ α ∈ Rn , f ∈ Lloc, è åå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå ôîðìóëû
Êîøè:

x(t) =

t∫
a

C(t, s)f(s)ds+X(t)α;

îïåðàòîð Φ : Cloc × Lloc → Lloc âîëüòåððîâ, ïðè÷åì ïðè âñåõ b > a ñîîòâåòñòâóþùèé åìó
îïåðàòîð Φb : C[a, b] × Lp[a, b] → Lr[a, b] , 1 ≤ p < ∞ , 1 < r ≤ ∞, íåïðåðûâåí; îïåðàòîð
Hφ : Cloc → Lloc îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.2) ïðè (Θx)(t) = h(t, x(t)).

Ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ (2.4) ìîæíî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñâîåîáðàçíûì �ãåîìåòðè÷å-
ñêèì� ïðèíöèïîì, ïîäñêàçàííûì ëåììîé 2.2, à èìåííî:

Ïóñòü ôóíêöèè hi(t, x) íåïðåðûâíû, è ïóñòü âûáðàíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω
òàêèõ ôóíêöèé x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé: 1) ãðàôèêè ôóíê-
öèé x íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ñ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåí-
ñòâàìè hi(t, x) = a, i = 1, ..., n; 2) ãðàôèêè ôóíêöèé x ïåðåñåêàþò ýòè ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè ïîä íåíóëåâûì óãëîì. Òîãäà îïåðàòîð Fb : D

r[a, b] → Lp[a, b],
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì Fbx = Φb{x,Hφx} ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì íà
ìíîæåñòâå:

Ωb = {xb ∈ Dr[a, b] : xb(t) = x(t), t ∈ [a, b], x ∈ Ω}

ïðè âñåõ b > a. Åñëè ïðè ýòîì àïðèîðíî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.4) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Ω, òî äëÿ äàííîãî óðàâíå-
íèÿ ñïðàâåäëèâû òåîðåìû [50][ñ. 145], [14][ñ. 277], [20], [51][� 2.4] è [58][7.3] î
ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ h(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, äàííûé
ïðèíöèï â ïðèâåäåííîé ôîðìå íå ïðèìåíèì. Îäíàêî, èñïîëüçîâàíèå àíàëîãè÷íûõ �ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ� ïðåäñòàâëåíèé äëÿ óÿñíåíèÿ çàäà÷è âîçìîæíî è â ýòîì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå
èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè:

Lx = Φ{x,Hφx}, x(a) = α. (2.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lx = Φ{x,Hφx} âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíîå
íåðàâåíñòâî

|ẋ(t)| ≤ m(t, |x(a)|), (2.6)

ãäå
m : [a,∞)× [0,∞) → [0,∞), m(·, s) ∈ Lp, 1 < p ≤ ∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó (2.6).
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Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, ..., n âûáðàíî íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî
èçìåðèìûõ ôóíêöèé ρji : [a,∞) → Rn , j = 1, ...,mi , òàêèõ, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ t ≥ a è
âñåõ x ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó hi(t, x) = a íàéäåòñÿ j = 1, ...,mi, äëÿ êîòîðîãî
xi = ρji (t).

Ò å î ð å ì à 2.1. ([28]) Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, ...,mi ;
i = 1, ..., n âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

a) |ρji (t)− α| ≥
t∫

a

(m(s, |α|) + ε)ds ïî÷òè ïðè âñåõ t ≥ a,

á) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ajki : a = aj0i < ... < ajki < ∞ ; k = 0, 1, ..., i = 1, ..., n , j =

1, ...,mi òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t1, t2 ∈ [ajki , a
jk+1

i ] , t2 ≥ t1 , k = 0, 1, ... , èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|ρji (t2)− ρji (t1)| ≥
t2∫
t1

(m(s, |α|) + ε)ds.

Òîãäà çàäà÷à (2.5) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (1.1) àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Å.Ñ. Æó-

êîâñêèì [21], [52], íî äðóãèìè ñðåäñòâàìè.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà h , áåç èñïîëüçîâàíèÿ àïðè-
îðíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèÿõ, íîñÿò ÷ðåçâû÷àéíûé õàðàêòåð. Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåí-
ñòâî h(t, x) ≤ t, îáåñïå÷èâàþùåå çàïàçäûâàíèå àðãóìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî, âîëüòåð-
ðîâîñòü îïåðàòîðà F = Φ{I,Hφ} ( I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð) ñóæàåò êëàññ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, åñëè òðåáîâàòü åãî âûïîëíåíèå ïðè âñåõ x ∈ Rn. Íàëè÷èå
æå õîðîøåé àïèîðíîé îöåíêè ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà h ëèøü
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ.

Êðîìå òîãî, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàííîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå ðàçðåøèìîñòè óðàâíå-
íèÿ (2.4), âîçìîæíû è äðóãèå ïîäõîäû. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [11] äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
óðàâíåíèé ẋ = Fbx ñ îïåðàòîðîì Fb : D

r[a, b] → Lp[a, b] , íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì âîëü-
òåððîâîñòè, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå
ìåòîäà ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.

Äðóãîé äîñòàòî÷íî îáùèé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäëî-
æèë Ñ.À. Ãóñàðåíêî â ðàáîòàõ [23], [24], [26]. Â îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà òàêæå ëåæàò òåîðåìû
î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = Fbx ñ âîëüòåððî-
âûì âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì Fb. Îäíàêî, åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå òàêîé îïåðàòîð
Fb îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è åäèíñòâåííûì îáðàçîì íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå Ωb ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [a, b], òî òåïåðü ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ
êàæäûé ðàç çàíîâî â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè τ ∈ [a, b] è çíà÷åíèÿ â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíîãî
ðåøåíèÿ x(t), çàäàííîãî íà [a, τ ] . Ïðèìåíèì òàêîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ (2.4).

Ïóñòü x(t) � ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5), çàäàííîå íà [a, τ ] , t ≥ a . Â ñëó÷àå
τ = a â êà÷åñòâå x(t) ïîëàãàåì çíà÷åíèå x(a) â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Hi1...in
τ : Dr[τ, τ + δ] → Lp[τ, τ + δ] , 1 < r ≤ ∞ , 1 ≤ p < ∞ ,

ãäå ik = 0 èëè 1 ïðè âñåõ k = 1, ..., n , òàê, ÷òî k− àÿ êîìïîíåíòà ýëåìåíòà Hi1...in
τ y

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

(Hi1...in
τ y)k(t) =


xk(a) ïðè hk(t, y(t)) < a,

xk[hk(t, y(t))] ïðè a ≤ hk(t, y(t)) ≤ τ,

yk[hk(t, y(t))] ïðè hk(t, y(t)) > τ ;
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åñëè ik = 1, è ðàâåíñòâîì:

(Hi1...in
τ y)k(t) =

{
φ[hk(t, y(t))] ïðè hk(t, y(t)) < a,

φ(a) ïðè hk(t, y(t)) ≥ a;

åñëè ik = 0.
Â ñèëó ëåììû 2.1 îïåðàòîðû Hi1...in

τ ÿâëÿþòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûìè, îïåðàòî-
ðû F i1...in

τ : Dr[τ, τ + δ] → Lr[τ, τ + δ] , îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè: (F i1...in
τ x)(t) =

(Φτ{x,Hi1...in
τ x})(t) , t ∈ [τ, τ + δ] , âîëüòåððîâû è âïîëíå íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñóùåñòâóþò çàäàííûå íà íåêîòîðîì îòðåçêå [τ, τ+δ0] ,
δ0 ≤ δ , ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ x(i1...in) , ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèé

(Lτx)(t) = (F i1...in
τ x)(t), t ∈ [τ, τ + δ].

Ò å î ð å ì à 2.2. ([28]) Åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð ÷èñåë i1, ..., in, ãäå ik = 0 èëè
1 ïðè k = 1, ..., n, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0 ñèñòåìà

Lτx = F i1...in
τ x,

hk(t, x(t)) < a, åñëè ik = 0,

hk(t, x(t)) ≥ a, åñëè ik = 1;

ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå Dr[τ, τ + δ0] , òî ðåøåíèå x çàäà÷è (2.5), çàäàííîå íà [a, τ ] ,
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæàåìûì.

3. Óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì

Èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (1.1) âûçâàíî ìíîãî÷èñëåííûìè ïðè-
êëàäíûìè çàäà÷àìè. Íàïðèìåð, Ê.Ë. Êóê [5] èññëåäîâàë ïðîáëåìó óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-
íèÿ

ẋ(t) = −ax(t− r(x(t))),

x(ξ) = φ(ξ), åñëè ξ < 0, x(0) = α,

îïèñûâàþùåãî ìîäåëü èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé ñ ïîñòîÿííûì èììóíèòåòîì, ãäå x(t)
� êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ èíôåêöèè, a � êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ðàçìåðíîñòü êîí-
òàêòîâ, è h(t, x(t)) = t− r(x(t)) � èíêóáàöèîííûé ïåðèîä.

Ðàçíîîáðàçíûå ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ïîäîá-
íûõ óðàâíåíèé [4], [7], [8], èñõîäÿò èç àïðèîðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = α îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ |α| . Ïðèα = φ(a) (à èìåííî òàêîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàþò àâòîðû óïîìÿíóòûõ
ðàáîò) â ñèëó ëåììû 2.1 äëÿ äàííîé çàäà÷è Êîøè èìåþò ìåñòî òåîðåìû î ëîêàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè è ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèÿ. Îäíàêî, áåç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé ñòûêîâ-
êè: x(0) = φ(a) ïðèçíàêè óïîìÿíóòûõ ðàáîò íå ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
íà [0,∞) è, òàêèì îáðàçîì, íîñÿò àïðèîðíûé õàðàêòåð.

Âûâîä: âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàç-
äûâàíèåì ñëåäóåò èçó÷àòü â òåñíîé ñâÿçè äðóã ñ äðóãîì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

Lx = Φ{x,H0x} (3.1)
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â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: L : Dloc → Lloc � ëèíåéíûé âîëüòåððîâ îïåðàòîð; îïåðàòîð

H0
def
= Hφ : Cloc → Lloc îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.2) ïðè φ(ξ) ≡ 0 , (Θx)(t) = h(t, x(t)) ;

îïåðàòîð Íåìûöêîãî Nh : C → L∞ , ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé h(t, x) , íåïðåðûâåí; ñóùå-
ñòâóþò òàêèå δ0 > 0 , ∆ > 0 , ÷òî 0 ≤ t − hi(t, x) ≤ ∆ ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ a è ïðè âñåõ
x ∈ [−δ0, δ0] , i = 1, ..., n ; îïåðàòîð Φ : Cloc × Lloc → Lloc âîëüòåððîâ è Φ{0, 0} = 0 .

Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü (ëîêàëüíî) (B, V )− óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ (3.1) (ñì., íàïðè-
ìåð, [53], [50][�5.3], [14][�2.3], [55][�5.2], [29], [30], [31], [58][2.4], [32], [33], [56][ãë. III, �4], [57][ñ.
370]) íåîáõîäèìî âûÿñíèòü óñëîâèÿ äåéñòâèÿ è íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà H0 : C → B . Îä-
íî èç çàòðóäíåíèé çäåñü ñîñòîèò â âûáîðå ïðîñòðàíñòâà B . Âåäü â íàèáîëåå åñòåñòâåííîì
ñëó÷àå B = L∞ îïåðàòîð H0 : C → B íåïðåðûâåí òîëüêî ïðè î÷åíü æåñòêèõ óñëî-
âèÿõ (ñì. çàìå÷àíèå 2.1); åñëè æå B = Lp , 1 ≤ p < ∞ , òî äåéñòâèå îïåðàòîðà H0 èç
ïðîñòðàíñòâà C â ïðîñòðàíñòâî B íàðóøàåòñÿ äëÿ ñàìûõ ïðîñòûõ h(t, x) .

Ë å ì ì à 3.1. ([28]) Ïóñòü äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ìíîæåñòâà Ω ⊂ {x ∈ C :
∥x∥C ≤ δ0} âûïîëíåíî óñëîâèå:

mes{t ∈ [a, a+∆] : h(t, x(t)) = a} = 0.

Òîãäà íà ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàòîð H0 íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà C
â ïðîñòðàíñòâî Bpγ ôóíêöèé z : [a,∞) → Rn, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

z(t) =


u(t), t ∈ [a, a+∆],

a+∆∫
a

|u(s)|pds <∞, 1 ≤ p <∞;

ν(t), t ∈ (a+∆,∞), vrai sup
t>a+∆

|ν(t)|eγt <∞, γ > 0;

ñ íîðìîé ∥z∥Bp
γ
= ∥u∥Lp[a,a+∆] + ∥ν∥L∞

γ (a+∆,∞).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h = col{h1, ..., hn} :
[a,∞) × Rn → Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P∆) , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå
∆ , δ1 , k1 , k2 > 0 , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

|hi(t1, x)− hi(t
2, x)| ≥ k · |t1 − t2|, i = 1, ..., n,

ïðè ïî÷òè âñåõ t1 , t2 ∈ [a, a+∆] è ïðè âñåõ |x| ≤ δ1 ;

|h(t, x1)− h(t, x2)| ≤ k2 · |x1 − x2|

ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ a è ïðè âñåõ |xi| ≤ δ1 , i = 1, 2 .

Ë å ì ì à 3.2. ([28]) Ïóñòü ôóíêöèÿ h(t, x) íåïðåðûâíà ïî îáîèì àðãóìåíòàì è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P∆) . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå δ > 0 , q > 0 ,
l > 0 , γ > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ xi ∈ Cγ , i = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

∥xi∥Cγ < δ, xi ∈ Lip(q, [a, a+∆]),

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥H0x
1 −H0x

2∥B1
γ
≤ l · ∥x1 − x2∥Cγ ,
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ãäå B1
γ � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé z : [a,∞) → Rn , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå:

z(t) =

{
u(t), t ∈ [a, a+∆],

ν(t), t > a+∆;

u ∈ B1 = L1[a, a+∆], ν ∈ B2 = L∞
γ (a+∆,∞).

Ò å î ð å ì à 3.1. ([28]) Ïóñòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå Lx = f (B1
γ,Dγ)− óñòîé÷èâî,

ãäå B1
γ � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëåííîå â ëåììå 3.2. Ïóñòü òàêæå îïåðàòîð

Φ : Cγ × B1
γ → B1

γ îáëàäàåò ñâîéñòâîì: Φ{0, 0} = 0 è äëÿ ëþáîãî k > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
δ > 0 , ÷òî

∥Φ{u1, ν1} − Φ{u2, ν2}∥B1
γ
≤ k(∥u1 − u2∥Cγ + ∥ν1 − ν2∥B1

γ
)

ïðè ∥ui∥Cγ ≤ δ , ∥νi∥B1
γ
≤ δ , i = 1, 2 ; ïóñòü, íàêîíåö, ôóíêöèÿ h : [a,∞) × Rn → Rn

íåïðåðûâíà ïî âñåì àðãóìåíòàì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P∆) . Òîãäà óðàâíåíèå (3.1)
ëîêàëüíî (B1

γ,Dγ)− óñòîé÷èâî â îêðåñòíîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî L∞
γ [a, a +∆] íåïðåðûâíî âëîæåíî â

ïðîñòðàíñòâî L1[a, a + ∆](∥x∥L1[a,a+∆] ≤ exp(−γa) [1 − exp(−γ∆)]/γ ∥x∥L∞
γ [a,a+∆] , òî è

ïðîñòðàíñòâî L∞
γ íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî B1

γ. Ñëåäîâàòåëüíî, (B1
γ,Dγ) -

óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ Lx = f âëå÷åò (L∞
γ ,Dγ) -óñòîé÷èâîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñâÿçè (B,V) -óñòîé÷èâîñòè ñ êëàññè÷åñêè-
ìè ïîíÿòèÿìè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé
óñòîé÷èâîñòüþ. Îäíàêî, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì ââåäåíèå, íà-
ïðèìåð, ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, êàê íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè

Lx = Φ{x,Hφx}, x(a) = α (3.2)

îò α è φ, ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Äåëî â òîì, ÷òî èçâåñòíûå óòâåð-
æäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çà-
ïàçäûâàíèåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà φ (óñëîâèå Ëèïøèöà
� ó Ð. Äðàéâåðà [3], óñëîâèå Îñãóäà � ó Ë.À. Æèâîòîâñêîãî [9]). Ìàëûå âîçìóùåíèÿ
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ ìîãóò ïðèâåñòè ê óòðàòå åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2). Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè äâà âûõîäà:

1) ðàññìàòðèâàòü âîçìóùåíèÿ φ â áîëåå ñèëüíîé, ÷åì ðàâíîìåðíàÿ, ìåòðèêå.
2) èñêëþ÷èòü èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó (àñèìïòîòè÷åñêîé, ýêñïîíåí-

öèàëüíîé) òðåáîâàíèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2) ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ φ .
Âòîðîé ïóòü íàì êàæåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì.
Èòàê, ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, 0 ≤ t − hi(t, x) ≤ ∆ , i = 1, ..., n , ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ a è

ïðè âñåõ |x| ≤ δ0 , ãäå δ0,∆ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) íàçîâåì óñòîé-
÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0 , ÷òî çàäà÷à
(3.2) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, êàê òîëüêî |α| < δ , sup

t∈(−∆,0)

|φ(t)| < δ , è äëÿ êàæäîãî

òàêîãî ðåøåíèÿ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: sup
t≥0

|x(t)| < ε . Åñëè ïðè ýòîì lim
t→∞

|x(t)| = 0

äëÿ âñåõ x , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Åñëè, êðî-
ìå òîãî, ñóùåñòâóþò òàêèå γ > 0 , Nα,φ > 0 , ÷òî |x(t)| ≤ Nα,φ · exp(−γt) äëÿ âñåõ x ,
òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå áóäåì íàçûâàòü ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Ò å î ð å ì à 3.2. ([28]) Ïóñòü óðàâíåíèå Lx = f (L∞,D )-óñòîé÷èâî, ( (L∞
0 ,D0) -

óñòîé÷èâî, (L∞
γ ,Dγ )-óñòîé÷èâî, γ > 0 ); îïåðàòîð Φ : V × B → B , ãäå V = C , B = L∞

(V = C0 , B = L∞
0 ; V = Cγ , B = L∞

γ ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì: Φ{0, 0} = 0 è äëÿ ëþáîãî
k > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∥Φ{u, ν}∥B ≤ k(∥u∥V + ∥ν∥B)

ïðè âñåõ u ∈ V , ν ∈ B , ∥u∥V ≤ δ , ∥ν∥B ≤ δ .
Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ h : [a,∞) × Rn → Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (P∆) . Òîãäà

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó (àñèìïòîòè÷åñêè, ýêñïî-
íåíöèàëüíî).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Òåîðåìû 3.1 è 3.2 ÿâëÿþòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðåì
5.2.2, 5.2.4 è 5.2.5 èç êíèãè [55], ñì. òàêæå ñòàòüè [53], [54].

4. Ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè îäíîãî êëàññà �ïñåâäîëèíåéíûõ� óðàâ-
íåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì

Îáùàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, èçëîæåííàÿ â ïóíêòå òðåòüåì, õîòÿ è îõâàòûâàåò çíà÷è-
òåëüíûé êëàññ óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì, ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåò-
íîìó òèïó óðàâíåíèé, èíîãäà îêàçûâàåòñÿ íå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé. Ïûòàÿñü âîñïîë-
íèòü ýòîò ïðîáåë, íàñòîÿùèé ïóíêò ÷åòâåðòûé ìû ïîñâÿùàåì ïîëó÷åíèþ ýôôåêòèâíûõ
ïðèçíàêîâ òîé èëè èíîé óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé, èñïîëü-
çóÿ ñïåöèàëüíûå ïðèåìû. Ïðè ýòîì ôîðìóëèðóåìûå ïðèçíàêè ìû, ïî âîçìîæíîñòè, áóäåì
ñðàâíèâàòü ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò, â êîòîðûõ ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ óæå èçó÷àëèñü.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå:

ẋ(t) + ax(t) = −
m∑
k=1

bk(H
k
φx)(t), t ≥ 0, (4.1φ)

â êîòîðîì îïåðàòîðû Hk
φ : Cloc → Lloc îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

(Hk
φx)(t) =

{
x[hk(t, x(t))], ïðè hk(t, x(t)) ≥ 0,

φ[hk(t, x(t))], ïðè hk(t, x(t)) < 0,
(4.2)

ãäå ôóíêöèè hk : [0,∞) × R → R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, è ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû ω > 0 è δ0 > 0 òàêèå, ÷òî 0 ≤ t− hk(t, x) ≤ ω ïðè |x| ≤ δ0 è ïðè ïî÷òè âñåõ
t ≥ 0 ; ôóíêöèÿ φ : [−ω, 0) → R íåïðåðûâíà; bk ≥ 0 .

×åðåç ( 4.10 ) áóäåì îáîçíà÷àòü óðàâíåíèå ( 4.1φ ) ïðè φ ≡ 0 ; b =
m∑
k=1

bk .

Ë å ì ì à 4.1. ([28]) Äëÿ çàäà÷è

ẋ(t) + ax(t) = −
m∑
k=1

bk(H
k
φx)(t) + ψ(t), t ∈ [0,∞), x(0) = α

ïðè ψ ∈ L∞ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèé íà îòðåçêå [0, ω] :

|x(t)| ≤ (|α|+ bω sup
s∈[−ω,0)

|φ(s)|+ ω vrai sup
s∈[0,ω]

|ψ(s)|) exp(|a|+ b)t.
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Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ Gωa,b
âñåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) + ax(t) = −
m∑
k=1

bkx(gk(t)), t ≥ ω,

x(ξ) = 0, åñëè ξ < ω,

(4.3)

â êîòîðûõ çàïàçäûâàíèÿ t − gk(t) èçìåðèìû è óëîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ t −
gk(t) ≤ ω , k = 1, ..,m . Â ðàáîòå [41] Â.Â. Ìàëûãèíîé ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè
ëþáîãî óðàâíåíèÿ (4.3) èç êëàññà Gωa,b ñâîäèòñÿ ê òàêîé æå çàäà÷å äëÿ íåêîòîðîãî òàê
íàçûâàåìîãî �test-óðàâíåíèÿ�. Â òîé æå ðàáîòå ïîñòðîåíà îáëàñòü D óñòîé÷èâîñòè äëÿ
test-óðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ a, b, ω è ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå ïðèçíàêè òîé èëè
èíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé (4.3).

Ò å î ð å ì à 4.1. ([28]) Ïóñòü ôóíêöèè hk(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (Pω)
(ñì. îïðåäåëåíèå 3.1). Åñëè òî÷êà M(aω, bω) ∈ D , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
( 4.10 ) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Åñëè M(aω, bω) ∈ D , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, ãäå óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è ýêñïîíåíöèàëü-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.1. Óðàâíåíèå

ẋ(t) = −bx(t− r(t, x(t))), t ≥ 0, (4.4)

îïèñûâàþùåå ìîäåëü èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé [43], [5], [7], ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
óðàâíåíèÿ ( 4.1φ ). Â ïðåäëîæåíèè íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè: x(0) = φ(0) Ê.Ë. Êóê, Äæ.À.
Éîðê ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4): bω < 3/2 , ãäå ω � òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî 0 ≤ r(t, x) ≤ ω ïðè
âñåõ t ≥ 0 , x ∈ R .

Íàøà òåîðåìà äàåò òî æå óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ ( 4.10 ). Ïðè ýòîì ìû îñëàáëÿåì îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ r(t, x) è çàìåíÿåì
òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè óñëîâèåì (Pω) .

Èññëåäóåì, íàêîíåö, âîïðîñ î (B,V)− óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
( 4.10 ). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ẋ(t) + ax(t) = −
m∑
k=1

bk(H
k
0x)(t) + ψ(t), x(0) = α,

ãäå îïåðàòîðû Hk
0 : C → Lloc îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4.2) ïðè φ ≡ 0 .

Ò å î ð å ì à 4.2. ([28]) Ïóñòü ôóíêöèè hk(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (Pω) .
Åñëè òî÷êà M(aω, bω) ∈ D , òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ0 > 0 òàêàÿ, ÷òî òðèâèàëü-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ( 4.10 ) (L∞

γ , Cγ)− óñòîé÷èâî äëÿ âñåõ γ ∈ [0, γ0).

5. Òåîðåìû î ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ñêàëÿðíûõ àâòîíîìíûõ
óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì

Ì.Á. Åðìîëàåâ, Ï.Ì. Ñèìîíîâ. Ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè îäíîãî êëàññà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2 43

Òåîðåìû èç ïóíêòà òðè îá óñòîé÷èâîñòè ïî âíåøíåìó âèäó õîòÿ è íàïîìèíàåò èçâåñò-
íûå òåîðåìû Ëÿïóíîâà î ïåðâîì ïðèáëèæåíèè [56], [57], [38], îäíàêî, â äåéñòâèòåëüíîñòè
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ïîñëåäíèõ. Òåîðåìû Ëÿïóíîâà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ [56], [57] èëè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ [38] óðàâíåíèé äàþò ìåòî-
äèêó èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè: ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè ëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî óæå äîêàçàíû ýôôåêòèâíûå ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè. Â
íàøåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ëèíåàðèçîâàòü íåëèíåéíûå ÷àñòè óðàâíåíèé, à ïîòîìó âûøåóïî-
ìÿíóòàÿ ìåòîäèêà çäåñü íå ïðèìåíèìà. Â ýòîì ïàðàãðàôå çàìåíÿÿ ïðîöåññ ëèíåàðèçàöèè
óðàâíåíèÿ åãî, òàê ñêàçàòü, �ïñåâäîëèíåàðèçàöèåé�, à òàêæå èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòà
÷åòâåðòîãî, ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðûå àíàëîãè òåîðåì î ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ñêàëÿð-
íûõ, àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì:

ẋ = f(x(t), x[h1(t, x(t))], ..., x[hm(t, x(t))]), t ≥ 0,
x(ξ) = 0, ξ < 0,

(5.1)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèè hk : [0,∞) × R → R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è
íåðàâåíñòâàì 0 ≤ t− hk(t, x) ≤ ω ïðè âñåõ |x| ≤ δ0 è ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ 0 , ãäå δ0 > 0 �
íåêîòîðîå ÷èñëî; ôóíêöèÿ f(u0, u1, ..., um) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, ..., 0) èìååò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì è f(0, 0, ..., 0) = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

a = −∂f(0, ..., 0)
∂u0

, bk = −∂f(0, ..., 0)
∂uk

, k = 1, ...,m.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

ẋ(t) + ax(t) +
m∑
k=1

bk(H
k
0x)(t) = f ∗(x(t), (H1

0x)(t), ..., (H
m
0 x)(t)),

ãäå ôóíêöèÿ f ∗(u0, u1, ..., um) îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

f ∗(0, 0, ..., 0) =
∂f ∗(0, 0, ..., 0)

∂uk
= 0, k = 0, ...,m.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 5.1. ([28]) Ïóñòü òî÷êà M(aω, bω) ∈ D , à ôóíêöèè hk(t, x), k =
1, ...,m , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Pω) , Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî è ëîêàëüíî (L∞

γ ,Cγ) -óñòîé÷èâî ïðè 0 ≤ γ < γ0, ãäå γ0 > 0 �
íåêîòîðîå ÷èñëî.
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The tests of the stability of one class of autonomous

di�erential �pseudo-linear� equations of the �rst order with

autoregulated delay

c⃝ M.B. Ermolaev3 P.M. Simonov4

Abstract. In the article e�ective tests of exponential stability are obtained for some classes of
autonomous di�erential equations of �rst order with autoregulated delay. An overview of works
on this topic from the cities of Perm and Ivanovo is made. The criteria of S.A. Gusarenko (on
the continuity of the operator with autoregulated delay) and of V.P. Maksimov (on the complete
continuity of the operator with autoregulated delay) are given. Su�cient conditions for the existence
and continuability of solutions are formulated. Theorems on stability of the system due to its �rst
approximation are given, too. These propositions are based on theorems from the book and from
the articles N.V. Azbelev and P.M. Simonov. Theorems on stability in the �rst approximation,
although resembling the well-known Lyapunov's theorems, in reality di�er signi�cantly from the
latter. Lyapunov's theorems for ordinary di�erential or functional di�erential equations give a
technique for investigating stability. By means of linearization, the question of the nonlinear
equation's stability reduces to the question of linear equation's stability. For this problem e�ective
stability criteria are already proved. In our case it is not possible to linearize the nonlinear parts of
the equations, and therefore the above technique is not applicable here. In the article, replacing the
process of linearization with �pseudo-linearization�, and also using the results of V.V. Malygina, we
obtained some analogues of theorems on the �rst approximation for scalar, autonomous equations
with autoregulated delay. The main conclusions obtained on the basis of this idea can be formalized
as follows: autonomous di�erential equations with autoregulated delay have stability properties
similar to the properties of corresponding equations with concentrated delay.

Key Words: autonomous di�erential equations with autoregulated delay, stability, nonlinear
operator of inner superposition, Lyapunov's theorem about stability in the �rst approximation,
contraction operator, �xed point of the operator, admissibility of pairs of spaces.
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Íåäèññèïàòèâíîå êèíåìàòè÷åñêîå äèíàìî íà ëèíçàõ

c⃝ Å. Â. Æóæîìà1 Â. Ñ. Ìåäâåäåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ñòðîèòñÿ ãëàäêèé (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé) äèôôåîìîðôèçì
ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé ëèíçû (çàìêíóòîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå êîíå÷íî-
ëèñòíî íàêðûâàåòñÿ òðåõìåðíîé ñôåðîé), êîòîðûé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ è ñîõðà-
íÿåò îáúåì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñâîåãî íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà (îòìåòèì, ÷òî â ñïèñîê
òðåõìåðíûõ ëèíç ìû âêëþ÷àåì òðåõìåðíóþ ñôåðó). Ïðè ýòîì â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîð-
ôèçìîâ, êîíñåðâàòèâíûõ â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ ñâîèõ íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ, èìååòñÿ
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ
(òî åñòü ïîñòðîåííûé äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâûì â äàííîì êëàñ-
ñå äèôôåîìîðôèçìîâ). Â ñèëó ñâîèõ ñâîéñòâ, ïîñòðîåííûé äèôôåîìîðôèçì ìîæåò ñëóæèòü
ìîäåëüþ íåäèññèïàòèâíîãî êèíåìàòè÷åñêîãî áûñòðîãî äèíàìî (îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î
òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîñòðîåííûé äèôôåîìîðôèçì ìîäåëüþ ñðåäíåãî èëè äèññèïàòèâíîãî áûñò-
ðîãî äèíàìî).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì ïîëíîòîðèÿ, ñîëåíîèä, íåäèññèïàòèâíîå äèíàìî.

Òåîðèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî èçó÷àåò ïðîèñõîæäåíèå è ýâîëþöèþ ìàãíèòíûõ ïî-
ëåé â ýëåêòðîïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ (ïëàçìå), ïîñêîëüêó òàêèå ïîëÿ èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â
äèíàìèêå àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îäíèì èç àñïåêòîâ áûñòðîãî êèíåìàòè÷åñêîãî äè-
íàìî ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äâèæåíèé ïëàçìû, êîòîðûå âûçûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ìàëîé ìàãíèòíîé äèôôóçèè [1]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî,
íåïðåðûâíàÿ è äèñêðåòíàÿ ìîäåëè êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî. Ñîãëàñíî [1], ãë. 5, ï.1.1, â
ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ìîäåëè ñèñòåìà óðàâíåíèé êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî ñîñòîèò èç óðàâ-

íåíèÿ èíäóêöèè ∂B⃗
∂t

= rot (v⃗ × B⃗) + ν△B⃗ è áåçäèâåðãåíòíîñòè div B⃗ = 0 ìàãíèòíîãî

ïîëÿ B⃗ , çàäàííîãî íà íåêîòîðîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M , ãäå ν � ìàãíèòíàÿ âÿç-
êîñòü (âåëè÷èíà îáðàòíàÿ òàê íàçûâàåìîìó ìàãíèòíîìó ÷èñëó Ðåéíîëüäñà), v⃗ � ïîëå
ñêîðîñòåé ýëåêòðîïðîâîäÿùåé ñðåäû, çàïîëíÿþùåé M . Äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè áûñòðîãî
êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî â óïðîùåííîé ôîðìå âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ êîíñåð-
âàòèâíîãî äèôôåîìîðôèçìà f :M →M ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M òàêîãî, ÷òî ýíåðãèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ , çàäàííîãî íà M , ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé
äèôôåîìîðôèçìà f ,

lim inf
ν→0

lim sup
n→∞

1

n
log

∫ ∫ ∫
M

|fn∗ (B⃗0)|2dv > 0.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, âõîäÿùàÿ â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-
íåíèå äèôôóçèè, äîñòàòî÷íî áëèçêà ê íóëþ, è ìû òàêæå äîëæíû ó÷èòûâàòü ïðîöåññ ðàñ-
ñåèâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè. Åñëè ñðàçó ïîëîæèòü ν = 0 , òî ãîâîðÿò î íåäèññèïàòèâíîì äèíàìî.
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Â 70-ûõ ãîäàõ 20-îãî âåêà ß.Á. Çåëüäîâè÷ è À.Ä. Ñàõàðîâ ïðåäëîæèëè êîíñòðóêöèþ
òàê íàçûâàåìîãî âåðåâî÷íîãî äèíàìî, êîòîðàÿ â èäåéíîì ïëàíå ëåãëà â îñíîâó ñîâðåìåí-
íûõ êîíñòðóêöèé òðåõìåðíûõ ìîäåëåé áûñòðîãî äèíàìî [1]. Ñîãëàñíî îáñóæäåíèþ ýòîé
êîíñòðóêöèè â êíèãå [1], ãë. V, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè áûñòðîãî êèíåìàòè÷åñêîãî íåäèñ-
ñèïàòèâíîãî äèíàìî êîíñòðóêöèÿ Çåëüäîâè÷à-Ñàõàðîâà èìååò îïðåäåëåííûé íåäîñòàòîê,
ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïðåäëîæåííîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì â îêðåñò-
íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó íåòðèâèàëüíîå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, â
ñèëó ïîñòðîåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïðåäëàãàåì ìîäèôèêàöèþ
êîíñòðóêöèè Ñàõàðîâà-Çåëüäîâè÷à, ëèøåííóþ ýòîãî íåäîñòàòêà â îêðåñòíîñòè íåáëóæäà-
þùåãî ìíîæåñòâà.

Â ñòàòüå ñòðîèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü áûñòðîãî êèíåìàòè÷åñêîãî íåäèññèïàòèâíîãî äè-
íàìî íà ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé ëèíçå Lp,q (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå). Îòìåòèì. ÷òî â
ñïèñîê ëèíç ìû âêëþ÷àåì òðåõìåðíóþ ñôåðó. Îòìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ ìîäåëüþ
áûñòðîãî íåäèññèïàòèâíîãî êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî â ñòàòüå ñòðîèòñÿ ïðèìåð äèôôåî-
ìîðôèçìà ñ ñîëåíîèäàëüíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì ñåäëîâîãî òèïà.

Îäíèì èç îáùåïðèíÿòûõ è íàãëÿäíûõ îïðåäåëåíèé ñîëåíîèäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîëíîòîðèåâ, êîãäà
îñü ïîñëåäóþùåãî ïîëíîòîðèÿ ìîíîòîííî ïðîêðó÷èâàåòñÿ íåñêîëüêî ðàç âäîëü îñè ïðåäû-
äóùåãî ïîëíîòîðèÿ [2]. Èçâåñòíî, ÷òî ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîëåíîèä ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåðàçëîæèìûé êîíòèíóóì, êîòîðûé íå âêëàäûâàåòñÿ íè â êàêóþ äâóìåðíóþ
ïîâåðõíîñòü [3], [4]. Âèäèìî, â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîëåíîèä âïåðâûå ïîÿâèëñÿ
â êíèãå citeNemitskyStepanov-book1947 (ãë.4, ï.8) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà ñ ìèíèìàëü-
íûì ëîêàëüíî-íåñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ñëåäîâàòåëü-
íî, íåòðèâèàëüíî ðåêóððåíòíûõ) òðàåêòîðèé. Â ãèïåðáîëè÷åñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñîëåíîèäû ââåë Ñìåéë [6], êîòîðûé ïîñòðîèë äèôôåîìîðôèçì ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ
ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñîëåíîèäîì (îñíîâíûå ïîíÿ-
òèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [7], [8], [9], [10], [11]). Ñõåìàòè÷íî ïðèìåð
Ñìåéëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñíà÷àëà êàê ðàñòÿæåíèå ïîëíîòîðèÿ âäîëü åãî îñè, ëåæàùåé
âíóòðè ïîëíîòîðèÿ, è ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè. Çàòåì ïîëó÷åííûé
(ïðîìåæóòî÷íûé) ïîëíîòîðèé âêëàäûâàåòñÿ â èñõîäíûé òàê, ÷òîáû îñü ïðîìåæóòî÷íîãî
ïîëíîòîðèÿ ïðîêðó÷èâàëàñü íå ìåíåå äâóõ ðàç âäîëü îñè èñõîäíîãî ïîëíîòîðèÿ è ïðè ýòîì
ñîõðàíÿëàñü äèñêîâàÿ ñòðóêòóðà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íûå îòîáðàæåíèÿ âîçíè-
êàþò ïðè èçó÷åíèè áèôóðêàöèé ñåäëî-óçëîâûõ öèêëîâ [9], [12]. Â ñèëó [13] (ñì. òàêæå [14],
[15]), äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî äèôôåîìîð-
ôèçìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå À Ñìåéëà, íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ ñ
äâóìÿ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñîëåíîèäàìè, è ïðè ýòîì, îäíî áàçèñíîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, à âòîðîå � ðåïåëëåðîì, ïðè÷åì 3-ìíîãîîáðàçèå íåîá-
õîäèìî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ ñóììó, îäíèì èç ñëàãàåìûõ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèíçà.
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f0 : Lp,q → Lp,q , êîíñåðâàòèâíûé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñâîåãî ñîëåíîèäàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì íåäèññèïàòèâíûì êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî.

Öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàåò ïîñòðîåíèå õàîòè÷åñêîãî ñïåöèàëüíîãî äèôôåîìîðôèç-
ìà ïîëíîòîðèÿ. Ñïåðâà ðàññìîòðèì íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè R2 êðóã D2 = {(x, y) ∈
R2 | x2+y2 ≤ 1} , è îòîáðàæåíèå w : D2 → R2 , èçâåñòíîå êàê ïîäêîâà Ñìåéëà [16], [6]. Íà-
ïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå w åñòü êîìïîçèöèÿ ñæàòèÿ âäîëü îñè Ox , ðàñòÿæåíèÿ âäîëü
îñè Oy , ñãèáàíèÿ (íåïðèíöèïèàëüíî, â êàêóþ ñòîðîíó) ïîëó÷åííîãî ýëëèïñà è ñäâèãà
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âäîëü îñè Ox òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ w(D2) ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè Oy . Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå
w èçîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, òî w ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ïëîñêîñòè
R2 òàê, ÷òîáû ýòî ïðîäîëæåíèå áûëî òîæäåñòâåííûì âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðóãà
D2 (ñì. òàêæå [8], [16]). Çà ñ÷åò ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÿêîáè-
àí J(w) îòîáðàæåíèÿ w íà D2 ðàâíÿëñÿ 1

2
. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòè óñëîâèÿ

âûïîëíåííûìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç sh0 : R2 → R2 ñäâèã (x; y) −→ (x + 1

2
; y) âäîëü îñè Ox , è ÷åðåç

S0 : R2 → R2 � öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (0; 0) , S0(x; y) =
(−x;−y) . Ïîíÿòíî, ÷òî çà ñ÷åò ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ è ñãèáà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ sh0 ◦ w(D2) ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ;

2. w(D2) ∩ (S0 ◦ w(D2)) = ∅ .

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå sh0◦w = w0 îáðàçóåò ïîäêîâó Ñìåéëà. Âòî-
ðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäêîâà w(D2) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè S0 . Îòìåòèì, ÷òî S0 ◦w(D2) òàêæå îáðàçóåò êîíôèãóðàöèþ ïîä-
êîâû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rt : R2 → R2 âðàùåíèå{
x̄ = x cos πt− y sinπt
ȳ = x sin πt+ y cos πt

ïëîñêîñòè R2 íà óãîë πt ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïîëîæèì

wt = R2t ◦ w0 ◦R−t : D
2 → R2.

Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàçîâàíèå ïîäêîâû â íàïðàâëåíèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïðÿìîé y = tan πt·x , ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì Rt íà óãîë πt ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ïóñòü S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � îêðóæíîñòü, íàäåëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé
[0; 1] → [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 . Îòîáðàæåíèå E2 : S

1 → S1 âèäà t → 2t mod, 1 ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
òÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà [??]. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå
R3 âëîæåííûé ïîëíîòîðèé S1 ×D2 ⊂ R3 , è îòîáðàæåíèå F : S1 ×D2 → R3 âèäà

(t; (x; y)) 7−→ (E2(t);wt(x; y)) , t ∈ S1, (x; y) ∈ D2.

Ïîëîæèì Dt = {t} ×D2 ⊂ S1 ×D2 , R2
t = {t} × R2 . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

F ,
F (Dt) ⊂ R2

E2(t)
= R2

2tmod 1.

Ë å ì ì à 1.1. Îòîáðàæåíèå F : S1×D2 → F (S1×D2) ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì
äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (t1; z1) ∩ F (t2; z2) ̸= ∅ . Òîãäà F (Dt1) ∩
F (Dt2) ̸= ∅ . Èç îïðåäåëåíèÿ F âûòåêàåò ðàâåíñòâî E2(t2) = E2(t1) , òî åñòü, 2t1 mod 1 =
2t2 . Òàê êàê îòîáðàæåíèå wt ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî t1 ̸= t2 .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà t2 = t1 +

1
2
. Èìååì, F (Dt1) = R2t1 ◦ w0 ◦

R−t1(Dt1) ,
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F (Dt2) = F (Dt1+
1
2
) = R2t1+1 ◦ w0 ◦R−t1− 1

2
(Dt1) = R1 ◦R2t1 ◦ w0 ◦R−t1− 1

2
(Dt1).

Ïîñêîëüêó R1 åñòü ïîâîðîò íà óãîë π , òî ïîäêîâû F (Dt1) è S0 ◦ F (Dt1) äîëæíû
ïåðåñåêàòüñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ÿêîáèàí J(w) îòîáðàæåíèÿì w íà D2 ðàâåí 1
2
, òî ÿêîáèàí

îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí J(F ) = J(w)·DE2 =
1
2
·2 = 1 . Ïîýòîìó F ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì

äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïî ïîñòðîåíèþ îêðóæíîñòü S1
0 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ïîëíîòîðèÿ S1 × B2 , à òåëà B è ïîë-

íîòîðèé S1 ×B2 ÿâëÿþòñÿ åå òðóá÷àòûìè îêðåñòíîñòÿìè. Èç òîãî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì
êâàäðàòà â ïîäêîâå Ñìåéëà ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî êðóãà, âûòåêàåò, ÷òî F ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà (îáîçíà-
÷èì åãî ñíîâà ÷åðåç F ) ïîëíîòîðèÿ S1×B2 , êîòîðûé ñîõðàíÿåò äèñêîâóþ ñòðóêòóðó, ò.å.
F (Dt) ∩B ⊂ DE2(t) .

Ïóñòü Lp,q � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíçà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë
p , q ( p ≥ 3 , 1 ≤ q < p ) ëèíçîé Lp,q íàçûâàåòñÿ òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ñòàíäàðòíîé ñôåðû S3 = {(z, w) ∈ C2| |z|2 + |w|2 = 1} ïî
äåéñòâèþ, çàäàâàåìîìó ôîðìóëîé

(z, w) → (z exp
2πi

p
, w exp

2πiq

p
).

Ëèíçà Lp,q ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ äâóõ ïîëíîòîðèåâ
âäîëü èõ ãðàíèö (äâóìåðíûõ òîðîâ) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî àâòîìîðôèçìà òîðà âèäà{

x = rx+ py
y = sx+ qy

,

ãäå öåëûå ÷èñëà r , s óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ ps− qr = ±1 .
Â ðàáîòå [13] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà êàæäîé ëèíçå Lp,q ìîæíî ïîñòðîèòü äèôôåî-

ìîðôèçì ñ äâóìÿ ñîëåíîèäàëüíûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
àòòðàêòîðîì, à âòîðîé � ðåïåëëåðîì. Ïîñòðîåíèå íà÷èíàëîñü íà ïîëíîòîðèè (òàê íàçû-
âàåìûé áàçîâûé ïîëíîòîðèé) ñ îïðåäåëåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà, ñîõðàíÿþùåãî äèñêîâóþ
ñòðóêòóðó òàêèì, ÷òî îáðàç îñè ïîëíîòîðèÿ äåëàë p′ îáîðîòîâ âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ è
q′′ îáîðîòîâ âîêðóã îñè ïîëíîòîðèÿ (òî÷íûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå p′ , q′ ñ p , q ìîæíî
òàêæå íàéòè â [14], [15] (ñì. òàêæå [18]). Åñëè íà äèñêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè ïîëíîòî-
ðèÿ çàäàòü ñæàòèå, òî ïîëó÷åííûé äèôôåîìîðôèçì áóäåò èìåòü ñîëåíîèäàëüíîå áàçèñíîå
ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ àòòðàêòîðîì. Äàëåå, íóæíî âçÿòü âòîðîé ïîëíîòîðèé è îïðåäå-
ëèòü íà íåì ñèììåòðè÷íûé äèôôåîìîðôèçì ñîëåíîèäàëüíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, ÿâ-
ëÿþùèìñÿ ðåïåëëåðîì. Òåïåðü äâà ýêçåìïëÿðà ïîëíîòîðèåâ ñêëåèâàþòñÿ âäîëü ãðàíèöå
(äâóìåðíûé òîð) äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî äèôôåîìîðôèçìà Lp,q → Lp,q ëèíçû. Ïîíÿò-
íûì îáðàçîì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü F òàê, ÷òîáû îáðàç îñè ïîëíîòîðèÿ S1 ×B2 äåëàë
p′ îáîðîòîâ âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ è q′′ îáîðîòîâ âîêðóã îñè ýòîãî ïîëíîòîðèÿ S1 × B2 .
Äàëåå, ïîâòîðÿÿ òåõíèêó ðàáîò [13, 14, 15], ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ
F : B → F (B) ⊂ S1 × B2 äî äèôôåîìîðôèçìà f : Lp,q → Lp,q . ßñíî, ÷òî f êîíñåðâàòèâ-
íûé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òåëà B .

Ïîëíîòîðèé S1 ×D2 , âëîæåííûé â Lp,q , áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì, è îáîçíà÷èì ÷åðåç
B . Ïîëîæèì

Ω =
∞∩

n=−∞

f(B).
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Ìíîæåñòâî Ω èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f [8] è íå ïóñòî, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò â D0 =
{0} ×D2 ⊂ B èíâàðèàíòíîå íåòðèâèàëüíîå (íóëüìåðíîå) ìíîæåñòâî Ω0 ïîäêîâû Ñìåéëà
[8], [16], [6]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff 1(Lp,q) ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ëèíçû Lp,q ,
íàäåëåííîå C1 òîïîëîãèåé.

Ë å ì ì à 1.2. Ìíîæåñòâî Ω ãèïåðáîëè÷åñêîå, è îãðàíè÷åíèå f |Ω äèôôåîìîðôèç-
ìà f íà Ω èìååò ïîëîæèòåëüíóþ (òîïîëîãè÷åñêóþ) ýíòðîïèþ. Áîëåå òîãî, â ïðî-
ñòðàíñòâå Diff 1(Lp,q) èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U(f) äèôôåîìîðôèçìà f òàêàÿ, ÷òî ëþ-
áîé äèôôåîìîðôèçì g ∈ U(f) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Ωg ⊂ B ,
ïðè÷åì äèôôåîìîðôèçìû f |Ω , g|Ωg ñîïðÿæåíû è îãðàíè÷åíèå g|Ωg èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ ýíòðîïèþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïîñòðîåíèþ ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f |B : S1 ×D2 → R3

ðàâåí J(f) =

(
1
2

0
0 2

)
. Ïîýòîìó f èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà B . Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ãèïåðáîëè÷åñêîå. Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Ω0 : Ω0 → Ω0 èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ [8]. Îòñþäà è [19] âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Ω òàêæå èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ. Ïîñêîëüêó ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà îáëàäàþò óñòîé÷èâî-
ñòüþ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ C1 âîçìóùåíèé, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(f) ñ òðåáóåìûìè
ñâîéñòâàìè, òàê êàê ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.3. Ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f0 : Lp,q → Lp,q , ñîâïàäàþùèé ñ
f : Lp,q → Lp,q íà ïîëíîòîðèè B ⊂ Lp,q (ñëåäîâàòåëüíî, f0 èìååò ñîëåíîèäàëüíîå èíâà-
ðèàíòíîå ìíîæåñòâî Ω ⊂ B ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì íåäèññèïàòèâíûì êèíåìà-
òè÷åñêèì äèíàìî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì áëóæäàþùóþ òî÷êó z0 ∈ Lp,q \B äèôôåîìîðôèçìà
f òàêóþ, ÷òî f(z0) ∈ Lp,q \ B è ñóùåñòâóåò ïóòü p ∈ Lp,q \ NW (f) , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
z0 , f(z0) . Ñòàíäàðòíîé îïåðàöèåé ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì f0 : Lp,q → Lp,q ,
ñîâïàäàþùèé ñ f : Lp,q → Lp,q âíå ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïóòè p , è òàêîé,
÷òî f(z0) = z0 . Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü f0 êàê äèôôåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà
R3 , òîæäåñòâåííûé âíå íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè. ßñíî, ÷òî f0 èìååò ñîëåíîèäàëüíîå
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Ω è íåíóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ. Â ñèëó òåîðåìû 2 [20]
(ìû ïðèìåíÿåì ýòó òåîðåìó äëÿ d = 3 è q = 2 ), f0 ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì íåäèññèïàòèâíûì
êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áåçäèâåðãåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèå ñõåìàòè÷íî ïðèâåäåì êîíêðåòíîå ìàãíèòíîå ïîëå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
f ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì íåäèññèïàòèâíûì êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî. Ðàññìîòðèì íà S1 ×D2

ìàãíèòíîå ïîëå B⃗ , îáðàçîâàííîå åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíû-
ìè âåêòîðàìè ê êðèâûì S1×{z} , z ∈ D2 . Êðèâûå S1×{z} ñ÷èòàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè

â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà. ßñíî, ÷òî B⃗ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà Lp,q äî åäè-

íè÷íîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, áåçäèâåðãåíòíîãî) âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî B⃗
èìååò íóëåâóþ äèôôóçèþ (òî åñòü, ðàññåèâàíèå ìàãíèòíîé ýíåðãèè íå ïðîèñõîäèò). Òàê
êàê ýòè êðèâûå S1×{z} ïîä äåéñòâèåì f ðàñòÿãèâàþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì â äâà ðàçà, òî ïîä

äåéñòâèåì f ïîëå B⃗ ïåðåõîäèò â ïîëå f∗(B⃗) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò ïîñòî-

ÿííàÿ λ > 1 òàêàÿ, ÷òî âåêòîðû ïîëÿ f∗(B⃗) èìåþò äëèíó íå ìåíåå, ÷åì â λ ðàç áîëüøóþ

íåæåëè äëèíà âåêòîðîâ ïîëÿ B⃗ . Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ äëèí âåêòîðîâ
ïîëÿ fn+1

∗ (B⃗) îòíîñèòåëüíî ïîëÿ fn∗ (B⃗) . Òàêèì îáðàçîì, äèôôåîìîðôèçì f : S3 → S3
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Nondissipativ kinematic dynamics on lenses

c⃝ E. V. Zhuzhoma3, V. S. Medvedev4

Abstract. In the paper we construct smooth (in�nitely di�erentiable) di�eomorphism of three
dimensional lens (that is a closed three-manifold that is sheet-�nitely covered by three-dimensional
sphere). We include a three-dimensional sphere in the list of lens. This mapping has a positive
entropy and preserves the volume in some neighborhood of its non-wandering set. We examine the
space of di�eomorphisms that are conservative in some neighborhood of their non-wandering sets.
In this space there is a neighbourhood consisting of mappings with positive topological entropy
(i.e., the di�eomorphism constructed is relatively stable in the class of di�eomorphisms). Due to
its properties, the di�eomorphism constructed can act like a model of non-dissipative kinematic
fast dynamo. The question is open either the di�eomorphism constructed is the model of a middle
or dissipative fast dynamo.

Key Words: di�eomorphism of a solid torus, solenoid, nondissipative dynamo.
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Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ

íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèÿõ

c⃝ À. Ä. Êîçëîâ 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ó òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ äèñêðåòíûõ ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ò.å. òåõ, êîòîðûå ñî-
äåðæàò ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà ïðèìåðå
òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî, ò.å. ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðà-
æåíèé ñ ïîñòîÿííûì è îòðèöàòåëüíûì ÿêîáèàíîì. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó òàêèõ îòîáðàæåíèé
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåîðèåíòèðóåìûå äèñêðåòíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû ðàçëè÷íûõ
òèïîâ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ îïèñàíèþ êà÷åñòâåííûõ è ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ (ìåòîä êàðò ñåäåë, ìåòîä äèàãðàìì ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà), à òàêæå îïèñàíèþ èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû
ðàçëè÷íûõ íåîðèåíòèðóåìûõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ, íàéäåííûõ â êîíêðåòíûõ òðåõìåðíûõ
îòîáðàæåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûøåóêàçàííûõ ìåòîäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: õàîñ, ñòðàííûé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð,
òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå Ýíî, êàðòà ñåäåë, äèàãðàììà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] áûëè ïîñòðîåíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíûõ
àòòðàêòîðîâ ëîðåíöåâñêîãî, âîñüìåðî÷íîãî è ñïèðàëüíîãî òèïîâ ó òðåõìåðíûõ îðèåíòè-
ðóåìûõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Â ðàáîòå [2] äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ áûëè ïðåäëî-
æåíû äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå ïîèñêîâûå ìåòîäû. Â ÷àñòíîñòè, òàê íàçûâàåìûé ìåòîä
êàðò ñåäåë ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äèñêðåòíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ, îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèè îáëàñòåé ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùèõ ñóùåñòâîâàíèþ íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ñ çàäàííûì íàáîðîì ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ìåòîäà â [2]
áûëè ðåøåíû âàæíûå âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ñîäåðæà-
ùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó O(0, 0, 0) , â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî
âèäà

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy + g(y, z), (1.1)

ãäå
g(0, 0) = gy(0, 0) = gz(0, 0) = 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí B îòîáðàæåíèÿ ïîëîæèòåëåí, ò.å. êîãäà îòîáðàæåíèå (1.1) ÿâ-
ëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðà-
æåíèå (1.1) íåîðèåíòèðóåìî, ò.å. êîãäà ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ B < 0 . Çàìåòèì, ÷òî àò-
òðàêòîðû, âîçíèêàþùèå â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå

1Êîçëîâ Àëåêñàíäð Äìèòðèåâè÷, ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ,
ã.Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð.Ãàãàðèíà, 23); ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â äèíàìèêå, ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), ORCID:
http://orcid.org/0000-0003-1830-4769, kozzzlo�@list.ru
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íàáëþäàþòñÿ â ñëó÷àå B > 0 , êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ, òàê è
ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå íåêî-
òîðûå èç ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ (íàïðèìåð, äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëîðåíöà, àò-
òðàêòîðû Øèëüíèêîâà èëè ¾âîñüìåðî÷íûå¿ àòòðàêòîðû) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ó ñèñòåì
èç ïðèëîæåíèé (ñì. [3], [4], [5]), êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ÷åòûðåõìåðíûìè ïîòîêàìè. Çäåñü
òàêèå äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû íàáëþäàþòñÿ â îòîáðàæåíèÿõ Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ
òðåõìåðíûõ ñåêóùèõ. Î÷åâèäíî, ÷òî íåîðèåíòèðóåìûå àòòðàêòîðû òðåõìåðíûõ îòîáðà-
æåíèé íå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â îòîáðàæåíèÿõ Ïóàíêàðå ÷åòûðåõìåðíûõ ïîòîêîâ. Îäíàêî,
îíè ìîãóò áûòü ó ÷åòûðåõìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé è, ñîîòâåòñòâåííî, ó îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîòîêîâ, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ íå ìåíüøå 5. Ïîýòîìó, ñ íàøåé òî÷êè
çðåíèÿ, òàêèå íåîðèåíòèðóåìûå àòòðàêòîðû ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ äëÿ òåî-
ðèè ìíîãîìåðíîãî õàîñà.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [1] â íàøåé ðàáîòå [6] áûëè îïèñàíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ñöåíà-
ðèè âîçíèêíîâåíèÿ ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóå-
ìûõ îòîáðàæåíèÿõ è óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ òàêèõ àòòðàêòîðîâ ó òðåõìåð-
íûõ îòîáðàæåíèé âèäà (1.1) c B < 0 . Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ýòè èññëåäîâàíèÿ,
çäåñü ìû äåëàåì àêöåíò íà îïèñàíèè ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ.

Ïåðâûé òàêîé ìåòîä � ìåòîä êàðò ñåäåë � îïèñûâàåòñÿ â ïàðàãðàôàõ 2 è 3. Ñóòü åãî,
ïðèìåíèòåëüíî ê îòîáðàæåíèþ (1.1), ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî
çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíà B < 0 íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íàáîðàì ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè O(0, 0, 0) .
Çäåñü íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ äâà ìîìåíòà:

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè. Òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè ìóëüòèïëèêàòîðû âåùåñòâåííûìè èëè êîì-
ïëåêñíûìè, òåì ñàìûì ìû îïðåäåëÿåì òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè O(0, 0, 0) (ñåäëî,
ñåäëî-ôîêóñ è ò.ï.).

2. Ñëåäóþùèé ìîìåíò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ âîçìîæíûõ ðåæèìîâ è
àòòðàêòîðîâ, âîçíèêàþùèõ â òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ, íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçû-
âàþò ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû [7]. Ïðè ýòîì îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëî-
âèé ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çíà÷åíèå ñåäëîâîé âåëè÷èíû (ïðîèçâå-
äåíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìóëüòèïëèêàòîðîâ, áëèæàéøèõ ê ìíèìîé îñè)
ïî ìîäóëþ äîëæíî áûòü áîëüøå 1.

Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ìóëüòèïëèêàòîðû, àíà-
ëèòè÷åñêè ìû íàõîäèì êðèâûå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ A , B , C îòîáðàæåíèÿ (1.1),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè îáëàñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì íàáîðàì ìóëüòèïëè-
êàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè O(0, 0, 0) . Äàííûå îáëàñòè èçîáðàæàþòñÿ â âèäå ðèñóíêà,
òåì ñàìûì äàâàÿ íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ ðåæèìàõ è áèôóðêàöèîííûõ
ñöåíàðèÿõ îòîáðàæåíèÿ. Îïèñàííûé ìåòîä î÷åíü ñõîæ ñ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [8],
ãäå ïîäîáíàÿ êàðòà, òîëüêî â òàáëè÷íîì âèäå, áûëà ïîëó÷åíà äëÿ òðåõìåðíîãî ïîòîêà.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðåäïî÷òåíèå ïðè ðàññìîòðåíèè îòäàåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè-
÷åñêèì àòòðàêòîðàì. Ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòîá-
ðàæåíèå äîïóñêàåò èíâàðèàíòíîå ðàññëîåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà òðàíñâåðñàëüíûå
äðóã ê äðóãó ñèëüíî-ñæèìàþùåå Ess è öåíòðàëüíî-íåóñòîé÷èâûå ïîäïðîñòðàíñòâà Ecu

òàêèå, ÷òî ëþáîå ñæàòèå â íàøåì ñëó÷àå Ess ýêñïîíåíöèàëüíî ñèëüíåå, ÷åì â Ecu , à
òàêæå äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ðàñòÿãèâàåò ôàçîâûé îáúåì â Ecu . Äàííûå ñâîéñòâà,
à òàêæå òî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå dimEss = 1 , íàêëàäûâàþò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà:

Λ1 > 0,Λ1 + Λ2 > 0,Λ1 + Λ2 + Λ3 < 0. (1.2)

Äàííûå íåðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ ÷èñëåííî äëÿ êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî àòòðàêòî-
ðà. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ìåòîä, êîòîðûé ìû èñïîëüçóåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñè-
òåì, � äèàãðàììû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Â íèõ íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) (ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà B ) òåìíî-ñåðûì öâåòîì óêàçûâàþòñÿ îáëàñòè, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.2). Ïðè ýòîì òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî
äàííûé êîíêðåòíûé àòòðàêòîð ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ òî÷êó O(0, 0, 0) (â íàøåì ñëó÷àå
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî àòòðàêòîðà äîëæíî áûòü ìåíüøå, ÷åì 10−4 ).

Èñïîëüçóÿ äèàãðàììû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, à òàêæå àíàëèòè÷åñêè íàéäåííûå óñëî-
âèÿ äëÿ êàðò ñåäåë, ìîæíî çàðàíåå îïðåäåëèòü, êàêîìó ðåæèìó ñîîòâåòñòâóåò êàæäàÿ
êîíêðåòíàÿ òî÷êà â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûøåîïèñàííûõ ìåòîäîâ,
óäàëîñü îáíàðóæèòü ñëåäóþùèå âèäû àòòðàêòîðîâ â íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îòîá-
ðàæåíèÿõ Ýíî:

• ¾Òîíêèé¿ íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà.

• Íåîðèåíòèðóåìûé ¾âîñüìåðî÷íûé¿ àòòðàêòîð.

• Äâîéíîé íåîðèåíòèðóåìûé ¾âîñüìåðî÷íûé¿ àòòðàêòîð.

• Íåîðèåíòèðóåìûé ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð.

• Íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ïîÿâëåíèå äàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõ-
ìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ Ýíî, áóäóò îïèñàíû íèæå.

2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àò-
òðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèÿõ Ýíî

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ìû ðàññìàòðèâàåì òðåõìåðíûå îòîáðàæåíèÿ Ýíî, âèäà (1.1),
èìåþùèå ïîñòîÿííûé ÿêîáèàí B < 0 . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äàííîãî
îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â òî÷êå O ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

χ(λ) ≡ λ3 − Aλ2 − Cλ−B = 0. (2.1)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü λ = +1
ïðè

L+ : A+B + C = 1, (2.2)

êîðåíü λ = −1 ïðè
L− : A+B − C = −1, (2.3)

è êîðíè λ1,2 = e±iφ , ãäå 0 < φ < π , ïðè

Lφ : 1 +B(A−B) + C = 0. (2.4)
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2.1. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà

Åñëè â îòîáðàæåíèè (1.1) ïðè óñëîâèè, ÷òî −1 < B < 0 , ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé
àòòðàêòîð Ëîðåíöà, òî åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èìååò ìóëüòèïëèêàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

λ1 < −1, 0 < λ2, λ3 < 1,
λ1λ2 < −1.

(2.5)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî λ2 > λ3 , íî ïðè ýòîì äàííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå (1.1) ïðè B < 0 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó
ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (2.5). Òîãäà,

C −B − A− 1 > 0,

C − 1 +B + A < 0,

(
A+

√
A2 + 3C

3
)3 − A(

A+
√
A2 + 3C

3
)2 − C

A+
√
A2 + 3C

3
−B < 0,

A+
√
A2 + 3C > 0.

(2.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà Ðèñ.2.1 ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ëåììû. Ñðàçó ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî χ(−1) >
0 è χ(1) > 0 . Ñîáñòâåííî äâà ýòèõ íåðàâåíñòâà è ñîñòàâëÿþò ïåðâûå äâà óñëîâèÿ ëåììû.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìîãî ¾òîíêîãî¿

àòòðàêòîðà Ëîðåíöà

Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ âûòåêàþò èç òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â òî÷êå, ðàâíîé çíà÷åíèþ ñòàðøåãî êîðíÿ åãî ïðîèçâîäíîé (òî÷êà ïåðåãèáà),
äîëæíî áûòü îòðèöàòåëüíûì. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

χ
′
(λ) = 3λ2 − 2Aλ− C = 0, (2.7)

òî ñòàðøèé êîðåíü áóäåò ðàâåí

λ+ =
A+

√
A2 + 3C

3
.

Êðèâóþ χ(λ+) = 0 â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü S+ , à êðèâóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ
χ(λ−) = 0 , ÷åðåç S− . Äëÿ íàøåé çàäà÷è ïîëó÷àåì, ÷òî λ+ > 0 è χ(λ+) < 0 . Ïîñëåäíèå
äâà íåðàâåíñòâà êàê ðàç ñîñòàâëÿþò äâà ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ ëåììû.
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2.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ â îòîáðàæåíèè (1.1) íåîðèåíòèðóåìîãî ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àò-
òðàêòîðà, ìóëüòèïëèêàòîðû íåïîäâèæíîé òî÷êè O(0, 0, 0) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

λ1 < −1,−1 < λ2, λ3 < 0,
λ1λ2 < −1.

(2.8)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî |λ2| > |λ3| , íî îïÿòü æå äàííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì.

Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå (1.1) ïðè B < 0 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó
ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (2.8). Òîãäà,

C −B − A− 1 > 0,

(
A+

√
A2 + 3C

3
)3 − A(

A+
√
A2 + 3C

3
)2 − C

A+
√
A2 + 3C

3
−B < 0,

A+
√
A2 + 3C < 0.

(2.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íî äîêà-
çàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé ëåììû. Íåîáõîäèìî âñåãî ëèøü èç ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé
Ðèñ.2.2 ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìîãî

¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà

3. Îáùèé âèä êàðòû ñåäåë

Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) áûëè îïðåäåëåíû îáëàñòè âîçìîæíîãî ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà (n8A) è íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà
Ëîðåíöà (snLA), èñõîäÿ èç óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ìóëüòèïëèêàòîðû õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.1) äëÿ îòîáðàæåíèÿ (1.1) â íåïîäâèæíîé òî÷êå O(0, 0, 0) . Îäíàêî,
íà äàííîé ïëîñêîñòè èìåþòñÿ òàêæå îáëàñòè è êðèâûå, îòâå÷àþùèå óñëîâèÿì ñóùåñòâîâà-
íèÿ äðóãèõ íå ìåíåå èíòåðåñíûõ àòòðàêòîðîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áóäóò ðàññìîòðåíû
ïîäðîáíåå.

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êàðòà ñåäåë îòîáðàæåíèÿ (1.1) ïðè B = −0.5

Íà Ðèñ.3.1 ïðåäñòàâëåíà êàðòà ñåäåë ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå ÿêîáèàíà B =
−0.5 . Íà íåé ìîæíî âèäåòü óæå ðàññìîòðåííûå ðàíåå îáëàñòè snLA è n8A è îãðàíè÷è-
âàþùèå èõ êðèâûå ðàâíûõ êîðíåé S+ è S− , à òàêæå êðèâûå L+, L− è Lφ , îáðàçóþùèå
¾òðåóãîëüíèê óñòîé÷èâîñòè¿, âíóòðè êîòîðîãî çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íå âûõîäÿò çà
ïðåäåëû åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êå. Îäíàêî, áîëåå èíòåðåñíûìè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáëàñòè:

dn8A : λ1 > 1, λ2 > 0, λ3 < 0, |λ2| < |λ3| < 1, |λ1λ3| < 1 , (3.1)

dnLA : λ1 > 1, λ2 > 0, λ3 < 0, |λ3| < |λ2| < 1, |λ1λ2| < 1 . (3.2)

dnLA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà, à îáëàñòü dn8A � äâîéíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà.
Ïîâåäåíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äàííûõ äâóõ òèïîâ àòòðàêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî íà
Ðèñ.3.2.

Òàêæå îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñïèðàëüíûå êâàçèàòòðàêòîðû, êîòîðûì ñîîòâåò-
ñòâóþò îáëàñòè:

• S+ > 0, L− > 0 � îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà.

• S+ > 0, S− < 0, Lφ < 0 � îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà
Øèëüíèêîâà.

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïîâåäåíèå ãîìîêëèíèê ó äâîéíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ àòòðàêòîðîâ

Äàííûì àòòðàêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ:

λ1 < −1, λ2,3 = ρe±iφ, |ρ| < 1, φ ̸= π, 2π, π/2, 2π/3, (3.3)

|λ1| < 1, λ2,3 = ρe±iφ, |ρ| > 1, φ ̸= π, 2π, π/2, 2π/3. (3.4)

Âíåøíèé âèä è ñöåíàðèé ïðîèñõîæäåíèÿ ïîñëåäíåãî íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îðèåí-
òèðóåìîãî ñëó÷àÿ, íî îá ýòîì íåìíîãî ïîçäíåå.

Òàêæå íà êàðòå ñåäåë ïðèñóòñòâóþò íåâûäåëåííûå íàìè îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçëè÷íûì àòòðàêòîðàì, èìåþùèì äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, ðàññìîòðåíèå
êîòîðûõ ìû îñòàâèëè çà ðàìêàìè äàííîé ñòàòüè.

4. Ïðèìåðû ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðè-
åíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèÿõ Ýíî

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðàííûõ
àòòðàêòîðîâ, íàéäåííûõ â (1.1), ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êàðò ñåäåë è äèàãðàìì ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà. Çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îáëàñòè
ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ, à êàðòû ñåäåë ïîìîãàþò îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì,
êàêîìó òèïó àòòðàêòîðà ñîîòâåòñòâóåò äàííàÿ îáëàñòü. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
òàêîé àòòðàêòîð ÷èñëåííî.

4.1. Íåîðèåíòèðóåìûé äèñêðåòíûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå Ýíî âèäà

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy − 0.54y3 + 0.54z3 + 1.5yz (4.1)

ïðè B = −0.4 . Ôðàãìåíò äèàãðàììû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
(A,C) , à òàêæå íàëîæåííîé íà íåãî êàðòîé ñåäåë ïîêàçàí íà Ðèñ.4.1 ñïðàâà. Âèäíî, ÷òî

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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îáëàñòü ¾òåìíî-ñåðîãî¿ öâåòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàííîìó ãîìîêëèíè÷åñêîìó àòòðàêòî-
ðó, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè, ïîïàëà â îá-
ëàñòü snLA. Ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A = −0.16, C = 1.51 èç ýòîé îáëàñòè
ìû ìîæåì íàáëþäàòü òàêîé àòòðàêòîð.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Ñïðàâà èçîáðàæåíà äèàãðàììà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) ïðè B = −0.4 . Ñëåâà � ïðîåêöèÿ

àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü (x, y) .

Íà Ðèñ.4.1 ñëåâà ïîêàçàí ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Çíà÷åíèÿ
ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òî÷êå O(0, 0, 0) äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíû λ1 = −1.42, λ2 =
0.97, λ3 = 0.29 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì (2.5) ñóùåñòâîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà.

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ïîâåäåíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îðèåíòèðóåìîãî è íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðîâ

Ëîðåíöà

Èñõîäÿ èç âíåøíåãî âèäà àòòðàêòîðà ìû íàçâàëè åãî â [6] íåîðèåíòèðóåìûé ¾òîíêèé¿
àòòðàêòîð Ëîðåíöà. È, äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîâåäåíèå ãîìîêëèíè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîêàçàííûõ íà Ðèñ.4.2, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè óñòîé-
÷èâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îíè îáðàçóþò òîëüêî îäèí ãîìîêëèíè÷åñêèé ¾êëèí¿. Â òî âðåìÿ
êàê îðèåíòèðóåìûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà îáðàçóåò äâà òàêèõ ¾êëèíà¿.

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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4.2. Íåîðèåíòèðóåìûé äèñêðåòíûé ¾âîñüìåðî÷íûé¿ àòòðàêòîð

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå Ýíî âèäà

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy + 1.3y2 + 0.22z2 + 12.5yz + 2.7z3 (4.2)

ïðè B = −0.55 . Ôðàãìåíò äèàãðàììû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
(A,C) , à òàêæå íàëîæåííîé íà íåãî êàðòîé ñåäåë ïîêàçàí íà Ðèñ.4.3 ñïðàâà. Âèäíî, ÷òî îá-
ëàñòü ¾òåìíî-ñåðîãî¿ öâåòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàííîìó ãîìîêëèíè÷åñêîìó àòòðàêòîðó,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè, ïîïàëà â îáëàñòü
n8A. Ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A = −2.667, C = −2.155 èç ýòîé îáëàñòè ìû
ìîæåì íàáëþäàòü òàêîé àòòðàêòîð.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà. Ñïðàâà èçîáðàæåíà äèàãðàììà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) ïðè B = −0.55 . Ñëåâà � ïðîåêöèÿ

àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü (x, y) .

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ïîâåäåíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà â îðèåíòèðóåìîì è

íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àÿõ

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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Íà Ðèñ.4.3 ñëåâà ïîêàçàí ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà.
Çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òî÷êå O(0, 0, 0) äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíû λ1 =
−1.327, λ2 = −0.939, λ3 = 0.401 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì (2.8) ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî
àòòðàêòîðà.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìû ¾âîñüìåðî÷íîãî¿ àòòðàêòîðà â îðèåíòèðóåìîì è íåîðèåíòèðóå-
ìîì ñëó÷àå î÷åíü ïîõîæè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé Ðèñ.4.4, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ìåæäó íèìè íåò.
È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ãîìîêëèíèêè ñåäëà O(0, 0, 0) ïåðåñåêàþò óñòîé÷èâîå ìíîãî-
îáðàçèå, îáðàçóÿ äâà ãîìîêëèíè÷åñêèõ ¾êëèíà¿, ðàñïîëîæåííûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ñåïàðàòðèñû, ñîîòâåòñòâóþùåé íàïðàâëåíèþ íàèáîëüøåãî ñæàòèÿ.

4.3. Äâîéíîé íåîðèåíòèðóåìûé âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð

Äàííûé àòòðàêòîð ïðèñóòñòâóåò â ñëåäóþùåì îòîáðàæåíèè Ýíî

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy − 2y3 + 1.25z3 (4.3)

ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A = 1.45, C = 1.21, B = −0.4 .
Íà Ðèñ.4.5 ïîêàçàí ïðèìåð äâîéíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà.

Çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òî÷êå O(0, 0, 0) äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíû λ1 =
1.96, λ2 = 0.26, λ3 = −0.7 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì (3.1).

Êàê è â ñëó÷àå ñ îðèåíòèðóåìûì îòîáðàæåíèåì Ýíî, äàííûé àòòðàêòîð íàçûâàåòñÿ
äâîéíûì â ñèëó òîãî, ÷òî åãî ãîìîêëèíèêè ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ óñòîé÷èâûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì îáðàçóþò äîïîëíèòåëüíûå ¾êëèíüÿ¿, êàê ìîæíî âèäåòü íà Ðèñ.3.2.

Ð è ñ ó í î ê 4.5

Ïðèìåð äâîéíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà. Ñëåâà èçîáðàæåíà äèàãðàììà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) ïðè B = −0.4 . Ñïðàâà � ïðîåêöèÿ

àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü (x, y) .

4.4. Ñïèðàëüíûå àòòðàêòîðû

Îñîáûé ñëó÷àé ñîñòàâëÿþò ñïèðàëüíûå àòòðàêòîðû, ñîäåðæàùèå íåïîäâèæíóþ òî÷êó
òèïà ñåäëî ôîêóñ è ÿâëÿþùèåñÿ, ïî ñóòè, êâàçèàòòðàêòîðàìè. Ïåðâûé èç ðàññìàòðèâàå-
ìûõ íàìè òàêèõ àòòðàêòîðîâ, � íåîðèåíòèðóåìûé ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð. Îí ïðèñóòñòâóåò
â ñëåäóþùåì îòîáðàæåíèè Ýíî:

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy − 1.5z3 + 0.5y3 + 1.5zy (4.4)

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A = −2.64, C = 2.37, B = −0.8

Ð è ñ ó í î ê 4.6

Ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà. Ñïðàâà èçîáðàæåíà äèàãðàììà ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) ïðè B = −0.8 . Ñëåâà � ïðîåêöèÿ àòòðàêòîðà íà

ïëîñêîñòü (x, y) .

Íà Ðèñ.4.6 ïîêàçàí ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà. Çíà÷åíèÿ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ â òî÷êå O(0, 0, 0) äëÿ ïðèâåäåííîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíû λ1 = −1.26, λ2,3 =
0.69± 0.4i , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì (3.3).

Âòîðîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñïèðàëüíûõ àòòðàêòîðîâ � íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàêòîð
Øèëüíèêîâà, êîòîðûé áûë íàéäåí â ñëåäóþùåì îòîáðàæåíèè Ýíî:

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy − 1.5z3 + 2.5y3 (4.5)

ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A = −1.66, C = −2.15, B = −0.8 .

Ð è ñ ó í î ê 4.7

Ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà. Ñïðàâà èçîáðàæåíà äèàãðàììà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,C) ïðè B = −0.8 . Ñëåâà - ïðîåêöèÿ

àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü (x, y) .

Íà Ðèñ.4.7 ïîêàçàí ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðàØèëüíèêîâà. Çíà÷åíèÿ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ â òî÷êå O(0, 0, 0) äëÿ ïðèâåäåííîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíû λ1 = −0.51, λ2,3 =
−0.57± 1.11i , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì (3.4).

À. Ä. Êîçëîâ. Ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ . . .
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå áûëà ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñòðàííûõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ òðåõìåðíûõ íåîðèåí-
òèðóåìûõ îòîáðàæåíèé Ýíî. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
äèñêðåòíûå íåîðèåíòèðóåìûå àòòðàêòîðû ëîðåíöîâñêîãî, âîñüìåðî÷íîãî è ñïèðàëüíîãî
òèïîâ. Òàêæå áûë ðàññìîòðåí èíñòðóìåíò ¾êàðòà ñåäåë¿, ïîçâîëÿþùèé îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëèòü òèï àòòðàêòîðà â êàæäîé êîíêðåòíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿ, à òàêæå
èíñòðóìåíò ¾äèàãðàììà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà¿, îñíîâíûì ïðåäíàçíà÷åíèåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òèïà äèíàìèêè ñèñòåìû (1.1) ïðè êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðàõ îòîáðàæå-
íèÿ è çàäàííîé íåëèíåéíîñòè. Ñî÷åòàíèå äàííûõ äâóõ èíñòðóìåíòîâ ïîçâîëèëî îáíàðó-
æèòü ïÿòü ñòðàííûõ íåîðèåíòèðóåìûõ àòòðàêòîðîâ â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ îáîáùåííûõ
îòîáðàæåíèé Ýíî, ýòî:

• ¾Òîíêèé¿ íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà.

• Íåîðèåíòèðóåìûé ¾âîñüìåðî÷íûé¿ àòòðàêòîð.

• Äâîéíîé íåîðèåíòèðóåìûé ¾âîñüìåðî÷íûé¿ àòòðàêòîð.

• Íåîðèåíòèðóåìûé ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð.

• Íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà.

Îäíàêî ïðèñóòñòâèå äàííûõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èç ïðè-
ëîæåíèé åùå òîëüêî ïðåäñòîèò âûÿñíèòü.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Ãîí÷åíêî Ñ.Â. çà ïîëåçíûå âåñüìà ïîëåçíûå çà-
ìå÷àíèÿ. Ðàçäåëû 2 è 3 âûïîëíåíû ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ No. 14-41-00044,
à ðàçäåë 4 (âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ) âûïîëíåí ôèíàíñîâîé ïîä-
äåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ No. 17-11-01041.
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Examples of strange attractors in three-dimentional

nonoriented maps

c⃝ A. D. Kozlov 2

Abstract. We consider the problem of existance of discrete strangehomoclinic attractors (i.e.
attrators which posess exactly one �xed point) for three-dimensional non-oriented di�eomorphisms.
In this article we solve this problem using three-dimensional non-oriented generalized H�enon maps,
i.e. polynomial maps with constant and negative Jacobian. We show that such maps can posses
non-oriented discrete homoclinic attractors of di�erent types. Herewith the main attention in this
work is paid to the description of qualitative and numerical methods which are used to �nd
such attractors (the saddle chart, colored Lyapunov diagram) as well as to the description of
attractors' geometric structures. Examples of various non-oriented strange attractors that were
found in speci�c three-dimensional maps by means of above listed methods are also given.

Key Words: chaos, strange homoclinic attractors, spiral attractor, three-dimentional H�enon map,
saddle chart, colored Lyapunov diagram.
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Ê ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå

ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ

c⃝ Ì.È. Êóïöîâ 1, Ì.Ò. Òåðåõèí 2, Â. Â. Òåíÿåâ 3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî íåíóëåâîãî èíòåãðàëüíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ íåëèíåéíîé (n+m) -ìåðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó èçó÷àåìîé ñèñòåìû
èìååòñÿ n -ìåðíîå òðèâèàëüíîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, à
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ïîäñèñòåìà èìååò m -ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ýêñïîíåíöè-
àëüíîé äèõîòîìèè. Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû ïðè íóëåâîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ïðîáëåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíûõ óðàâ-
íåíèé â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ Ëèïøèö-íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-ôóíêöèé.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàëè÷èÿ èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ ëè-
íåàðèçàöèè, ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöû. Ìåòîä ïðåîáðàçóþùåé
ìàòðèöû óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü â òîì ÷èñëå è íà ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ëèíåéíûõ ïî ïàðàìåò-
ðó ÷ëåíîâ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñò-
íîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû n -ìåðíîãî íåíóëåâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöû, èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå, óìåíüøåíèå ðàçìåð-
íîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

f(ν, y, ẏ, t) = 0 (1.1)

äëÿ ëþáûõ ν, t èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 è â îáëàñòè Λ åå ðåøåíèÿ
ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû. Çäåñü è äàëåå f, y, ν � (n + m) -âåêòîðû, ẏ = dy

dt
,

f(ν, y, ẏ, t+ T ) ≡ f(ν, y, ẏ, t) , Λ = Λ1 × Λ2 , Λ1 = {y : ∥y∥ 6 ∆1} ⊂ Rn+m ,
Λ2 = {ν : ∥ν∥ 6 ∆2} ⊂ Rn+m , ∆1, ∆2 - êîíñòàíòû, Rp - ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè p è ∥·∥ � åâêëèäîâà íîðìà â Rp .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííûõ

y = Γ(ε, x, ϕ, t), ν = ξ(ε) (1.2)

ñèñòåìó (1.1) ïðèâîäèò ê âèäó {
ẋ = X(ε,x,ϕ,t) · x,
ϕ̇ = Φ(ε,x,ϕ,t),

(1.3)

ãäå Γ, ξ, ε � (n+m) -âåêòîðû, X � (n×n) -ìàòðèöà, x � n -âåêòîð, ϕ, Φ � m -âåêòîðû,
Γ(ε, x, ϕ, t) ̸= 0 ïðè x ̸= 0 , Γ(ε, 0, ϕ, t) ≡ 0 . Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà{

ẋ = X(0, 0, ϕ,t) · x,
ϕ̇ = Φ(0, 0, ϕ,t),

(1.4)

èìååò m -ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ kT -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x = x(ϕ0, t) ,
ϕ = ϕ(ϕ0, t) .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó ñèñòåìû (1.1) ñóùåñòâóåò n -ìåðíîå íåòðèâèàëüíîå ïåðèîäè-
÷åñêîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå χ(ϕ0, t) , åñëè äëÿ âñåõ ϕ0 íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå
ν0 = ξ(ε0) ïàðàìåòðà ν , ïðè êîòîðîì

f(ξ(ε0),Γ(ε0, χ(ϕ0, t), Γ̇(ε0, χ(ϕ0, t), ϕ
χ(ϕ0, t), t), ϕ

χ(ϕ0, t), t), t) ≡ 0,

ïðè÷åì χ(ϕ0, t) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ϕ0 è t , ÿâëÿåòñÿ ω -
ïåðèîäè÷åñêèì ïî êîìïîíåíòàì m -âåêòîðà ϕ0 , kT -ïåðèîäè÷åñêèì ïî t , ãäå k � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, ϕ = ϕχ(ϕ0, t) îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ íà ìíîãîîáðàçèè. Çàäà-
÷à ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñèñòåìû
(1.1) âáëèçè åå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ðåøàåòñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ðàçðàáîòàííûé Í.Í. Áîãîëþáîâûì,
Þ.À. Ìèòðîïîëüñêèì è À.Ì. Ñàìîéëåíêî [1] � [4], ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ãðèíà
è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì âèäà (1.3) (ñì., íàïðèìåð, [5], [6]). Îäíàêî â
äàííîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä ðåàëèçîâàòü íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1.3) ïðè âñåõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà ε èìååò íóëåâîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå x = 0 , à ñèñòåìà (1.4) � m -
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Óêàçàííûå óñëîâèÿ óäàåòñÿ îáîéòè
ëèøü ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðíîãî (áèôóðêàöèîííîãî)
óðàâíåíèÿ è ïåðåõîäà â åãî îêðåñòíîñòü [7], [8].

Èçëîæåííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà îñíîâå ìîäèôèêàöèè ïðåäëî-
æåííîãî â [9] ìåòîäà ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöû, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü
íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ
ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòàõ [10] � [13].

2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü F (ϕ, t) ∈ Ω1, ε(ϕ) ∈ Ω2 �� ω �ïåðèîäè÷åñêèå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà ϕ îãðà-
íè÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëàìè δ10 è δ20 âåêòîð-ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
Ëèïøèöà:

∥F (ϕ1, t1)− F (ϕ2, t2)∥ 6 δ11 ∥ϕ1 − ϕ2∥+ δ12 |t1 − t2| , (2.1)

∥ε(ϕ1)− ε(ϕ2)∥ 6 δ21 ∥ϕ1 − ϕ2∥ , (2.2)
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èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòü n è l , 0 < l 6 n+m , F (ϕ, t) kT �ïåðèîäè÷åñêàÿ

ïî t , ∥F (ϕ, t)∥ =


n∑
i=1

sup
ϕi ∈ [0, ω]
t ∈ [0, kT ]

|Fi(ϕ, t)|


1/2

, ∥ε(ϕ)∥ =

[
l∑

i=1

sup
ϕi∈[0, ω]

|εi(ϕ)|

]1/2

. Îòìå-

òèì, ÷òî åñëè äëÿ ìíîæåñòâ Ωi ââåñòè óêàçàííóþ íîðìó, òî îíè ñòàíîâÿòñÿ âûïóêëûìè
êîìïàêòàìè [9, ñ.15].

Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ̇ = Φ(ε(ϕ0), F (ϕ0, t), ϕ, t), (2.3)

óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì äàííûì ϕ(0) = ϕ0 , ïðèìåì îáîçíà÷åíèå ϕFt . Ïóñòü, êðîìå
òîãî, Y F

ε (ϕ0, t) � ìàòðèöàíò óðàâíåíèÿ

ẋ = X(ε(ϕ0), F (ϕ0, t), ϕ
F
t , t) · x. (2.4)

Çäåñü è äàëåå F (ϕ0, t) ∈ Ω1 , n + m − l çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâ âåêòîðà ε ïðèíÿòû
ðàâíûìè 0 , à âìåñòî îñòàâøèõñÿ l çíà÷åíèé â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3) ïîäñòàâëåíû ýëå-
ìåíòû ôóíêöèè ε(ϕ0) ∈ Ω2 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íåîñîáåííóþ ôóíêöèîíàëüíóþ n × n � ìàòðèöó
QF
ε (ϕ0) ñ ïîñòîÿííûì îïðåäåëèòåëåì, íåïðåðûâíóþ ïî âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì è

ω �ïåðèîäè÷åñêóþ ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà ϕ0 , áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçóþùåé ìàò-
ðèöåé ñèñòåìû (1.3), åñëè ó ìàòðèöû

(Y F
ε (ϕ0, kT )− In) ·QF

ε (ϕ0) (2.5)

ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ñòîëáåö qFε (ϕ0) ̸≡ 0 . Çäåñü In � åäèíè÷íàÿ
n × n �ìàòðèöà.

Îáîçíà÷èì X = {x : ∥x∥ 6 δ1} ⊂ Rn, E = {ε : ∥ε∥ 6 δ2} ⊂ Rn+m .

3. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Çäåñü è äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.3) ÿâëÿþòñÿ
ω �ïåðèîäè÷åñêèìè ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà ϕ è T �ïåðèîäè÷åñêèìè ïî íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé t ∈ R , íåïðåðûâíû è îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé
ñèñòåìû (1.3) â îáëàñòè Rm+1×X×E ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ1 è δ2 . Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ïî-
ëàãàåì, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííûõ (1.2) ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìó óðàâíåíèé
qFε (ϕ0) = 0,∫ kT

0

Φ(ε(ϕ0), F (ϕ0, t), ϕ
F
t , t) dt = 0.

(3.1)

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ïðåîáðàçóþùóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (1.3) óäàåòñÿ ïîñòðî-
èòü òàê, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî l ( 0 < l 6 n+m ) è òàêîé ñòîëáåö qFε (ϕ0) , ïðè
êîòîðûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1) äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå íåêîòîðîé,
âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íîé îò (3.1) ñèñòåìû l óðàâíåíèé

SFε (ϕ0) = 0, (3.2)
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èìåþùåé äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F (ϕ0, t) ∈ Ω1 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå εF (ϕ0) ∈ Ω2.
Êðîìå òîãî, ïóñòü ïðè t ∈ [0; kT ] âûïîëíåíî:∥∥Y F

ε (ϕ0, t) ·QF
ε (ϕ0)

∥∥ 6 r0, (3.3)∥∥Y F
ε (ϕ∗

0, t
∗) ·QF

ε (ϕ
∗
0)− Y F

ε (ϕ0, t) ·QF
ε (ϕ0)

∥∥ 6 r1 ∥ϕ∗
0 − ϕ0∥+ r2 |t∗ − t| . (3.4)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ϕ0 ∈ Rm ìîæíî óêàçàòü òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν ,
÷òî ñèñòåìà (1.1) áóäåò èìåòü íåíóëåâîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå â îêðåñòíîñòè
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 .

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ

1. Ïîñêîëüêó ε = εF (ϕ0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.2), òî, çíà÷èò, ïðè ε = εF (ϕ0)
â òîæäåñòâî îáðàùàåòñÿ è âûðàæåíèå (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(2.4) äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F (ϕ0, t) ∈ Ω1 èìååò kT�ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

xF (ϕ0, t) = Y F
ε (ϕ0, t) ·QF

ε (ϕ0) · C, (4.1)

ãäå âñå ýëåìåíòû ïîñòîÿííîãî n �âåêòîðà C ðàâíû íóëþ, êðîìå ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî íîìåðó ñòîëáöà qFε (ϕ0) , êîòîðûé ðàâåí c �� ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòå. Íåîñîáåííîñòü
ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöû îáåñïå÷èâàåò íåòðèâèàëüíîñòü xF (ϕ0, t) .

2. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (3.3) è (3.4), xF (ϕ0, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïî-
ñòîÿííîé r1 · c ïî ïåðåìåííîé ϕ0 è r2 · c ïî t , îãðàíè÷åíî ÷èñëîì r0 · c . Çíà÷èò, çà ñ÷åò
óìåíüøåíèÿ c âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ xF (ϕ0, t) ∈ Ω1 .

3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè (3.2) è (4.1), ê
êîòîðîìó, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè çíà÷åíèÿ εF (ϕ0) äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F (ϕ0, t) ∈ Ω1 ,
ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó [14, ñ.26] (èëè òåîðåìó 1.3 [9, ñ.20]). Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòîãî
îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Ψ(ϕ0, t) = Y Ψ

ε (ϕ0, t) ·QΨ
ε (ϕ0) · C .

4. ßñíî, ÷òî ïðè ε = εΨ(ϕ0) ôóíêöèè Ψ(ϕ0, t) , ϕ
Ψ
t îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ

kT �ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.3). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòñÿ â
ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå îáðàùåíèå â òîæäåñòâî óðàâíåíèÿ (3.1) è ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàòü Ψ(ϕ0, t) , ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕΨ

t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3).
5. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ âåðíóòüñÿ ê ñèñòåìå (1.1) ñ

ïîìîùüþ çàìåíû (1.2). Èòàê, Ψ(ϕ0, t) � èñêîìîå n �ìåðíîå íåòðèâèàëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå
èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñèñòåìû (1.1), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Îäèí ïðèìåð ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû î
ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 3.1. ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñïåöèàëüíîãî
âèäà, ê êîòîðîé íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí íè îäèí èç äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ñóùåñòâîâà-
íèÿ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé èç ðàáîò [1] � [14].

Ï ð è ì å ð 5.1. Ïóñòü â ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẏ1 − [cos t+ ε1

2 − ε2
4 · (1 + sin2t)− ε3

4 − y1
2 · y32] · y1 = 0,

(y2
2 + y3

2)u(ε, y, ẏ, t)− 4y1
2y2

2y3
2 = 0,

y2 · ẏ3 − y3 · ẏ2 − [cos 2t+ α2(ε) + y2] · (y22 + y3
2) = 0,

(5.1)
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âõîäèò òîëüêî îäíà âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà ε = (ε1, ε2, ε3)
T è u(ε, y, ẏ, t) = y3ẏ2 + y2ẏ3 +

(cos 2t+ α2(ε) + y2)(y3
2 − y2

2)− 2(sin t+ α1(ε))y2y3,

αi(ε) = ai1 · ε1 + ai2 · ε2 + ai3 · ε3 + ᾱi(ε), ᾱi(ε) = o(∥ε∥), a12 · a23 ̸= a13 · a22.

Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âûðàæåíèé ᾱi(ε) âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñ
òàêèìè ïîñòîÿííûìè γi , äëÿ êîòîðûõ γi → 0 ïðè δ20 → 0 (ñì. ï. 2.). Ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííûõ y1 = x1, y2 = x2 · cosϕ, y3 = x2 · sinϕ , óðàâíåíèÿ (5.1) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
(1.3): 

ẋ1 =
[
cos t+ ε1

2 − ε2
4 · (1 + sin2t)− ε3

4 − x1
2 · x22 · sin2ϕ

]
· x1,

ẋ2 = [sin t+ α1(ε) + x1
2 · sin 2ϕ] · x2,

ϕ̇ = cos 2t+ α2(ε) + x2 · cosϕ.
Òîãäà ñèñòåìà (1.4) çäåñü ñîñòîèò èç òðåõ óðàâíåíèé:

ẋ1 = cos t · x1,
ẋ2 = sin t · x2,
ϕ̇ = cos 2t

è èìååò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå (m = 1) ñåìåéñòâî 2π �ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x1 =
esin t , x2 = e1−cos t , ϕ = ϕ0 + 0, 5 · sin 2t .

Âìåñòî óðàâíåíèé (2.3) è (2.4) áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàòüñÿ

ϕ̇ = cos 2t+ α2(ε(ϕ0)) + F2(ϕ0, t) · cosϕ, (5.2){
ẋ1 = [cos t+X1(ϕ0, t)] · x1,
ẋ2 = [sin t+X2(ϕ0, t)] · x2,

(5.3)

ãäå

X1(ϕ0, t) = ε1
2(ϕ0)− ε2

4(ϕ0) · (1 + sin2t)− ε3
4(ϕ0)− F1

2(ϕ0, t) · F2
2(ϕ0, t) · sin2(ϕFt ),

X2(ϕ0, t) = α1(ε(ϕ0)) + F1
2(ϕ0, t) · sin(2ϕFt ),

ïðè÷åì
F (ϕ0, t) = (F1(ϕ0, t), F2(ϕ0, t))

T ,

ε(ϕ0) = (ε1(ϕ0), ε2(ϕ0), ε3(ϕ0))
T � 2π �ïåðèîäè÷åñêèå ïî ϕ0 , à F (ϕ0, t) è ïî t .

Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (5.1), ðåøåíèå ϕFt óðàâíåíèÿ
(5.2) îãðàíè÷åíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì ïðè t ∈
[0, 2π] è 2π �ïåðèîäè÷åñêîå ïî íà÷àëüíûì äàííûì ϕ0 . Òîãäà ìàòðèöàíò óðàâíåíèÿ (5.3)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Y F
ε (ϕ0, t) = diag

(
exp

[
sin t+

∫ t

0

X1(ϕ0, τ) dτ

]
, exp

[
1− cos t+

∫ t

0

X2(ϕ0, τ) dτ

])
è îáëàäàåò òî÷íî òàêèìè æå ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðèìåð, [9, ñ.29]).

Âûáèðàÿ òåïåðü ïðåîáðàçóþùóþ ìàòðèöó QF
ε (ϕ0) ≡

(
1 0
1 1

)
, äëÿ âûðàæåíèÿ (2.5)

ïîëó÷àåì

(
Y F
ε (ϕ0, 2π)− I2

)
·QF

ε (ϕ0) =

 exp

[∫ 2π

0

X1(ϕ0, τ) dτ

]
− 1 0

exp

[∫ 2π

0

X2(ϕ0, τ) dτ

]
− 1 exp

[∫ 2π

0

X2(ϕ0, τ) dτ

]
− 1

 .
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Ïîëîæèâ òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
l = 3 è

qFε (ϕ0) =

(
exp

[∫ 2π

0

X1(ϕ0, τ) dτ

]
− 1, exp

[∫ 2π

0

X2(ϕ0, τ) dτ

]
− 1

)
,

äëÿ ñèñòåìû (3.1) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

exp

[∫ 2π

0

X1(ϕ0, τ) dτ

]
= 1,

exp

[∫ 2π

0

X2(ϕ0, τ) dτ

]
= 1,

α2(ε(ϕ0)) · 2π +

∫ 2π

0

F2(ϕ0, τ) · cosϕFτ dτ = 0.

Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ñèñòåìû (3.2) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé

ε1(ϕ0) ·
√
2π =

√
ε24(ϕ0) · 3π + ε34(ϕ0) · 2π +

∫ 2π

0

F1
2(ϕ0, τ) · F2

2(ϕ0, τ) · sin2(ϕFτ ) dτ ,

α1(ε(ϕ0)) · 2π +

∫ 2π

0

F1
2(ϕ0, τ) · sin(2ϕFτ ) dτ = 0,

α2(ε(ϕ0)) · 2π +

∫ 2π

0

F2(ϕ0, τ) · cosϕFτ dτ = 0.

(5.4)

Â ñèëó óñëîâèÿ a12 · a23 ̸= a13 · a22 ìàòðèöà A =

 1 0 0
a11 a12 a13
a21 a22 a23

 áóäåò íåîñîáåííîé

è ñèñòåìó (5.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ε(ϕ0) = A−1 · yF,ε(ϕ0), (5.5)

ãäå
yF,ε(ϕ0) = ( yF,ε1 (ϕ0), yF,ε2 (ϕ0), yF,ε3 (ϕ0) )T ,

yF,ε1 (ϕ0) = 1
/√

2π ·

√
ε24(ϕ0) · 3π + ε34(ϕ0) · 2π +

∫ 2π

0

F1
2(ϕ0, τ) · F2

2(ϕ0, τ) · sin2(ϕFτ ) dτ ,

yF,ε2 (ϕ0) = −ᾱ1(ε(ϕ0))− 1/2π ·
∫ 2π

0

F1
2(ϕ0, τ) · sin(2ϕFτ ) dτ,

yF,ε3 (ϕ0) = −ᾱ2(ε(ϕ0))− 1/2π ·
∫ 2π

0

F2(ϕ0, τ) · cosϕFτ dτ.

Ïóòåì óìåíüøåíèÿ ÷èñåë δij (ñì. ï. 2.) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð, çàäàþùèé
óðàâíåíèå (5.5), ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F (ϕ0, t) ∈ Ω1 ïåðåâîäèò
ïðîñòðàíñòâî Ω2 â Ω2 . Ýòèì ôàêòîì îêîí÷àòåëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ âûïîëíåíèå âñåõ
óñëîâèé òåîðåìû 3.1. è, çíà÷èò, ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî íåíóëåâîãî èíòåãðàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñèñòåìû (5.1).
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî αi(ε) ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèñòåìà
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

ε1
2 − 1, 5 · ε24 − ε3

4 = 0,
α1(ε) = 0,
α2(ε) = 0

íå èìåëà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, à ìàòðèöà A îñòàâàëàñü íåîñîáåííîé. Äåéñòâèòåëü-
íî, ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè α1(ε) = ε2−ε3 , α2(ε) = ε2+ε3 è, ñëåäîâàòåëüíî, íè
îäèí èç äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé íå òîëüêî
èç ðàáîò [1] � [8], íî è èç [9] � [13] íå ìîæåò áûòü ïðèëîæåí ê ñèñòåìå (5.1).
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To the problem of existence of integral manifolds systems

of di�erential equations not solved with respect to

derivatives

c⃝ M. I. Kuptsov 4, M.T. Terekhin 5, V.V. Tenyaev 6

Abstract. The issue of the article is �nding a local non-zero integral manifold of a nonlinear
(n + m) -dimensional system of ordinary di�erential equations that is not solved with respect to
derivatives. It is assumed that the examined system has n -dimensional trivial integral manifold
for all parameter values and that corresponding linear subsystem has the m -parametric family
of periodic solutions. In particular it means that the linear system does not have the property
of exponential dichotomy. It is allowed for the linear approximation matrix to be a function
of independent variable when the parameter value is zero. The problem of existence of integral
manifolds is reduced to the issue of operator equations' solution in the space of bounded
Lipschitz-continuous periodic vector functions. Linearization is used to prove the existence of
integral manifolds of the original system; the method of transforming matrix is used here. This
method may be extended on the case of absence of a linearity in the parameter of the operator
equations members. The su�cient conditions of existence of n -dimensional nonzero periodic
integral manifold in the neighborhood of the equilibrium state of the system were obtained.

Key Words: the method of transforming matrix, integral manifold, ordinary di�erential
equations' system, operator equation, dimensional reduction of phase space.
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Íèäèíã-êîíñòðóêöèè ìîäåëåé ïîñòîÿííîãî íàêëîíà äëÿ

îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1, Ê. À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ ðàçðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ íóëåâîé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ è íèäèíã-ðÿäîâ.Íèäèíã-
òåõíèêà áûëà ââåäåíà Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé è ïðèìåíÿëàñü ðàíåå äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê íóëåâîé ýíòðîïèè
ñ ïîìîùüþ íèäèíã-ðÿäîâ óäàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî çàäàòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îáîáùåííûõ
ïåðåêëàäûâàíèé, à òàêæå äëÿ êëàññà ðàçðûâíûõ îòîáðàæåíèé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Òåì
ñàìûì, â òåðìèíàõ íèäèíã-ðÿäîâ ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòè (à â òðàíçèòèâ-
íîì ñëó÷àå � ñîïðÿæåííîñòè) ñ ìîäåëüíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî (ïî ìîäóëþ) íàêëîíà.
Óêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè, ïîçâîëÿþùèìè ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ âû÷èñ-
ëèòü ïàðàìåòðû ìîäåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Íèäèíã-ðÿäû, îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàíèÿ, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò íàøè ðåçóëüòàòû èç íàøåé ðàáîòû [1], ãäå áûëè ðàññìîòðåíû
íèäèíã-êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ êëàññà ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ íóëåâîé
ýíòðîïèåé. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé ïîñòî-
ÿííîãî (ïî ìîäóëþ) íàêëîíà äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, à òàêæå äëÿ åù¼
áîëåå îáùåãî êëàññà � êëàññà ðàçðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé
áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì â [2] ðàññìàòðèâàëàñü ïîäîáíàÿ
çàäà÷à äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé, à Ì.È. Ìàëêèíûì â [3] � äëÿ ðàçðûâíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêî-
ãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì òèïà ðàñòÿæåíèÿ. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â
äàííûõ ðàáîòàõ êëàññàõ îòîáðàæåíèé áûëî äîêàçàíî, ÷òî èçó÷àåìîå îòîáðàæåíèå f ñ
ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèåé (htop(f) > 0 ) ïîëóñîïðÿæåíî êóñî÷íî-ëèíåéíîìó ìîäåëüíîìó
îòîáðàæåíèþ ñ íàêëîíîì ehtop(f) è óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà íà ñàìîì äåëå
èìååò ìåñòî ñîïðÿæåííîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå íèäèíã-òåõíèêè Ìèëíîðà è Òåð-
ñòîíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîé ïîëóñîïðÿæåííîñòè îñíîâàíî íà òîì, ÷òî íèäèíã-ðÿäû â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèè èìåþò åäèíè÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, à èõ íàèìåíüøèé
êîðåíü ëåæèò ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, è ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïðèìåíèòü
ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.

1Maëêèí Ìèõàèë Èîñèôîâè÷, äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, ÔÃÀÎÓ ÂÎ
"Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ÃÑÏ-20, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð-ò Ãàãàðèíà, ä.23, êîðï.6), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:http://orñid.org/0000-0002-1233-0264, malkin@mm.unn.ru

2 Ñàôîíîâ Êëèì Àíäðååâè÷, còóäåíò, Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìå-
õàíèêè, ÔÃÀÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ÃÑÏ-20, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð-ò Ãàãàðèíà, ä.23, êîðï.6),
ORCID:http://orñid.org/0000-0001-8623-4294, safonov.klim@yandex.ru
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Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå, êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîá-
ðàæåíèÿ îòðåçêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ îáû÷íî âîçíèêàþò êàê
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ. Ïîäîáíûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî íà-
çâàòü

”
îáîáùåííûìè ïåðåêëàäûâàíèÿìè îòðåçêà“: â îòëè÷èå îò (êëàññè÷åñêèõ) ïåðåêëà-

äûâàíèé îòðåçêà (interval exchanche transformations) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà èíòåðâàëàõ
ìîíîòîííîñòè íàêëîí èçíà÷àëüíî ðàâåí åäèíèöå. Ýòè îòîáðàæåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè èìåþò
íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ, íî, â îòëè÷èå îò ïåðåêëàäûâàíèé ñ îäíîé òî÷êîé ðàç-
ðûâà (ïîëóñîïðÿæåííûõ ñ èððàöèîíàëüíûì ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè), îíè ìîãóò èìåòü íå
åäèíñòâåííóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó (ò.å. íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ýðãîäè÷åñêèìè). Òà-
êèå êëàññû îòîáðàæåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòå [4] . Àâòîðàìè ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ñ÷åòíûõ
ìàðêîâñêèõ öåïåé (áåñêîíå÷íûõ

”
áàøåí Õîôáàóýðà“) áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ

ñîïðÿæåííîñòè ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëüþ, à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè êîëè÷åñòâà ýðãî-
äè÷åñêèõ ìåð äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé.

Íàøà ðàáîòà îáîáùàåò èäåè Ìèëíîðà è Òåðñòîíà íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèé ñ íóëåâîé
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Ñ ïîìîùüþ íèäèíã-òåõíèêè îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåð, ïî-
ëóñîïðÿãàþùèõ èñõîäíîå îòîáðàæåíèå ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì åäèíè÷íîãî íàêëîíà, íî, â îò-
ëè÷èå îò [4] , â òåðìèíàõ íèäèíã-ðÿäîâ íàìè ïîëó÷åí êîíñòðóêòèâíûé âûâîä ôîðìóë,
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëóñîïðÿæåííîñòü ñ ìîäåëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû

Îòîáðàæåíèå f : I → I åäèíè÷íîãî îòðåçêà â ñåáÿ áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-
ìîíîòîííûì, åñëè îòðåçîê I ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ A =
{(ci, ci+1), i = 0, n} òàêèõ, ÷òî f äåéñòâóåò íåïðåðûâíî è ñòðîãî ìîíîòîííî íà êàæäîì
èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ (ci, ci+1) .

Ñðåäè âñåõ ðàçáèåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ âûøå, ìîæíî âûáðàòü åäèíñòâåííîå
� íàèìåíüøåå ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè ci(i = 1, n− 1) ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ f , à òî÷êè c0 è cn ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöå îòðåçêà ∂I .
Òàêæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàçðûâà, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ

fk(ci+) ̸= ci, f
k(ci−) ̸= ci äëÿ ∀ n ∈ N.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ htop(f) îòîáðà-
æåíèÿ f ðàâíà 0 . Îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì
ïîíÿòèå ãîìòåðâàëà. Èíòåðâàë J ∈ I áóäåì íàçûâàòü ãîìòåðâàëîì, åñëè îãðàíè÷åíèå
ëþáîé èòåðàöèè fk|J íà ýòîò èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ëþáîé ãîìòåðâàë ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùèì èíòåðâàëîì, òî åñòü âñå
èòåðàöèè J, f(J), f 2(J), . . . ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. [5] ).

Ïî àíàëîãèè ñ [2] , ãäå áûëè îïðåäåëåíû íèäèíã-ðÿäû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì
òî÷êàì, äëÿ êàæäîé òî÷êè ðàçðûâà ci(i = 1, n− 1) è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäûíòåðâàëà
J = (a, b) ââåäåì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

Li(J, t) =
∞∑
k=0

likt
k, ãäå lik = card(J ∩ {f−k(ci)}).

Òàêæå ïîëåçíî áóäåò ðàññìîòðåòü åùå îäèí ðÿä, ïîðîæäåííûé êîýôôèöèåíòàìè lk =∑n−1
i=1 l

i
k ,

L(J, t) =
∞∑
k=0

lkt
k.

Ì. È. Ìàëêèí, Ê. À. Ñàôîíîâ. Íèäèíã-êîíñòðóêöèè ìîäåëåé ïîñòîÿííîãî íàêëîíà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2 87

Ñîãëàñíî [6] , òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äëÿ ðàçðûâíîãî êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî îòîáðà-
æåíèÿ f ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì êàê

htop(f) = lim
n→∞

ln ln
n

. (2.1)

Èç ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà èìååì

r(L(I, t)) =
1

limn→∞
n
√
cardDn

. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâ (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì r(L(I, t)) = 1 . Ïîñêîëüêó 0 ≤
lik(J) ≤ lk(I) , ñòåïåííûå ðÿäû Li(J, t) îïðåäåëÿþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â åäèíè÷íîì
êðóãå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðÿä Li(J, t) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ,
òî åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè â òî÷íîñòè ðàâåí åäèíèöå, à àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Li(J, t)
èìååò ïîëþñ â òî÷êå t = 1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Li(J, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì.
Îêàçûâàåòñÿ, ôóíêöèè Li(J, t) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè: ýòî ñëåäóåò èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïðèíàäëåæàùåé Ôàòó.

Ò å î ð å ì à 2.1. (Ôàòó, [7] ) Ñòåïåííîé ðÿä
∑
ait

i ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ, îòëè÷íóþ îò ðàöèîíàëüíîé, ëèøü â
ñëó÷àå, êîãäà åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìåíüøå åäèíèöû. Åñëè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí
åäèíèöå, òî ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíà, à åå ïîëþñû ðàñïîëîæåíû â êîðíÿõ öåëîé ñòåïåíè èç
åäèíèöû.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Â ñëó÷àå îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, òî åñòü
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ, êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé, ôóíêöèè Li(I, t) èìåþò âèä

Li(I, t) = 1 + t+ t2 + t3 + . . . =
1

1− t

è èìåþò â òî÷êå t = 1 ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî (ñîáñòâåííîãî) èí-
òåðâàëà J ∈ I êîýôôèöèåíòû lin(J) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0 èëè 1 , ïîýòîìó ôóíêöèÿ
Li(J, t) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå t = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîîáðàçîâ òî÷êè ci (òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ íå
èìååò îñîáåííîñòåé â ýòîé òî÷êå, êîãäà ó ci ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ â J ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ, çàäàâàåìóþ âûðàæåíèåì Λi(J, t) =
Li(J,t)
Li(I,t)

. Â ÷èñëèòå-

ëå è çíàìåíàòåëå çäåñü ñòîÿò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì èç íåðàâåíñòâà 0 ≤ lin(J) ≤
lin(I) ñëåäóåò, ÷òî Li(I, t) èìååò ïîëþñ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì Li(J, t) . Òàêèì îá-
ðàçîì, Λi(J, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà èíòåðâàëå
0 < t < 1 è èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

Λi(J) = lim
t→1

Λi(J, t) = lim
t→1

Li(J, t)

Li(I, t)
. (2.3)

Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Λi(J) çàäàåò áîðåëåâñêóþ âå-
ðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà I . Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå òî÷êè ci , êîòîðûå
èìåþò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîîáðàçîâ. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè Λi(J) ñëåäóåò èç íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ lin , à åå àääèòèâíîñòü ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæå-
íèþ.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü a, b, c � òî÷êè èç I òàêèå, ÷òî a < b < c .
Òîãäà Λi((a, c)) = Λi((a, b)) + Λi((b, c)) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ (âîçìîæíî, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà b ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè ðàçðûâà ci ), èìååì ñîîòíîøåíèå

lin(a, c) = lin(a, b) + lin(b, c),

Èñïîëüçóÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå, ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

lim
t→1

Li((a, b), t)

Li(I, t)
+
Li((b, c), t)

Li(I, t)
= lim

t→1

Li((a, c), t)

Li(I, t)

ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ìåðû Λ(J) ïðè íåêî-
òîðîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà J .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Åñëè èíòåðâàë J öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç èí-
òåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ f , òî Λ(f(J)) = Λ(J) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå f |J ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
íà îáðàç, ïîýòîìó ln(f(J)) = ln+1(J) è L(f(J), t) = tL(J, t) . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

lim
t→1

Li(f(J), t)

Li(I, t)
= lim

t→1

Li(J, t)

Li(I, t)

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Åñëè òî÷êà ci èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ, òî îïðåäåëåííàÿ íàìè ìåðà Λi(J)
áóäåò íåïðåðûâíîé â ñèëó îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òî÷êà
ðàçðûâà îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ. Áîëåå
òîãî, äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé êàæäàÿ ìåðà Λi(J) áóäåò èíâàðèàíòíîé.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ìåðà Λi(J) ïîëóñîïðÿãàåò f ñ íåêîòîðûì ëèíåé-
íûì êóñî÷íî-ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì ïîñòîÿííîãî íàêëîíà. Äàëåå ñèìâîëîì Λ ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ëþáóþ èç ôóíêöèé Λi . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = Λ[0, x) , êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì îòðåçêà I íà ñåáÿ. Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå F ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (x) = ϕ(f(ci+))− ϕ(ci) + εx, äëÿ x ∈ (ϕ(ci), ϕ(ci+1)),

ε ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè f âîçðàñòàþùåé
èëè óáûâàþùåé íà (ci, ci+1) . Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà ϕ ◦ f = F ◦ ϕ , ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü òî÷êè y , äëÿ êîòîðûõ ϕ(y) = ϕ(ci) è òî÷êà ci ÿâëÿåòñÿ
áëóæäàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ íà èíòåðâàëå (ci, ci+1)
èìååì

ϕ(f(x)) = Λ[0, f(x)) = Λ[0, f(ci+)) + Λ[f(ci+), f(x)) =

= Λ[0, f(ci+)) + Λ[ci, x) = Λ[0, f(ci+))− Λ[0, ci) + Λ[0, x) = F (ϕ(x)).

Â ñëó÷àå ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ òîæäåñòâî ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ìåðû Λ(J) , âêëþ÷àþùåé ïðîîáðàçû

âñåõ òî÷åê ðàçðûâà. Èçó÷èì ïîëóñîïðÿæåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ýòîé ìåðû, â ñëó-
÷àå îáîáùåííûõ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà. Ïóñòü ìåðà íåêîòîðîãî ïîäûíòåðâàëà K ∈ I

Ì. È. Ìàëêèí, Ê. À. Ñàôîíîâ. Íèäèíã-êîíñòðóêöèè ìîäåëåé ïîñòîÿííîãî íàêëîíà . . .
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ðàâíà Λ(K) = 0 . Òîãäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ ïîñëå òåîðåìû 2.1. , K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãîìòåðâàëîâ è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîîáðàçîâ òî÷åê ðàçðûâà.
Êàæäûé ãîìòåðâàë ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùèì èíòåðâàëîì, ïîêàæåì, ÷òî è ïðîîáðàç òî÷êè
ðàçðûâà, íàõîäÿùèéñÿ ìåæäó äâóìÿ ãîìòåðâàëàìè, ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷êîé. Ïóñòü
(a, b) è (b, c)� ãîìòåðâàëû è fk(b) = ci . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d = f l(ci) ëåæèò â (a, b)
è ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó â èíòåðâàëå (d, b) íàéäåòñÿ åùå îäèí ïðîîáðàç òî÷êè ðàçðûâà,
÷òî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü îïðåäåëåíèþ ãîìòåðâàëà (a, b) . Åñëè â èíòåðâàëå (d, b) íåò òî-
÷åê ðàçðûâà, òî îáúåäèíåíèå T = ∪∞

i=0f
(k+l)i[d, b] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé ñâÿçíûé

èíòåðâàë, ïðè ýòîì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fk+l|T ïåðåâîäèò T â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â T íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó òî÷êà
b ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé, à çíà÷èò è âåñü èíòåðâàë K � áëóæäàþùèé. Î÷åâèäíî, ëþ-
áîé áëóæäàþùèé èíòåðâàë èìååò ìåðó 0 . Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Λ(K) èìååò íóëåâóþ
ìåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K � áëóæäàþùèé èíòåðâàë. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè f � îáîáùåííîå ïåðåêëàäûâàíèå n îòðåçêîâ, òî îòîá-
ðàæåíèå ϕ(x) = Λ[0, x) , ãäå ôóíêöèÿ (ìåðà) Λ = Λi îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (2.3),
i = 1, . . . , n − 1 , óñòàíàâëèâàåò ïîëóñîïðÿæåííîñòü ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì ïåðåêëàäû-
âàíèåì åäèíè÷íîãî íàêëîíà. Ïðè ýòîì ϕ(x) ñêëåèâàåò íå áîëåå, ÷åì ïî äâå òî÷êè â
íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå Ω(f) , ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ áëóæäàþùèõ èíòåðâàëîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 15-01-03687-à.
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Niding designs of models of constant inclination for

generalized shifts of a segment

c⃝ M. Malkin3, K. Safonov4

Abstract. For one-dimensional discontinuous maps with zero topological entropy we apply the
technique of kneading invariants and kneading series. The kneading technique was introduced
�rst by J. Milnor and W. Thurston for continuous piecewise monotonic one-dimensional maps
and was applied to maps with positive topological entropy. In the present paper we show that by
approaching the zero entropy one using kneading series may de�ne invariant measure for generalized
interval exchange transformations and also for a class of discontinuous maps without periodic
points. Thus, in terms of kneading series we construct a semiconjugacy (being actually a conjugacy
in the transitive case) with a model map of unit (in absolute value) slope. The proposed construction
is determined by formulas which allow to calculate the parameters of the model map with required
accuracy.

Key Words: kneading series, generalized interval exchange transformations, topological entropy.
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Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà ó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé

c⃝ Å.Â. Íîçäðèíîâà1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f , çàäàííûõ íà ãëàäêèõ îðèåíòèðóåìûõ çàìêíó-
òûõ ïîâåðõíîñòÿõ M2 . Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ñóùåñòâó-
åò äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð Af , Rf , êîòîðûå èìåþò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü
íå áîëüøå 1, à ïðîñòðàíñòâî îðáèò â èõ äîïîëíåíèè Vf (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî)
ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ,
íàïðèìåð, îäèíàêîâûé ïåðèîä âñåõ ñåäëîâûõñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G . Íà âîç-
ìîæíîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû â âèäå �èñòî÷íèê-ñòîê� îñíîâàí öåëûé
ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò � ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà.
Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè òðè âñåãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ âûáîðîì îäíîìåðíîé äóàëüíîé ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð. Â
ðàçìåðíîñòè äâà ýòî íå âåðíî äàæå â ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîì ñëó÷àå, îäíàêî â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîìåðíàÿ äóàëüíàÿ ïàðà, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
îðáèò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì, àòòðàêòîð, ðåïåëëåð.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè äè-
íàìèêè ñèñòåìû â âèäå �èñòî÷íèê-ñòîê�, òî åñòü â âûäåëåíèè äóàëüíîé ïàðû àòòðàêòîð-
ðåïåëëåð, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ω−α ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òðàåê-
òîðèé ñèñòåìû. Íà âîçìîæíîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâàíà �Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåî-
ðåìà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì� ×. Êîíëè [1], óñòàíàâëèâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñ ýòîé èäååé ñâÿçàíî ïîíÿòèå ôèëü-
òðàöèè, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé Ω -
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, âûáîð ðàçëè÷íûõ äóàëüíûõ ïàð àòòðàêòîð-ðåïåëëåð
ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì íàõîæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà ðàçóìíûé âûáîð äóàëüíîé ïàðû ïðèâîäèò ê
ïîëíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåêîòîðîãî êëàññà. Íà ýòîì
ïóòè, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí öåëûé ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî
÷èñëà îðáèò � ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, ñì., íàïðèìåð, [2], [3], [4], [5], [6].

Â ìîíîãðàôèè [7] äîïîëíåíèå ê äóàëüíîé ïàðå àòòðàêòîð-ðåïåëëåð äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íàçâàíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. ðàçäåë 2.2 ìî-
íîãðàôèè [7]). Òàì æå ïîêàçàíî, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè òðè âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò ñâÿçíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ âûáîðîì îäíîìåðíîé

1Íîçäðèíîâà Åëåíà Âÿ÷åñëàâîâíà, ëàáîðàíò, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â äèíàìè-
êå, ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), ORCID:
http://orcid.org/ 0000-0001-5209-377X, maati@mail.ru
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äóàëüíîé ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð (ñì. Òåîðåìà 2.6 ìîíîãðàôèè [7]). Â ðàçìåðíîñòè äâà
ýòî íå âåðíî äàæå â ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîì ñëó÷àå (ñì. Ðèñóíîê 1.), îäíàêî, â íàñòîÿùåé
ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîìåðíàÿ äóàëüíàÿ ïàðà, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî îðáèò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ïîíÿòèÿ.

1.1. Òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
åì, åñëè åãî òî÷êà èìååò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ îòêðûòîìó äâóìåðíîìó
äèñêó int D2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 < 1} .

Çàìåòèì, ÷òî int D2 ãîìåîìîðôíî R2 , òàê ÷òî ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæíî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà èìåëà îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíóþ R2 .

Äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X , êàæ-
äàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ ëèáî R2 , ëèáî åãî ïîä-
ìíîæåñòâó R2

+ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1, x2 ≥ 0} . Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê X , èìåþùèõ îêðåñò-
íîñòè, ãîìåîìîðôíûå R2

+ , íî íå èìåþùèõ îêðåñòíîñòåé, ãîìåîìîðôíûõ R2 , íàçûâàåòñÿ
êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ X .

Êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèåì.
Èç îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ñëåäóåò, ÷òî ó X åñòü îòêðûòîå ïîêðûòèå

U = {Uj, j ∈ J} òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì j ∈ J ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ψj : Uj → R2 ,
ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùåå Uj íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R2 . Ïðè ýòîì
ìû íàçûâàåì (Uj, ψj) êàðòîé èëè ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
Uj , êîîðäèíàòû x1, x2 íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè â òî÷êå x0 , ìíîæåñòâî
Φ = {(Uj, ψj), j ∈ J} âñåõ êàðò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àòëàñ.

Ïóñòü f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé X . Åñëè
p ∈ U è f(U) ⊂ V äëÿ êàðòû (U,ψ) ìíîãîîáðàçèÿ X è êàðòû (V, φ) ìíîãîîáðàçèÿ Y ,
òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå fp = φfψ−1 : ψ(U) → φ(V ) , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì f â òî÷êå p . Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p îïðåäåëÿåòñÿ ãëàä-
êîñòüþ åãî ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ýòîé òî÷êå. Èìåííî, ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå fp
îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äâóõ ôóíêöèé
îò äâóõ ïåðåìåííûõ

fp(x1, x2) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2)).

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì èëè äèôôåðåíöèðóåìûì êëàññà Cr, r ≥ 1 â òî÷êå p ,
åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ fk, k = 1, 2 èìååò âñå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà ψ(U)
äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò f ∈ Cr . Eñëè ôóíêöèè f1, f2 èìåþò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà íà ψ(U) , òî f íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì â òî÷êå p ( f ∈ C∞ ).

Äëÿ ãëàäêîãî â òî÷êå p îòîáðàæåíèÿ f ìàòðèöà ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2


ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îòîáðàæåíèÿ fp , âû÷èñëåííûõ â òî÷êå ψ(p) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ

(
∂f
∂x

)
|p .

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè îíî îáëàäàåò àòëàñîì, â
êîòîðîì ïåðåõîäû îò îäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ÿêîáèàíû. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðóåìûì.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X èìååò íóëåâóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A è ëþáîé åå îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
Ux ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Vx òàêàÿ, ÷òî x ∈ Vx ⊂ Ux è Fr Vx ∩A = ∅ . Òîãäà,
ïî èíäóêöèè, ìíîæåñòâî A ⊂ X èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü n ≥ 1 , åñëè äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè x ∈ A è ëþáîé åå îòêðûòîé îêðåñòíîñòè Ux ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
Vx òàêàÿ, ÷òî x ∈ Vx ⊂ Ux è ìíîæåñòâî Fr Vx ∩ A èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü
n− 1 .

1.2. Äèíàìè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü M2 � ãëàäêîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå è f : M2 → M2 �
ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî f(Ux)∩Ux = ∅ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà
x íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
îêðåñòíîñòè Ux ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê
îòêðûòî, à ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê � çàìêíóòî.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Ωf .

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðåæäå âñåãî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà, êîòîðûå ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f : X → X � äèôôåîìîðôèçì è f(p) = p . Òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè(
∂f
∂x

)
|p íåò ÷èñåë, ïo ìîäóëþ ðàâíûõ 1. Åñëè ïðè ýòîì âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

ßêîáè ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, òî p íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé, ñòîêîâîé òî÷êîé èëè ñòî-
êîì; åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, òî p íàçûâàåòñÿ îòòàëêèâàþùåé,
èñòî÷íèêîâîé òî÷êîé èëè èñòî÷íèêîì. Ïðèòÿãèâàþùàÿ èëè îòòàëêèâàþùàÿ òî÷êà íàçû-
âàåòñÿ óçëîâîé. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íå ÿâëÿþùàÿñÿ óçëîâîé, íàçûâàåòñÿ
ñåäëîâîé òî÷êîé èëè ñåäëîì.

Åñëè òî÷êà p � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà f ñ ïåðèîäîì per(p) , òî, ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ
êîíñòðóêöèþ ê äèôôåîìîðôèçìó f per(p) , ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, àíàëîãè÷íóþ êëàññèôèêàöèè íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ó íåå
óñòîé÷èâîãî W s

p è íåóñòîé÷èâîãî W u
p ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: W s
p = {x ∈ M : d(fkper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} , W u

p = {x ∈ M :

d(f−kper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} .
Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p óñòîé÷èâîå èëè

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ýòîé òî÷êè, êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u

p \ p (W s
p \ p ) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé (óñòîé÷èâîé)

ñåïàðàòðèñîé.
Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2 íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåò-

íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî
f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé

èëè èçîëèðóþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 . Àòòðàêòîð è ðåïåëëåð
íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè, åñëè äîïîëíåíèåì äî çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñòíîñòü ðåïåëëåðà.

Å.Â. Íîçäðèíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ó . . .



94 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2

1.3. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
è èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç G êëàññ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü f ∈ G è Af , Rf � äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð. Ïîëîæèì Vf =M2\(Af∪
Rf ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂f ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæå-
ñòâå Vf . Ìíîæåñòâî Vf íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è ìíîæåñòâî

V̂f íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îðáèò.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò äóàëüíàÿ ïàðà
àòòðàêòîð-ðåïåëëåð Af , Rf òàêèå, ÷òî èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå 1 è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂f ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Âñå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G èìåþò
îäèíàêîâûé ïåðèîä.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Èç ñâÿçíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îðáèò
V̂f íå ñëåäóåò â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçíîñòü äóàëüíûõ àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà (ñì. ïðèìåð
íà Ðèñóíêå 1.). Îäíàêî, åñëè ñâÿçíûì ÿâëÿåòñÿ ñàìî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Vf , òî Af è Rf òàêæå ñâÿçíû, ÷òî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç Òåîðåìû 2.6 ìîíîãðàôèè [7].

a1 a2

w1

w2

s1

s2

f S2

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà,

çàäàííîãî íà äâóìåðíîé ñôåðå. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî σ1, σ2 è α1, α2 � ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû

ïåðèîäà 2, ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûì ñâÿçíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îðáèò

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî V̂f , ñîîòâåòñòâóþùåå äóàëüíîé ïàðå àòòðàêòîð-ðåïåëëåð Af −Rf

òàêîé, ÷òî Af = ω1 ∪ ω2 ∪W u
σ1 ∪W u

σ2 , Rf = α1 ∪ α2 . Ïðè ýòîì ñàìî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî Vf ñâÿçíûì íå ÿâëÿåòñÿ, òàêæå, êàê è ðåïåëëåð Rf .

Å.Â. Íîçäðèíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ó . . .
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2. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1.
Ïóñòü f ∈ G . Åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf íå ñîäåðæèò ñåäëîâûõ òî÷åê, òî

îíî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà, à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî îðáèò ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì (ñì., íàïðèìåð, Òåîðåìó 2.5 â ìîíîãðàôèè
[7]). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà âåðíà.

Âåçäå äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó
ñåäëîâóþ òî÷êó. Êðîìå òîãî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, â ðàìêàõ ðåøàåìîé çàäà÷è, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f ).

Ïåðåíóìåðóåì ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f : σ1, . . . , σkf . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0

ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâûõ òî÷åê, ÷åðåç Rkf+1 ìíîæåñòâî âñåõ èñòî÷íèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî
A0 ̸= ∅, Rkf+1 ̸= ∅ . Äëÿ i = 1, . . . , kf ïîëîæèì W s

i = W s
σi
,W u

i = W u
σi
. Åñëè A0 ñîñòîèò èç

îäíîé òî÷êè, òî ïîëîæèì R0 = Rkf+1 ∪
kf∪
j=1

W s
j è V0 =M2 \ (A0 ∪R0) . Â ñèëó Òåîðåìû 2.6

èç ðàáîòû [7], A0 −R0 � äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð è îíè îáà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíû-
ìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îðáèò ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì, ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà âåðíà.

Åñëè A0 ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè, òî äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 ïîëîæèì

Ai = A0 ∪
i∪

j=1

W u
j , Ri = Rkf+1 ∪

kf∪
j=i+1

W s
j , Vi =M2 \ (Ai ∪Ri).

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 ðàáîòû [8], Ai −Ri ÿâëÿåòñÿ äóàëüíîé ïàðîé àòòðàêòîð-ðåïåëëåð
è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îðáèò ãîìåîìîðôíà
äâóìåðíîìó òîðó.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî A0 ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç n ÷èñëî òî÷åê â ìíîæåñòâå A0 è ïåðåíóìåðóåì ýòè òî÷êè: ω1, . . . , ωn . Ïîëîæèì

R0 = Rkf+1∪
kf∪
j=1

W s
j è V0 =M2\(A0∪R0) . Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂0

ñîñòîèò èç n äâóìåðíûõ òîðîâ T1, . . . , Tn , ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâàìè îðáèò áàññåéíîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîêîâ. Ïîñêîëüêó íåñóùàÿ ïîâåðõíîñòü M2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, à õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V0 ñîäåðæèò âñå íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû âñåõ ñåäëîâûõ
òî÷åê, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, . . . , σn−1 òàêèõ, ÷òî íåóñòîé-
÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâîé òî÷êè σj ïðèíàäëåæàò áàññåéíàì ñòîêîâ ωj, ωj+1 . Òîãäà
ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îð-
áèò: V̂0, . . . , V̂n−1 . Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1 ðàáîòû [8], ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂j ñîñòîèò èç n− j
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîñòðàíñòâî V̂n−1 ñâÿçíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 1.1.
Ïóñòü Af−Rf � äóàëüíàÿ ïàðà àòòðàêòîð-ðåïåëëåð, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíîìó õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó V̂f . Òîãäà äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f
ëèáî óñòîé÷èâûå, ëèáî íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ýòîé òî÷êè ïðèíàäëåæàò õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Vf . Áîëåå òîãî, èõ ïðîåêöèåé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
îðáèò ÿâëÿòñÿ îäíà èëè äâå ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò
òèïà îðèåíòàöèè ñåäëîâîé òî÷êè σ . Êðîìå òîãî, ïåðèîä ñåäëîâîé òî÷êè σ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññîì ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f

Å.Â. Íîçäðèíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ó . . .
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ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, òî ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîñòðàíñòâå V̂f èì ñîîòâåòñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè.
Ñîãëàñíî [9], âñå òàêèå îêðóæíîñòè ëåæàò â îäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå, îòêóäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî ïåðèîäîâ âñåõ ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêî-
ïèñè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 90 â 2017 ãîäó ÖÔÈ ÍÈÓ ÂØÝ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. C. Conley, “Isolated Invariant Sets and Morse Index”, CBMS Regional Conference Series
in Math. vol. 38, 1978, 89.

2. Ch. Bonatti, V. Grines, V. Medvedev, E. Pecou, “Topological classification of gradient-like
diffeomorphisms on 3-manifolds”, Topology, 2004, 369-391.

3. Ch. Bonatti, V. Grines, O. Pochinka., “Classification of Morse-Smale diffeomorphisms
with the chain of saddles on 3-manifolds”, World Scientific. Singapore., 2006, 121-147.

4. Â. Ç. Ãðèíåñ, �Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîpôèçìîâ Ìîpñà-Ñìåéëà ñ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãåòåpîêëèíè÷åñêèõ òpàåêòîpèé íà ïîâåpõíîñòÿõ�, Ìàòåìà-
òè÷åñêèå çàìåòêè, 54(3) (1993), 3-17.

5. Â. Ç. Ãðèíåñ., Å.ß. Ãóðåâè÷.,Â.Ñ. Ìåäâåäåâ, �Î êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ
Ìîðñà�Ñìåéëà ñ îäíîìåðíûì ìíîæåñòâîì íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ�, Òðóäû ÌÈÀÍ,
270 (1) (2010), 20-35.

6. V. Z. Grines., E.Y. Gurevich.,O.V. Pochinka., “Topological classification of Morse-Smale
diffeomorphisms without heteroclinic intersection”, Journal of Mathematical Sciences,
2015, 81-91.

7. V. Grines, T. Medvedev , O. Pochinka, Dynamical Systems on 2- and 3-Manifolds.,
Springer International Publishing Switzerland., 2016, 364 p.

8. Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà , Î.Â. Ïî÷èíêà, À. Å. Øèøåíêîâà., �Î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà
áëóæäàþùèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì
öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì�, ÑÂÌÎ, 1 (2011), 63-70.

9. D. Rolfsen, “Knots and links.”, University of British Columbia, Math. Lecture, 7 (1990).

Ïîñòóïèëà 10.03.2017

MSC2010 05C15

The existence connected characteristic space at the

gradient-like di�eomorphisms of surfaces

c⃝ E.V. Nozdrinova2

2 Elena V. Nozdrinova, laboratory assistant, Laboratory of topological methods in dynamics, National
Research University Higher School of Economics (25/12 Bolshaja Pecherskaja Str., Nizhny Novgorod 603155,
Russia), ORCID: http://orcid.org/ 0000-0001-5209-377X, maati@mail.ru

E.V. Nozdrinova. The existence connected characteristic space at the gradient- . . .



Zhurnal SVMO. 2017. Vol. 19, No. 2 97

Abstract. In this paper we consider the class G of orientation-preserving gradient-like
di�eomorphisms f de�ned on a smooth oriented closed surfaces M2 . Author establishes that for
every such di�eomorphism there is a dual pair attractor-repeller Af , Rf that have topological
dimension not greater than 1 and the orbit space in their supplement Vf is homeomorphic
to the two-dimensional torus. The immediate consequence of this result is the same period of
saddle separatrices of all di�eomorphisms f ∈ G . A lot of classi�cation results for structurally
stable dynamical systems with a non-wandering set consisting of a �nite number of orbits (Morse-
Smale systems) is based on the possibility of such representation for the system dynamics in the
�source-sink� form. For example, for systems in dimension three there always exists a connected
characteristic space associated with the choice of a one-dimensional dual attractor-repeller pair. In
dimension two this is not true even in the gradient-like case. However, in this paper it is shown
that there exists a one-dimensional dual pair with connected characteristic orbit space.

Key Words: gradient-like di�eomorphism, attractor, repeller.
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Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è äîñòàòî÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ

ëîêàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðàôîâ äëÿ çàäà÷è î

k -ðàñêðàñêå
c⃝ Ä. Â. Ñèðîòêèí1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ââîäèòñÿ íåêîòîðûé êëàññ çàìåí ïîäãðàôîâ â ãðàôàõ, ïðè÷åì
çàìåíû èç ýòîãî êëàññà ñîõðàíÿþò k -ðàñêðàøèâàåìîñòü. Êàæäîå òàêîå ëîêàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ãðàôîâ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì øàáëîíîì � íàáîðîì ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà åãî
ïîäìíîæåñòâà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé ïîäãðàô ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî øàáëîíà, à
òàêæå ïðèâîäèòñÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà øàáëîíà. Äàí-
íûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â ðàáîòå, äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû
òåîðèè ãðàôîâ è êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà. Ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé
ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëüíûõ ñâåäåíèé äëÿ çàäà÷è î k -ðàñêðàñêå. Â
÷àñòíîñòè, âìåñòå ñ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåäóêöèè
äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î k -ðàñêðàñêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à î k -ðàñêðàñêå, ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäà÷à ðåàëèçàöèè,
ôóíêöèÿ Øåííîíà.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáûêíîâåííûå ãðàôû, ò.å. íåïîìå÷åííûå
íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà V ′ ⊆ V (G)
÷åðåç G[V ′] îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðàô ãðàôà G , ïîðîæäåííûé V ′ , à ÷åðåç G \ V ′ ðåçóëüòàò
óäàëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ V ′ èç ãðàôà G . Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷åðåç a, b îáî-
çíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî {a, a + 1, . . . , b} . Ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Kn .

Êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæå-
ñòâà, ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè α(G) ãðàôà G ïðåäñòàâëåíû, íàïðèìåð, â [1]. Òàì æå îïðåäå-
ëÿåòñÿ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå.

Â [2] ðàññìàòðèâàëñÿ äîñòàòî÷íî îáùèé êëàññ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ, íà-
çâàííûõ ñõåìàìè çàìåí, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè â òî÷íîñòè ñîõðàíÿåòñÿ, íî
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîéä¼ò, åñëè äîïóñòèòü èçìåíåíèå ÷èñ-
ëà íåçàâèñèìîñòè íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé
ïîäêëàññ êëàññà ñõåì çàìåí, êîòîðûé áóäåò îïðåäåëåí äàëåå.

Ïóñòü G � íåêîòîðûé ãðàô, à H � íåêîòîðûé åãî ïîðîæäåííûé ïîäãðàô. Ïîäìíî-
æåñòâî A ⊆ V (H) íàçîâåì H -îòäåëÿþùèì, åñëè íè îäíà èç âåðøèí ãðàôà H \ A íå
ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ãðàôà G \ V (H) . Ïóñòü ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé
ïîäãðàô G1 ñ G1 -îòäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì A , G2 � ãðàô, äëÿ êîòîðîãî A ⊆ V (G2) .

1 Ñèðîòêèí Äìèòðèé Âàëåðüåâè÷, ëàáîðàíò, ëàáîðàòîðèÿ òåîðèè è ïðàêòèêè ñèñòåì ïîääåðæêè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÈÓ ÂØÝ" (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åð-
ñêàÿ, ä. 25/12); ëàáîðàíò, êàôåäðà àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì.
Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23); ORCID: http://orcid.org/
0000-0002-2682-9867, dmitriy.v.sirotkin@gmail.com
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Çàìåíà G1 íà G2 â ãðàôå G ñîñòîèò â îáðàçîâàíèè
ãðàôà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí (V (G)\V (G1))∪V (G2) è ìíîæåñòâîì ðåáåð (E(G)\E(G1))∪
E(G2) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α -
ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (G1) ∩ V (G2) , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c , ÷òî
äëÿ ëþáîãî X ⊆ A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α(G1 \X) = α(G2 \X) + c .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α -ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mα(G1, A) = Mα(G2, A) , ãäå Mα(H,A) � ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ
ìíîæåñòâ X ⊆ A , ÷òî äëÿ âñÿêîãî Y ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α(H \X) < α(H \Y ) .
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α -ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆
V (G1)∩V (G2) , ïðè÷åì A ÿâëÿåòñÿ G1 -îòäåëÿþùèì â ãðàôå G . Òîãäà åñëè ãðàô G∗

α �
ðåçóëüòàò çàìåíû G1 íà G2 â ãðàôå G , òî α(G∗

α) = α(G) + α(G2)− α(G1) .

Èíòåðåñ ê ñõåìàì çàìåí îáóñëîâëåí ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ
ðåäóêöèè ãðàôîâ, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæå-
ñòâå â íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðàôîâ [3]�[8]. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøèì çàìåíàì òàêæå èíòå-
ðåñíû ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè. Çàäà÷à ðåàëèçàöèè äëÿ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà M ⊆ 2A ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ãðàô G è ïîäìíî-
æåñòâî A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî Mα(G,A) = M . Çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ çàäàííûõ G è
A ⊆ V (G) ñîñòîèò â ïîèñêå òàêîãî ãðàôà H ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí, ÷òî
A ⊆ V (H) è Mα(G,A) = Mα(H,A) .

Çàäà÷à ðåàëèçàöèè èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå äàëåêî íå äëÿ ëþáîãî M . Ýòî òàê,
íàïðèìåð, äëÿ M = {{a, b}, {a}} . Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ α(G \ {b}) = α(G \ {a}) =
α(G)−1, α(G\{b}) = α(G\{a, b})−1, α(G\{a}) = α(G\{a, b}) îäíîâðåìåííî íå ñîâìåñòíû.
Äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå çàäà÷à ðåàëèçàöèè êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, à
çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åùå áîëåå òðóäíîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå çàäà÷è ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè ïðèìåíèòåëü-
íî ê çàäà÷å î ðàñêðàñêå. Êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ k -ðàñêðàñêè, k -ðàñêðàøèâàåìîãî ãðàôà
è çàäà÷è î k -ðàñêðàñêå ïðåäñòàâëåíû â [1].

Ìîæíî ãîâîðèòü î k -ðàñêðàñêå ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V (G) , èìåÿ â âèäó ÷àñòè÷íóþ k -
ðàñêðàñêó ïîäãðàôà G[A] , à òàêæå î åå ïðîäîëæåíèè íà k -ðàñêðàñêó âñåãî ãðàôà G .
Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ëþáàÿ k -ðàñêðàñêà ïîäìíîæåñòâà A èëè ãðàôà G
çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ðàçáèåíèåì A èëè V (G) íà íå áîëåå ÷åì k íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ (χ, k) -
ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (H1) ∩ V (H2) , åñëè äëÿ ëþáûõ k -ðàñêðàñîê c1 è c2 ,
ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôîâ H1 è H2 ñóùåñòâóþò k -ðàñêðàñêè c′′ è c′ , ñîîòâåòñòâåííî, ãðà-
ôîâ H2 è H1 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà c1(v) = c′′(v)
è c2(v) = c′(v) .

Äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V (G) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî M(χ,k)(G,A)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé A íà íå áîëåå ÷åì k íåïó-
ñòûõ ÷àñòåé, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè G . Îòìåòèì, ÷òî åñëè
íåêîòîðîå ðàçáèåíèå A íå çàäàåò k -ðàñêðàñêó äàííîãî ïîäìíîæåñòâà, òî îíî çàâåäîìî
íå ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè G . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàôû H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ
(χ, k) -ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (H1) ∩ V (H2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî M(χ,k)(H1, A) = M(χ,k)(H2, A) .
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Ïóñòü H1 è H2 � ãðàôû, A ⊆ V (H1)∩ V (H2) , H1 è H2 ÿâëÿþòñÿ (χ, k) -ïîäîáíûìè
îòíîñèòåëüíî A . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô H ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô H1 ñ H1 -
îòäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì A . Íåòðóäíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ.

Ë å ì ì à 1.2. Åñëè ãðàô H∗
(χ,k) � ðåçóëüòàò çàìåíû H1 íà H2 â ãðàôå H , òî

ãðàô H ÿâëÿåòñÿ k -ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ
ãðàô H∗

(χ,k) .

Ëåììà 1.2 îáóñëàâëèâàåò èíòåðåñ ê çàäà÷àì ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè äëÿ çàäà÷è
î k -ðàñêðàñêå. Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ðåàëèçàöèè ðåøàåòñÿ ïîëíîñòüþ. Èìåííî, áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ n è k ≥ 3 è ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ϱ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ðàçáèåíèé n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé ñóùåñòâóåò
ãðàô G è ïîäìíîæåñòâî A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî M(χ,k)(G,A) = ϱ .

Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë m,n, k ≥ 3 îïðåäåëèì ôóíêöèþ øåííîíîâñêîãî òèïà fχ(m,n, k) . Ïóñòü Γm,n,k �
ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ m ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà 1, n íà
íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé. Ïîëîæèì fχ(m,n, k) = max

ϱ∈Γm,n,k

gχ(ϱ) , ãäå gχ(ϱ) =

min
{H: 1,n⊆V (H), M(χ,k)(H,1,n)=ϱ}

|V (H)| . Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî fχ(m,n, k) = O(m ·

(k2 · logk n+ n)) .

2. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Ïóñòü a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ea,b ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëíîãî ãðàôà íà âåðøèíàõ v, v1, . . . , va+b è ïóñòîãî
ãðàôà íà âåðøèíàõ u, u1, . . . , ub äîáàâëåíèåì âñåâîçìîæíûõ ðåáåð âèäà uvi è ujva+j , ãäå
1 ≤ i ≤ a è 1 ≤ j ≤ b . Âåðøèíó v íàçîâåì âåðõíåé, à âåðøèíû u, u1, . . . , ub íàçîâåì
íèæíèìè.

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ k ≥ 3 è 1 ≤ a ≤ k − 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

a) â ëþáîé k -ðàñêðàñêå ãðàôà Ea,k−1−a , â êîòîðîé âñå íèæíèå âåðøèíû èìåþò îäèí
è òîò æå öâåò, âåðõíÿÿ âåðøèíà èìååò òàêîé æå öâåò, ÷òî è íèæíèå;

á) ëþáàÿ k -ðàñêðàñêà âåðõíåé è âñåõ íèæíèõ âåðøèí ãðàôà Ea,k−1−a , â êîòîðîé ìíî-
æåñòâî íèæíèõ âåðøèí íå îäíîöâåòíî, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî íåêîòîðîé k -
ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâûé ïóíêò î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó âñå âåðøèíû v1, . . . , vk−1

äîëæíû èìåòü ðàçíûå öâåòà, êàæäûé èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò öâåòà íèæíèõ âåðøèí. Ïî-
ñêîëüêó öâåò âåðøèíû v îòëè÷åí îò öâåòîâ êàæäîé èç âåðøèí v1, . . . , vk−1 , òî îí ñîâïàäàåò
ñ öâåòîì íèæíèõ âåðøèí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïàðàìåòðó k . Óòâåðæäå-
íèå î÷åâèäíî, êîãäà k = 3 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî k . Äîêà-
æåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ k + 1 .

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé ãðàôà Ek−1,1 . Ïóñòü c � åãî ÷àñòè÷íàÿ (k+1) -ðàñêðàñêà,
â êîòîðîé c(u) = 1, c(u1) = 2 è c(v) = x . Åñëè x = 1 , òî ìîæíî íàçíà÷èòü c(v1) = 2 è
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c(vi) = i+1 äëÿ ëþáîãî i ∈ 2, k . Åñëè x = 2 , òî ìîæíî íàçíà÷èòü c(vk) = 1 è c(vi) = i+2
äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, k − 1 . Åñëè æå x ̸∈ {1, 2} , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = k + 1 , è ìîæíî
íàçíà÷èòü c(v1) = 2, c(vk) = 1 è c(vi) = i+ 1 äëÿ ëþáîãî i ∈ 2, k − 1 .

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå Ea,k−a âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 2 ≤ k−a ≤ k−1 .
Ïîñêîëüêó íåêîòîðàÿ (k+1) -ðàñêðàñêà c′ âåðøèí u, u1, . . . , uk−a íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíîé
è ò. ê. 2 ≤ k− a ≤ k− 1 , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà ui è òàêîé öâåò col ∈ 1, k + 1 , ÷òî
c′ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíîé íà {u, u1, . . . , uk−a} \ {ui} è col ̸∈ {c′(u), c′(u1), . . . , c′(uk−a)} .
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = k − a . Óäàëèâ èç ãðàôà Ea,k−a âåð-
øèíû vk è uk−a , ìû ïîëó÷èì ïîðîæäåííûé ïîäãðàô Ea,k−1−a . Ê íåìó ìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè {c′(v), c′(u), c′(u1), . . . , c′(uk−a)} ≠ 1, k + 1 , òî ìîæ-
íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî col ̸= c′(v) . Íî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ k -ðàñêðàñêà ïîäãðàôà
Ea,k−1−a ïðîäîëæàåòñÿ äî (k + 1) -ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà Ea,k−a îêðàøèâàíèåì âåðøè-
íû vk â öâåò col íåçàâèñèìî îò öâåòà c′(uk−a) . Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
a = 1, c′(u) = 1, c′(u1) = 2, . . . , c′(uk−1) = k, c′(v) = k + 1 . Íî òîãäà äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, k
âåðøèíå vi ìîæíî íàçíà÷èòü öâåò (i+ 1) mod n .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k ≥ 3 è l ðåêóðñèâíî îïðåäåëèì ãðàô Hk,l ,
à òàêæå åãî âåðõíþþ è l íèæíèõ âåðøèí:

i) Åñëè 1 ≤ l ≤ k − 1 , òî ãðàô Hk,l èçîìîðôåí ãðàôó Ek−l,l−1 , âåðõíÿÿ âåðøèíà
ãðàôà Hk,l ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé âåðøèíîé ãðàôà Ek−l,l−1 , ìíîæåñòâà íèæíèõ âåðøèí
ãðàôîâ Hk,l è Ek−l,l−1 ñîâïàäàþò.

ii) Ïóñòü l ≥ k . Òîãäà ãðàô Hk,l ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà Hk,⌈ l
k−1

⌉ îòîæäåñòâëåíèåì

êàæäîé èç åãî ⌊ l
k−1

⌋ ïåðâûõ íèæíèõ âåðøèí ñ âåðõíåé âåðøèíîé ãðàôà E1,k−2 è
îòîæäåñòâëåíèåì âîçìîæíîé îñòàâøåéñÿ íèæíåé âåðøèíû c âåðõíåé âåðøèíîé ãðàôà
Ek−l+(k−1)·⌊ l

k−1
⌋,l−1−(k−1)·⌊ l

k−1
⌋ . Âåðõíèå âåðøèíû ãðàôîâ Hk,l è Hk,⌈ l

k−1
⌉ ñîâïàäàþò, ìíî-

æåñòâî íèæíèõ âåðøèí ãðàôà Hk,l ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ñîâîêóïíîñòè íèæíèõ
âåðøèí âñåõ ⌊ l

k−1
⌋ ýêçåìïëÿðîâ ãðàôà E1,k−2 è ìíîæåñòâà íèæíèõ âåðøèí âîçìîæíîãî

ýêçåìïëÿðà ãðàôà Ek−l+(k−1)·⌊ l
k−1

⌋,l−1−(k−1)·⌊ l
k−1

⌋ .

Èñõîäÿ èç ñïðàâåäëèâîñòè Ëåììû 2.1 è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ ãðàôà Hk,l , èíäóêöèåé ïî
ïàðàìåòðó l íåòðóäíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k ≥ 3 è l ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

a) â ëþáîé k -ðàñêðàñêå ãðàôà Hk,l , â êîòîðîé âñå íèæíèå âåðøèíû èìåþò îäèí è
òîò æå öâåò, âåðõíÿÿ âåðøèíà èìååò òàêîé æå öâåò, ÷òî è íèæíèå;

á) ëþáàÿ k -ðàñêðàñêà âåðõíåé è âñåõ íèæíèõ âåðøèí ãðàôà Hk,l , â êîòîðîé ìíî-
æåñòâî íèæíèõ âåðøèí íå îäíîöâåòíî, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî íåêîòîðîé k -
ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà.

Ïóñòü ϱ = {ρ1, . . . , ρm} , ãäå äëÿ ëþáîãî i ýëåìåíò ρi ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì îäíîãî è
òîãî æå n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé Ai,1, . . . , Ai,ji .
Ïîñòðîèì íåêîòîðûé ãðàô, â êîòîðîì ìíîæåñòâî A áóäåò íåçàâèñèìûì. Äëÿ ëþáûõ i ∈
1,m è j ∈ 1, ji ïîñòðîèì ãðàô Hk,|Ai,j | ñ ìíîæåñòâîì íèæíèõ âåðøèí Ai,j . Åñëè ji ≥

Ä. Â. Ñèðîòêèí. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è äîñòàòî÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ . . .
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2 , òî ê ïîëó÷åííîìó ãðàôó äîáàâèì ãðàô Kk+1−ji , âñå âåðøèíû êîòîðîãî ñîåäèíèì ñ
âåðõíèìè âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ïîäãðàôîâ Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

| . Ïîëó÷åííûé
òàêèì îáðàçîì ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç G(ϱ) .

Ë å ì ì à 2.3. Íåêîòîðàÿ k -ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà A ãðàôà G(ϱ) ïðîäîëæàåòñÿ
äî k -ðàñêðàñêè âñåãî ýòîãî ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå çàäàåòñÿ íè îäíèì
èç ðàçáèåíèé ρ1, . . . , ρm . Êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G(ϱ) åñòü O(m · (k2 · logk n+ n)) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè k -ðàñêðàñêà c ìíîæåñòâà A çàäàåòñÿ ðàçáèåíèåì
ρi , òî ïî ïåðâîé ÷àñòè Ëåììû 2.2 ïðè ëþáîì åå ïðîäîëæåíèè íà âåñü ãðàô G(ϱ) âåðõ-
íèå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðàôîâ Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

| áóäóò îêðàøåíû â ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå öâåòà. Íî òîãäà ñîñåäíèå èì âåðøèíû ïîäãðàôà Kk+1−ji íåëüçÿ îêðàñèòü â
k − ji öâåòîâ. Ïîýòîìó c íå ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà G(ϱ) .

Ïóñòü c′ � íåêîòîðàÿ k -ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà A , êîòîðàÿ íå çàäàåòñÿ íè îäíèì
èç ðàçáèåíèé ρ1, . . . , ρm . Òîãäà ïî âòîðîé ÷àñòè Ëåììû 2.2 äëÿ ëþáîãî i ýòà ðàñêðàñ-
êà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî k -ðàñêðàñêè êàæäîãî èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðàôîâ
Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

| , â êîòîðîé ji èõ âåðõíèõ âåðøèí îêðàøåíû â íå áîëåå ÷åì ji − 1
ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Òåì ñàìûì, âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäãðàôà Kk+1−ji ìîãóò áûòü
ðàñêðàøåíû â k + 1 − ji öâåòîâ. Ïîýòîìó c′ ïðîäîëæàåòñÿ äî k -ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà
G(ϱ) .

Îöåíèì êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G(ϱ) . Î÷åâèäíî, ÷òî |V (E1,k−2)| = 2k − 1 è ÷òî
|V (Ek−l+(k−1)·⌊ l

k−1
⌋,l−1−(k−1)·⌊ l

k−1
⌋)| = k+ l− (k−1) · ⌊ l

k−1
⌋ . Ïîýòîìó, ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ

ãðàôà Hk,l , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |V (Hk,l)| ≤ |V (Hk,⌈ l
k−1

⌉)|+ (2k − 1) · ⌊ l
k−1

⌋+ k + l −
⌊ l
k−1

⌋ ≤ |V (Hk,⌈ l
k−1

⌉)|+k+3l . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå |V (Hk,l)| = O(k ·logk l+l) .
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôàõ Hk,|Ai,1|, . . . , Hk,|Ai,ji

|, Kk+1−ji íå

ïðåâîñõîäèò O(ji ·k · logk n+n) = O(k2 · logk n+n) . Òåì ñàìûì, êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå
G(ϱ) åñòü O(m · (k2 · logk n+ n)) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èç Ëåììû 2.3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâíûì â äàííîé ðàáîòå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ n è k ≥ 3 è ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ϱ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé
ñóùåñòâóåò ãðàô G è ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî M(χ,k)(G,A) = ϱ .
Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå fχ(m,n, k) = O(m · (k2 · logk n+ n)) .

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò � 17-11-01336).
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Theorems of existence and su�ciency connected with local

transformations of graphs for the k -colourability problem
c⃝ D. V. Sirotkin2

Abstract. In the paper we consider some class of subgraphs' replacements in graphs. These while
replacements in this class preserve k -colorability. Every local transformantion from this class is
de�ned by a pattern that is a collection of partitions of a set into subsets. The paper shows that
a replacing subgraph exists for every pattern. An estimation is given for the number of its vertices
depending on size of the pattern. This is the main result of the paper, to obtain it we used methods
of graph theory and combinatorial analysis. Said class of replacements might be useful for creating
polynomial reductions for the k -colorability problem. In particular, together with main result of
the paper one can use it for input reduction for solving the k -colorability problem.

Key Words: k -colourability problem, local transformation, realization problem, Shannon
function.
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Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ,

ñâÿçàííûõ ñ ìàêñèìàëüíûìè íåçàâèñèìûìè

ìíîæåñòâàìè â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ

c⃝ Ä. Ñ. Òàëåöêèé1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìàêñè-
ìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ. Â íåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíà-
òîðíîãî àíàëèçà, ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé
àëãåáðû. Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîëè÷åñòâà ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñè-
ìûõ ìíîæåñòâ â öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 4, 5, 6. Äîêàçàíî, ÷òî
ïðåäåëû êîðíåé mn -îé ñòåïåíè èç êîëè÷åñòâà (ìàêñèìàëüíûõ) íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ m×n -ðåøåòêàõ ñóùåñòâóþò è ðàâíû. Êîëè÷å-
ñòâåííûå àñïåêòû ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ ïðèìåíèòåëüíî
ê öèëèíäðè÷åñêèì è òîðîèäàëüíûì ðåøåòêàì ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëèñü. Êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðåäåëîâ êîðíåé mn -îé ñòåïåíè èç êîëè÷åñòâà ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíî-
æåñòâ â m×n -ðåøåòêàõ òàêæå íå áûëî äîêàçàíî. Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ
äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ãðàô-ðåøåòêà, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïðå-
äåëüíàÿ òåîðåìà.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà (ìàêñèìàëüíûõ) íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â
ãðàôàõ èç ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ êëàññîâ ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðà-
áîò ([1],[2],[3]). Òàê, À. Ä. Êîðøóíîâ è À. À. Ñàïîæåíêî â ðàáîòå [1] ïîëó÷èëè àñèìï-
òîòèêó êîëè÷åñòâà äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ðàññòîÿíèåì 2 (ò.å. ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
â n -ìåðíîì äâîè÷íîì êóáå). Ï. Êèðøèíõîôåð, Õ. Ïðîäèíãåð è Ð. Òèøàé äîêàçàëè
â ðàáîòå [2] ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò β′

q, α
′
q, α

′
q,1, α

′
q,2 (α′

q,1 ̸= α′
q,2) , ÷òî äëÿ Tq,n

� ïîëíîãî q -àðíîãî äåðåâà âûñîòû n ïðè q ∈ {2, 3, 4} è ïðè n −→ ∞ âûïîëíå-
íà àñèìïòîòèêà i(Tq,n) ∼ α′

q · (β′
q)
qn è ïðè ëþáîì q ≥ 5 ïðè k −→ ∞ ñïðàâåäëè-

âû àñèìïòîòèêè i(Tq,2k) ∼ α′
q,1 · (β′

q)
q2k è i(Tq,2k+1) ∼ α′

q,2 · (β′
q)
q2k+1

. Ä. Ñ. Òàëåöêèé
è Ä. Ñ. Ìàëûøåâ â ðàáîòå [3] äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò βq, α2 è òàêèõ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîíñòàíò αq,1, αq,2, αq,3 , ÷òî ïðè n −→ ∞ âûïîëíåíà àñèìïòîòèêà
mi(T2,n) ∼ α2 · (β2)2

n
, à äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ q ïðè k −→ ∞ ñïðàâåäëèâû àñèìï-

òîòèêè mi(Tq,3k) ∼ αq,1 · (βq)q
3k
,mi(Tq,3k+1) ∼ αq,2 · (βq)q

3k+1
,mi(Tq,3k+2) ∼ αq,3 · (βq)q

3k+2
.

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì G × H äâóõ ãðàôîâ G è H íàçûâàåòñÿ ãðàô ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí V (G)×V (H) , ïðè ýòîì âåðøèíû (u1, v1) è (u2, v2) ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà u1 = u2 è (v1, v2) ∈ E(H) , ëèáî v1 = v2 è (u1, u2) ∈ E(G) . Ïðÿìî-
óãîëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, öèëèíäðè÷åñêîé è òîðîèäàëüíîé) m×n -ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Pm × Pn (ñîîòâåòñòâåííî, Cm × Pn è Cm × Cn ), ãäå Pk è Ck �

1 Òàëåöêèé Äìèòðèé Ñåðãååâè÷, ëàáîðàíò, êàôåäðà àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23),
ORCID: http://orcid.org/ 0000-0003-0966-3903, dmitalmail@gmail.com

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .



106 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2

ïðîñòîé k -ïóòü è ïðîñòîé k -öèêë, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìîóãîëüíóþ (öèëèíäðè÷åñêóþ è
òîðîèäàëüíóþ) m× n -ðåøåòêó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Grm,n (Cylm,n è Torm,n ).

H. Êàëêèí è Ã. Âèëô â ðàáîòå [4] äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn ,

ðàâíûé 1.50403 . . . , êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç η . Êðîìå òîãî, èìè áûëè ïîëó-
÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîëè÷åñòâà í.ì. â ïðÿìîóãîëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 3, 4, 5 .
Ïîçäíåå Ñ. Îõ è Ñ. Ëè â ðàáîòå [5] ïðåäëîæèëè áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-

âàíèÿ äâîéíîãî ïðåäåëà lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn .

Àâòîðó èçâåñòíû òîëüêî äâå ðàáîòû ([6] è [7]), â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëè÷å-
ñòâåííûå àñïåêòû ì.í.ì. â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ, ïðè÷åì â äàííûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî ïðÿìîóãîëüíûå ðåøåòêè. Ð. Ýéëåð â ðàáîòå [6] ïîëó÷èë ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
êîëè÷åñòâà ì.í.ì. â ïðÿìîóãîëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 3, 4, 5 . Â ðàáîòå [7] áûëè ïîëó÷åíû
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîëè÷åñòâà ì.í.ì. â ïðÿìîóãîëüíûõ ðåøåòêàõ-ïàðàëëåëåïèïåäàõ
ñ îñíîâàíèÿìè 2×2 , 2×3 è 3×3 . Â ðàáîòå [6] ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äâîéíîãî

ïðåäåëà lim
m,n−→∞

(mi(Grm,n))
1

mn , îòâåò íà êîòîðûé ïîëó÷åí â äàííîé ðàáîòå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîëè÷åñòâà ì.í.ì.
â öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 4, 5, 6 . Êðîìå òîãî, â äàí-
íîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è ðàâåíñòâî ïðåäåëîâ lim

m,n−→∞
(mi(Grm,n))

1
mn ,

lim
m,n−→∞

(mi(Cylm,n))
1

mn , lim
m,n−→∞

(mi(Torm,n))
1

mn .

2. Ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà â öèëèíäðè÷åñêèõ è
òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ

2.1. Ïîíÿòèå îñíàùåííîé ðåøåòêè

Ïóñòü èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî W ⊆ V (Cylm,n) (W ⊆ V (Torm,n) ) è âåðøèíà u ∈
V (Cylm,n) \W ( u ∈ V (Torm,n) \W ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà u ñìåæíà ñ W , åñëè
õîòÿ áû îäèí èç åå ñîñåäåé ïðèíàäëåæèò W . Âåðøèíà u ñìåæíà ñ W ïî âåðòèêàëè (ïî
ãîðèçîíòàëè), åñëè õîòÿ áû îäèí èç åå ñîñåäåé ïî ñòîëáöó (ïî ñòðîêå) ïðèíàäëåæèò W .
Âåðøèíà u ñìåæíà ñ W ñëåâà (ñïðàâà), åñëè åå ëåâûé (ïðàâûé) ñîñåä ïðèíàäëåæèò W .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îñíàùåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ m × n -ðåøåòêà � òàêîå
ðàçáèåíèå (I, IV , L,R) , âîçìîæíî ñ ïóñòûìè ÷àñòÿìè, ìíîæåñòâà V (Cylm,n) , ÷òî
îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ I, L,R ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì.
2. Ìíîæåñòâî IV ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ I ïî âåðòèêàëè.
3. Êàæäàÿ âåðøèíà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ I ∪ IV è ñìåæíàÿ ñ I ñëåâà, ïðèíàäëåæèò

L . Ëåâûé ñîñåä êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà L , åñëè îí ñóùåñòâóåò, ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó I .

4. Êàæäàÿ âåðøèíà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ I ∪ IV ∪ L è ñìåæíàÿ ñ I ñïðàâà, ïðè-
íàäëåæèò R . Ïðàâûé ñîñåä êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà R , åñëè îí ñóùåñòâóåò,
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó I .

Îòìåòèì, ÷òî â îñíàùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêå êðàéíèé ëåâûé ñòîëáåö ìîæåò
ñîäåðæàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà L , à êðàéíèé ïðàâûé ñòîëáåö ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà R .

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Îñíàùåííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ m× 1 -ðåøåòêó íàçîâåì îñíàùåííûì ñòîëáöîì. Áîëåå
ïîäðîáíî, îñíàùåííûé ñòîëáåö � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (Cylm,1) íà ÷àñòè I, IV , L,R
(íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïóñòûìè) òàêîå, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ I, L,R ÿâ-
ëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì è ìíîæåñòâî IV ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ I .

Îñíàùåííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ðåøåòêó íàçîâåì L -ðåøåòêîé (R -ðåøåòêîé), åñëè åå
êðàéíèé ëåâûé (êðàéíèé ïðàâûé) ñòîëáåö íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L (ìíî-
æåñòâà R ). Íàçîâåì LR -ðåøåòêîé òàêóþ ðåøåòêó, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ L -
ðåøåòêîé è R -ðåøåòêîé.

Îïðåäåëåíèå îñíàùåííîé òîðîèäàëüíîé m× n -ðåøåòêè ïîâòîðÿåò îïðåäåëåíèå îñíà-
ùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé m×n -ðåøåòêè ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ðàçáèâàåòñÿ ìíîæåñòâî
V (Torm,n) .

2.2. Ïåðå÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â öèëèíäðè÷åñêèõ
è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1 è n ≥ 1 êîëè÷åñòâî âñåõ LR -ðåøåòîê ðàçìåðà
m× n ðàâíî mi(Cylm,n) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü èìååòñÿ LR -ðåøåòêà (I1, I
V
1 , L,R) ðàçìåðà m × n .

Ïîêàæåì, ÷òî í.ì. I1 ãðàôà Cylm,n ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
âåðøèíó w ∈ V (Cylm,n) , íå âõîäÿùóþ â I1 . Òîãäà, ýòà âåðøèíà âõîäèò â îäíî èç ìíîæåñòâ
IV1 , L,R . Åñëè w ∈ L , òî w íå ïðèíàäëåæèò êðàéíåìó ëåâîìó ñòîëáöó ðåøåòêè, à åñëè
w ∈ R , òî w íå ïðèíàäëåæèò êðàéíåìó ïðàâîìó ñòîëáöó ðåøåòêè. Çíà÷èò, w ñìåæíà ñ
I1 , îòêóäà ñëåäóåò ìàêñèìàëüíîñòü ìíîæåñòâà I1 .

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ì.í.ì. I2 ãðàôà Cylm,n . Ïîñòðîèì ÷åòâåðêó (I2, I
V
2 , L,R) , êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà V (Cylm,n) , âîçìîæíî ñ ïóñòûìè ÷àñòÿìè. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w ∈ V (Cylm,n) , íå âõîäÿùóþ â I2 . Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè
I2 , âåðøèíà w ñìåæíà ñ I2 . Åñëè w ñìåæíà ñ I2 ïî âåðòèêàëè, òî w ∈ IV2 . Åñëè w íå
ñìåæíà ñ I2 ïî âåðòèêàëè, íî ñìåæíà ñëåâà, òî w ∈ L . Íàêîíåö, åñëè w íå ñìåæíà ñ
I2 ïî âåðòèêàëè è ñëåâà, òî w ∈ R . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (I2, I

V
2 , L,R) âûïîëíÿþòñÿ âñå

òðåáîâàíèÿ ïóíêòîâ 2�4 îïðåäåëåíèÿ îñíàùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêè.
ßñíî, ÷òî êðàéíèé ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî, êðàéíèé ïðàâûé) ñòîëáåö ÷åòâåðêè

(I2, I
V
2 , L,R) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L (ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

R ), ïî ïðàâèëàì åå ïîñòðîåíèÿ. Åñëè n = 1 , òî L = R = ∅ . Ïóñòü n ≥ 2 . Íèêàêèå äâà
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà L íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ïî ãîðèçîíòàëè ïî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ L
èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Òî æå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà R . Íèêàêèå äâà ýëåìåíòà ìíîæå-
ñòâà L íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ïî âåðòèêàëè, èíà÷å èõ ëåâûå ñîñåäè ïðèíàäëåæàò I2 è
ïîýòîìó I2 íå áóäåò íåçàâèñèìûì. Òî æå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà R . Òåì ñàìûì, L è R
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîýòîìó (I2, I

V
2 , L,R) � LR -ðåøåòêà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ëåììû 2.1 íåòðóäíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþ-

ùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1 è n ≥ 3 êîëè÷åñòâî âñåõ îñíàùåííûõ òîðîè-
äàëüíûõ m× n -ðåøåòîê ðàâíî mi(Torm,n) .

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îñíàùåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà èìååò âèä (J ′, . . . , J ′′) , åñëè
ñàìûì ëåâûì åå ñòîëáöîì ÿâëÿåòñÿ J ′ , à ñàìûì ïðàâûì ÿâëÿåòñÿ J ′′ . Òàêîå æå îáîçíà-
÷åíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ îñíàùåííîé òîðîèäàëüíîé ðåøåòêè, èìåÿ â âèäó, ÷òî åå
ñòîëáöû J ′, . . . , J ′′ ïðîõîäÿòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ïóñòü J1, . . . , Jαm � âñåâîçìîæíûå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû m . Ñîñòàâèì áóëåâó
ìàòðèöó Tm ðàçìåðà αm×αm , ýëåìåíò tij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè è òîëüêî åñëè (Ji, Jj) �
îñíàùåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà. Êðîìå òîãî, ñîñòàâèì áóëåâó ìàòðèöó Sm ðàçìåðà
αm×αm , ýëåìåíò sij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè è òîëüêî åñëè (Ji, Jj) � L -ðåøåòêà. Ñîñòàâèì
áóëåâó ìàòðèöó Fm ðàçìåðà αm × αm , ýëåìåíò fij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè è òîëüêî åñëè
(Ji, Jj) � R -ðåøåòêà.

×åðåç 1 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ åäèíèö, ðàçìåð êîòîðîãî áó-
äåò ÿñåí èç êîíòåêñòà. ×åðåç I ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ðàçìåð êîòîðîé
áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1, n ≥ 3 âåðíî ðàâåíñòâî mi(Cylm,n) =
1 · Sm · (Tm)

n−3 · Fm · 1⊤ , ãäå (Tm)
0 = I .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L
(k)
m = Sm · (Tm)

k è îáîçíà÷èì çà l
(k)
ab

ýëåìåíò ìàòðèöû L
(k)
m , ñòîÿùèé â a -îé ñòðîêå è b -îì ñòîëáöå. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè,

÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 êîëè÷åñòâî L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàâíî

l
(k−2)
ab . Ïðè k = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó l

(0)
ab = sab . Ïóñòü ìû äîêàçàëè, ÷òî

ñóùåñòâóåò ðîâíî l
(k−1)
ab L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k + 1 âèäà (Ja, . . . , Jb) . Ïîñêîëüêó

L
(k)
m = L

(k−1)
m · Tm , òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî l

(k)
ab =

αm∑
p=1

l
(k−1)
ap · tpb . Êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîé

ñóììû ðàâíî êîëè÷åñòâó L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k + 2 âèäà (Ja, . . . , Jp, Jb) . Òîãäà âñÿ
ñóììà ðàâíà êîëè÷åñòâó L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k+2 âèäà (Ja, . . . , Jb) . Çíà÷èò, ñóììà

âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L
(k−2)
m , ðàâíàÿ 1 ·Sm · (Tm)

k−2 ·1⊤ , ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âñåõ
L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàòðèöó C
(k)
m = L

(k)
m ·Fm è ïîêàæåì, ÷òî åå ýëåìåíò c

(k)
ab , ñòîÿùèé

â a -îé ñòðîêå è b -îì ñòîëáöå, ðàâåí êîëè÷åñòâó LR -ðåøåòîê âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàçìåðà m

íà k+3 . Äåéñòâèòåëüíî, c
(k)
ab =

αm∑
p=1

l
(k)
ap ·fpb . Êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû ðàâíî êîëè÷åñòâó

LR -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k+3 âèäà (Ja, . . . , Jp, Jb) äëÿ íåêîòîðîãî îñíàùåííîãî ñòîëáöà

Jp . Çíà÷èò, ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C
(n−3)
m , ðàâíàÿ 1 · Sm · (Tm)

n−3 · Fm · 1⊤ ,
ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âñåõ LR -ðåøåòîê ðàçìåðà m ≥ 1 íà n ≥ 3 . Îòñþäà è èç Ëåììû
2.1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà äâóõ ìàòðèö X = (xij) è Y = (yij) îäèíàêî-
âîãî ðàçìåðà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Z = X ◦Y = (zij) òàêàÿ, ÷òî zij = xij · yij .

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1, n ≥ 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî mi(Torm,n) =
= 1 · [(Tm)

n−1 ◦T⊤
m] · 1⊤ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà
Òåîðåìû 2.1 íåòðóäíî ïî èíäóêöèè ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 êîëè÷åñòâî îñíàùåí-
íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ m× k -ðåøåòîê âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàâíî ýëåìåíòó ìàòðèöû (Tm)

k−1 ,
êîòîðûé ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè a -îé ñòðîêè è b -îãî ñòîëáöà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî k ≥ 2
êîëè÷åñòâî îñíàùåííûõ òîðîèäàëüíûõ m × k -ðåøåòîê âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàâíî ýëåìåíòó

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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ìàòðèöû (Tm)
k−1◦T⊤

m , êîòîðûé ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè a -îé ñòðîêè è b -îãî ñòîëáöà. Îòñþ-
äà è Ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî mi(Torm,n) = 1 · [(Tm)

n−1 ◦T⊤
m] ·1⊤ äëÿ ëþáûõ m ≥ 1, n ≥ 2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}n≥0 íàçû-

âàåòñÿ ôóíêöèÿ f(x) =
∞∑
n=0

an · xn .

ßñíî, ÷òî mi(Cyl1,1) = mi(Tor1,1) = 1 è mi(Cyl1,2) = mi(Cyl2,1) = mi(Tor1,2) =
mi(Tor2,1) = 2 . Íàéäÿ ÿâíûé âèä ìàòðèöû T1 è ïðèìåíèâ Òåîðåìó 2.2, äëÿ ëþáîãî n ≥ 3
ìîæíî âû÷èñëèòü an , ãäå an = mi(Cyln,1) = mi(Tor1,n) = mi(Torn,1) . Î÷åâèäíî, ÷òî
mi(Cyl2,2) = mi(Tor2,2) = 2 . Íàéäÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö T2,S2,F2 è ïðèìåíèâ Òåîðåìó 2.2,
äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 ìîæíî âû÷èñëèòü bn , ãäå bn = mi(Cyln,2) = mi(Tor2,n) = mi(Torn,2) .
Â ðàáîòå [6] îïèñàí ìåõàíèçì âû÷èñëåíèÿ mi(Cyl1,n) è mi(Cyl2,n) äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 .
Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ¾ñäâèíóòûå¿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîëè÷åñòâà ì.í.ì.
â öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m ≥ 1 ÷åðåç cylm(x) è torm(x) îáîçíà÷èì ôóíêöèè
∞∑
n=0

mi(Cylm,n+3) · xn è
∞∑
n=0

mi(Torm,n+2) · xn+1 , ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà cylm(x) = 1·Sm ·(I−Tm ·x)−1 ·Fm ·1⊤

è torm(x) = 1 · [(I−Tm · x)−1 ◦T⊤
m] · 1⊤ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(I−Tm · x)−1 = I+Tm · x+ (Tm)
2 · x2 + . . . .

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëåâà íà ïðîèçâåäåíèå 1·Sm , à ñïðàâà íà ïðîèçâåäåíèå
Fm · 1⊤ . Ïî Òåîðåìå 2.1 èìååì

1·Sm·(I−Tm·x)−1·Fm·1⊤ = 1·Sm·Fm·1⊤+(1·Sm·Tm·Fm·1⊤)·x+(1·Sm·(Tm)
2·Fm·1⊤)·x2+. . . =

=
∞∑
n=3

mi(Cylm,n) · xn−3 =
∞∑
n=0

mi(Cylm,n+3) · xn = cylm(x).

Çàìåòèì, ÷òî I◦T⊤
m � ìàòðèöà èç îäíèõ íóëåé ââèäó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ Àäà-

ìàðà è íåçàâèñèìîñòè êàæäîãî èç ìíîæåñòâ I, R, L . Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò è Òåîðåìó 2.2,
äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ äëÿ (I−Tm · x)−1 ñïðàâà íà ìàòðèöó T⊤

m , ïîñëå ýòîãî
äîìíîæèì èõ ñëåâà íà 1 , à ñïðàâà íà 1⊤

1·[(I−Tm ·x)−1◦T⊤
m]·1⊤ = 1·[I◦T⊤

m]·1⊤+(1·[Tm◦T⊤
m]·1⊤)·x+(1·[(Tm)

2◦T⊤
m]·1⊤)·x2+. . . =

=
∞∑
n=0

mi(Torm,n+2) · xn+1 = torm(x)

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .



110 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2

2.3. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Ñëó÷àé m=4

Â Òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû âñå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 4. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç I
( IV , L,R ) îáîçíà÷àåòñÿ âåðøèíà ñòîëáöà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó I ( IV , L,R ).

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12

I IV I I IV IV L R IV IV L R
IV I IV IV I I IV IV L R R L
I IV L R IV IV I I IV IV L R
IV I IV IV L R IV IV I I R L

Òàáëèöà 1: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 4

Â Òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû T4,S4,F4 . Â ñòîëáöå ñ íîìåðîì k óêàçàíû âñå
òàêèå íîìåðà l , ÷òî ýëåìåíò tkl (ñîîòâåòñòâåííî, skl, fkl ) ðàâåí 1.

T4 S4 F4

1 2,5,10,11 2,5,10,11 2,5
2 1,4,8,12 1,4,8,12 1
3 2,6,7,10 ∅ 2,7
4 7 7 7
5 1,4,8,9 ∅ 1,9
6 9 9 9
7 2,3,6,10 ∅ 2,3
8 3 3 3
9 1,4,5,8 ∅ 1,5
10 5 5 5
11 2 ∅ 2
12 1 ∅ 1

Òàáëèöà 2: Ìàòðèöû T4,S4,F4

Ïî Òàáëèöàì 1, 2 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà öèëèíäðè÷åñêèõ
ðåøåòîê øèðèíû 4 ðàâíà

cyl4(x) =
−12x2 − 22x− 16

2x3 + 3x2 + x− 1
= 16 + 38x+ 98x2 + 244x3 + 614x4 + 1542x5 +O(x6).

Ïî Òàáëèöàì 1, 2 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà òîðîèäàëüíûõ
ðåøåòîê øèðèíû 4 ðàâíà

tor4(x) =
40x8 + 32x7 − 8x6 − 6x5 + 12x4 − 12x3 − 12x2 − 6x

−4x9 − 4x8 + x7 + x6 − 2x5 + 2x4 + 4x3 + 2x2 + x− 1
= 6x+18x2+42x3+90x4+O(x5).

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Ñëó÷àé m=5

Â Òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíû âñå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 5.

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12 J13 J14 J15

I I IV IV IV I I IV IV R L L R IV IV

IV IV I I IV IV IV I I IV IV R L L R
I IV IV IV I L R IV IV I I IV IV R L
IV I I IV IV R L L R IV IV I I IV IV

IV IV IV I I IV IV R L L R IV IV I I

Òàáëèöà 3: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 5

Â Òàáëèöå 4 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû T5,S5,F5 . Â ñòîëáöå ñ íîìåðîì k óêàçàíû âñå
òàêèå íîìåðà l , ÷òî ýëåìåíò tkl ( skl, fkl ) ðàâåí 1.

T5 S5 F5

1 3,4,12,15 3,4,12,15 3,4
2 4,5,8,11 4,5,8,11 4,5
3 1,5,7,14 1,5,7,14 1,5
4 1,2,10,13 1,2,10,13 1,2
5 2,3,6,9 2,3,6,9 1,3
6 3,12 ∅ 3
7 5,11 ∅ 5
8 5,14 ∅ 5
9 2,13 ∅ 2
10 2,6 ∅ 2
11 4,15 ∅ 4
12 4,8 ∅ 4
13 1,7 ∅ 1
14 1,10 ∅ 1
15 3,9 ∅ 3

Òàáëèöà 4: Ìàòðèöû T5,S5,F5

Ïî Òàáëèöàì 3, 4 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà öèëèíäðè÷åñêèõ
ðåøåòîê øèðèíû 5 ðàâíà

cyl5(x) =
30

1− 3x
= 30 + 90x+ 270x2 + 810x3 + 2430x4 + 7290x5 +O(x6).

Ïî Òàáëèöàì 3, 4 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà òîðîèäàëüíûõ
ðåøåòîê øèðèíû 5 ðàâíà

tor5(x) =
−30x5 + 60x4 − 10x2 − 10x

3x6 − 7x5 − x4 + x3 + 3x2 + 2x− 1
= 10x+ 30x2 + 90x3 + 220x4 + 760x5 +O(x6).

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Ñëó÷àé m=6

Â Òàáëèöàõ 5 è 6 ïðåäñòàâëåíû âñå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 6.

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12 J13 J14 J15 J16 J17

I IV I IV IV I I I I IV IV IV IV L R IV IV

IV I IV I IV IV IV IV IV I I I I IV IV L R
I IV IV IV I I I L R IV IV IV IV I I IV IV

IV I I IV IV IV IV IV IV I I L R IV IV I I
I IV IV I IV L R I I IV IV IV IV I I IV IV

IV I IV IV I IV IV IV IV L R I I IV IV I I

Òàáëèöà 5: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 6

J18 J19 J20 J21 J22 J23 J24 J25 J26 J27 J28 J29 J30 J31

I I IV IV L R R L L R IV IV L R
IV IV I I IV IV L R R L L R R L
L R IV IV I I IV IV L R R L L R
R L L R IV IV I I IV IV L R R L
L R R L L R IV IV I I IV IV L R
IV IV L R R L L R IV IV I I R L

Òàáëèöà 6: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 6, ïðîäîëæåíèå

Â Òàáëèöàõ 7, 8 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû T6,S6,F6 . Â ñòîëáöå ñ íîìåðîì k óêàçàíû
âñå òàêèå íîìåðà l , ÷òî ýëåìåíò tkl (ñîîòâåòñòâåííî, skl, fkl ) ðàâåí 1.

T6 S6 F6

1 2,11,13,17,21,25,29,30 2,11,13,17,21,25,29,30 2
2 1,7,9,15,23,27,31 1,7,9,15,23,27,31 1
3 4,5,12,14 4,5,12,14 4,5,12,14
4 3,5,6,16 3,5,6,16 3,5,6,16
5 3,4,8,10 3,4,8,10 3,4,8,10
6 2,4,11,13,17,25,26,29 ∅ 2,4
7 4,26 4,26 4
8 2,5,11,13,17,21,22,25 ∅ 2,5
9 5,22 5,22 5
10 1,5,7,9,15,19,27,28 ∅ 1,5
11 5,28 5,28 5
12 1,3,7,9,15,23,24,27 ∅ 1,3
13 3,24 3,24 3
14 2,3,11,13,17,18,21,29 ∅ 2,3
15 3,18 3,18 3
16 1,4,7,9,15,19,20,23 ∅ 1,4
17 4,20 4,20 4

Òàáëèöà 7: Ìàòðèöû T6,S6,F6

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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T6 S6 F6

18 2,11,17,25 ∅ 2
19 14 ∅ 14
20 1,9,15,27 ∅ 1
21 16 ∅ 16
22 2,13,17,29 ∅ 2
23 8 ∅ 8
24 1,7,9,19 ∅ 1
25 12 ∅ 12
26 2,11,13,21 ∅ 2
27 6 ∅ 6
28 1,7,15,23 ∅ 1
29 10 ∅ 10
30 2 ∅ 2
31 1 ∅ 1

Òàáëèöà 8: Ìàòðèöû T6,S6,F6 , ïðîäîëæåíèå

Ïî Òàáëèöàì 5�8 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ cyl6(x) äëÿ ÷èñëà öèëèí-
äðè÷åñêèõ ðåøåòîê øèðèíû 6 ðàâíà äðîáè A

B
, ãäå A = 40x21 + 110x20 + 124x19 + 126x18 +

120x17 + 61x16 + 468x15 − 325x14 − 1021x13 + 13x12 − 1017x11 + 593x10 − 669x9 − 1629x8 +
337x7+1220x6−659x5−1327x4−126x3+292x2+211x+82, B = −2x22−5x21−5x20−5x19−
4x18−x17−23x16+26x15+49x14−15x13+50x12−41x11+40x10+81x9−54x8−54x7+61x6+
52x5 − 14x4 − 17x3 − 7x2 − x+ 1 .

Ïî Òàáëèöàì 5�8 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ tor6(x) äëÿ ÷èñëà òîðîè-
äàëüíûõ ðåøåòîê øèðèíû 6 ðàâíà äðîáè A

B
, ãäå A = −58x30 − 196x29 − 216x28 − 178x27 −

184x26 − 115x25 − 800x24 − 141x23 + 2310x22 − 223x21 + 332x20 + 417x19 − 444x18 + 6607x17 −
2524x16 − 2477x15 + 2366x14 + 1946x13 + 2832x12 − 2485x11 − 2674x10 + 3515x9 + 2136x8 −
2121x7−946x6+768x5+348x4−61x3−66x2−20x,B = 2x31+7x30+8x29+7x28+9x27+9x26+
35x25+6x24−95x23+20x22−10x21−25x20+21x19−351x18+160x17+144x16−165x15−127x14−
202x13+201x12+229x11−346x10−229x9+263x8+133x7−128x6−70x5+15x4+22x3+10x2−1.

3. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîëè÷åñòâà (ìàêñèìàëüíûõ) íåçàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàáîòå [4] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn = η =

1.50403 . . . . Äàëåå ìû äîêàçûâàåì íåñêîëüêî áîëåå îáùèé ôàêò.

Ò å î ð å ì à 3.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Cylm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Torm,n))
1

mn = η.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî lim
m,n−→∞

(i(Grm−2,n−2))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn .

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

lim
m,n−→∞

(i(Grm−2,n−2))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

(m+2)(n+2) = lim
m,n−→∞

((i(Grm,n)
1

mn )
1

1+ 2
m+ 2

n+ 4
mn =

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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= (η)1 = η.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè ëþáûõ m,n ≥ 3 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
i(Grm−2,n−2) ≤ i(Torm,n) ≤ i(Cylm,n) ≤ i(Grm,n) . Îòñþäà è èç äîêàçàííîãî âûøå óòâåð-
æäåíèÿ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èçâåñòíàÿ ëåììà Ôåêåòå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñóáàääèòèâíîé, òî åñòü äëÿ ëþáûõ m,n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
am+n ≤ am + an , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an
n

ñõîäèòñÿ ê âåëè÷èíå inf {an
n
} . Âîñïîëüçóåìñÿ

îäíèì èç îáîáùåíèé ýòîé ëåììû (ñì. [5]).

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {am,n} , òàêàÿ ÷òî am,n ≥ 1 ,
óäîâëåòâîðÿåò äâîéíûì íåðàâåíñòâàì am1+m2,n ≤ am1,n · am2,n ≤ am1+m2+1,n è am,n1+n2 ≤
am,n1 · am,n2 ≤ am,n1+n2+1 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m,m1,m2, n, n1, n2 . Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

lim
m,n−→∞

(am,n)
1

mn = inf
m,n

(am,n)
1

mn = sup
m,n

(am,n)
1

(m+1)(n+1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóïðåìóì ñóùåñòâóåò.

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíîé m × n -ðåøåòêè íàçîâåì âíóòðåííå ìàêñè-
ìàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âî âíóòðåííåé ïðÿìîóãîëüíîé (m−2)×(n−2) -
ïîäðåøåòêå. Îáîçíà÷èì çà mi′(Grm,n) êîëè÷åñòâî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ â ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå ðàçìåðà m× n .

Ë å ì ì à 3.2. Ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë lim
m,n−→∞

(mi′(Grm,n))
1

mn = κ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì Ëåììó 3.1, ïîëîæèâ am,n = mi′(Grm,n) . Ïðîâåðèì
âûïîëíåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Ïîíÿòíî, ÷òî (m1 + m2) × n -ðåøåòêà ðàçáèâàåòñÿ íà
(m1×n) -ðåøåòêó è (m2×n) -ðåøåòêó. Ïîýòîìó ëþáîå âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî
(m1 + m2) × n -ðåøåòêè ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ
òàêæå áóäåò âíóòðåííå ìàêñèìàëüíûì ëèáî â (m1×n) -ðåøåòêå, ëèáî â (m2×n) -ðåøåòêå.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ëþáîãî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (m1 × n) -ðåøåòêè è
ëþáîãî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (m2 × n) -ðåøåòêè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
äî íåêîòîðîãî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (m1+m2+1)×n -ðåøåòêè. Âûïîëíåíèå
âòîðîãî íåðàâåíñòâà ïðîâåðÿåòñÿ ïî àíàëîãèè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â ðàáîòå [6] áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëîâ

lim
m,n−→∞

(mi(Grm,n))
1

mn , lim
m,n−→∞

(mi(Cylm,n))
1

mn , lim
m,n−→∞

(mi(Torm,n))
1

mn . Â äàííîé ðàáîòå

ìû äîêàçûâàåì èõ ñóùåñòâîâàíèå è ðàâåíñòâî.

Ò å î ð å ì à 3.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

lim
m,n−→∞

(mi(Grm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(mi(Cylm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(mi(Torm,n))
1

mn = κ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ m,n ≥ 3 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

mi′(Grm−2,n−2) ≤ mi(Torm,n) ≤ mi(Cylm,n) ≤ mi(Grm,n) ≤ mi′(Grm+2,n+2),

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî lim
m,n−→∞

(mi′(Grm−2,n−2))
1

mn = lim
m,n−→∞

(mi′(Grm+2,n+2))
1

mn = κ .

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.1. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.
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On generating functions and limit theorems connected

with maximal independent sets in grid graphs

c⃝ D. S. Taletskii2

Abstract. In this paper we study some quantitative characteristics of maximal independent sets
in grid graphs using methods of combinatorial analysis, enumerative combinatorics, mathematical
analysis and linear algebra. We obtain the explicit generating functions for the number of maximal
independent sets in cylindrical and toroidal lattices of width 4, 5, 6. We prove that the limits of mn -
th root of the number of (maximal) independent sets in rectangular, cylindrical and toroidal m×n -
lattices exist and that they are equal. Nobody studied the quantitative characteristics of maximal
independent sets in grid graphs with respect to cylindrical and toroidal lattices before. Also nobody
proved the existence of the limits of mn -th root of the number of maximal independent sets in
grid graphs. Thus, our paper is a further development of enumerative combinatorics.

Key Words: independent set, grid graph, generating function, limit theorem.
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Èññëåäîâàíèå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãî øàðèêà

âíóòðè øàðîâîé ìåëüíèöû

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ 1, À. È. Ïîïîâ 2, Â. Ô. Ïåðøèí 3

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ãðàôèòíîé ñìàçêè ñ íàíî-
ðàçìåðíûìè ïëàñòèíêàìè ïóòåì ìåõàíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ãðàôèòà. Øàðèê, ïîìåùåííûé
âíóòðü øàðîâîé ìåëüíèöû, íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è èñïûòûâàåò òðåíèå ñî
ñòîðîíû ìåëüíèöû. Îáà òåëà íà÷èíàþò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ïðè÷åì ðåæèì ðàçãîíà
ìåëüíèöû èçâåñòåí çàðàíåå. Òåîðåòè÷åñêè øàðèê ìîæåò äâèãàòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ðåæèìîâ:
ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè èëè áåç íåãî. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåàëüíûõ òåõ-
íîëîãè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðàõ ðàáîòû ìåõàíèçìà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêà
ëèíåàðèçóþòñÿ, à îí ñàì ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, áëèçêèå ê ãàðìîíè÷åñêèì. Íàéäåíà ÷àñòî-
òà ýòèõ êîëåáàíèé, à òàêæå îöåíêè äëÿ âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìå ñèë òðåíèÿ è íîðìàëüíîé
ðåàêöèè. Ïîëó÷åíî óñëîâèå ïåðåõîäà äâèæåíèÿ øàðèêà â ðåæèì ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàôåíîâûåíàíîïëàñòèíêè, ãðàôèòîâàÿ ñìàçêà, øàðîâàÿ ìåëüíèöà,
íåñâîáîäíîå äâèæåíèå òåëà, ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ëèíåàðèçàöèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â ïðîèçâîäñòâå íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ìàòå-
ðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñîçäàíèå íà îñíîâå óãëåðîäà. Äàííûå ìàòåðèàëû îáëàäàþò âûñîêîé
ïðî÷íîñòüþ, óïðóãîñòüþ, õèìè÷åñêîé ñòîéêîñòüþ, ïîâûøåííîé ýëåêòðî- è òåïëîïðîâîä-
íîñòüþ, à ïðè äîáàâëåíèè â êîìïîçèòû ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòü èõ ñâîéñòâà.

Îäíèì èç âèäîâ òàêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ ãðàôåíîâûå íàíîïëàñòèíêè (ÃÍÏ). Àê-
òèâíîå ïðèìåíåíèå ÃÍÏ â ïðîìûøëåííîñòè ñäåðæèâàåòñÿ îòñóòñòâèåì ïðîìûøëåííûõ
ìåòîäîâ èõ ïðîèçâîäñòâà è âûñîêîé ñåáåñòîèìîñòüþ ïîëó÷àåìûõ êîìïîçèòîâ.

Áîëüøèíñòâî èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ÃÍÏ îñíîâàíî íà ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé è âûðàùèâàíèè íàíîïëàñòèíîê íà ïîäëîæêå. Îäíàêî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

1 Ñûðîìÿñîâ Àëåêñåé Îëåãîâè÷, äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
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ìåõàíè÷åñêîå ðàññëîåíèå ãðàôèòà, ñîäåðæàùåãî â ñâîåé ñòðóêòóðå ãðàôåíîâûå ñëîè. Ïî-
ëó÷àåìûå ïðè ýòîì ÃÍÏ ìîãóò èìåòü ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè ñîâåðøåíñòâîâàíèè ãðà-
ôèòíîé ñìàçêè, âûïóñêàåìîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ÃÎÑÒ 3333�80. Äàííàÿ ñìàçêà øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïóñêà è ïðèðàáîòêè òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé äâèãàòåëåé âíóòðåííåãî ñãî-
ðàíèÿ, â ðàçëè÷íûõ ãèäðîóñòàíîâêàõ, ïðè ýêñïëóàòàöèè êàíàòîâ, äëÿ ñìàçûâàíèÿ ìóôò
áîëüøèõ ðàçìåðîâ, ðàáîòàþùèõ â òÿæåëûõ ðåæèìàõ, â ðåññîðàõ, òîðñèîííûõ ïîäâåñêàõ
ãóñåíè÷íûõ ìàøèí, â îòêðûòûõ øåñòåðíÿõ è äð.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëëîèäàëüíûé ãðàôèò â ïðèñóòñòâèè ìàñëà â ðåçóëüòàòå àäñîðáöèè
îáðàçóåò íà òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿõ ïëåíêó, ïðîíèêàåò è óäåðæèâàåòñÿ äàæå â ìåëü÷àéøèõ
íåðîâíîñòÿõ è ïîðàõ ìåòàëëà [1]. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
ê ãðàôåíîâûì ñòðóêòóðàì, è ïðåæäå âñåãî ê ÃÍÏ, îòìå÷åííûé ýôôåêò ñóùåñòâåííî óñè-
ëèòñÿ. Ïîëó÷èòü ÃÍÏ âîçìîæíî ïóòåì ìåõàíîàêòèâàöèè â ðàçëè÷íîãî ðîäà áàðàáàííûõ
àïïàðàòàõ [2], øàðîâûõ [3] è ïëàíåòàðíûõ ìåëüíèöàõ [4]. Ðàñùåïëåíèå ãðàôèòà ïðîâîäè-
ëîñü â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ, íàïðèìåð, â îðãàíè÷åñêèõ ðàñòâîðèòåëÿõ [5], â âîäíîì ðàñòâîðå
äîäåöèëñóëüôîíàòà íàòðèÿ [6] èëè â ïðèñóòñòâèè äîáàâîê ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âåùåñòâ
[7]. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äàííûõ èññëåäîâàíèé ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ïðè ìåõàíîàêòèâàöèè
âîçìîæíî ïîëó÷èòü ãðàôèòîâóþ ñìàçêó ñ ïðèñóòñòâèåì ãðàôåíîâûõ íàíîñòðóêòóð, ïîâû-
øàþùèõ åå ýêñïëóàòàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ìåëþùèìè øàðàìè â îáðàáàòûâàåìîì ìàòåðèàëå âîçíèêàþò êàê
íîðìàëüíûå, òàê è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïðè÷åì ïîñëåäíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÃÍÏ áó-
äóò íàèáîëåå ýôôåêòèâíû [8]. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ
ìåëþùèõ øàðîâ â áàðàáàííîé è ïëàíåòàðíîé ìåëüíèöàõ [9] áûëî îáíàðóæåíî ïåðèîäè-
÷åñêîå ïðîñêàëüçûâàíèå âñåé çàãðóçêè îòíîñèòåëüíî îáå÷àéêè áàðàáàíà. Ïðè ýòîì êàñà-
òåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ìàòåðèàëå, íàõîäÿùåìñÿ ìåæäó øàðàìè è îáå÷àéêîé, ñòàíîâÿòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ñäâèãó ñëîåâ ãðàôèòà îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà è ìîæåò
ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ ÃÍÏ.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷åíèå ÃÍÏ ïîñðåäñòâîì ìåõàíîàêòèâàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì ïðîöåñ-
ñîì; åãî ïîäðîáíîå èçó÷åíèå íåâîçìîæíî áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäÿ-
ùèõ â îáîðóäîâàíèè ÿâëåíèé. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ
(ñêîðîñòü âðàùåíèÿ áàðàáàíà) è êîíñòðóêòèâíûõ (ðàçìåðû áàðàáàíà è ìåëþùèõ øàðîâ)
ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå øàðîâ ïî îáå÷àéêå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèå îäèíî÷íîãî ìåëþùåãî øàðà âíóòðè øàðî-
âîé ìåëüíèöû è èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ýòîãî äâèæåíèÿ â ðåæèì ñ ïðîñêàëü-
çûâàíèåì.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãî øàðèêà

Áàðàáàí ðàäèóñà R , ìîäåëèðóþùèé ìåëüíèöó, íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè;
óñêîðåíèå g⃗ ñèëû òÿæåñòè íàïðàâëåíî âíèç. Øàðèê ñ ìàññîé m , ðàäèóñîì r < R è
öåíòðîì A ñîïðèêàñàåòñÿ ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ áàðàáàíà. Ïîëîæåíèå øàðèêà îïè-
ñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé α � óãëîì îòêëîíåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìåëüíèöû O , îòñ÷èòàííûì îò âåðòèêàëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 2.1).

Ìåëüíèöà âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , èç-çà ÷åãî øàðèê íà÷èíàåò ïðîêàòûâàòü-
ñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω1 , à åãî öåíòð ìàññ A äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v⃗ . Î÷åâèäíî,

v = (R− r)
dα

dt
, (2.1)
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ïðè ýòîì v⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíà óæå óïîìÿíóòîìó âåêòîðó
−→
OA .

Ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè, íà øàðèê äåéñòâóþò ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè N⃗ , îðèåíòèðî-
âàííàÿ ê öåíòðó ìåëüíèöû, è ñèëà òðåíèÿ F⃗fr . Ïðè ýòîì âåêòîðû F⃗fr è v⃗ ñîíàïðàâëåíû,
ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå ñèëû òðåíèÿ ñîãëàñîâàíî ñ âðàùåíèåì øàðèêà.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è è ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ìåëþùåìó øàðó

Â ïðîåêöèÿõ íà îñè êàñàòåëüíîé è ãëàâíîé íîðìàëè ê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêà òàêîâû:

m
dv

dt
= Ffr −mg sinα, (2.2)

m
v2

R− r
= N −mg cosα, (2.3)

çäåñü è äàëåå v âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (2.1), à t åñòü âðåìÿ.
Âðàùåíèå øàðèêà âîêðóã åãî îñè ñèììåòðèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

I
dω1

dt
= rFfr, (2.4)

ïîñêîëüêó òîëüêî ñèëà òðåíèÿ èìååò íåíóëåâîé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè A . Çäåñü
I = 2mr2/5 åñòü ìîìåíò èíåðöèè øàðèêà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð.

Ñèñòåìà (2.1)�(2.4) ñîäåðæèò ïÿòü íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé âðåìåíè: v , α , Ffr , N , ω1 .
Äëÿ åå çàìûêàíèÿ ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî äâèæåíèå øàðèêà ìîæåò ïðîèñõîäèòü â îäíîì èç
äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ ðåæèìîâ:

• Äâèæåíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ øà-
ðèêà ñ áàðàáàíîì ðàâíà ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ìåëüíèöû, à ñèëà òðåíèÿ
ìåíüøå ñâîåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ:

v + ω1r = ωR, (2.5)

Ffr < fN. (2.6)

• Ïðîñêàëüçûâàíèå øàðèêà ïî ïîâåðõíîñòè ìåëüíèöû, ïðè êîòîðîì òî÷êà ñîïðèêîñ-
íîâåíèÿ øàðèêà ñ ïîâåðõíîñòüþ îïåðåæàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ñàìîé ïîâåðõ-
íîñòè, à ñèëà òðåíèÿ ïðèíèìàåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå:

v + ω1r > ωR, (2.7)

Ffr = fN. (2.8)
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Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà f åñòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
Ðåæèì âðàùåíèÿ ñàìîé ìåëüíèöû èçâåñòåí çàðàíåå. Äî ìîìåíòà t = tm îíà ñ ïîñòî-

ÿííûì óãëîâûì óñêîðåíèåì ϵ ðàçãîíÿåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ äî ìàêñèìàëüíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè ωm = ϵtm , ïîñëå ÷åãî âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî:

ω =

{
ϵt, 0 ≤ t ≤ tm,
ωm, t > tm.

(2.9)

Îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé (2.5) èëè (2.8) çàìûêàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Âû-
áîð êîíêðåòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ èñõîäÿ èç òîãî, êàêîå óñëîâèå � (2.6) èëè
(2.7) � âûïîëíÿåòñÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè øàðèê ïîêîèòñÿ â íèæíåé òî÷êå áàðàáàíà:

α(0) = 0, v(0) = 0, ω1(0) = 0, N(0) = mg, Ffr(0) = 0, (2.10)

òàê ÷òî ïðè t = 0 âûïîëíåíî óñëîâèå (2.6). Ñëåäîâàòåëüíî, øàðèê íà÷íåò äâèãàòüñÿ, íå
ñêîëüçÿ ïî îáå÷àéêå.

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ ÃÍÏ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äâè-
æåíèå ìåëþùåãî øàðà ñî ñêîëüæåíèåì. Ïîýòîìó âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæåí ïåðåõîä ê äàííîìó ðåæèìó. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðåäâàðè-
òåëüíî èçó÷èòü íà÷èíàþùååñÿ ïðè t = 0 äâèæåíèå øàðèêà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

3. Ðåæèì äâèæåíèÿ øàðèêà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1)�(2.4) ñ ïðèñîåäèíåííûìè ê íåé óñëîâèÿìè (2.5)�(2.6).
Èç (2.1) è (2.5) âûòåêàåò, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðèêà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê

ω1 =
R

r
ω − R− r

r
· dα
dt
. (3.1)

Îòñþäà è èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî ñèëà òðåíèÿ ðàâíà

Ffr =
2

5
m
[
R
dω

dt
− (R− r)

d2α

dt2

]
. (3.2)

Ïîäñòàíîâêà (2.1) è (3.2) â (2.2) ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
óðàâíåíèþ äëÿ α(t) :

d2α

dt2
+ Ω2 sinα = K

dω

dt
, (3.3)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Ω2 =
5

7
· g

R− r
, K =

2

7
· R

R− r
. (3.4)

Íà÷àëüíûå äàííûå ê ýòîìó óðàâíåíèþ ëåãêî íàéòè èç (2.1) è (2.10):

α(0) = 0,
dα

dt

∣∣∣
t=0

= 0. (3.5)

Óðàâíåíèå (3.3) ñ óñëîâèÿìè (3.5) è äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2.9) è (3.4)
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè øàðèêà â ðåæèìå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Çíàÿ
α(t) , ìîæíî ëåãêî íàéòè êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî òåëà, à òàêæå íîðìàëüíóþ
è êàñàòåëüíóþ ðåàêöèè èç ðàâåíñòâ (2.1), (2.3), (3.1) è (3.2).
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Âíà÷àëå çàäà÷à (3.3)�(3.5) áûëà èññëåäîâàíà ÷èñëåííî ïðè t ∈ [0; tm] ; ïðè ýòîì çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâîâàëè ðåàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì ìåõàíèçìà. Ìåëþùèé øàð
áûë æåëåçíûì (ïëîòíîñòü ρ = 7860 êã/ì3), à åãî äèàìåòð 2r ìîã ñîñòàâëÿòü 5, 8 èëè
10 ìì. Äèàìåòð áàðàáàíà ñ÷èòàëñÿ ðàâíûì 2R = 110 ìì. Ìàêñèìàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ìåëüíèöû ωm áðàëàñü ðàâíîé 50, 100, 150, 200 è 250 îá/ìèí, à åå âðåìÿ ðàçãîíà
tm äî ýòîé ñêîðîñòè � 3 èëè 5 ñåêóíä. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f ïðèíèìàë îäíî èç äâóõ
çíà÷åíèé: 0.05 èëè 0.1.

Ïðè ëþáûõ êîìáèíàöèÿõ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíà Ffr − fN ïðè t ≤ tm îò-
ðèöàòåëüíà, ò.å. ïåðåõîäà ê ïðîñêàëüçûâàíèþ íå ïðîèñõîäèò. Êîëåáàíèÿ óãëà α âåñüìà
ñõîäíû ñ ãàðìîíè÷åñêèìè, à èõ àìïëèòóäà íå ïðåâûøàåò ñîòûõ äîëåé ðàäèàíà (ðèñ. 3.1).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Èçìåíåíèå óãëà ïðè 2r = 10 ìì, tm = 3 ñ, ωm = 250 îá/ìèí, f = 0.1

Ïîñêîëüêó óãîë α ìàë, òî sinα ≈ α . Ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå ïîäðîáíî èññëåäîâàòü óðàâ-
íåíèå (3.3), ëèíåàðèçîâàâ åãî:

d2α

dt2
+ Ω2α = K

dω

dt
. (3.6)

Â ñèëó (2.9) ðåøåíèåì çàäà÷è (3.6), (3.5) ïðè t ≤ tm ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

α(t) =
Kϵ

Ω2
(1− cosΩt). (3.7)

Çíà÷åíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé óãëà α , ðàâíûå 2π/Ω , õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (3.3).

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå α(t) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Ñ ó÷åòîì (3.4) ýòî òðåáîâàíèå
ìîæíî çàïèñàòü â îäíîé èç äâóõ ôîðì:

2Kϵ

Ω2
≪ 1 ⇔ Rϵ

g
≪ 5

4
. (3.8)

Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ìåõàíèçìà íàèáîëüøåå óãëîâîå óñêîðåíèå ìåëüíèöû ϵ =
ωm/tm ðàâíî 8.73 ðàä/ñ2, à îòíîøåíèå Rϵ/g ñîñòàâëÿåò 0.049. Òåì ñàìûì, óñëîâèå ìàëîñòè
êîëåáàíèé (3.8) âûïîëíåíî è ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (3.3) îáîñíîâàííà.
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4. Ïåðåõîä ê ðåæèìó äâèæåíèÿ ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì

Ïåðåõîä ê ñêîëüæåíèþ øàðèêà ïî îáå÷àéêå ìîæåò ïðîèçîéòè ëèáî âî âðåìÿ ðàçãîíà
ìåëüíèöû, ëèáî ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà åå âðàùåíèÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.7). Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.8) è ïðåíåáðåãàÿ
ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íåæåëè α , èç (2.3) è (3.2) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Ffr − fN = mg
[2
5
· Rϵ
g

(
1− 2

7
cosΩt

)
− f

]
.

Äëÿ íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âåëè÷èíà Ffr − fN áûëà íåîòðèöàòåëüíà.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî cosΩt ≥ −1 , íàéäåì îòñþäà óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ ïðè ðàçãîíå ìåëüíèöû:

Rϵ

g
≥ 35

18
f. (4.1)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû
ïåðèîä êîëåáàíèé óãëà α â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì tm . Ïîýòîìó ïðè t ≤ tm ôóíê-
öèÿ cosΩt �óñïååò� ïðèíÿòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, íåò íåîáõîäèìîñòè
â ïîñòðîåíèè áîëåå æåñòêèõ îöåíîê êîìïëåêñà Rϵ/g , ÷åì íåðàâåíñòâî (4.1).

Äëÿ îïèñàííûõ ðàíåå íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ óñëîâèå (4.1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïå-
ðåõîäà ê æåëàòåëüíîìó ðåæèìó äâèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ è
ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.3).

Èçó÷èì òåïåðü âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê ñêîëüæåíèþ øàðèêà ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàçãîíà
áàðàáàíà. Óãîë îòêëîíåíèÿ øàðèêà îò âåðòèêàëè áóäåì òåïåðü îáîçíà÷àòü β ; äëÿ óäîá-
ñòâà îòñ÷åò âðåìåíè âíîâü íà÷íåì ñ íóëÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ω òåïåðü ïîñòîÿííà è
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåëè÷èíà β òàêæå ìàëà, ïî àíàëîãèè ñ (3.6) ïîëó÷èì:

d2β

dt2
+ Ω2β = 0. (4.2)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàþò èç íåïðåðûâíîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ
è ñêîðîñòè åãî èçìåíåíèÿ:

β(0) = α(tm),
dβ

dt

∣∣∣
t=0

=
dα

dt

∣∣∣
t=tm

. (4.3)

Îáùåå ðåøåíèå (4.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

β(t) = β0 sin(Ωt+ θ).

Äëÿ äàëüíåéøåãî çíàòü íà÷àëüíóþ ôàçó êîëåáàíèé θ íå òðåáóåòñÿ, à àìïëèòóäó ëåãêî
íàéòè èç (4.3):

β0 =
Kϵ

Ω2

√
2− 2 cosΩtm.

Ïîíÿòíî, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 2Kϵ/Ω2 . Âìåñòå ñ óñëîâèåì
(3.8) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî β0 ≪ 1 , à ñëåäîâàòåëüíî, óãîë β äåéñòâèòåëüíî ìàë.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t > tm èç (2.1), (2.3) è (3.2) ñëåäóåò ôîðìóëà

Ffr − fN = m
[2
5
(R− r)Ω2β − f(R− r)

(dβ
dt

)2

− fg
]
.

À. Î. Ñûðîìÿñîâ, À. È. Ïîïîâ, Â. Ô. Ïåðøèí. Èññëåäîâàíèå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ . . .
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Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

Ffr − fN = mg
(2
7
β − f

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà â ðåæèì ïðîñêàëüçûâàíèÿ äîëæíî, êàê ìèíèìóì,
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2β0/7 ≥ f . Âçÿâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå β0 è ó÷è-
òûâàÿ (3.4), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

Rϵ

g
≥ 35

8
f. (4.4)

Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R è ϵ ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêèì, ÷åì
(4.1). Ïîýòîìó åñëè ïåðåõîä ê ðåæèìó ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ïðîèçîéäåò, òî ýòî ñëó÷èòñÿ íà
ýòàïå ðàçãîíà ìåëüíèöû.

Èíòåðåñíî, ÷òî íè îäèí èç êðèòåðèåâ (4.1) è (4.4) íå âêëþ÷àåò ðàäèóñà øàðèêà r .

5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ìåëþ-
ùåãî øàðà âíóòðè øàðîâîé ìåëüíèöû. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè øàðèê è ìåëüíèöà
ïîêîÿòñÿ, çàòåì ìåëüíèöà íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ, à øàðèê � äâèãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî åå ïî-
âåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿåìûì â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè, ñëóæèò óãîë α îò-
êëîíåíèÿ øàðà îò èñõîäíîãî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Åãî äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ íåëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (3.3). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ áûëà
ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â õîäå êîòîðûõ âûÿñíèëîñü, ÷òî óãîë α ìàë.
Äàííûé ôàêò ïîçâîëèë óïðîñòèòü óðàâíåíèå è ïîëó÷èòü åãî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñâîé-
ñòâà êîòîðîãî áûëè èññëåäîâàíû áîëåå äåòàëüíî.

Áûëè èçó÷åíû äâà ýòàïà äâèæåíèÿ ìåëüíèöû: ðàçãîí è ïîñëåäóþùåå âðàùåíèå ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýòàïîâ ïîëó÷åíî óñëîâèå ïåðåõîäà äâè-
æåíèÿ øàðèêà â ðåæèì ñêîëüæåíèÿ ïî îáå÷àéêå. Äëÿ ïåðèîäà ðàçãîíà äàííîå óñëîâèå
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ìÿãêèì. Ïîñêîëüêó ýòîò ýòàï ïðåäøåñòâóåò âðàùåíèþ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ, ïåðåõîä ê ñêîëüæåíèþ âîçìîæåí òîëüêî âî âðåìÿ ðàçãîíà ìåëüíèöû.
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Investigation of plane motion of a single ball inside a ball

mill

c⃝ A. O. Syromyasov4, A. I. Popov 5, V. F. Pershin 6

Abstract. Simple model of producing graphite lubricant with nanosized plates via mechanical
lamination of graphite is studied. A ball placed inside a ball mill is under the action of gravity
force and of friction force. Both the ball and the mill begin moving from the state of rest; the mill's
acceleration is supposed to be known. In theory the ball may move either with slipping along the
mill's surface of without such slipping. It is shown that when the mechanism's parameters have
authentic values the equations of ball's motion may be linearized. In this case the ball oscillates
near-harmonically. The frequency of these oscillations is found; estimations for friction and normal
reaction forces are found, too. The condition of the ball movement transition to slipping mode is
obtained.
Key Words: graphenenanoplates, graphite lubricant, ball mill, forced motion of a body, harmonic
oscillations, linearization of ordinary di�erential equations.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà
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ÓÄÊ 517.9

Ñîáñòâåííûå ìîäû êîëåáàíèé â îãðàíè÷åííîì áàññåéíå

ïåðåìåííîé ãëóáèíû

c⃝ À.Â. Áàãàåâ 1, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé 2

Àííîòàöèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä äëÿ âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïèñûâàþùåãî ìàëûå êîëåáàíèÿ íåñæèìà-
åìîé èäåàëüíîé îäíîñëîéíîé èëè äâóõñëîéíîé æèäêîñòè â çàìêíóòîì áàññåéíå ñ íåðîâíûì
äíîì. Íàéäåíû ñîáñòâåííûå ìîäû êîëåáàíèé ïðè îïðåäåëåííîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
øèðèíû è ãëóáèíû áàññåéíà. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñîáñòâåííûå ìîäû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìíî-
ãî÷ëåíû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà. Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ìîä. Â ÷àñòíî-
ñòè, èññëåäîâàíû ñîáñòâåííûå ìîäû äëÿ áàññåéíîâ ñëåäóþùèõ êîíôèãóðàöèé: 1) ïîñòîÿííîé
øèðèíû, 2) ïîñòîÿííîé ãëóáèíû, 3) ¾ñîãëàñîâàííîãî¿ êàíàëà ïåðåìåííûõ øèðèíû è ãëóáèíû.
Â ïåðâîì ñëó÷àå íàéäåí èõ ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä, à â äâóõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ÿâíûé âèä. Â çà-
êëþ÷åíèè îáñóæäàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ è îáîñíîâàíèå ðåàëèçóåìîñòè ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, óðàâíåíèå Êëåéí�
Ãîðäîíà, çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà, êîëåáàíèÿ èäåàëü-
íîé æèäêîñòè â çàìêíóòîì áàññåéíå.

1. Ââåäåíèå

Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèâîäèò
ê çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî íàéòè íåòðèâèàëüíûå
ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

L(y) + λρ(x)y = 0, a < x < b, ρ(x) > 0 (1.1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà èëè Äèðèõëå, ãäå

L(y) ≡ d

dx

(
k(x)

dy

dx

)
− q(x)y, k(x), q(x) ≥ 0, (1.2)

1 Áàãàåâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íèæå-
ãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà"(603950, Ðîññèÿ, ã. Í. Íîâãîðîä,
óë. Ìèíèíà, ä. 24), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5155-4175,
a.v.bagaev@gmail.com
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λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Ëèøü òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ óäàåòñÿ íàéòè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), ïðè÷åì, êàê ïðàâèëî, â âèäå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Òðàíñôîðìàöèîííàÿ òåõíèêà ([1],[2],[3]) ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂x

(
k(x)

∂η

∂x

)
= ρ(x)

∂2η

∂t2
(1.3)

ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è òåì ñàìûì íàéòè ðåøå-
íèå çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ ýòîãî ïåðåõîäà êîýôôè-
öèåíòû óðàâíåíèÿ (1.3) äîëæíà ñâÿçûâàòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, ÷òî,
êîíå÷íî, ñóæàåò îáùíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå, òàêèå ñëó÷àè èíòåðåñíû äëÿ
ôèçèêîâ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå áåãóùèõ âîëí â ñèëüíî íåîäíî-
ðîäíûõ ñðåäàõ.

Èçëîæåííûé ïîäõîä ìû ïðèìåíèì ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé íåñæèìà-
åìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîì êàíàëå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Â [4] íàìè íàé-
äåíà êîíôèãóðàöèÿ áàññåéíà, ïðè êîòîðîé èñõîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå êîëåáàíèé æèäêî-
ñòè (ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) çàìåíîé ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�Ãîðäîíà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåêîòîðûå òàêèå ÷àñòíûå êîíôèãóðàöèè áûëè ïîëó÷åíû
â [5]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè áóäåò èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ, íà êîíöàõ èíòåðâàëà îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ìîäû òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû
×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà, à ïîòîìó îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
áóäóò èññëåäîâàíû ñîáñòâåííûå ìîäû äëÿ áàññåéíà 1) ïîñòîÿííîé øèðèíû, 2) ïîñòîÿíííîé
ãëóáèíû, 3) ¾ñîãëàñîâàííîãî¿ êàíàëà ïåðåìåííûõ øèðèíû è ãëóáèíû.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�
Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Âîëíîâûå äâèæåíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè â êàíàëå
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì [6]

B(x)
∂2η

∂t2
− ∂

∂x

(
B(x)c2(x)

∂η

∂x

)
= 0, (2.1)

ãäå η(x, t) � ñìåùåíèå ðàçäåëà ñëîåâ ðàçíîé ïëîòíîñòè â ñëó÷àå âíóòðåííèõ âîëí è âîäíîé
ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, c(x) � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, B(x)
� øèðèíà êàíàëà ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí êâàäðàò ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì c2(x) = gh(x), ãäå g � çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, h(x) � ãëóáèíà áàññåéíà, à äëÿ âíóòðåííèõ âîëí �

c2(x) = g′
h1h2(x)

h1 + h2(x)
, (2.2)

ãäå h1 è h2(x) � ãëóáèíû âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ, g′ = g(ρ2−ρ1)/ρ1 � ðåäóöèðîâàííîå
çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ρ1 < ρ2 � ïëîòíîñòè âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â âèäå

η(t, x) = A(x)Φ(t, τ), (2.3)

ãäå A(x) � àìïëèòóäà è τ(x) � ôàçà �� âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Òîãäà óðàâíå-
íèå (2.1) ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂τ 2
+ pΦ = 0, (2.4)
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ãäå p � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òðè óñëîâèÿ [5]. Ïåðâîå
îïðåäåëÿåò ôàçó

τ(x) =

∫
dx

c(x)
, (2.5)

Âòîðîå çàäàåò àìïëèòóäó

A(x) =
const√
c(x)B(x)

. (2.6)

Òðåòüå ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ñëåäîâàòåëüíî, ãëóáèíó) è øèðèíó êàíà-
ëà

d

dx

[√
c(x)

B(x)

d

dx
(c(x)B(x))

]
= 2p

√
B(x)

c(x)
. (2.7)

3. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ìîä óðàâíåíèÿ (2.1)

Â ðàáîòå àâòîðîâ [4] äëÿ óðàâíåíèÿ (2.7) ïîëó÷åí îáùèé âèä ðåøåíèÿ è íàéäåíû óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è îïðåäåëåííûìè âñþäó. Íàéäåíî
òàêæå îãðàíè÷åííîå, íî ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå ( c(x) èëè B(x) îáðàùàþòñÿ â íóëü). Îíî
ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ïðè p < 0. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè êàíàëà òèïà
¾îçåðî¿. Åãî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

c(x) =
√
q

√
1− ψ2(x)

|ψ′(x)|
,

B(x) =
γ
√
q
|ψ′(x)|

√
1− ψ2(x),

(3.1)

ãäå ψ(x) � íåïðåðûâíàÿ íà [0, L] è äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (0, L) ôóíêöèÿ, L � äëèíà
êàíàëà, q = −p > 0, γ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ c(x) è B(x) íå èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå ψ(x) íà −ψ(x), òî ìîæíî
ïîëàãàòü, ÷òî ψ′(x) ≥ 0, òî åñòü ψ(x) � âîçðàñòàþùàÿ íà [0, L] ôóíêöèÿ.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
ψ(0) = −1, ψ(L) = 1. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì, c(x) è B(x) åñëè è èìåþò îñîáûå òî÷êè, òî òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà
[0, L].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôàçû è àìïëèòóäû ïðèìåíèì ôîðìóëû (2.5)�(2.6):

τ(x) =

x∫
0

dx

c(x)
=

x∫
0

ψ′(x)dx
√
q
√

1− ψ2(x)
=

1
√
q
(arcsinψ(x) +

π

2
), (3.3)

A(x) =
a0√

c(x)B(x)
=

a0√
γ

1√
1− ψ2(x)

, (3.4)

ãäå a0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Çíà÷åíèÿ τ îãðàíè÷åíû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïðè

ýòîì
τ(0) = 0, τ(L) =

π
√
q
. (3.5)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà (2.4) áóäåì èñêàòü â âèäå

Φ(t, τ) = cos(ωt− φ) sinKτ. (3.6)
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Çàìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà A(x) íà êîíöàõ èíòåðâàëà [0, L] íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è
ïîòîìó äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ η(x, t) íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü

Φ(t, τ(0)) = 0, Φ(t, τ(L) = 0. (3.7)

Èç óñëîâèé (3.7) ñ ó÷åòîì (3.5) íàõîäèì çíà÷åíèå äëÿ K :

Kn = n
√
q. (3.8)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Φ(t, τ) ÿâëÿëàñü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.4), íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

ω2
n = K2

n + p. (3.9)

Îòñþäà íàõîäèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿþùåå ÷àñòîòó êîëåáàíèé ñîáñòâåííûõ
ìîä ¾îçåðà¿:

ωn =
√
q
√
n2 − 1. (3.10)

Êàê âèäèì, ñïåêòð ÷àñòîò òàêîãî ¾îçåðà¿ íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì. Òàêèì îáðàçîì,

Φn(t, τ) = cos(ωnt− φ) sin(n
√
qτ). (3.11)

Â ñèëó (3.3) èìååì

sin(n
√
qτ(x)) = sin

(
n
(
arcsinψ(x) +

π

2

))
= (−1)n+1 sin(n arccosψ(x)), (3.12)

ñëåäîâàòåëüíî,

η(t, x) = A(x)Φ(t, τ) =
(−1)n+1a0√

γ
cos(ωnt− φ)

sin(n arccosψ(x))√
1− ψ2(x)

. (3.13)

Ïîëîæèâ

An =
(−1)n+1a0√

γ
, un(x) =

sin(n arccosψ(x))√
1− ψ2(x)

áóäåì îêîí÷àòåëüíî èìåòü âûðàæåíèå äëÿ n -îé ñîáñòâåííîé ìîäû êîëåáàíèé

ηn(t, x) = An cos(ωnt− φ)un(x). (3.14)

Îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) èìååò âèä

η(t, x) =
∞∑
n=1

ηn(t, x) =
∞∑
n=1

An cos(ωnt− φ)un(x). (3.15)

Îáîçíà÷èâ s = ψ(x), ôóíêöèþ un(x) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

un(s) =
sin(n arccos s)√

1− s2
, s ∈ [−1, 1]. (3.16)

Ôîðìóëà (3.16) îïðåäåëÿåò â òî÷íîñòè ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà Un−1(s) íà
îòðåçêå [−1, 1] (ñì., íàïðèìåð, [7],[8]). Áëàãîäàðÿ ýòîìó ôóíêöèè un(x) îáëàäàþò ðÿäîì
çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ.

À.Â. Áàãàåâ, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé. Ñîáñòâåííûå ìîäû êîëåáàíèé â îãðàíè÷åííîì . . .



130 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2

4. Ñâîéñòâà ôóíêöèé un(x)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2([0, L], w) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì íà
[0, L] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè w(x) = ψ′(x)

√
1− ψ2(x). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

L2([0, L], w) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ⟨·, ·⟩, à íîðìó � ÷åðåç ∥ · ∥.

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà {Un(s)} íà îòðåçêå
[−1, 1] ñ âåñîâîé ôóíêöèåé

√
1− s2 èìååì:

Ñâîéñòâî 10 Ôóíêöèè {un(x)} îðòîãîíàëüíû â L2([0, L], w) è ∥un(x)∥ =
√

π
2
.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ðåêóðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáû-
øåâà âòîðîãî ðîäà Un+1(s) = 2sUn(s)− Un−1(s), ãäå U0(s) = 1, U1(s) = 2s.

Ñâîéñòâî 20 Èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

un+1(x) = 2ψ(x)un(x)− un−1(x), n ∈ N,

ãäå u0(x) = 0, u1(x) = 1.

Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì:

u1(x) = 1, u2(x) = 2ψ(x), u3(x) = 4ψ2(x)− 1,

u4(x) = 8ψ3(x)− 4ψ(x), u5(x) = 16ψ4(x)− 12ψ2(x) + 1.

Èç îáùåé ôîðìóëû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

Un(s) =

[n
2
]∑

k=0

C2k+1
n+1 (s2 − 1)ksn−2k,

ãäå Ck
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k, ïîëó÷àåì

Ñâîéñòâî 30 Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

un(x) =

[n−1
2

]∑
k=0

C2k+1
n (ψ2(x)− 1)kψn−1−2k(x),

ãäå [n−1
2
] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà n−1

2
.

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü s = ψ(x) è ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ìîæíî äîêàçàòü

Ñâîéñòâî 40 Äëÿ n > 1 èìååì un(0) = (−1)n+1n, un(L) = n.

Èç ìîíîòîííîñòè ψ(x) íà (0, L) âûòåêàåò

Ñâîéñòâî 50 Ñóùåñòâóåò ðîâíî n− 1 íóëåé x1, x2, . . . , xn−1 ∈ (0, L) ôóíêöèè un(x),
ïðè÷åì ψ(xk) = cos πk

n
, ãäå k = 1, 2, . . . , n− 1.

Ñâîéñòâî 60 Åñëè ψ(L−x) = −ψ(x), òî xk+xn−k = L, ãäå k = 1, 2, . . . , n−1, òî åñòü
íóëè ôóíêöèè un(x) ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà [0, L].

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ ψ(L− x) = −ψ(x) èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

ψ(L− xn−k) = −ψ(xn−k) = − cos
π(n− k)

n
= − cos

(
π − πk

n

)
= cos

πk

n
= ψ(xk).
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ψ(x) ìîíîòîííà, òî L−xn−k = xk, ñëåäîâàòåëüíî, xk+xn−k = L,
ãäå k = 1, 2, . . . , n− 1.

Èç ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà (ñì., íàïðèìåð, ñòð.106�108 â [7]) ïî-
ëó÷àåì

Ñâîéñòâî 70 Èìåþò ìåñòî îöåíêè

|un(x)| ≤
1√

1− ψ2(x)
, x ∈ (0, L); (4.1)

|un(x)| ≤ n, x ∈ [0, L], (4.2)

ïðè÷åì îöåíêà (4.2) òî÷íàÿ: ðàâåíñòâî |un(x)| = n äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà
[0, L].

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè un(x) íà êîíöàõ îòðåçêà [0, L] ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âîç-
ðàñòàþò ñî ñêîðîñòüþ n, à âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (0, L) îãðàíè÷åíû. Âûñîêèå
ìîäû ¾ïðèæàòû¿ ê êðàÿì áàññåéíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíêðåòíûå êîíôèãóðàöèè áàññåéíà.

5. Êàíàë ïîñòîÿííîé øèðèíû B(x)=const

Ñîãëàñíî (3.1) â ñëó÷àå B(x) = B0 = const ôóíêöèÿ ψ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

γ
√
q
ψ′(x)

√
1− ψ2(x) = B0, (5.1)

ïðè÷åì c(x) = γ
B0
(1 − ψ2(x)). Åñëè ÷åðåç c0 îáîçíà÷èòü ìàêñèìóì c(x) íà [0, L], òî

γ = c0B0. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (5.1) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.2), ïîëó÷èì
√
q = πc0

2L
è

1

2

(
ψ
√
1− ψ2 + arcsinψ

)
=

π

2L
x− π

4
. (5.2)

Îáîçíà÷èâ s = ψ(x), áóäåì èìåòü ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ôóíêöèè c(x) : c(s) = c0(1− s2),

x(s) =
L

π

(
s
√
1− s2 + π − arccos s

)
,

(5.3)

ãäå s ∈ [−1, 1]. Îòìåòèì, ÷òî c′(x) → ∞ ïðè x → 0 + 0 è x → L − 0. Ôóíêöèè ψ(x) è
c(x) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.1.

x

c(x)

0

L/2 L

x

-1

1

0
L/2 L

( )xy

Ð è ñ ó í î ê 5.1
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Îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè un(x) çàïèøóòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïàðàìåòðè÷åñêè:
un(s) =

sin(n arccos s)√
1− s2

,

x(s) =
L

π

(
s
√
1− s2 + π − arccos s

)
.

(5.4)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè x→ 0+0 è x→ L−0 èìååì ψ′(x) → ∞, òî è u′n(x) → ∞,
∀n > 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé un(x) êàñàþòñÿ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ
x = 0 è x = L (ñì. ðèñ. 5.2). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ¾áåðåã¿ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
(ñèíãóëÿðíîé) òî÷êîé, ãäå âîëíîâîå ïîëå, õîòÿ è îãðàíè÷åííî, íî åå ïðîèçâîäíàÿ ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè.

u (x) u (x) u (x) u (x)

x xx x

-2 -2 -2 -2

2 2 2 2
3 3 3 3

-3 -3 -3 -3

4 4 4 4

-4 -4 -4 -4

5 5 5 5

-5 -5 -5 -5

2 3 4 5

L L L L

0 0 0 0

Ð è ñ ó í î ê 5.2

Ïîñêîëüêó s ∈ [−1, 1], òî ïîëîæèâ s = cos θ, θ ∈ [0, π], áóäåì èìåòü
un(cos θ) =

sin(nθ)

sin θ
,

x(cos θ) =
L

π
(sin θ cos θ + π − θ) .

(5.5)

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü íóëè ôóíêöèè un(x) :

xk =
L

2π
sin

2πk

n
+
L(n− k)

n
, k = 1, . . . , n− 1.

Â ñèëó îöåíêè (4.1) ìîäóëü |un(x)| îãðàíè÷èâàåò ôóíêöèÿ y(x) = 1√
1−ψ2(x)

è ïîýòîìó

âñå ôóíêöèè un(x) ëåæàò â çàêðàøåííîé ÷àñòè ðèñ. 5.3.
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x

y

0
1

-1 L/2 L

Ð è ñ ó í î ê 5.3

6. Êàíàë ïîñòîÿííîé ãëóáèíû c(x)=const

Åñëè áàññåéí èìååò ïîñòîÿííóþ ãëóáèíó c(x) = c0 = const, òî ñîãëàñíî (3.1) ôóíêöèÿ
ψ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

√
q
√

1− ψ2(x) = c0ψ
′(x), (6.1)

ïðè÷åì B(x) = γ
c0
(1 − ψ2(x)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0 ìàêñèìóì B(x) íà [0, L], òîãäà γ =

c0B0. Èíòåãðèðóÿ (6.1) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.2), ïîëó÷èì
√
q = πc0

L
è ψ(x) = − cos πx

L
.

Îòêóäà

B(x) = B0 sin
2 πx

L
. (6.2)

Ãðàôèê ôóíêöèè B(x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.1.

x

B(x)

0

L/2 L
Ð è ñ ó í î ê 6.1

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè un(x) èìåþò âèä

un(x) = (−1)n+1 sin
πnx
L

sin πx
L

. (6.3)

Â ÷àñòíîñòè (ñì. ðèñ. 6.2),

u1(x) = 1, u2(x) = −2 cos
πx

L
, u3(x) = 4 cos2

πx

L
− 1,

À.Â. Áàãàåâ, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé. Ñîáñòâåííûå ìîäû êîëåáàíèé â îãðàíè÷åííîì . . .



134 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2

u4(x) = −8 cos3
πx

L
+ 4 cos

πx

L
, u5(x) = 16 cos4

πx

L
− 12 cos2

πx

L
+ 1.

u (x) u (x) u (x) u (x)

x xx x

-2 -2 -2 -2

2 2 2 2
3 3 3 3

-3 -3 -3 -3

4 4 4 4

-4 -4 -4 -4

5 5 5 5

-5 -5 -5 -5

2 3 4 5

L L L L

0 0 0 0

Ð è ñ ó í î ê 6.2

Ïîñêîëüêó ψ′(0) = ψ′(L) = 0, òî u′n(0) = u′n(L) = 0. Íóëè ôóíêöèè un(x) ðàñïðåäå-
ëåíû ðàâíîìåðíî: xk =

Lk
n
, k = 1, . . . , n− 1. Â ñèëó îöåíêè (4.1) âíóòðè èíåðâàëà (0, L)

ìîäóëü |un(x)| îãðàíè÷åí ôóíêöèåé y(x) = sin−1 πx
L

(ñì. ðèñ. 5.3).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå ìîäû îïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

è íà ¾áåðåãàõ¿ îíè èìåþò íóëåâûå ïðîèçâîäíûå.

7. ¾Ñîãëàñîâàííûé¿ êàíàë ïåðåìåííîé øèðèíû è ãëóáèíû
c(x)/B(x)=const

Ñîãëàñíî (3.1) óñëîâèå c(x)/B(x) = λ0 = const âëå÷åò, ÷òî

ψ′(x) =
√
γλ0/

√
q (7.1)

è c(x) = q√
γλ0

√
1− ψ2(x), B(x) = γ

√
γλ0
q

√
1− ψ2(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç c0 è B0 ìàêñèìóìû

ôóíêöèé c(x) è B(x) íà [0, L]. Òîãäà èíòåãðèðóÿ (7.1) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.2), ïîëó÷èì
ψ(x) = 2x−L

L
,
√
q = 2c0

L
, γ = c0B0, λ0 = c0/B0. Îòñþäà

c(x) =
2c0
L

√
x(L− x),

B(x) =
2B0

L

√
x(L− x).

(7.2)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå c′(x) è B′(x) íà êîíöàõ îòðåçêà [0, L] áåñêîíå÷íû. Ãðà-
ôèêè ôóíêöèé c(x) è B(x) ïîõîæè íà ãðàôèê ôóíêöèè c(x) íà ðèñ. 5.1.

Ôóíêöèè un(x) èìåþò âèä

un(x) =
L

2

sin
(
n arccos 2x−L

L

)√
x(L− x)

. (7.3)

Ïîñêîëüêó ψ(x) = 2x−L
L

� ìíîãî÷ëåí, òî â ñèëó ñâîéñòâà 30 ôóíêöèÿ un(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè n− 1. Òàê (ñì. ðèñ. 7.1),

u1(x) = 1, u2(x) =
4x

L
− 2, u3(x) =

16x2 − 16Lx+ 3L2

L2
,
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u4(x) =
4(16x3 − 24x2L+ 10xL2 − L3)

L3
.

u (x) u (x) u (x)

xx x

-2 -2 -2

2 2 2
3 3 3

-3 -3 -3

4 4 4

-4 -4 -4

2 3 4

L L L
0 0 0

Ð è ñ ó í î ê 7.1

Ñîãëàñíî îöåíêå (4.1) ôóíêöèè un(x) ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíû âíóòðè èíòåðâàëà (0, L)
ôóíêöèåé y(x) = L

2
√
x(L−x)

(ñì. ðèñ. 5.3). Çàìåòèì, ÷òî un(x) èìåþò êîíå÷íûå ïðîèçâîä-

íûå íà êîíöàõ îòðåçêà [0, L].
Èòàê, è â ýòîì ñëó÷àå âñå ñîáñòâåííûå ìîäû îïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

è íà ¾áåðåãàõ¿ îíè èìåþò êîíå÷íûå íåíóëåâûå (êðîìå n = 1 ) ïðîèçâîäíûå.

8. Çàêëþ÷åíèå

Âûøå ìû ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé æèäêî-
ñòè â çàìêíóòîì áàññåéíå ïåðåìåííîé ãëóáèíû (¾îçåðà¿), ãëóáèíà êîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ íà ¾áåðåãàõ¿ áàññåéíà. Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî åùå ðàç îáñóäèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ. Ýòî îáñóæäåíèå óæå ïðèâîäèëîñü â êíèãå Ñðåòåíñêîãî [9], â êîòîðîé
óòâåðæäàëîñü, ÷òî äàæå ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå, îáðàùàþùååñÿ â áåñêîíå÷íîñòü íà áåðåãó,
èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë, ïîñêîëüêó âîëíà íà áåðåãó îáðóøèâàåòñÿ è äèññèïèðóåò. Â ýòîì
ñëó÷àå âîëíà íå ìîæåò îòðàçèòüñÿ îò áåðåãà è, ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè
íàêàïëèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî íà áåðåãó. Íî èç íàáëþäåíèé èçâåñòíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ âîëíà íå îáðóøèâàåòñÿ íà áåðåãó, à îòðàæàåòñÿ îò íåå. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò
áûòü ñòðîãî îïèñàí â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè ìåëêîé âîäû, åñëè ãëóáèíà ìåíÿåòñÿ ëè-
íåéíî â îêðåñòíîñòè áåðåãîâîé ëèíèè � óðåçà [10],[11]. Òàì æå ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêèé
êðèòåðèé îáðóøåíèÿ âîëíû, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé ãðàäèåíòíîé êàòà-
ñòðîôå. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîé æå ðåæèì âîçìîæåí è â ¾îçåðàõ¿ äðóãîé
êîíôèãóðàöèè. Òîãäà ôèçè÷åñêè ðàçóìíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ¾íà áåðåãó¿ áóäåò óñëî-
âèå îãðàíè÷åííîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè. Èìåííî ýòî óñëîâèå èñïîëüçîâàíî â [12],[13], ÷òî
ïîçâîëèëî àíàëèòè÷åñêè ðàññìîòðåòü íàêàò íåîáðóøåííûõ âîëí íà ¾áåçîòðàæàòåëüíûé¿
ïëÿæ. Â íàøåé çàäà÷å òàêæå ïîëó÷àþòñÿ îãðàíè÷åííûå ñîáñòâåííûå ìîäû, ÷òî ñâèäå-
òåëüñòâóåò îá èõ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè. Ñèíãóëÿðíîñòü (òàì, ãäå îíà ïîÿâëÿåòñÿ)
ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â âåëè÷èíå ïðîèçâîäíîé îò ñìåùåíèÿ, êîòîðàÿ íå íåñåò ôèçè÷åñêî-
ãî ñìûñëà. È õîòÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ðåøàåòñÿ íå ñî ñòàíäàðòíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà èëè Äèðèõëå, îíà ñòàâèòñÿ êîððåêòíî è åå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò
ñîáñòâåííûå ìîäû îãðàíè÷åííîãî âîäíîãî áàññåéíà ïåðåìåííîé êîíôèãóðàöèè (¾îçåðà¿).

Áëàãîäàðíîñòè. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñ. çà-
äàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (Çàäàíèå � 5.5176.2017/Á×), à òàêæå ïðè ôèíàíñî-
âîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ
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Eigenmodes of water oscillations in the closed basin of

variable depth

c⃝ A.V. Bagaev3, E.N. Pelinovsky4

Abstract. Eigenvalue problem for variable coe�cient wave equation describing small oscillations
of an incompressible ideal single-layer or two-layer �uid in a closed basin with uneven bottom
is discussed. Eigenmodes of oscillations are founded for the channel with functionally associated
width and depth. It is shown that such eigenmodes are expressed through Chebyshev polynomials
of the second kind. Some properties of the eigenmodes are found. In particular, eigenmodes are
described for the following con�gurations of channel: 1) constant width, 2) constant depth, 3)
�coherent� channel of variable width and depth. In the �rst case the parametric form and in two
other cases the explicit form of eigenmodes are found. In conclusion, the physical interpretation
and the feasibility of the obtained solutions are discussed.

Key Words: varible-coe�cient wave equation, Klein�Gordon equation, Sturm�Liouville problem,
Chebyshev polynomials of the second kind, water oscillations in the closed basin.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Þðèé Íèêîëàåâè÷ Äåðþãèí �

Ê ÑÅÌÈÄÅÑßÒÈËÅÒÈÞ ÑÎ ÄÍß ÐÎÆÄÅÍÈß

9 ìàÿ 2017 ãîäà èñïîëíèëîñü 70 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Äåðþãèíà Þðèÿ Íèêîëàåâè-
÷à, äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, íà÷àëüíèêà îòäåëà Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ðîññèéñêîãî ôåäåðàëüíîãî ÿäåðíîãî öåíòðà � Âñåðîññèéñêîãî
íàó÷íîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè (ã. Ñàðîâ).

Þðèé Íèêîëàåâè÷ ðîäèëñÿ â ä. Ïîäëåñîâî ßðîñëàâñêîé îáëàñòè. Â 1970 ãîäó îêîí÷èë
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ï. Îãàð¼-
âà.

Òðóäîâàÿ äåÿòåëüíîñòü Þðèÿ Íèêîëàåâè÷à ñâÿçàíà ñ Èíñòèòóòîì òåîðåòè÷åñêîé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÐÔßÖ � ÂÍÈÈÝÔ.

Ïåðâûìè íàïðàâëåíèÿìè åãî íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè áûëè çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè ñ
íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ è òóðáóëåíòíûì ïåðåìåøèâàíèåì; çàäà÷è ðàñ÷åòà àýðî-
äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áîåâûõ áëîêîâ, íàãðåâà è óíîñà òåïëîçàùèòíîãî ïîêðûòèÿ.
Ïî ýòèì òåìàì èì ïîëó÷åí ðÿä öåííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, íàïèñàíû è âíåäðåíû â
ïðîèçâîäñòâåííûé ñ÷åò ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì, èìåâøèõ áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Ñëåäóþùèì âàæíûì íàïðàâëåíèåì íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè áûëî ñîçäàíèå ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ìåòîäèê è âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ îïèñàíèÿ íåðàâíîâåñ-
íûõ ïðîöåññîâ â ÑÎ2-ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ëàçåðàõ íà ñìåøåíèè ïîòîêîâ. Ñîçäàííûå ðàñ-
÷åòíûå ìîäåëè ïîçâîëèëè âûáðàòü ñõåìû ñìåñåâûõ óñòðîéñòâ, íà êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû
ðåêîðäíûå ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòíûõ ìîäåëåé áûëè ïðîâåäå-
íû èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êðóïíîãàáàðèòíûõ óñòàíîâîê ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ êîìïëåêñîâ
ñïåöèàëüíûõ âîîðóæåíèé. Íà îñíîâàíèè ìàòåðèàëîâ ýòèõ ðàáîò Þ.Í. Äåðþãèí çàùèòèë
â 1988 ãîäó äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ. Â 1990 ãîäó åìó ïðèñâîåíî ó÷åíîå çâàíèå ñòàðøåãî
íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà.

Þðèé Íèêîëàåâè÷ Äåðþãèí � ê ñåìèäåñÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ



140 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 2

ßâëÿÿñü ñïåöèàëèñòîì âûñîêîé êâàëèôèêàöèè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ ãàçîâîé äèíàìèêè, Þ.Í. Äåðþãèí âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä
â ðàçðàáîòêó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñâåðõçâóêîâî-
ãî êèñëîðîä-éîäíîãî ëàçåðà. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûëè ðàçðàáîòàíû òðåõìåðíûå ìåòî-
äèêè è ñîçäàíû âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ
õèìè÷åñêè íåðàâíîâåñíûõ ïîòîêîâ è ðàñ÷åòà ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ëàçåðà; ïðîâå-
äåíû óíèêàëüíûå òðåõìåðíûå ðàñ÷åòû, ñâÿçàííûå ñ ñîçäàíèåì ìîùíîãî êèñëîðîä-éîäíîãî
ëàçåðà íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ.

Ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ.Í. Äåðþãèíà è ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè ñîçäàíû ìå-
òîäèêè è ïðîãðàììû, îðèåíòèðîâàííûå íà ðàñ÷åò çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû íà
àäàïòèâíûõ ýéëåðîâûõ ñåòêàõ ñ âûäåëåíèåì îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ, òàêèõ êàê óäàðíûå è
äåòîíàöèîííûå âîëíû, êîíòàêòíûå ðàçðûâû, ôðîíòû ïëàìåíè è ò.ä. Èì ðàçðàáîòàíû ðàñ-
÷åòíûå ìîäåëè ãîðåíèÿ ÂÂ è ïåðåõîäà ãîðåíèÿ â äåòîíàöèþ. Ñîçäàíû ìåòîäèêè ðàñ÷åòà
óäàðíî-âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â çàìêíóòûõ è ïîëóçàìêíóòûõ îáúåìàõ è êàíàëàõ ïåðåìåííîãî
ñå÷åíèÿ; ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè ðàñ÷åòà òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà è äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ; ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè;
ðàçðàáîòàíû íåÿâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà.

Ñ 1995 ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ.Í. Äåðþãèíà ðàçðàáàòûâàþòñÿ ðàñ÷åòíûå ìîäåëè è ñî-
çäàíû ïðîãðàììû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â ãðóíòîâûõ ñðåäàõ è ìèãðàöèè
õèìè÷åñêèõ è ðàäèîàêòèâíûõ ïðèìåñåé. Ñîçäàííûå ìåòîäèêè è ïðîãðàììû íàøëè øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåãèîíîâ ñòðàíû.

Â ïîñëåäíèå ãîäû Þ.Í. Äåðþãèí óäåëÿåò çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå ðàçðàáîòêå ìåòîäèê
è ñîçäàíèþ êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì íîâîãî ïîêîëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû
ðàçëè÷íûõ èçäåëèé â ïîëíîìàñøòàáíîé (çàìêíóòîé) ïîñòàíîâêå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ.Í. Äåðþãèíà ñîçäàþòñÿ ïàêåòû ïðîãðàìì
íîâîãî ïîêîëåíèÿ ËÎÃÎÑ è ÍÈÌÔÀ, îðèåíòèðîâàííûå íà ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ â ïàðàë-
ëåëüíîì ðåæèìå íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ. Ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ãèäðî-, àýðîäèíàìèêè è òåïëîìàññîïåðåíîñà, à òàêæå äëÿ ðàñ÷åòà ñâÿçàí-
íûõ è ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ òåïëîìàññîïåðåíîñà è àíàëèçà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé. Ïàêåò ïðîãðàìì ÍÈÌÔÀ îðèåíòèðîâàí íà ðåøåíèå çàäà÷ ãèä-
ðîýêîëîãèè è ñåéñìèêè. Ñîçäàííûå ïàêåòû ïðîãðàìì ñóùåñòâåííî ðàñøèðèëè êëàññû ðå-
øàåìûõ çàäà÷ ïî îñíîâíîé òåìàòèêå ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ. Ïàêåòû ïðîãðàìì èñïîëüçóþòñÿ â
âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîìûøëåííîñòè è íàøëè òàì âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðè-
ìåíåíèå. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ â
ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü íà îòå÷åñòâåííûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñèñòåìàõ.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Þ.Í. Äåðþãèíà òåñíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ òåìàòèêîé Èíñòèòóòà ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, ñ êîòîðûì ó íåãî äàâíåå è ïëîäîòâîðíîå
ñîòðóäíè÷åñòâî. Íàó÷íûé êîëëåêòèâ ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà çíàåò Þðèÿ Íèêîëàåâè-
÷à êàê âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî, è åãî ðàáîòû â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
è ñîçäàíèÿ îòå÷åñòâåííîãî ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ âíåñëè çíà÷èòåëüíûé
âêëàä â ðàçâèòèå Ðîññèéñêîé íàóêè.

Ñ 1997 ãîäà Þ.Í. Äåðþãèí àêòèâíî ó÷àñòâóåò â ìåæäóíàðîäíîé äåÿòåëüíîñòè ÂÍÈÈ-
ÝÔ, áûë ðóêîâîäèòåëåì òðåõ ïðîåêòîâ. Â ðàáîòàõ ïî êîíòðàêòó ñ Ëîñ�Àëàìîññêîé íàöèî-
íàëüíîé ëàáîðàòîðèåé (ÑØÀ) îí çàíèìàëñÿ ñîçäàíèåì ñâÿçàííîãî êîäà ðàñ÷åòà ïðîöåññîâ
ôèëüòðàöèè è äåôîðìàöèè ãðóíòîâûõ ïëàñòîâ.

Þ.Í. Äåðþãèí áîëåå 25 ëåò âåäåò àêòèâíóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ ðàáîòó íà êàôåäðå ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÍÈßÓ ÌÈÔÈ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí ÷èòàåò êóðñ òåîðèè ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ðóêîâîäèò ðàáîòîé àñïèðàíòîâ. Èì ïîäãîòîâëåíû òðè êàíäè-
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äàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.
Þðèé Íèêîëàåâè÷ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ñîòðóäíè÷àåò ñ êàôåäðîé ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè Íàöèîíàëüíîãî èñ-
ñëåäîâàòåëüñêîãî Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, ðåãóëÿð-
íî ó÷àñòâóåò â íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, ðóêîâîäèò ïîäãîòîâêîé êàíäèäàòñêèõ è ìàãèñòåðñêèõ
äèññåðòàöèé, âûïóñêíûìè êâàëèôèêàöèîííûìè ðàáîòàìè. Òàê, ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì çà-
ùèùåíî äâå äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê âûïóñêíèêàìè Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Îí ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ó÷àñòíèêîì è ÷ëåíîì ïðîãðàììíîãî êîìèòåòà Ìåæäóíàðîäíûõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è øêîë-ñåìèíàðîâ ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ðåãóëÿðíî ïðîâîäèìûõ Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåð-
ñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì è Èíñòèòóòîì
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Äåðþãèí Þðèé Íèêîëàåâè÷ âõîäèò â ðåäàêöèîííóþ êîëëåãèþ íàó÷íîãî æóðíàëà
¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿, èçäàâàåìîãî ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÌÃÓ
èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿ è Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì.

Çà âðåìÿ ðàáîòû âî ÂÍÈÈÝÔ èì ëè÷íî è â ñîàâòîðñòâå âûïóùåíî áîëåå 400 íàó÷íûõ
îò÷åòîâ, îïóáëèêîâàíî áîëåå 70 ñòàòåé â îòêðûòîé ïå÷àòè, ñäåëàíî áîëåå 100 äîêëàäîâ íà
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ.

Çà óñïåøíóþ íàó÷íóþ è ïðîèçâîäñòâåííóþ ðàáîòó Þ.Í. Äåðþãèí îòìå÷àëñÿ áëàãî-
äàðíîñòÿìè è ãðàìîòàìè ðóêîâîäñòâà ïîäðàçäåëåíèÿ è èíñòèòóòà, âûäâèãàëñÿ íà Äîñêó
ïî÷åòà ïîäðàçäåëåíèÿ, èíñòèòóòà è ãîðîäà, èìååò áëàãîäàðíîñòü ìèíèñòðà. Â 1989 ãîäó
åìó ïðèñâîåíî çâàíèå ¾ëó÷øèé ñïåöèàëèñò ÂÍÈÈÝÔ¿, â 2003 ãîäó íàãðàæäåí çíàêîì ¾Âå-
òåðàí àòîìíîé ýíåðãåòèêè è ïðîìûøëåííîñòè¿, â 2006 ãîäó - ìåäàëüþ îðäåíà ¾Çà çàñëóãè
ïåðåä Îòå÷åñòâîì¿ 2 ñòåïåíè, Þáèëåéíîé ìåäàëüþ ¾65 ëåò àòîìíîé îòðàñëè Ðîññèè¿.

Ïîçäðàâëÿåì þáèëÿðà è æåëàåì Þðèþ Íèêîëàåâè÷ó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, äîëãîëåòèÿ
è òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ íà áëàãî ðîññèéñêîé íàóêè!

Âåëüìèñîâ Ï.À.1, Æàëíèí Ð.Â.2, Æóêîâ Â.Ò.3, Êîçóáñêàÿ Ò.Ê. 3 , Ñåíèí Ï.Â. 2

Ñèçîâà Ë.È.4, Ñóõàðåâ Ë.À. 2 , Òèøêèí Â.Ô. 3 , ×åòâåðóøêèí Á.Í. 3

×ó÷àåâ È.È. 2 , Øàãàëèåâ Ð.Ì. 4 , Øàìàíàåâ Ï.À. 2 , Ùåííèêîâ Â.Í. 2

1 Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ã. Óëüÿíîâñê)
2 Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (ã. Ñàðàíñê)
3 ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ (ã. Ìîñêâà)
4 ÐÔßÖ - ÂÍÈÈÝÔ (ã. Ñàðîâ)

Þðèé Íèêîëàåâè÷ Äåðþãèí � ê ñåìèäåñÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì ÿçûêå, íå îïóáëèêîâàííûå è íå
ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ:
� êîäû ÓÄÊ è MSC 2010;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ - ïîëíîñòüþ, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû,

àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail;
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè (òîëüêî íà ðóññêîì);
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Èíäåêñ ïðåäìåòíîé êëàññèôèêàöèè (MSC 2010) ïî AMS èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåìàòè÷å-

ñêîãî ðàçäåëåíèÿ ññûëîê â äâóõ ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ � Mathematical Reviews (MR) Àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåé-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà (Zentralblatt MATH, zbMATH). Ñïðàâî÷íèêè êîäîâ ÓÄÊ è
MSC 2010 ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
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ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Â òåêñòå àííîòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü çíà÷èìûå ñëîâà èç òåêñòà ñòàòüè.
Ñîêðàùåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êðîìå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå â àí-

ãëîÿçû÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòàõ), ïðèìåíÿþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ èëè äàþò èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðè ïåðâîì óïîòðåáëåíèè.

Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïðèâîäèòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå ÑÈ. Äî-
ïóñêàåòñÿ ïðèâîäèòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ âåëè÷èíîé â ñèñòåìå ÑÈ çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû â ñèñòåìå åäèíèö, èñïîëüçîâàííîé â èñõîäíîì äîêóìåíòå.

Â àííîòàöèè íå äåëàþòñÿ ññûëêè íà íîìåð ïóáëèêàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ñòàòüå.
Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Â òåêñòå ðåôåðàòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ, õàðàêòåð-
íóþ äëÿ èíîñòðàííûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòîâ. Ñëåäóåò èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íûõ òåðìèíîâ. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî
òåðìèíîëîãèè â ïðåäåëàõ ðåôåðàòà.

Ïåðå÷èñëèì îáÿçàòåëüíûå êà÷åñòâà àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ê ðóññêîÿçû÷íûì
ñòàòüÿì. Àííîòàöèè äîëæíû áûòü:

- èíôîðìàòèâíûìè (íå ñîäåðæàòü îáùèõ ñëîâ);
- îðèãèíàëüíûìè (íå áûòü êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íîé àííîòàöèè);
- ñîäåðæàòåëüíûìè (îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé);
- ñòðóêòóðèðîâàííûìè (ñëåäîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå);
- "àíãëîÿçû÷íûìè"(íàïèñàíû êà÷åñòâåííûì àíãëèéñêèì ÿçûêîì).
Îáúåì àííîòàöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ äîëæíû áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî

250 ñëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæíû îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè, ïî âîçìîæíîñòè íå

ïîâòîðÿòü òåðìèíû çàãëàâèÿ è àííîòàöèè, èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç òåêñòà ñòàòüè, à òàêæå
òåðìèíû, îïðåäåëÿþùèå ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àþùèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò îáëåã÷èòü è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ñòàòüè ñðåäñòâàìè
èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî
15 ñëîâ.

Òåêñò ñòàòüè. Ïðè èçëîæåíèè òåêñòà ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðû:

� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå;
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� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ;
� ðåçóëüòàòû - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè;
� îáñóæäåíèå è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíû-

ìè;
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ

ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû. Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå è
èõ êîëè÷åñòâî íå äîëæíî ïðåâûøàòü 20.

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñ ýòîãî íîìåðà â ñòàòüþ âêëþ÷àåòñÿ ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû èìååò çàãîëîâîê Referenñes è ðàñïî-
ëàãàåòñÿ ïîñëå êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Îïèñàíèå ñõåì áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê äëÿ ðàçäåëà References.
Ñòàòüè â æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� Ïåðåâîä çàãëàâèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê;
� Íàçâàíèå ðóññêîÿçû÷íîãî èñòî÷íèêà (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ èñòî÷íèêà íà àíãëèéñêèé ÿçûê � ïàðàôðàç (äëÿ æóðíàëîâ ìîæíî

íå äåëàòü)];
� Âûõîäíûå äàííûå ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ëèáî òîëüêî öèôðîâûå

(ïîñëåäíåå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ñòàíäàðòà îïèñàíèÿ);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê ñòàòüè (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ ñòàòüè.
Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� íàçâàíèå êíèãè (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ êíèãè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ];
� Âûõîäíûå äàííûå: ìåñòî èçäàíèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå - Moscow, St. Petersburg; èç-

äàòåëüñòâî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, åñëè ýòî îðãàíèçàöèÿ (Moscow St. Univ. Publ.) è òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ, åñëè èçäàòåëüñòâî èìååò ñîáñòâåííîå íàçâàíèå ñ óêàçàíèåì íà àíãëèéñêîì, ÷òî
ýòî èçäàòåëüñòâî: Nauka Publ.;

� Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â èçäàíèè (250 p.);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ êíèãè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ îôîðìëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòèëþ

öèòèðîâàíèÿ, ïðèíÿòîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè Àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåéñêèì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîþçîì (Zentralblatt MATH, zbMATH). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò AMSBIB,
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BGN (Board of Geographic Names). Íà ñàéòå http://translit.net/ru/bgn/ ìîæíî áåñïëàòíî
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àëå Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex
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\input{shamanaev.tex}
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ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.} } {Àííîòàöèÿ} {Êëþ÷åâûå ñëîâà}
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ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,
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\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Îôîðìëåíèå ðèñóíêîâ. Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Îôîðìëåíèå ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèÿ thebibliography è
thebibliographyEn, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ ðóññêîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà îôîðìëÿåòñÿ êîìàíäîé
\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê},
à àíãëîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà � êîìàíäîé
\Bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.
Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîé ññûëêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû, ðåà-

ëèçóþùèå ôîðìàò AMSBIB è îòíîñÿùèåñÿ ê ñòèëåâîìó ïàêåòó svmobib.sty. Îñíîâîé ýòîãî
ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ ñòèëåâîé ôàéë amsbib.sty. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîìàíäû îïèñàíû â èí-
ñòðóêöèè amsbib.pdf.

Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite
èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ôàéëå-ïðåàìáóëå). Â êà÷åñòâå èìåíè ìåòîê äëÿ ðóññêî-
ÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íóæíî èñïîëüçîâàòü 'ÔàìèëèÿRBibÍîìåðÑñûëêè',
à äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê � 'ÔàìèëèÿBibÍîìåðÑñûëêè'.

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
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