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Об эквивалентности по надстройке
декартовых произведений регулярных

гомеоморфизмов с гомеоморфизмами Данжуа

Гомеоморфизмы топологических пространств называются эквивалент-
ными по надстройке, если надстройки над ними топологически эквива-
лентны. В частности, топологически сопряженные гомеоморфизмы экви-
валентны по надстройке. Известно, что для гомологически неприводи-
мых гомеоморфизмов их топологическая сопряженность является необхо-
димым и достаточным условием их эквивалентности по надстройке. Тогда
как инварианты топологической сопряженности гомологически приводи-
мых гомеоморфизмов во многих случаях являются избыточными для эк-
вивалентности по надстройке. В частности, такие эффекты свойственны
сохраняющим ориентацию гомеоморфизмам окружности, поскольку они
являются гомологически приводимыми. В настоящей работе получены со-
отношения между инвариантами топологической сопряженности и эквива-
лентности по надстройке для гомеоморфизмов Данжуа и их декартовых
произведений с регулярными гомеоморфизмами окружности. В случае,
когда регулярный гомеоморфизм меняет ориентацию, полученные инва-
рианты совпадают. Тогда как существует счетное число попарно не сопря-
женных гомеоморфизмов Данжуа, надстройки над которыми эквивалент-
ны. Аналогичный факт установлен в работе и для декартовых произведе-
ний сохраняющего ориентацию регулярного гомеоморфизма окружности
с гомеоморфизмом Данжуа.
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§ 1. Введение и формулировка результатов

Напомним, что надстройкой над гомеоморфизмом f , заданным на много-
образии M называется поток, полученный следующим образом. Определим
поток ξt на многообразии M × R формулой

ξt(x, r) = (x, r + t)
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и гомеоморфизм f̃ : M × R →M × R формулой

f̃(x, r) = (f(x), r − 1).

Положим
Mf = (M × R)/f̃ .

МногообразиеMf называется склеенным тором (mapping torus) и гомеоморфно
факторпространству M × [0, 1]/∼ по минимальному отношению эквивалентно-
сти, удовлетворяющему условию (x, 1) ∼ (f(x), 0), x ∈M .

Обозначим через p
f
: M×R →Mf естественную проекцию и через [f ]t поток

на многообразии Mf , заданный формулой

[f ]t(x̂) = p
f
(ξt(p−1

f
(x̂))), x̂ ∈Mf .

Поток [f ]t называется надстройкой над гомеоморфизмом f .
Основой топологической динамики является топологическая классификация

каскадов (потоков) с точностью до сопряженности (эквивалентности), реа-
лизующейся гомеоморфизмом, переводящим траектории одной системы в тра-
ектории другой с сохранением направления движения.

Следуя [9], [11], будем говорить, что гомеоморфизмы f : M → M , f ′ : M ′ →
M ′ эквивалентны по надстройке, если потоки [f ]t : Mf →Mf , [f ′]t : Mf ′ →Mf ′

эквивалентны.
Если гомеоморфизмы f, f ′ топологически сопряжены (т.е. gf = f ′g для неко-

торого гомеоморфизма g : M → M ′), то они эквивалентны по надстройке (см.,
например, [4]). Обратное в общем случае не верно, однако справедливо для
класса так называемых гомологически неприводимых гомеоморфизмов, см. [9;
теорема 1]. Напомним, что гомеоморфизм f : M → M называется гомологиче-
ски приводимым, если

∃ [c] ∈ H1(M) : f∗([c]) = [c], [c] ̸= 0,

иначе f гомологически неприводим. Здесь H1(M) – первая группа гомологий
с действительными коэффициентами.

Согласно [9; теорема 2] критерий не расширяется на приводимые гомеомор-
физмы, имеющие хотя бы одну периодическую точку. Иррациональные поворо-
ты окружности с числами вращения θ, θ′ = (aθ+c)/(bθ+d), где

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z),

доставляют примеры того, что критерий в общем случае не работает и для го-
меоморфизмов без периодических точек (см. [1]).

В связи с вышесказанным для гомологически приводимых гомеоморфизмов
отдельный интерес представляют соотношения между их инвариантами топо-
логической сопряженности и эквивалентности по надстройке.

Например, гомеоморфизм окружности гомологически приводим тогда и
только тогда, когда он сохраняет ориентацию. При этом он имеет периодиче-
ские точки тогда и только тогда, когда его число вращения рационально (см.,
например, [5]). Типичными гладкими представителями таких отображений яв-
ляются грубые преобразования окружности – диффеоморфизмы с конечным
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числом гиперболических периодических орбит. Их непрерывные аналоги на-
зываются регулярными гомеоморфизмами – это гомеоморфизмы с конечным
предельным множеством, состоящим из притягивающих и отталкивающих то-
чек.

Соотношения между инвариантами топологической сопряженности и экви-
валентности по надстройке для регулярных гомеоморфизмов окружности и
их декартовых произведений исчерпывающим образом получены в работе [10].
В настоящей работе такие соотношения получены для гомеоморфизмов Дан-
жуа и их декартовых произведений с регулярными гомеоморфизмами окруж-
ности.

Именно, мы рассматриваем преобразования вида ϕ± × ψ, где ϕ+(ϕ−) – со-
храняющий (меняющий) ориентацию регулярный гомеоморфизм окружности
и ψ – гомеоморфизм Данжуа (включая, как предельный случай с пустым ха-
рактеристическим множеством, иррациональный поворот окружности).

Теорема 1. Гомеоморфизмы ϕ±×ψ , ϕ′±×ψ′ , где ϕ±, ϕ′± : S1 → S1 – регуляр-
ные гомеоморфизмы и ψ,ψ′ : S1 → S1 – гомеоморфизмы Данжуа, топологиче-
ски сопряжены тогда и только тогда, когда они сопряжены покомпонентно.

То есть для того чтобы понять, сопряжены ли декартовы произведения
ϕ± × ψ, ϕ′± × ψ′, необходимо и достаточно убедиться, что сопряжены регу-
лярные гомеоморфизмы ϕ±, ϕ

′
± : S1 → S1 – регулярные гомеоморфизмы и го-

меоморфизмы Данжуа ψ,ψ′ : S1 → S1.
Следующий результат содержит исчерпывающую классификацию регуляр-

ных гомеоморфизмов окружности.

Утверждение 1 (см. [7]). Пусть ϕ+, ϕ− : S1 → S1 – меняющее и сохраняю-
щее ориентацию регулярные гомеоморфизмы окружности. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Гомеоморфизм ϕ− имеет в точности две неподвижные точки, все ос-
тальные неблуждающие точки имеют период 2, при этом полным инвариан-
том топологической сопряженности ϕ− является пара (q, ν), где

• 2q ∈ N – число периодических орбит,
• ν ∈ {−1, 0,+1} – тип неподвижных точек (два источника, источник и

сток, два стока), q + ν – нечетное число.
2. Все неблуждающие точки гомеоморфизма ϕ+ имеют одинаковый период,

при этом полным инвариантом топологической сопряженности ϕ+ является
тройка (n, k, l), где

• 2n ∈ N – число периодических орбит,
• k ∈ N – период периодических орбит,
• l ∈ {0, . . . , k/2}, ℓ ≡ ±l (mod k), ℓ/k – число вращения.

Опишем классификацию гомеоморфизмов Данжуа. Для этого определим
естественную проекцию p : R → S1 формулой

p(x) = ei2πx. (1)
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Для действительного числа θ ∈ R определим отображение сдвига Rθ : R → R
формулой

Rθ(x) = x+ θ. (2)

Тогда отображение Rθ : S1 → S1, определенное формулой

pRθ = Rθp, (3)

является поворотом окружности на угол 2πθ.
Любой гомеоморфизм окружности ψ : S1 → S1 с иррациональным числом

вращения θ либо сопряжен повороту Rθ, либо полусопряжен ему, т.е. суще-
ствует непрерывное отображение g : S1 → S1 такое, что gψ = Rθg (см., на-
пример, [8]). В последнем случае ψ называется гомеоморфизмом Данжуа, а
множество

χ = {x ∈ S1 : g−1(x) содержит более одной точки} (4)

называется характеристическим.
Для подмножеств X1, X2 ⊂ S1 и ненулевого действительного числа δ далее

будем писать
X2 ≈ δX1, (5)

если существует сдвиг Rγ , γ ∈ [0, 1), такой, что p−1(X2) = Rγ(δp
−1(X1)).

Поскольку отображения Rθ и Rθ′ совпадают, если θ′ ≡ θ (mod 1), то везде
далее, не уменьшая общности, мы полагаем, что иррациональное число враще-
ния θ удовлетворяет условию

|θ| ∈
(
0,

1

2

)
. (6)

Утверждение 2 (см. [1]). Гомеоморфизмы Данжуа ψ,ψ′ : S1 → S1 с чис-
лами вращения θ , θ′ и характеристическими классами χ, χ′ топологически
сопряжены тогда и только тогда, когда

1) θ′ = ±θ ;
2) χ′ ≈ ±χ.

Основными результатами работы является доказательство нижеследующих
теорем.

Теорема 2. Гомеоморфизмы Данжуа ψ,ψ′ : S1 → S1 с числами вращения
θ , θ′ и характеристическими множествами χ, χ′ эквивалентны по надстрой-
ке тогда и только тогда, когда существует матрица

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z) такая,

что bθ + d > 0 и

1) θ′ =
aθ + c

bθ + d
,

2) χ′ ≈ ad− bc

bθ + d
χ.
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В случае, когда множества χ, χ′ состоят из одной орбиты, необходимым
и достаточным условием эквивалентности по надстройке гомеоморфизмов
ψ , ψ′ является только выполнение равенства1 1).

Теорема 3. Гомеоморфизмы ϕ− ×ψ , ϕ′− ×ψ′ эквивалентны по надстройке
тогда и только тогда, когда они топологически сопряжены.

Из теоремы 1 и утверждений 1, 2 следует, что полным инвариантом топо-
логической сопряженности декартова произведения регулярного гомеоморфиз-
ма с гомеоморфизмом Данжуа ϕ+ × ψ является упорядоченная пятерка чисел
(n, k, l, θ, χ). Результат ниже показывает, что для эквивалентности таких го-
меоморфизмов по надстройке достаточно более слабых условий.

Теорема 4. Гомеоморфизмы ϕ+ × ψ , ϕ′+ × ψ′ : S1 → S1 с параметрами
(n, k, l, θ, χ), (n′, k′, l′, θ′, χ′) эквивалентны по надстройке тогда и только то-
гда, когда

1) n′ = n;
2) существует матрица

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z) такая, что bkθ + d > 0 и

a) k′θ′ =
akθ + c

bkθ + d
,

b) χ′ ≈ ad− bc

bkθ + d
χ.

§ 2. Необходимые определения и факты

2.1. Регулярные гомеоморфизмы окружности. В настоящем пункте
мы выделим класс модельных регулярных гомеоморфизмов окружности, к ко-
торому в силу утверждения 1 сводится проблема классификации как самих
гомеоморфизмов, так и надстроек над ними. Именно, везде далее мы будем
полагать, что гомеоморфизм ϕ± совпадает с одним из гомеоморфизмов следу-
ющего вида:

• гомеоморфизм ϕ− = ϕq,ν определен формулой (рис. 1, 2)

ϕq,νp = pϕq,ν ,

где ϕq,ν : R → R и

ϕq,ν(x) = −x− 1

4πq
sin(2πqx), ν = 0,−1,

ϕq,+1(x) = ϕ
−1

q,−1

(
x− 1

2q

)
+

1

2q
;

1В случае, когда множества χ, χ′ состоят более чем из одной орбиты, равенство 1) не яв-
ляется полным инвариантом эквивалентности по надстройке гомеоморфизмов Данжуа (см.,
например, [1]). Более того, существует континуум попарно не эквивалентных систем с числа-
ми вращения, удовлетворяющими соотношению 1). В связи с этим заметим, что утверждение
леммы 5.2 работы [12] о том, что с данным числом вращения попарно не эквивалентных над-
строек Данжуа всегда не более счетного множества, ошибочно.
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Рис. 1. Фазовый портрет гомеоморфизма ϕq,ν .

Рис. 2. Меняющие ориентацию регулярные гомеоморфизмы окружности.

• гомеоморфизм ϕ+ = ϕn,k,l определен формулой (рис. 3, 4)

ϕn,k,lp = pϕn,k,l,

где ϕn,k,l : R → R и

ϕn,k,l(x) = x+
1

4πnk
sin(2πnkx) +

l

k
.

Рис. 3. Фазовый портрет гомеоморфизма ϕn,k,l.

Рис. 4. Сохраняющий ориентацию гомеоморфизм окружности.
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Обозначим через 2m число периодических точек гомеоморфизма ϕ ∈ Φ. По
построению все периодические точки диффеоморфизма ϕ имеют вид

Pλ = p

(
λ

2m

)
, λ ∈ Z2m, (7)

и являются источниками, если λ четное, и стоками в противном случае.

2.2. Гомеоморфизмы Данжуа. В настоящем пункте мы выделим класс
модельных гомеоморфизмов Данжуа, к которому в силу утверждения 2 сво-
дится проблема классификации как самих гомеоморфизмов, так и надстроек
над ними.

Именно, для λ > 0 обозначим через S(λ) окружность, полученную отож-
дествлением концов интервала [0, λ] ⊂ R. В частности, S1 = S(1). Рассмотрим
иррациональный поворот окружности Rθ и множество χ, состоящее из не бо-
лее чем счетного числа его орбит. Пронумеруем точки множества χ = {xn}n∈N.
Положим

an =
1

(n+ 2)(n+ 3)
.

Тогда ряд
∑∞
n=1 an сходится, обозначим его сумму через a. Каждому члену an

ряда сопоставим открытый интервал In длины an. Расположим интервалы In
на окружности S(1+a) таким образом, чтобы они не пересекались и их взаим-
ное расположение соответствовало взаимному расположению точек xn на S(1).

Так как θ иррационально, то для любых различных точек xi и xj на каждой
из дуг S1 \ {xi, xj} существуют точки множества χ. Следовательно,

Ω = S(1 + a) \
⋃
In

– канторово множество. Обозначим через Ω̊ подмножество множества Ω, состо-
ящее из точек, не являющихся концами интервалов In. Так как взаимное рас-
положение интервалов In соответствует взаимному расположению точек xn, то
существует сохраняющее ориентацию непрерывное отображение h : S(1 + a) →
S(1), которое переводит cl(In) в xn, и является взаимно однозначным на мно-
жестве Ω̊ (рис. 5).

Рис. 5. Непрерывное отображение h.
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Начнем построение искомого диффеоморфизма ψ : S(1 + a) → S(1 + a) с по-
строения его производной Ψ: S(1 + a) → R.

Пусть Ψ|Ω = 1. Если In = (αn, βn), то положим множество

Ψ(x) = 1 + kn
(x− αn)(βn − x)

a2n
, x ∈ In,

где

kn = 6

(
an+1

an
− 1

)
.

Непосредственно проверяется, что
∫
In

Ψ(x) dx = an+1. Вычислим отношение

an+1

an
=
n+ 2

n+ 4
.

Тогда

kn = − 12

n+ 4
.

Величина (x−αn)(βn− x)/a2n принимает максимальное значение на интервале
In = (αn, βn) при x = (αn + βn)/2. Отсюда и из вида функции Ψ(x) следует
неравенство

1

4
⩽ 1− 3

n+ 4
⩽ Ψ(x) ⩽ 1, (8)

где x ∈ In. По построению функция Ψ(x) непрерывна на интервалах In. Из
неравенства (8) следует, что Ψ(x) непрерывна в точках Ω, следовательно, Ψ(x)

непрерывна на S(1 + a).
Обозначим через pa : R → S(1+a) накрытие окружности S(1+a) прямой R.

Можно считать без потери общности, что pa(0) = α0 – левый конец интервала
I0 = (α0, β0). Пусть Ψ: R → R – накрывающее отображение для Ψ, т.е. Ψ(x) =

Ψpa(x), x ∈ R. Пусть α1 ∈ [0, 1 + a] – такая точка, что pa(α1) = α1 – левый
конец интервала I1 = (α1, β1). Определим отображение ψ : R → R формулой

ψ(x) = α1 +

∫ x

0

Ψ(x) dx, x ∈ [0, 1 + a]; ψ(x+ 1 + a) = ψ(x) + 1 + a.

Тогда ψ(x) является накрытием искомого гомеоморфизмом Данжуа ψ : S1 →S1.

2.3. Потоки Данжуа на 2-торе. Следуя работе [1], топологический по-
ток2 на торе T2 назовем потоком Данжуа, если он не имеет неподвижных
точек и его минимальное множество (непустое множество, не содержащее
непустых собственных замкнутых инвариантных подмножеств) отлично от пе-
риодической орбиты. Для любого потока Данжуа существует непрерывное го-
мотопное тождественному отображение G : T2 → T2, переводящее траектории

2В работе [1] рассматривались C1-потоки. Однако в силу результатов работы [3] любой
топологический поток эквивалентен некоторому гладкому потоку.
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потока f t в траектории иррационального потока [Rθ]
t с сохранением направ-

ления движения. Обозначим через Ow траекторию иррационального потока,
проходящую через точку w ∈ T2. Тогда множество

X = {w ∈ T2 : G−1(Ow) содержит более одной орбиты} (9)

называется характеристическим множеством потока Данжуа (рис. 6).

Рис. 6. Характеристическое множество потока Данжуа.

Пусть P : R2 → T2 – естественная проекция, определенная формулой

P (x, y) = (ei2πx, ei2πy). (10)

Подмножества X1, X2 ⊂ T2 называются соизмеримыми

X2
∼= X1, (11)

если существуют матрица
(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z) и действительное число ξ такие, что

• H(x, y) = (x, y)
(
a b
c d

)
+ (0, ξ);

• PH = HP и X2 = H(X1).

Утверждение 3 (см. [1; теорема 6.1.5]). Гомеоморфизм двумерного тора,
переводящий траектории одного потока Данжуа в траектории другого (без
учета направления движения по траекториям), существует тогда и только
тогда, когда характеристические множества потоков соизмеримы.

Согласно [2] любой поток Данжуа эквивалентен надстройке над гомеомор-
физмом Данжуа. В утверждении ниже доказаны необходимые и достаточные
условия эквивалентности по надстройке гомеоморфизмов Данжуа.

§ 3. Эквивалентность по надстройке гомеоморфизмов Данжуа

В настоящем параграфе мы докажем теорему 2.

Доказательство теоремы 2. Докажем, что гомеоморфизмы Данжуа
ψ,ψ′ : S1 → S1 с числами вращения θ, θ′ и характеристическими множества-
ми χ, χ′ эквивалентны по надстройке тогда и только тогда, когда существует
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матрица
(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z) такая, что bθ + d > 0 и

1) θ′ =
aθ + c

bθ + d
,

2) χ′ ≈ ad− bc

bθ + d
χ.

По построению несущее многообразие S1Rθ
потока [Rθ]

t является простран-
ством орбит (S1 × R)/R̃θ действия гомеоморфизма R̃θ, заданного на S1 × R
формулой

R̃θ(s, r) = (Rθ(s), r − 1).

Представим двумерный тор T2 как пространство орбит (S1 × R)/J̃ действия
диффеоморфизма J̃ , заданного на S1 × R формулой

J̃(s, r) = (s, r − 1).

Определим гомеоморфизм h̃ : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1] формулой (рис. 7)

h̃(s, r) = ((1− r)Rθ(s) + rs, r).

Непосредственно проверяется, что

R̃θ(h̃(s, 1)) = h̃(J̃(s, 1)).

Следовательно, гомеоморфизм h̃ продолжается до гомеоморфизма H̃ : S1×R →
S1 × R такого, что R̃θH̃ = H̃J̃ формулой

H̃(s, r) = R̃
−[r]
θ h̃J̃ [r],

где [r] – целая часть r.

Рис. 7. Действие гомеоморфизма h̃.

Тогда (см., например, [6; теорема 5.5]) отображение Ĥ : T2 → S1Rθ
, опреде-

ленное формулой
ĤpJ = pRθ

H̃,
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является гомеоморфизмом. Положим

Rtθ = Ĥ−1[Rθ]
tĤ : T2 → T2.

По построению поток Rtθ эквивалентен потоку [Rθ]
t. Непосредственно прове-

ряется, что для поднятия R
t

θ : R2 → R2 потока Rtθ, определенного формулой

PR
t

θ = RtθP,

траектории являются прямыми, ориентированными в направлении вектора

v⃗ = {θ, 1}. (12)

Обозначим через X траектории потока R
t

θ, проходящие через точки P−1(χ).
Построим аналогичные объекты со штрихом по потоку [ψ′]t. Согласно утвер-

ждению 3 потоки [ψ]t, [ψ′]t топологически эквивалентны тогда и только тогда,
когда существуют матрица A =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z) и действительное число ξ та-

кие, что диффеоморфизм H(x, y) = (x, y)
(
a b
c d

)
+ (0, ξ) переводит траектории

множества X в траектории множества X ′
с сохранением направления траекто-

рий. Тогда вектор v⃗A = {aθ+c, bθ+d} сонаправлен вектору v⃗′ = {θ′, 1} (рис. 8).
Таким образом,

aθ + c

bθ + d
= θ′, bθ + d > 0.

Рис. 8. Действие гомеоморфизма H.

С другой стороны, i⃗A = {a, b} и непосредственно проверяется, что траек-
тория потока R

t

θ′ , проходящая через точку (a, b), пересекает ось Ox в точке(
(ad− bc)/(bθ + d), 0

)
. Откуда следует, что χ′ ≈

(
(ad− bc)/(bθ + d)

)
χ.

Утверждение о том, что в случае, когда множества χ, χ′ состоят из одной
орбиты, необходимым и достаточным условием эквивалентности по надстройке
гомеоморфизмов ψ, ψ′ становится только выполнение равенства 1), является
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непосредственным следствием того, что гомеоморфизм Данжуа коммутирует
с любым поворотом окружности.

Теорема 2 доказана.

Приведем пример топологически не сопряженных, но эквивалентных по над-
стройке гомеоморфизмов Данжуа.

Пусть α – действительный корень уравнения α3 + α2 − 1 = 0. Рассмотрим
гомеоморфизм Данжуа ψ1 : S1 → S1 с иррациональным числом вращения α и

χ1 = {nα (mod 1) : n ∈ Z} ∪
{
1

α
+ nα (mod 1), n ∈ Z}

}
.

Пусть ψ2 : S1 → S1 – гомеоморфизм Данжуа с иррациональным числом вра-
щения 1/α и

χ2 =

{
n

α
mod 1, n ∈ Z

}
∪
{
α+

n

α
mod 1, n ∈ Z

}
.

Заметим, что

P−1(χ2) ≈ Z+
1

α
Z+ α = Z+

1

α
Z+

1

α2
=

1

α

(
Z+ αZ+

1

α

)
≈ 1

α
P−1(χ1).

Таким образом, гомеоморфизмы ψ1 и ψ2 не сопряжены, но эквивалентны по
надстройке.

§ 4. Покомпонентная сопряженность
сопряженных гомеоморфизмов вида ϕ± × ψ

В этом параграфе мы рассматриваем преобразования вида ϕ± × ψ, где ϕ+
(ϕ−) – сохраняющий (меняющий) ориентацию регулярный гомеоморфизм ок-
ружности и ψ – гомеоморфизм Данжуа (включая, как предельный случай,
гомеоморфизмы с пустым характеристическим множеством – иррациональный
поворот окружности), и доказываем теорему 1.

Доказательство теоремы 1. Докажем, что гомеоморфизмы ϕ± × ψ,
ϕ′± × ψ′ топологически сопряжены тогда и только тогда, когда они сопряже-
ны покомпонентно. Поскольку из топологической сопряженности компонент
следует сопряженность их декартовых произведений, то для доказательства
теоремы достаточно доказать обратное утверждение. Рассмотрим случай про-
изведения с сохраняющим ориентацию регулярным гомеоморфизмом, для ме-
няющего доказательство аналогичное.

Пусть гомеоморфизмы ϕ+; ψ; ϕ′+; ψ′ имеют параметры n, k, l; θ, χ; n′, k′, l′;
θ′, χ′ соответственно. Тогда в силу утверждений 1, 2 достаточно показать, что
из топологической сопряженности гомеоморфизмов ϕ+×ψ, ϕ′+×ψ′ посредством
некоторого гомеоморфизма h : T2 → T2, следует, что

1) n′ = n, k′ = k, l′ = l;
2) θ′ ≡ ±θ (mod 1), χ′ ∼= ±χ.
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1) Напомним, что (максимальным) аттрактором гомеоморфизма f ком-
пактного многообразия M называется f -инвариантное компактное множество
A ⊂ M , обладающее захватывающей компактной окрестностью UA ⊂ M та-
кой, что f(UA) ⊂ intUA и

⋂
n∈N f

n(UA) = A. (Максимальным) репеллером
называется множество, являющееся аттрактором для диффеоморфизма f−1.
Из этого определения следует, что само несущее многообразие M всегда явля-
ется и максимальным аттрактором, и максимальным репеллером одновремен-
но. Максимальный аттрактор, отличный от всего многообразия, называется
собственным. Очевидно, что максимальный аттрактор является инвариантом
топологической сопряженности гомеоморфизма. Кроме того, непосредствен-
но проверяется, что любой максимальный аттрактор декартова произведения
гомеоморфизмов является декартовым произведением максимальных аттрак-
торов компонент.

Поскольку гомеоморфизм Данжуа не имеет собственных аттракторов, а
каждый собственный аттрактор регулярного гомеоморфизма состоит из орбит
притягивающих периодических точек, то гомеоморфизм ϕ+ × ψ имеет n соб-
ственных аттракторов вида

Aλ =

k−1⊔
i=0

Sλ+2ni, (13)

где λ ∈ Z2nk – нечетное число и

Sµ = Pµ × S1, µ ∈ Z2nk, (14)

для Pµ, определенного формулой (7). При этом любой собственный аттрактор
гомеоморфизма ϕ+ × ψ является объединением аттракторов вида (13).

Аналогичным образом гомеоморфизм ϕ′+ ×ψ′ имеет n′ собственных аттрак-
торов, каждый из которых состоит из k′ компонент связности. Поскольку мак-
симальный аттрактор является топологическим инвариантом, то n′ = n, k′ = k.
Если k = 1, то l′ = l = 0. Покажем, что l′ = l в случае, когда k > 0.

Поскольку аттрактор Aλ состоит из нестягиваемых на торе окружностей,
то компоненты связности множества T2 \ Aλ являются двумерными кольцами
(см., например, [13]). Обозначим через K+

λ ,K
−
λ те кольца, которые содержат

окружность Sλ в своем замыкании (рис. 9). Тогда множество ∂K±
λ = Sλ ⊔

(ϕ+ × ψ)±u(Sλ), где u ∈ {1, . . . , k − 1} единственным образом определяется из
соотношения

ul ≡ 1 (mod k). (15)

Пусть h(Sλ) = Sλ′ . Тогда h(Aλ) = Aλ′ . Аналогичным образом определим
кольца K+

λ′ ,K
−
λ′ и число u′ для аттрактора Aλ′ . Поскольку гомеоморфизм h

сопрягает гомеоморфизмы ϕ+ × ψ, ϕ′+ × ψ′, то h(K+
λ ) = K+

λ′ и, следовательно,
u′ = u. Тогда из соотношения (15) следует, что l′ = l.

2) Гомеоморфизм (ϕ+ × ψ)k|Sλ
: Sλ → Sλ совпадает с гомеоморфизмом Дан-

жуа ψk, который имеет число вращения kθ и характеристическое множество χ.
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Рис. 9. Кольца K±
λ .

Аналогично гомеоморфизм (ϕ′+ × ψ′)k|Sλ′ : Sλ′ → Sλ′ совпадает с гомеомор-
физмом Данжуа ψ′k, который имеет число вращения kθ′ и характеристическое
множество χ′. Поскольку гомеоморфизм h сопрягает гомеоморфизмы Данжуа
ψk и ψ′k, то в силу утверждения 2 kθ′ = ±kθ, χ′ ∼= ±χ.

Теорема 1 доказана.

§ 5. Эквивалентность по надстройке гомеоморфизмов ϕ− × ψ

В настоящем параграфе мы докажем теорему 3.

Доказательство теоремы 3. Докажем, что гомеоморфизмы ϕ− × ψ,
ϕ′−×ψ′ эквивалентны по надстройке тогда и только тогда, когда они топологи-
чески сопряжены. Поскольку из топологической сопряженности гомеоморфиз-
мов следует их эквивалентность по надстройке, то для доказательства теоремы
достаточно доказать обратное утверждение.

Пусть гомеоморфизмы ϕ−; ψ; ϕ′−; ψ′ имеют параметры q, ν θ, χ; q′, ν′; θ′, χ′

соответственно. Тогда в силу утверждений 1, 2 и теоремы 1 достаточно пока-
зать, что из эквивалентности надстроек над гомеоморфизмами ϕ−×ψ, ϕ′−×ψ′

посредством некоторого гомеоморфизма H следует, что
1) q′ = q, ν′ = ν;
2) θ′ = ±θ, χ′ ∼= ±χ.
1) В силу утверждения 1 гомеоморфизм ϕ− имеет в точности две неподвиж-

ные точки, а все остальные периодические точки имеют период 2. Для окруж-
ности Sλ, λ ∈ Z2q, определенной формулой (14), обозначим через Stλ множество
траекторий потока [ϕ− × ψ]t, проходящих через точки Sλ. Поскольку гомео-
морфизм ψ сохраняет ориентацию, то поверхность Stλ гомеоморфна двумерно-
му тору, который является односторонним (т.е. не делит свою окрестность),
если Pλ – неподвижная точка, и двусторонним иначе. При этом аналогично
доказательству теоремы 1 показывается, что каждый тор Stλ является либо ат-
трактором, либо репеллером потока [ϕ− ×ψ]t, и любой собственный аттрактор
или репеллер состоит из этих торов. Непосредственно проверяется, что число
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попарно не пересекающихся торов равно q + 1, при этом односторонние торы
являются:

– репеллерами, если ν1 = −1;
– аттрактором и репеллером, если ν1 = 0;
– аттракторами, если ν1 = +1.
Аналогичным образом дело обстоит с потоком [ϕ′−×ψ′]t. Поскольку сопряга-

ющий гомеоморфизм сохраняет собственные аттракторы и репеллеры, а также
переводит односторонние торы в односторонние, то q′ = q, ν′ = ν.

2) По построению несущее многообразие T2
ϕ−×ψ потока [ϕ−×ψ]t гомеоморф-

но декартовому произведению бутылки Клейна на окружность. Обозначим
через γ ⊂ T2 ×R отрезок, соединяющий точки (P (0, y), 0) и (P (0, y − θ), 1), где
P (0, y) ̸∈ χ. Выберем образующие фундаментальной группы этого многообра-
зия следующим образом (рис. 10):

α = P (Ox), β = P (Oy), γ = pϕ−×ψ(γ). (16)

Тогда α, γ – меридиан и параллель бутылки Клейна соответственно. Анало-
гичные образующие со штрихом выберем для фундаментальной группы мно-
гообразия T2

ϕ′
−×ψ′ .

Рис. 10. Образующие фундаментальной группы многообразия T2
ϕ−×ψ.

Если Stλ1
– односторонний тор (рис. 10), то кривые, гомотопные β, γ, яв-

ляются его образующими, а поток [ϕ− × ψ]t|St
λ1

: Stλ1
→ Stλ1

совпадает с над-
стройкой над гомеоморфизмом Данжуа ψ. Пусть H(Stλ1

) = Stλ′
1
. Тогда по-

ток [ϕ′− × ψ′]t|St
λ′
1

: Stλ′
1
→ Stλ′

1
совпадает с надстройкой над гомеоморфизмом

Данжуа ψ′. При этом гомеоморфизм h1 = H|St
λ1

: Stλ1
→ Stλ′

1
осуществляет

эквивалентность соответствующих надстроек. В силу утверждения 3 индуци-
рованный изоморфизм h1∗ в образующих β, γ; β′, γ′ определяется матрицей
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a b
c d

)
∈ GL(2,Z). Согласно теореме 2

θ′ =
aθ + c

bθ + d
, bθ + d > 0; (17)

χ′ ≈ ad− bc

bθ + d
χ. (18)

Если Stλ2
– двусторонний тор (рис. 10), то кривые, гомотопные β, 2γ, яв-

ляются его образующими, а поток [ϕ− × ψ]t|St
λ2

: Stλ2
→ Stλ2

совпадает с над-
стройкой над гомеоморфизмом Данжуа ψ2. Пусть H(Stλ2

) = Stλ′
2
. Тогда по-

ток [ϕ′− × ψ′]t|St
λ′
2

: Stλ′
2
→ Stλ′

2
совпадает с надстройкой над гомеоморфизмом

Данжуа ψ′2. При этом гомеоморфизм h2 = H|St
λ2

: Stλ2
→ Stλ′

2
осуществляет

эквивалентность соответствующих надстроек. В силу утверждения 3 индуци-
рованный изоморфизм h2∗ в образующих β, 2γ; β′, 2γ′ определяется матрицей(
a 2b
c/2 d

)
∈ GL(2,Z). Согласно теореме 2

2θ′ =
2aθ + c/2

4bθ + d
; (19)

χ′ ≈ ad− bc

4bθ + d
χ. (20)

Из соотношений (18), (20) следует, что b = 0. Отсюда и из соотношений (17),
(19) получаем, что c = 0. Таким образом, a, d ∈ {−1, 1}. Поскольку d > 0

в силу неравенства (17), то d = 1, a = ±1. Подставляя полученные значения
в (17), (18), получаем, что θ′ = ±θ, χ′ ∼= ±χ.

Если гомеоморфизм ϕ− не имеет точек периода 2, то вместо Stλ1
рассмот-

рим любой двусторонний тор S, расположенный между односторонними то-
рами St0, St1. Тогда кривые, гомотопные β, 2γ, являются его образующими, а
проекция потока [ϕ− × ψ]t|T2\(St

0∪St
1)

на S совпадает с надстройкой над гомео-
морфизмом Данжуа ψ2. Поскольку гомеоморфизмH переводит тор S в двусто-
ронний тор S′ = H(S), расположенный между односторонними торами St0, St1,
то кривые, гомотопные β′, 2γ′, являются его образующими, а проекция по-
тока [ϕ′− × ψ′]t|T2\(St

0∪St
1)

на S′ совпадает с надстройкой над гомеоморфизмом
Данжуа ψ′2. Используя рассуждения, аналогичные вышеприведенным, мы по-
лучим равенства (19), (20). Откуда будет следовать, что θ′ = ±θ, χ′ ∼= ±χ.

Теорема 3 доказана.

§ 6. Эквивалентность по надстройке гомеоморфизмов ϕ+ × ψ

В настоящем параграфе мы докажем теорему 4.

Доказательство теоремы 4. Докажем, что гомеоморфизмы ϕ+ × ψ,
ϕ′+ × ψ′ : S1 → S1 с параметрами (n, k, l, θ, χ), (n′, k′, l′, θ′, χ′) эквивалентны по
надстройке тогда и только тогда, когда

1) n′ = n;
2) существует матрица

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z) такая, что bkθ + d > 0 и
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a) k′θ′ =
akθ + c

bkθ + d
,

b) χ′ ≈ ad− bc

bkθ + d
χ.

⇒ Необходимость выполнения условия 1) доказывается также, как в теоре-
ме 3. Покажем, что из эквивалентности надстроек следует выполнение усло-
вия 2).

По построению несущее многообразие T2
ϕ+×ψ потока [ϕ+ × ψ]t гомеоморф-

но T3. Обозначим через γ ⊂ T2×R отрезок, соединяющий точки (P (ℓ/k, y), 0) и
(P (0, y−θ), 1), где P (0, y) ̸∈ χ. Выберем образующие фундаментальной группы
этого многообразия следующим образом (рис. 11):

α = P (Ox), β = P (Oy), γ = pϕ+×ψ(γ). (21)

Рис. 11. Образующие фундаментальной группы многообразия T2
ϕ+×ψ.

В силу утверждения 1 гомеоморфизм ϕ+ имеет в точности 2n периодиче-
ских орбит и все они имеют период k. Для окружности Sλ, λ ∈ Z2nk, опре-
деленной формулой (14) обозначим через Stλ множество траекторий потока
[ϕ+ × ψ]t, проходящих через точки Sλ. По построению каждое множество Stλ
гомеоморфно двумерному тору, а кривые β, kγ являются его образующими.
Поток [ϕ+ × ψ]t|St

λ
: Stλ → Stλ совпадает с надстройкой над гомеоморфизмом

Данжуа ψk. Выберем на 3-торе T2
ϕ+×ψ новые образующие α̃, β̃, γ̃, имеющие

относительно образующих α, β, γ следующие гомотопические типы:

⟨α̃⟩ = ⟨v, 0, u⟩, ⟨β̃⟩ = ⟨0, 1, 0⟩, ⟨γ̃⟩ = ⟨ℓ, 0, k⟩, ℓb− ak = 1. (22)

Тогда β̃, γ̃ – образующие тора Stλ.
Введем аналогичные обозначения со штрихом для потока [ϕ′+ ×ψ′]t, и пусть

H : T2
ϕ+×ψ → T2

ϕ′
+×ψ′ – гомеоморфизм, осуществляющий эквивалентность по-

токов [ϕ+ × ψ]t, [ϕ′+ × ψ′]t. Так как тор Stλ является максимальным аттрак-
тором или репеллером потока [ϕ+ × ψ]t, то H(Stλ) = Stλ′ . При этом поток
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[ϕ′+ × ψ′]t|St
λ′
: Stλ′ → Stλ′ совпадает с надстройкой над гомеоморфизмом Дан-

жуа ψ′k′ и гомеоморфизм h = H|St
λ
: Stλ → Stλ′ осуществляет эквивалентность

соответствующих надстроек.
В силу утверждения 3 индуцированный изоморфизм h∗ в образующих β̃, γ̃;

β̃′, γ̃′ определяется матрицей
(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z), bkθ + d > 0 такой, что

k′θ′ =
akθ + c

bkθ + d
; χ′ ≈ ad− bc

bkθ + d
χ.

Таким образом, необходимость условий теоремы доказана.
⇐ Покажем из выполнения условий 1), 2) следует существование гомео-

морфизма H : T2
ϕ+×ψ → T2

ϕ′
+×ψ′ , осуществляющего эквивалентность потоков

[ϕ+ × ψ]t, [ϕ′+ × ψ′]t.
Для этого заметим, что в образующих α̃, β̃, γ̃ поток [ϕ+ × ψ]t эквивалентен

надстройке над гомеоморфизмом ϕ̃ × ψk : T2
α̃,β̃

→ T2
α̃,β̃

, где T2
α̃,β̃

– двумерный

тор, натянутый на образующие α̃, β̃ и гомеоморфизм ϕ̃ : α̃ → α̃ топологически
сопряжен гомеоморфизму ϕn,1,0. Аналогичная ситуация с потоком [ϕ′+ × ψ′]t.

Выполнение условия 1) n′ = n в силу утверждения 1 гарантирует суще-
ствование гомеоморфизма hα̃ : α̃ → α̃′, сопрягающего гомеоморфизмы ϕ̃, ϕ̃′.
Выполнение условие 2) в силу утверждения 3 гарантирует существование го-
меоморфизма hβ̃,γ̃ : T

2
β̃,γ̃

→ T2
β̃′,γ̃′ , осуществляющего эквивалентность потоков

[ψk]t, [ψ′k′ ]t. Тогда гомеоморфизм

H = hα̃ × hβ̃,γ̃

является искомым гомеоморфизмом.
Теорема 4 доказана.
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